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ln melioris notae omnibus libris, quibus integrandi praecepta econscripta sunt, ratio tradi-
tur, quae ingredienda sif ad tractandas functionces
{mx ¥ (a—=hx—-cx*)dx; ( -_Ilr }7-'-—!h\—.

) ) ¥ (atDbx—+-cx?)
quarum altera facile mulliplicatione et divisione quantitatis F (a—+bx—-cx?) in alieram
transformari potesit. Ut exemplis ular, invenics artificia integrationis necessaria in enchi-
ridio a Lacroix conscripto T. II, §. 183, sqq. ed. Baumann; a Navier conscripto T. L §
274, sqq. ed. 1I. Witlstecin, 1854; in lexico d. Kluegelii s. v, Jntegratioj denigue in d.
Crellii ephemeridibus T. V. Quibus in nostrum usum conversis rebus quasdam argumenta-
tiones ¢t conseclaria addere mihi in animo est. Rationes integrationis hoc modo proponimus:
Sit primo quantitas ¢ positiva, tum poferimus has duas transformationes adhibere, quibus
functio rationalis et ad integrandum apla evadat:

1. Faciamus J"(a—-bx—-cx?) = z—x} "¢ ubi z esl nova quantitas variabilis, quac ex
functione quamtiitatis x pendeat. Jnde eruendo valores quantitatum x et dx, invenimus:
7 2—a 2(hz—=*F c—-aj} e " bz} c—=a} ¢
r— s dx = el e Y B .’I-I )i 3ge 7 (a—-bx——ex?) = — _}_"h'__L
h-22¥"¢ b2+ ¢)? ; h—-2%3 "¢
quibus substitutis reperimus
- " ; CHem 0
{ _.;-_qx, dx 1= ,_fq:; BRI o2da,
) 7 Ca~+bx—+cx?) J b4-397"c.z ) b=-27 c.z

Tali modo rationalis facta inlegrari poterit, qua integratione ahsoluta, substitues
& = } (a"-bx—-cx)-xF"c .

3 s —a Smah Zii=
Annotandum esi, eodem modo ex functione — — formandam esse funclionem ¢ } z:

(7 b—-21"¢.%
quo @x ex variabhili x efficta sit, neque signum i pertinere nisi ad uncis inclusam quan-
titem proxime sequeniem,

9. Quod si pones J~(a—+bx—+cx?) = w—xF ¢, eadem via invenies

{’ px dx

— 2dz ; ; : yh s
+ =———— ubi post integrationem facies
22} c—b

i

Sy 3 Sulae—b

13

2=} (a-+bx—+-cx*)—x}c.
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Transeamus jam ad casum, ubi ¢ esi quantifas negativa; ad infegrandam functionem

= {‘Pf]'_:t‘ lac: V7 (a-4-bx—cx*)= xz—JF a, unde dilferentiando et substituendo habebis
(a—=bx—ux?)
g { :J.l\ dx { =

§ b—227"a )} —2d=
(v G 6, | on TR
) ¥ (a—+hx—ex?) ] (T R P

.-"-'I._'_I __ 'f“‘,
qua in formula integratione absoluta substituile z= / St S l}_'_"__"_ L

A eque recle

X
res sese habebit, si facies 77 (a—4-bx—ex’) = xz+J"a, unde obfinehis
g dx h—2% F"a. ) — 2du . X K )
4, {_ [} — { w ! g ¢t invenfo integrali substitues
M (a—bx—cx®) ) C—f=r" [y ot/

7 (a—4-bx—cx?)— } a,
L= —_— - _— s
X
Si tibi displicebit, transformatione modo, exposita introduci quantitatem imaginariam tum,
guum a est negaliva, evitabis id incommodum dispescendo a—-bx—cx*® in flactores reales
¢ (x—R) (r—x) quae res, qui fiat, facillime invenitur. Quod eom obtinueris 7 (a——bx—ex?)=

| exe—R) L_r—-_\:__l|. fac f/-l c(x—It) i',r—x|: (x—I)z} "¢ et cum expresseris x, dx, ‘
} (a-+hx—cx®) ope functionum wvariabilis quantitatis z, obtinebis
x. dx i ( r==Rz? — 2= " :
l: m — y = 1 p ) _'_ e - - (ua infegralione absolota sub
) ¥ (a+4-bx—cx?) ) T 14wt (14=-25F"c
| g T—X
stitues a=J}" .
x—R

Jam ad applicationes legum explicatarum progrediamur, quae sunt uberrimi argumenti.

Primum accommodemus invenia ad functionem % —— ponamus igitur, comparatione

| dx
Wir—x3
cum generali functione facta, px= 1; a=——1; b=03—e=—1, inveniemus has quingue
formulas:
{ dx ( dz

L Lo el ¥ 1 m=—] "T_I.!'r _.-_f' 1
) P (l—x%) P'-’a}"_—l (cond: ==}~ x ) 4-x7 )

= C -4 'f’l Itog; =1 4= F(1—x2) |

| dx { —dz - . 2 | .

2, S ——i —_ (eond: 2=1"(1—x")—=x -1)
) ¥ (1—x) ] L j” ¥

=t l 5 : - ry

e ff“?]”bg e B §




AR 7 S

( - R 1771 2
ol 35 == \ "d;_' (cond: z— FEll =) o]
Y d—=% ) 1442 x
o By Py T
= C — 2 arc (lng = .I..H_“_.;))
X
4 ( dx { —2dz e 7 (1—xH—1 i
G ———— I e . —
) ¥ El—x%) ) 1-}-z* X
e Fand o8 _...' e _l
= [ — 2 arc (lng = “11_‘:_}_->
x
£ =GR e
B e e e R ")
) ¥daa—x*%) ) 1—-z® 14—=x
— [ — 2 are L’fn‘::‘:]f"-l'._:.{)
. : 14+-x

Jam vides quinque integrationes, praeter quas duvae aliae notissimae sunt, Etenim si
valorem imaginarium denominatoris J7(1—x*) evilare vis, supponere debes, esse x<Tl;
si x>1 est, mutabis 77(1—X?*) in J7—1 . J"x2—1 , qui casus paulo post traclabitur. —
seriem convergentem dabit, si adhibueris id

Quod si igitur X<l est, theorema binomiale

ad evolvendam functionem (1—X*" v, qua multiplicata cum dX et membratim integrata
o | dx X 3 1.28" = 1.3.95 KL
obtinebis (= C x4 L. 40 S Ol
i—H g 3 2, 4 9 2.4.6 7
Praeterea eonstaf, esse 'l; .'_l‘_..x_ — O -+ arc (sin=x) Si his duobus in valoribus po-
) ¥ (1—=x%)

sueris x= 0, videbis ulrimque constantem numerum cundem esse, uude sub conditione, ut
sift x<1 et omnium arcuum minimum sumas, concludes:

ST 1 SEIS 1. & o 1.'3.. 0 x
arc (sin=x) = x 4 3_ 3 = _a l- 5 -+ 2_4 5 3 R .
E \ 7t 1 1 8] G i
are [sin—=1) =" =1} . —t R i S
' = i T S R s T R A e
o T | 1 1 i | 1. & | 1585 0 el
arc (Ein=}) —e——— ey LT - Ao b = o, ———t
2 Y e S A A e A Ta

Quod si haee integralia com quinque sub numeris 1), 2), 3}, 4), 3) rlu'tlpikn'ili-* conferes,
videbis, in formulis 1) et 2) numerum constantem eundem esse, cum identidem pro valore
{ dx
) i—x)
tanquam fundamentum totius doetrinac functionum cyclicarum esse constal, nempe:

9 "—1 =log GI"'—1 ~+ ¥[1—D

—¢ ¥'—1 = log (—1"—1 + P [1—=])

Transeundo a logarithmis naturalibus ad numeros congruentes et ab aequatione arc (sin=x)=q

x—0 &ait = O, unde invenies, si ar¢ (sin= ) = ¢ ponatur, flormulas, quas




e

Fal

oy —1

ad conversam sin ¢g= xj C08 e:p:}’"fl—xxl hahehimus ¢

= cos @ -+ sin ¢ J—1;

——
¢ g l = ¢o8 (p — sin @ J7—1 unde deducimus cos g =j

3 ; & PV — l_‘_.t._' g —1 {

1 l-f— ey Tl %
sin g =—— ) ¢ Pl 1 e g} fE

i1

; ¢t theorema Moivricam omnium memoratu

v . g4 I r
dignissimum et universale (cos @ * sin f;‘I""r—l} = cosngpt sinng. ) —I1

Ubi hactenus pervenisti, fota doctrina de functionibus eyelicis secundo vento procedit,
quar¢ nihil addendum puto, cum cuivis Mathematicorum aliquatenus perito deductio cete-

. . . . 5 s ‘ T
rorum theorematum res trita sit. Nofalu dignum igitur fanfum videtur, pro valore =

b T : .
esse cos z = 0, sin 5, = 1, unde eo in casu deduci ex formula g} —1 =

log (cos @ - sin @ J7—1) specialem ! ¥V—1 = log ¥©—1 , eoque effici

__21eg 71

. Jam memento, csse 7"—1. [1—)"—1] = V" —141=14-F"—1, ergo

i
P
log —1 lo il s log (14+}7—1) log (1=} —1). Evolvendo utrumgque
gy—l=log. et L5 | — — log (l=—y —1). Evolvendo utr ;
: 8 o1 [
. sty " x x - o
logarithmum ope formulae notissimae log (14=x) = x — -I——,} e 1 = el
el subtrahendo habebis 2 (FF—! — L ¥ —1 4 L " —1 — L P—1. .... .. .) unde
=4 (1—& 4+ e -,’. — ok e = i ). Demonstrari pofest, hanc se-
riem, etsi lentissime, altamen convergere, ejusque summa methodi Hultonianae ope facillime
inveniri polest. — Transeamus ad tertium integrale
l- —L.—:': C — Rarc (lng = .l = 't_ll___‘_J> el faciamus 2 arc (lng =
) r1i—=? x
Fanet I 1___ Fa .-' " il L.
';_‘“‘.ﬂ._’.) = (p, Grgo arc (lng = _1_;_ .[.l._. 1..!.): .!‘;—.; unde tng ¥ :Iﬁ—“—‘J
x 5 x 2 9 x

stng - 1= l1—] = tng?f — g f +1=1- x%22 1 + wg*H=

Qtng‘{'i
X Esin{{'
EJ."}: r‘f__._ _l'.u:.: q
z z
e o ain Qoo B o L8053 g LG are el =
(& & ool W o
YTI—D C 180% -~ arc (sin )

= " H=ar¢ (sin ='x)




Ponamus eodem modo in quarto integrali

(__8 __ 0—2arc (tng= L !
}}"’ll—\] C 2 aro (ing : )

; i l—x?*{—1;
2 arc (lng=— i 5 : ¢f ex ecodeducimus ing jn—-_.‘ VF__ i _J. i
X X
o 5 ) sl
1 4 .\'Jn,u‘ir = 77[1—x*]; 14 2xing {’( -+ x?ing f’? = {~—x2:

o P 1
2x ?”_l_ + - X g———% — 032 Bin r{r.. (‘_usg} —[—“_{:(]; K‘.:——REII(]J:H‘HI{—(P):

e
cos P cos {
— @ = arc 1_'_.<in:': x'_l; unde concludimus

: £s . = (— 2 arc (lng= ‘; “TK e !J)
) [ 1—x7] x
= C -+ arc (sin=x).
Si transitur ad quintum integrale

! C - 1—Xx
I-_ -‘!:-\- . = C — 2 arc (lng = 7§~ \>
) ¥ I—:\'] 14-x
g =X P . 2 P l—x
facimus arc (tng=— ) = %3 unde concludimus fng* ¢+ = —
1cimus arc (ing (8 R ) oz e
. ) o P _ X .
tng? ‘{ -+ x Ing* r‘{ = |l—x; x + xing* f’r - tug? (‘r =13— < lﬂg"gl = 1:
cos® P
x = ~1u{1' = rn::"lf"_: Xi— Cw.,f{? siu"'r_f = £08 ¢ = sin (}:; — @3
— = — r ~} arc (sin=— x); et denique
“E ¥ = 0 — T - arc (sin=x)
) 7 [1—x7]
= (' 4+ arc (sin = x).
IIL.
Pergamus ad integrandam functionem
( dx
). ¥ (1+-x%)
ad quam ut applicemus formulas generales, faciendum in his erit p (x) = 1, a = 1, b =

0, ¢ = =+ 1, quibus valoribus introductis prodibunt hae functiones non minus tractatis
ferliles: Secundum normam primam et secundam capitis 1. invenimus:

¢ dx  d= E %

(o = o = 0 4 Jog {712 + x|

) V-7 ) s
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) VI1+x] Vi3
Jn utroque integrali numerus constans ejusdem est valoris, cum pro x==0 functio loga-
rithmica sit=0, quare, si ponimus log (}7[ l4—x"]4=x) = o, etiam erit — log (J"[14-x*]—x)
= — 1, unde franseundo ex logarithmis ad numeros congruentes efficietur, ut sit

51 " dx e [ — dz — 1 fhe IIJ;_J" f"nlf—i—\l ==

] P —1l) - ; :
A Pl + x3e 7 = F[1-4x?] — x; ergo addendo et subtrahendo
a il —
Vittx] = e ¢ "
z
11 = 1]
X = £ L

Jam videmus, similitudinem maximam eum functionibus cyclicis existere, unde eligendam
esse formulam ef signa congruentia, Faclamus igitur

— i ; 2 A
i i = x; et vicissim @ — Ure (Sin=x): inde deducemus
&t ol W Yo i)
Sir ¢ = £ S S T — S -} =0 =
2 1 I, 2. 1.2.3.4. 5
., g , 1 3 s . f_n'l — 1
VIl + &in"y) = PI4x*] = Cos y; Co8 =7 +e 7.
. . ; =
. = e . e
Cog v =1 4 o — 4 o = U (G038 = T[4+
' T AT T -'
. b PRI N
&in b . Bos 1
Tng W = " T Gotapy = Yo
Eod i &in Ang W

Evolutac formulae jam sufficiunt ad formandam doctrinam totam horum sinuum, qui
|'J_‘-']ll'.l‘ll{l“ﬂ'lh vocantur, Igllllrliillli eodem fere modo: cum []"\-|+t'l‘|JIJ:iL 1;"]].‘1[_']'1‘”_[_ quo :‘_\'CH{‘.i Cum
communi e¢yclo. Jnitium doctrinac ejus generis efficit, quod jam invenimus
( dx e i
y—ee——— = € - Are (Bin = x)
Y T1--x7]

sive in seriem evolvendo ef membratim infeerando
[ - 3 | -5
| dx X i 1.0 x

] T [ 2.3 2.4 5

— C + log ;;f“l,[—kx’_l:':x

Adhibeamus tertiam formulam generalem, ex qua sequitur, ul sii
g, ( dx oo —2d% P +4==x7] 1
) V4] :
Ad inveniendum hoc integ

%)

—| X

ponimus primo




E Al Le—n )= 0 —Js
Eos2 u — @° u = j¢_ ¢ e_o

Epéu 1 e | = i
= — 3 Got*u — 1 ——_; SI autem est Got v = %: ergo 1 =

&in“u &in’u St
; e <. - = Epd u — du
Are (Bot = z)3 inde concludimus dz = d Got ut = d— —_ = I

&in u Sin®u

I

: —lz

= — du (x"—I1); du = —— ergo
G

—dn
L - 2= gu=C + A (Got = 7); unde
) 2i—1 J :

Qlz T ==
g ;J‘—j = - Are I:.(_;_L‘| — )= 'i |]' % ]+I

X
Ut autem hoe integrale ad inventam sinus hyperbolici formulam reducatur, faciamus
a - 4 1-=x 1 q ZLAG) L ——-x4-1;
2 Ure (Cot = u) g3 Usc (Cot = Filiex) ¥ rdh {;Jvr;_';u est Got { — '—'-']-_'t-r“
X X

cGot' P'— 1 = P4t x* G § — 0wt @="sx(Gorr L~ |) —=2Got? ;
J’jf.

X (Epd s
= -,;. = 2 &
Sin% v
/ o =y 4 (1, i I y =0 s a—1
=G fon G = gel 4 of f =G _ et
4 E = 1 — 1 niing Ul ==
2 2 2
unde g = Urc (Sin = x); quo ‘integrale reductum est ad
( dx ; -
= C -+ U (Bin = x)

Y Pl

Quarta formnla integrationis exhibet nobis

8B 7 B A W S R e, o

X

v % SO | ol S ;3'.].'1’3.‘_<u.'|i||: i I"_i'i_-i—x"'i—ED

1

Est autem God" n — @in* v = 1; 1 — Eng* u = —— , Faclamusz="Tuguserge u=
Gpg* u i

. i : Sinu du

Are (Ang = )3 habehimus dz = d ——= —: = du (1—z%):

Eosu Gog*u"

B0 — I Il,
{ 1.iir'. v
——— = 0 = W&y = m)

J ="




DA

{._'ll'r‘;_ = C -+ 2 Me (Eng = 2)
) 1—=°

unde concludimus

( dx = 0 -+ 2 Hrc (Tng =-

"\ ¥V ll-+x* — 1
) 7I1-x2] X )

Ad reductionem formandam faciamus 2 Wre (Fng =

;Fll—r—\ —'I) — g3

unde sequetnr

Ve i M ) o i
ng t{n_ El \_l i1 = x 3ng ‘f = FTl<4x"]; 1 4 2 x 3ng ‘f -+ x?* Zng’ F'P -
X
) : 1 S o]
1 4+ x* 2 3ng E—Z:{(I — qng r{) = X '"{Fm}"_::r Hi s — et [f God ‘: = Bin ¢ 3

denique ¢ = e (€in = )3 unde ilerum
{ - % O e e (ElE= 2
) ¥+
Restat formula quinta generalis integrandi, qua formula adhibita indueitur quantitas ima-
ginaria, qua uti sine wvlla dubitatione licet; cum autem in ejus reductione el transformatione
aliquantum salebrosi lateat, totum calcnlum persequi haud alienum est, Jn integratione
gecundum normam guintam ad functionem
( dx
) V147
applicata facimus F[1-=x%] = J~ ( (U4=71—1D) (1—} [ -I,I) ; deinde introducimus ali
am funetionem id genus, ut sil 'V( U= [—11) (1—x '.V\l-—l,l'_]) = (1=} [—1D %;

quo prodibit (1 -4 x 'i—1D (l—=FI[—1) = (1= 1—1D*2*; 1 — = J[—1]1 =
(1=4=x}[—11) 2° = 24 222 [—1]; 1—u* = (1429 <[—11; F[—1] = T—','._‘:
1+4=*
—— i - [ '_‘|‘ :-’:Il _'Ill — i3
Vi—1] dx = E‘I_f‘_E ]__‘ .H il LA R ——!—l|f-,t1 —“-—— dz 3
(1+42%? (1-2*)" (125 —11 7
1—=® 2u
Vil4+=x1= (4= [—1) 2 = (I+——) 2 = - =3 unde conjungendo expressas
1——u? 1+4-u
o T
functiones i il L R ergo

Fil=—=1 (1= [-—1]"

( dx B —2dz S o i 1—xJ[—1]
RN — el ;s (eond: z = |~
) ¥il4=x% ) (422 [—11 | 1+\V|-—-l|)

Fsi autem nofissimus canon

|' du

ey

= C -+ arc (tng = 2); unde deducimus



-

Bl P oy -~ —.'.""—]
ey e o (ingi==-F e s _) ,
) ¥lt=x7] ¥y —1 T T |
l—x) —1
Fam formulam ut transformemus, lacimps 2 arc (ing = - \;’“ ) =
1-4—xp7—1
L - l—xF —1 : ] 1 x¥" | .
unde deducimus tng F"I = X} _: tug? ')' = _;, 5
—-x}P"—1 fxp~—1
( N 2 P
(ng "I -+ x}—1. tng® 5 =1 xP—1; x}7—1 (1 —+ tng? t‘;.') ==l inpe" f
e P ® iy & f e far
";__i —= .[_.n«_r;__:' x }7—1 = cos p = sin (E — :Jr.-) : _E- =ity
Gi= .:f oS I[
= are (sin = x}"—1), quare
, i _
s i — = 00— ,_F — are (8in = x. " —1);
) [ 1+4x 2 —1 ¥ —1
= S 1 11 L :
= (! 4 : arc (sih = x 7 —1). Denuo facimus- are (sin = xJ"—1)
;,-‘“__l : ES
— y; unde sequitur, ut sit sin (p J7—1) = x J—I.
; : ’ 1 s 1 — W
I'ranseundo ad formulas fundamentales est x 77" —1 = — ¢ AL T
2 J—1
\ - ) [ 1 — p:s =
e ||: P ;“% = Llvel —. g = &it ¥; w = ¢ (Gin = x)

unde ad finem perducta transformatione efficitur, ut sit denique

dx : =
= = = C - Are (Bin = x).

1V¥.

Functio
\ dz
) ¥ [—1—x7]
nullo modo ita integrari potest,
quinque propositis rationibus adhibebis, transformata igitur sejunctione unitaiis imaginariae

ut unquam realis quantitas inde oriate (juamcunque ex

exhibehit

( ‘l?\. ——— — O — =1 My (Gl = x)

A S |
eaque forma integrationis est celeris praeferenda, cum statim generalis formulae a~-hj™—I1
speciem prae se ferat. Are (&in = x) est enim realis quantitas, quae facile calculo inveniri
potest ideoque arcui cyclico praestat. Si enim ponis 77—1 e (Gin = x) = i, dednces
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o @ Fi—=1 e ) VT —
imnde Sin(pr—1) =5 HI"Nrr——rp —— = J—I1 sin ¢ = x3
sin g = -_'__K I 3 = arc (sin = — x J7—I1)
; e |
‘ == — 1 ¢ are (sin = — 7 —1).

VY=
Restat igitur tractanda funciio

‘ ix
) ¥Ix*—1]
Ut autem in adhibenda prima el secunda formula generali calculi implicationem evites,
in altera adhibe substitutionem ]"[\" 1] = — x = =3 elin altera ;/—I\ [l — X — %3

exinde deduces rebus haclenus tractatis congruentia, videlicel
! dx C <+ log 1K —1 E
. - . p— ng X I B K —
) 7 Ixt—1] T : " _
i dx ( 4
2, { — = log } x — P [x*—1] s
) ¥ix*—1] T

Jn utraque formula quaniitas constans eadem est, cum pro valore x = 1 logarithmi

l'\'EHIl"r'-['-.‘iI'J': quare sumto arcua oo |HHt5:1IIH

p = log x + ¥Vx*—11 }.: — ¢ = log X ¥ ix—1] {
\
unde deducimus ex logarithmis ad numeros ascendendcnies e P — x —- ¥ [x*—1]
- R z i o
e 7 = x — F[x"—1]1; quare addendo et subirahendo e / —+ e 4 =
oy

— 77 [x*—1]13 unde ponendum est x = Goé @3 @ = Nre (Eoé = x) ;
Vx:—1] = &in g3 @ = Ure (Bin = V[x*—1], jamque habemus

(__9%X _ — ¢+ % (6ot = x)
) ¥ix—1]
Mre (o8 = x) = log (x 4+ P [x*—1]) = — log [x — ¥ x*—11).
Jam si tertiam vel quartam formulam adhibere vis, tricac tibi parabunfur molesfissimae,
quippe qui intcmpestivo el pracpostero modo guantitatem imaginariam inducas, quam deinde
( dx

{
) VI =]

as rcalis x < 1 esl,

amovere mulli laboris est. Etenim si in functione (uant

functio integranda est imaginaria, quare habebis
dx 1x ’ _
! = : —= 0 — —— ar¢ (cos = Xx)

YPIe—1 ) ¥ i—a =1 7



i B

Jam fac — _.?_1 i are (cos = x) = ¢ et habebis arc (cos = x) = — g " —1

ergo cos (— @ V' —1) =x;c08 (— P —1) = ——— = God ¢

g = Are (Cod8 = x)

I_ !I}C il ey P L B
} ?’:[K: o = C' + Arc (Eod = x).

Ne antem mireris , libi arcum hyperbolicum realem evenisse, quamquam functio inte-
granda sit imaginaria; unitas enim imaginaria tibi non periit, sed latet in Constanti, quo-
niam, uli facile invenies,est C + 2 m m J"—1 - Urc (Bog = x) = Urc (Co8 = x] + C!

-

qua formula inlegratio rediit ad generalem typum a -~ b 77-—1,
Ut autem in casu x > 1 eodem reducatur inlegratio, ponimus J[x*—I1] = x 2 +}F —1

quod aliqualenus praepostere factum est, cum x nune sit quantitas realis. Jam persequendo

X % g X 2z 1x 2 (1-2")
calculo substitulionis est — = — 3 - : - = __t__|_.!_. dz
¥ —1 1—z® 7 —I (l—u®)
SN L o T
;/"‘| 2 _1I — '{ S =4
1—z?
f , 2d% x*—1] — F—1
o d\k === bl (cond: z = rl . ) ¥ )
) Fix:—1] ) 1—2? X
Quod integrale ul inveniatur, sume Tng y = v 3 y = Are (Ing = v) ; et habebis
dy i = :
d gy = dy = = = ; el cum ex God'y — &in'y = | sequatur, ut sit
\L"-:_"\'
i 1 : = 3 : dv
1 — Zug’y = ——— habebimus dv = dy (I —3ng’y) = dy (1l —v-3) dy = .
@Body k i ~ l—v*

Iy | : e

l-' — =04y =0C e (3ng = v)

) 1—¥° :

unde deducimus
. tgtm

(20— ¢+ 2 Wre (Tng = %)

) 1—a?

quare est: 4
( dx Ot 2 Ay = =11 = r:l:l
) Vx*—1 X

Vix*—1] — ¥—I

: : ek g e L e & R
Ut (ransformemus, facimus Mee: (Bng = __) = % fuarc csi

X
[ e e : : : i
Nt = 2 — * vel nominatorem et denominatorem unitate Imaginaria il
X,

f{ — r-[ l—x ]__IL__ _l-'\ ¥ —1 T !P = I; St -'V‘[] -_KEI

x} —I ' X

Eng T =

tiplicando Eng




— 16 —

i1

1 £ \ :
Est autem sin er -—1) = 8in 7.} —15 cos kf P |/] — (5pg ¢
erzo J7—1 Fng ” — ing (ri f 2 -I): unde habemus tng (r,r J— '_.:' =

P G \ . ;
i |K:E]l_f_"(\{;/ﬂ-—': ) I = ¥ 1—x"];
X
/r' \ "t L \
x? (5 r—1) 2 x g \ % ¥ —1) =
FREE i
x (g% F—1) 4= 1) = 2 tug | r; Vv 1)

x g.ain" ('J’ V- r,', = ¢os? (rf ';./'_i;}f = 2 lng (Jr 7 "::l
r!l.r ¥ —1 \l = &in’® P+ Goa* T = 1 ergo

ost [ 1]

— sin (@ ¥ —1). Ut autem amoveatur unitas imaginaria, transeundum est ad cosinum.
v k7T . 7 LT -
Est autem cos {5 if ¥ —1 P — ¢85 ¢ co8 (g y—1) sin gin (p }—1)

sin (@ 77—I1) 3 ergo — x = cos GL -+ @ ;’"--—i_l $ X — 008 l - r_ ¥ --i_lf

! ] ¥ IT 1
— 5 — @ F—1 = arc (cos = x)§ — — — —— arc (cos = x) — {

2 —I1 —t
quare denigue

( dx : : ! S
== - arc (cos =

7 e R & ey R o

= x)

y 1
C — —— are (cos = x)
= 0 = e
Si denique quintam formulam generalem adhibemus, caleulus est facillimus. Sumimus
Fix*—1] = ¥Flx= 1) x— 1D] = (x =4 1) z; el invenimuos
S 1=}-2? An e 2y
% = J = ——s dx = — dz; VT [x*—1] = i unde es
x—-1 | —m* (1l—17) | —%

(G = x)

§ X O = :
L i — G ] — C -+ 2 M (8ng = 7 : ]\]. Jam ponas

Y I —=1] i ) 1- ',-'," x——1~
i X1
= o3 et habebis 3ng ‘{ =

Xt s x|

i s NGk, = i
ng f —+— xi-Zng* "r — x — |3 Eng® r'r + 1 == — = &ng’ }

c: unde revertisti ad integrale




T

uti praevidimus.

Hactenus quae: exposila sunt, viam nobis sternunt ad integrationem functionum magis
implicatarum, Jnilio potest loco unifatis semper alia qnantitas constans poni, neque est
difficile, eum casum reducere ad simpliciorem jam tractatum. Quae cum infegrationes in

theoria curvarum geomelrica oceurrant, operae pretium est, eas enumerare. Faciendo enim
I i

Y= I’_-r %, invenimus

a

( dx ot iy C 1 7 e R )

v L= X = 4————= arc (8ln = x —

) ¥ (a—cx?) YV e (1—yH) o K a

' Ii.{ ey [ ‘l-" (\ 1 E L) 1S o P8 - o~ G
e ] — = U = — WAt (Gl = x " —

) ¥ a—cx?) Ve (1 —+=x") i Ty : . a

3 ‘h\ = . d; : = 0 -+ | ok Nve (Bof = x 'V‘i>

) 7 (ex*—a) ) ¥ el (yi—1) Vo a

Ut autem statim ad casum generalem simpliciores omnes una formula continentem tran-
sgamus , nunc tractemus functionem
i:. dx
) 7 (a~bx—cx?)
R s + - o . { dy -
quae facile ita transformari |1Uil'.-:!. ut simpliciorem speciem g et - prae se ferat, quo
) 1o U—55)
ad sinum cyclicum deducimur. Observemus, esse

¥V (a+bx — ex?) = FTe. 17 <l+ b 3N Xy x? — . )*‘ == _h-_ =
G (i}

Q¢

.il.l.
; |- b J]'. 1 h* b = = -
X T X —— = — X — XT3 e lnveniemus
G 4¢? 4¢* C
{ dx [ — - _7;1_3(_ e S
G EE——— = = by o f 2 ] g
) ¥ (a4-hx—cx? ) e ¥ ( e ) )
=2 4¢° ¢
- i h* : : 2
Jam fac — 4+ —— = m"; ergom = }~ ( o - h_ )
e e” [d dc*
b ,
X — = ¥ ergo dx = dy; et sobstituendo habebis
2¢
| dx { dy

) ,t’ﬁl:.":-—-‘:.—]'lx—d—t'x'l v ) ;ﬁ,-r1_,;L.~m_‘ 7)




O

= 0 -+ I_ arc (sin = L)
7o m
1 - \ i
= [ — — arc [cos — —)
Ve m
cum aulem sif
b
X :
¥ 20 ¢ x — b
Ry V-;?II_ ) Ih* — ¥ (dac 4 b?) 5 prodibit
— "t ——
o do° )
L el SR U -4 - L are (sin = - __I.'J‘_KI—I_'_._)
) ¥ at-bx—ex?) Ve ¥ (dac—+b?)

Quod integrale inventum comparemus cum ils quantifatibus, quas adhibitis quinque
methodis initio explicatis inveniemns. Etlenim si ulimur prima ef altera formula generali,

prodibit
> : a3
g dx = ;' "'”'_. = (' - _PI log (2% 7—¢ + b)
)} ¥ (a--bx—cx?) ) b2z} —c ¥V —c
(cond: 2 = F~ (a+bx—cx*) 4 x F—¢)
l ) \
— (! it |1}é_'.' ? 2 ‘I"P—-l‘ IF l_.‘]-—‘,—Jn e L_"L'_i e I"_Et".\'. — ]r_l g
—1§ e
| dx = —2dz = R I L
gl L e e e - log | 2z} —.--—l:£
) ¥ (a-+=bx—cx®) ) 24} "—c—h ey {
(cond: =z = F~ (a+bx—ex®) — x J—c)
1
— Ly S o ¢ sl . e | s I g Sy 9
< — _-’gf"'__“__”/"‘,_' log ; 2 V" —c¢ ¥ (at+-bx—cx*) < (2 ex—h) g
Jntroducendo autem quantitates jam nobis notas m = J° |f s = b ); y—x — ll ;
NG 4¢* 3 20
illos logarithmos permuiabimus in hos:
P : = log 5 2 ¢ (m*—y?) P"—1 — 2¢y |
y—IF ¢ ‘ )
CLiL ,]. — log {9 ¢} (mP*—y*) F—1 4+ 2 cy ¢
- 7 —1¥ ¢ ) e A L Al

Quodsi in wutroque multiplicalorem 2em}P”™—1 sejungimus, et re confecia quantitatem

invariabilem ———— log (2em}~—I) cum C' conjungimus, quod in integrationibus lici-
—17"c
tum esse constat, prodibit

1 |1\§ T | o i (
_ e L R R [t 1B o ) O S ey [ LD TR S
0 F m* ) mn I" 5

) ¥V (a+bx—ucx?) —l—¢




— A —

dx i = & -
L = 0———— log g ¥V il— — )—_ FE—1
) ¥V (ad-bx—ex?) —i¥ e ( m? 1
Jam videmus. pro valore y = 0 utrumque logarithmum evanescere, ideoque in his for-
- s 51 P .
mulis quantitatem constantem C! eandem esse, quare sumto arcu habemus jam

o l._l_ log ; o l— __‘__)—FL 77— {

f m? 1

unde franseundo c¢x logarithmis ad numeros congruentes, tum addendo et subtrahendo

: ¢y -—1 Sege—1
ot T = Y e B - ¢ L
est F (1 —1 } — 5 - = (0B ¢
- ahi=L o L oyt
e e S S

. . & . s . "
fjuare cx !E}'_','JII'I”HIII:H' ad arcum _/{_' revertimuos et iterom invenimus

a
( ilx ] ey At i
- = U= 7 = U = = —are (sin ==
) ¥ (a-=bx—ex®) e e i )
: 1 ! 2 ex—Db
= C - —AE0 (BN — = 2
Fo J~(dac+b?) )

Sequitur tertia et quarta integrationis formula generalis, qua adhibita invenimus

c g1 I I3 P S e T T
3 (;. G ‘ll-\ = l:' ..'ll': (cond: 2 = Heasthr——ox )l w J
{a-=bx—ex") J B X
: ; R T o ey el 2
TR ___'E}_ — '- ‘Ih'_i_cm:d: — e " el l;\._J...._'{___
S ) "o
(a-bx—ox®) | I X
Est autem notissimus canon:
[ —2d= y 2 : Vi ; :
(. "i =0 — — iarc (thp = f_'}; quare deducimus formulas
) e-}-u? il o
5 (1] S [ T ST -
( _L .= 0 — . ;_ are (ng = _f t".l_l_"i_ "T_"_J'_}_/-" )
) 7 (a+bx—cex?) c e
( dx — [ — 2 are (tne = ¥ (a-bx—cex)—) a b
)-.,/HE_:L"';-h'! -gx?) fr.tl'_- e x} o =i

Com autem hos arcus (angentinm ecyclicarum ad arcum sinus® reducere volumus, irreti-
mur ridicule prolixo calculo, quare iniroducimus denwo valores
. A b* b v : : :
mE = —— ~— = S e e unde (ransformatione absoluta et teriia
C 40° w0




— 20 —

quartague integrationis formula adhibita prodibit
dy : 2 T mF—y*)==m ~
{ : = € — Sl e — —'t )

) FeF (n*—y?

— 0 — Qﬁ arc (tng = = B h———)
/

G ¥
Jam autem transitus ad arcum sinus facillimus et supra monstratus esl Si enim faci
ol
F (n*—y*)=m : s
mus 2 are (tng = - — ¢, inde deducimus
=

(f i 3 -
m ==y ing 4 = ¥ (mi—y ); ¥ -+ m sin ¢ = 0

— — gin p = sin | -p); — @ — - arc (sin = —
m m -

) = @, inde habemus

et si facimus 2 arc (ine

(4] ; ' a1 ot s
m - y lng f = P (m*—y?): y = m sin @3 =— 8in (p = sin (& —q)
; Tl 4 : m
b s _\ A\
m— ¢ =+are@Bin = —); —p=—1T —+ arc (sin = —)
& m

[F=]

5. L dx b —2d= — 0 — -~ arc (lng = r'.)
} ¥ {at-bx—cx®) ) ¥V eli—+4-%%) e

Ir—Xx

(cond: s = | —_ whi r et I sunt radices aequationis

p
x—NR
] a b7 (dac—h?)
KL — x — — —: 03 pempe x =
¢ ¢ 2c

quare i\|'||r|.I‘| substitutione .'I|"r~1?||lfr'.

| dx C 8 —2¢ex—b-F (dac—+Db?)
- ==l B arc (lng = —~ - )
) ¥ (a-bx—cx®) a0 2ex—h—+F" (dac4=D")
auni ut arcus tangentis ad arcum sinus reducatur, nominaforem et denominatorem fractionis
divide quantitate 2c = ¥ T4c*] et habehis
0 vy — Y == T}
: 4 i — 3 m . . 5 L ]
€ — ——=— arc flog =}~ J T Ne jamfac2arc(tng=7" L)

= 1 )1 . : T
Vo Y 4+ m / ¥ —+m

1 L . =Y == q (r2] A
— ¢p, ¢t habebis (ng ‘r —i il ;Y tong” 5'_—.— ming" = y-rm
y == m
¥y 2 [y o TE
— = m (1 - ing® )3 y=m ¢o8 ¢ = m 8in (s — @)
. @
coR- J"
7L . ot i ! 4
o — = — arc (sin : :): unde iterum reductio absolufa  est ad
m

arcum sinus cyclici:




( dx —c AT
) ¥ (at+bx—ex?) = arc (sin )

m

Patet, omnium integrationis formularum generalium commodissimam fere esse quintam
vel tum, quum quantitates imaginariae oboriantar. Jam transibimus ad arcus hyperbolicos.

VL

Jn integratione functionis
( dw
) ¥ (a-+bx—cx?)

z bx g ]
permutabis initio radicem in }7¢ F° ( : - i e x‘). Est antem x* - ]'_‘ —
[H C [H
2 h 2 ! 2z dac— 12
- -h—nr + (x -+ —) : of sumendo w2 = -2. — _h_‘ = fac—b"
4ot 2c [ 4c* 42 '
I 2ex-b s
t= x = _0;_ — —L}j— ; transmutatio absoluta cst in hanc formulam :
2¢ 20
{ dx | de

) ¥ (at-bx—4cx?)
ex ea autem concludimus:
¢ & = C + : Ure [Sin =
e TR R = [t —
) 7 Gat-brt-cx) Ve : __]

VP

Opn
= O 4 =179 e [Bin = _fi
e 7 (4ac—b?)
ad quod integrale ceterae formulac reduci possunt.
Si enim adhibemus primam ef alleram methodum integrationis, invenimus
( dx .y 1 2dz
) ¥ (a—+hx—ox*) ) 2z c—+b
( dx S —2dz

, : = —— (cond: z = } (a-hx—-cx?) — ¢
) F(a-lix=-cx*) ) 2z e—h (& a boued (AR
unde efficitur, ut sit

(cond: =z

¥ (a~-bx~-cx*)~4x}"c)

( dx e 1 ; 5
1. e = = C 4~ —_ log (2} ¢} (a=hx——0x? Qex—=h)
) 7 Gaibrig-cx) s bl LA )=+2cx—=b)
Ix 1
i R G S log (2} ¢} (a—bx—-cx*)}—20x—h)
) ¥ (a—+bx—-cx*) Ve 5 ) oKGCar=ha-t-08°) .
Jntroducimus quantitaies p?® = il A sy | = x4 L , fquo logarithmicae
c 4 2¢
functiones transformantur in




—— e

22

' 1 P T e ST O
C - ",IT log (2eF (' ——tH-4-2ct)

~ 1 : - , .
C e log (2c) (pu*—t")—2¢t)
B

sive,

sfanti conjuncta .

: . i
C - ||L;‘ ) "".l [
e :.if_[-r—_”_‘:|+
| :

L — . log

{2
A4 —
Ve :

I

Jam vides, in casu { =

esse, et propterea licet utrumque logarithmum aequalem arcul
seundo ad numeros statim eflicitur, ut sil
t* t '
-] $ — g = log j'
w I
-

¥

(}1 — ing‘ EI! j'*[l—f"

o
t [ f ¢

Sin g3 7 [14
= 2 i o ¥ [1+4

sejuncto in uwiraque factore 2¢p, deinde invariabili quantifate

" ] by
M =

Tertia et quarta integrationis formula eenerall adhibita invenimus

log (2cp) cum Con-
7

m

.

(0 lozarithmos evanescere, unde candem constantem in utroqus

‘Il_ ponere, ex qua re tran-
Ve

J(a—bx—cx*)+J " a ]

e jff\[-"_}_i'x_'_"-'{'_'_1_-_']"‘.'L

X

]

o

,!"'t:i—{—hx-;—r\;’l—,f"ei]

x.',i’r ¢

)

SIS Ih—' — i (—_;‘il-li (cond: 2z =
) 7" (a~t-bx—-¢x%) ) ui O
i ; 04y
L !|-\ = ( = ._.'_“_I_":__ e i
) ¥la--bhx——ex") ) 2*—0C
guare est
dx Z “(a=-hx—-cx?)+}"a
B o s — = C 4 ——Mre (Tng = __'{_“ IX—-CxX
} 7 (a—hx—-cx®) e
i { . — = 0 4+ —— e (Ang = —
) ¥ Ga-bx—-cx) s
sive, valores p~ — 2 — > 4 { = x + —— introducendo
] b ;1'{' 9
2 Pt
Seens [H. — = C 4+ — " WUrc (Ang = '!JT_._"]L"-”
.‘l el (e =12) e {
| 2 a ¥ t*)—
' 7”' = U | S LT 'L (e fem
) ¥ el (=t T

gquos tangentium hyperbolicarum arcus facile i

tamus monstrata, in quarto casu calculo subjiciemus.

n arcus sinuum transformabis,

titndg)

quod, ne repe-




e o

- 2 2
M) = ¢p; habebis
L

sng £ = L‘fi_]ji w4+t g L = o+t
L

Si enim sumis 2 WUrc (Fng =

2 b ii'ng':f = t%(1—%ng" 'T) 2 @ &in 7 Gos T — st = p S g

& ]

p = Are (Gin = ,_l_\: quo reductio absolufa est.
w /
Adhibeamus quintam denique integrationis formulam, verum iterum introducamus func-
tiomes t et g, unde (ransformatio deducitur
( dt
) ¥l (Pt
el sumamus '}fl_t.r."-J.—L::J e }’T['ga—i—l}"-—!} (- i —1]: = [_:.r-l—-—{',!"——-i'l;f.
Jnde convincietur esse ;e‘—l}f‘r—-[ — 1|:.'—{—1}‘F—I',l?."

1—u? t dt —4zds SRl O ) T
—_ = V-—]_ [t sty S H ri;F—{—[ ) = —L—?_'
{=-2* b7 It (142" —1 14z
Ex his formulis componifur integrale
{ di | 2du

) I/-l“-'f/—[,!r‘l—}:‘l %)

— 0 —

) Ve (- —1
2 p—1y —1
e SRS i — e __.)
—1ye n=-ty-—1
Secundum normas jam supra exposifas talis arcus imaginarius facile transformatur in
arcum realem sinus hyperbolici, id quod consulto omittimus. Jam via sirata est, qua ad

integralia magis complicata progredi liceat,

Naot. L opst loco signi integrationis , ||ur!l| 1_'_,‘]1L‘|l|u'li'lll| deficiebut.
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