
Trigonometrische Auflösungen
für eine bestimmte Klasse von Dreiecksaufgaben.

(Hierbei eine Figurcnlnfel.)

Beim Unterrichte in der Trigonometrie ist es gewiss von Wichtigkeit, dass der
Schüler sich in der Anwendung und Handhabung, namentlich auch in der Um¬
wandlung trigonometrischer Formeln eine .gehörige Umsicht , Gewandtheit und
Sicherheit erwerbe. Zur Erreichung dieses Zieles hat der Unterzeichnete bei seinem
Unterrichte es immer als sehr zweckdienlich gefunden, von den Schülern mehrere
solche Dreiecksaufgaben trigonometrisch behandeln zu lassen, hei welchen zwei
Winkel und die Summe oder Differenz zweier oder mehrer heim Dreiecke vorkom¬

menden Linien die gegebenen Stücke sind. Diese Klasse von Aufgaben nämlich
lässt auf eine leichte Weise eine doppelte oder mehrfache Auflösung zu, indem
man entweder vermittelst der gegebenen Summen- oder Differcnzgleichung direct
zur Auffindung der unbekannten Grössen schreitet, oder eine zur geometrischen
Auflösung der Aufgabe führende Construction zur trigonometrischen Bestimmung
der gesuchten Stücke benutzt. Bei den verschiedenen Auflösungen ergehen sich
dann auch durchgängig Auflösungsformeln, die in der Form mehr oder weniger
verschieden sind; und hiermit stellt sich dann für den Schüler von seihst die Auf¬
forderung heraus, die Gleichheit dieser Formeln nachzuweisen. Der Unterzeichnete
hat daher Veranlassung genommen, in dieser Gelegenheitsschrift eine kleine Samm-
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lung derartiger Aufgaben mitzutheilen. Bei einigen hat der Verfasser die ver¬
schiedenen Auflösungen vollständig ausgeführt, nicht etwa, weil dieselben beson¬
dere ■ Schwierigkeiten enthalten, — die Auflösungen sind vielmehr im Grunde
sämmtlicli leicht zu finden, -— sondern blos, um zu zeigen, auf wie mannigfaltige
Weise die Aufgaben zum Vortheil des Unterrichts ausgebeutet werden können. —
Dass die Aufgaben leicht sind, gereicht ihnen nach des Verfassers Meinung nicht
zum Tadel, sondern in Hinsicht auf den ausgesprochenen Zweck vielmehr zum
Lohe. Indem nämlich der Schüler mit der eigentlichen Auflösung der Aufgabe
leicht fertig wird, bleibt ihm desto mehr Zeit und Mutli, sich in der Umwandlung
der verschiedenen gefundenen Formeln zu üben. — Dass aber überhaupt hei der
vorliegenden Arbeit keinesweges die Wissenschaft an sich, sondern nur das Di¬
daktische in Betracht kam, bedarf wohl kaum der Erwähnung.

Coesfeld im Juli 1852.

F. H. Rump.



I. Aufgaben über das rechtwinklige Dreieck.
I. Aufgabe. Gegeben c -+- a = s, ß.- (Tig. 1.) *)

Erste Auflösung. Da n—ccosß , und c-|-a=s gegeben ist, so ist auch c~\~cco$ß=s,

und folglich

(10 0 = ppbr C2 ° a = aosß =

Zweite Auflösung. Um aus den gegebenen Stücken das Dreieck rein geometrisch

zu construiren, lege man DC = s bin und hieran den Winkel FDC — |/?, errichte dann

auf DC im Punkte C eine Senkrechte, welche mit der verlängerten DF in A zusammen¬

trifft. Wird dann noch an DA der Winkel DAß = £ß angelegt, so ist ABC das ver¬

langte Dreieck. — Diese geometrische Auflösung der Aufgabe führt zu folgender trigono¬

metrischen Behandlung derselben:

An dem Dreieck ABC denke man sich BC um c bis D verlängert und D mit A ver¬

bunden; dann ist DC = s und D = ±ß- demnach ergibt sich:

(4.) b = stanglß • (5.) a ,= bcolß — starig^ßcotß;

(6.) c = — = stan tiP\
sinß sinß

Folgerung. Da die in beiden Auflösungen für dieselbe Seite gefundenen Wertlie

natürlicher Weise unter sich gleich sein müssen, so ergibt sich z. B. aus (1.) und (6.), dass

• s s lang^ß

1-f-cosß sinß '

und daher auch, dass, indem ich die Umkehrungen nehme und s auf beiden Seiten aufhebe,

1 ' 1 + cmß = SS»

") Die gebrauchten Linien- und Winhclbezeichnungen ergeben sich leicht aus den Figuren.



1 [ COS hi
sein muss. Nun aber ist wirklieb, wie aus der bekannten Hauptformel cos±ß — ]/ —-L

t'olg-t,

1 cosß = 2 cos^ß 2 ,
und auch ist

■ s '"^ = sinßcoti-ß — 1sin\ßcos\ß x C° S = 2 cos±ß 2 .
tangiß ' zl 2r 2r sin\ß

Anmerkung -. Wird der oben unter (1.) für c gefundene Werth in gleicher Weise

umgeformt, so erhält man
s

° = 2cos\ß 2 '
Es entsteht die Frage, ob sich dieser Ausdruck nicht unmittelbar aus der Figur auffinden
lasse. In der Tliat ist in dem Dreiecke ADC

AT) = rj,
cos^ß

und. da in dem gleichschenkligen Dreiecke ABD
AD

C 2 cos^ß i
so ist auch

c
2 coshß 2 '

Dritte Auflösung. Man verlängere AB um a bis E und fliehe CE, dann ist AE

= s, ^ E = j |3 und ACE = R -f- f ß. Hiernach ergibt sich aus dem Dreiecke AEC

ssfflM ssiniß , . .h = • ,,, = ff = stangiß.
sm(R-|-i/fi) cos~ß

Das Üebrige, wie bei Auflösung 2.
Anmerkung. Vermittelst des Dreieckes AEC ergibt sich, dass

~ ssm(R—/?) s cosß
«t»(R-+-y/5) cos^ß'

und dann vermittelst des Dr. EBC, dass

_ EC
a 2 cos^ß'

Es ist also auch

scosß

2cos}ß 2 '
welchen Ausdruck man ebenfalls aus C2.) vermittelst Umformung erhalten hätte.

2. Aufgabe. Gegeben c -f- a —'s, a. (Fig. 1.)
Erste Auflösung. Da c esina = s, so ist



(10 0 = 1 -\-sina '

— t

(2.) a =

s sina

1 -\-sina ' (3.) b.

S COSU

1 -\-sina

Zweite Auflösung -. Man mache CD = s und ziehe AD; dann ist^CD=i(R—«),

und folglich

(4.) b = siang^(li—et) ;

b s tanqUR—et)(6.) c = = —
cosa cosa

(5.) a = b tanga = stang){\\—a)tanga;

Folgerung. Aus der Ycrgleichung von (10 und (6.) folgt, dass
cosa

1 sinei —
tang~(\\—a)

sein muss. Nun aber ergibt sich vermittelst Anwendung bekannter Hauptformeln, dass

1 -+- sma — sin\a 2 -\-cos^a' l --\-2sin^acoSja

= (sini i a- sr-cos) i a) 2 .

Desgleichen ist
cosa

tang*(R—et)
— (_cos~a 2 - co«i(R—a)-sin\a 2 ) X . . ,

2 smi(R—«)

= dcos^a 2 —sin\a 2 ) x

= (cos\a-—sinket-) x

si«|(R-j-ß)

smi(R— a) '

sin±Rcos\et-\-cos ^ R sin^a

sin~W.cos)a—cos^Rsin^a

Da nun sin), R = -cos,}R, und folglich diese Grössen im Zähler und Nenner des zweiten

Factors sich aufheben, so ergibt sich nach Zerlegung des ersten Factors:
cosa

tang^W —«)
(_cos\a-\-sin)a)(cos\a—sinket) x

(cos)et-\-sin)a) 2 .

cos) £ a-\-sin\a

Dritte Auflösung. Wird AE = s gemacht und EC gezogen, so ist^CE=f(R—«)

und ACE = |R—|a, und folglich

(7.) h =
ssmHR—a~) s .Ott,HR— et) ss«wi(R— et)

sin) fR—,}«j smi(R-H«j cos^(R—«)

Das Uebrige, wie bei Aufl. 2., oder auch, wie folgt:

Da im Dreiecke AEC

s sina

— stang)Oi—«)•

so ist

EC

(8.) a

s sina

sm(|-R—,y«j cos-|(R'—'«) '

EC s sma

2cosk(R— et) 2co «2( R — cO
4 '
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(9.) c = s—a s(2eos^(R—ß) 2 — sind)
2cos]AR—a) 2

sC 1 -+-cos(R—ß)— sind)
2cosi(Ri—ß) 2

s( 1 -\-sina —sind)
2 cos| (R—a) 2 2 cos ~(R—ß) 2

3. Aufgabe. Gegeben c ■— a = d, ß.
4. Aufgabe. Gegeben c •— a = d, ct.

Die Auflösungen entsprechend denen von Aufgabe 1. und 2.

5. Aufgabe. Gegeben a -f- b = s, ß.

Erste Auflösung. (1.) a = ——^(2.) b = sln yL .
1 -\-tangß \~\-tangß

s s
(3.) c =

C1 —1-tangß)cosß cosß-\-sinß'
Zweite Auflösung. (Fig. 2.) Man verlängere EC um b bis D und ziehe AD;,

dann ist <3(D = £R, <£;BAD = |R—ß, und demnach
. ssmiR ssm'R „ ssinJ.Rcosß

C4J c = sinQll-ß) = smliR+fiy < 5 0 a = = .,i„(jU+/) !
, ssin^Usinßm b =

Oder auch, da AD = . "\f = """" , so ist
' st»(£-R-—ß) sm(* R-H?)'

^ AD s sinß Bsin-Rsinß ssin^Rsinß
2 cos,] R 2cos]-Rsm(]-R-j-^) 2 cos ]R 2sin{ ]-R-f-/J) sm(-]R-t-/?)'

indem s m^R = cos]R und 2cos]Il 2 = l-)-cosR = 1 ist. — Hiernach ergibt sich dann

fg -> a _ i _ sfsmCj R4-/3>—sin\ Rsinß)
S2«(iR-(-/S)

s in ]R cos/9-f-co s] R s i nß—siniRsinß ssinllicosß
~~ S X sm(i-RH-/?) ' — sm(|R-)-/?)'

6. Aufgabe. Gegeben a •—• b == d, ß.
Die Auflösungen entsprechen denen von Aufgabe 5.

7. Aufgabe. Gegeben a b -f- c = s, ß. (Fig. 3.)

Erste Auflösung. (1.) c = ——7-~j 3; (2.) a = srosß _

(3.) b

1 -\-sinß-\-cosß' ' 1 -\-sinß-\-cosß'
s sinß

1 -\-sinß-\-cosß'
Zweite Auflösung. Man verlängere die Hypotenuse nach beiden Seiten um a und



b bis E und D, und ziehe EC und DC; dann ist DE = s,<^E = ^/2,>^D= |-(R—/3).
•£; DCE = §R. Nun ergibt sich zunächst:

s.swjfK' —>ß~) s.s/»,Hll— ß)EC =

und demnach
sm\ R smjR

EC ssm|(R—>/?)_

a 2cos\ß Isin^Wcos^ß'
ssm | (R— ß ) tangß

(5.) b = atangß —

(6.) c =

'2sin\\\cos\ß

a ssmi(R—ß)

cosß 2sin iRcos~ ßcosß

Anmerkung. Hätte man statt EC zunächst die Linie DC bestimmt, so ergäbe sich

s sin\ß ssin\ß
2sz'«iRcos}CR— ß) 2smiRsmji(R-l-/9)

Behufs der Auflösung unserer Aufgabe hätte man auch die Kathete BC nach beiden Seiten
um c und b, oder auch die Kathete AC nach beiden Seiten um c und a verlängern können,
und jedesmal würden sich die Auflösungsformeln mehr oder weniger anders entwickelt ha¬
ben. Man sieht demnach, wie viel Gelegenheit hierbei geboten wird, den Schüler im Um¬
formen trigonometrischer Ausdrücke zu üben. — Die Auflösungen folgender drei Aufgaben
mögen hier übergangen werden.

8. Aufgabe. Gegeben a b — c = d, ß.
9. Aufgabe. Gegeben b c —. a = d, ß.
10. Aufgabe. Gegeben a -f- e — b == d, ß.

II. Aufgaben über das gleichschenklige Dreieck.
11. Aufgabe. Gegeben a -)- b = s, ß. (Fig. 4.)
Erste Auflösung. Da a = 2b cosß, so ist

s „ • 2s cosß
(10 b = - . , , ; (20 a =

2c0s/iH-l' ' 2cosß~\~l

Zweite Auflösung. Man verlängere BC um b bis D, und ziehe AD; dann ist

£ D = »/?, £ BAD = 2R — »ß. Folglich
„ , ssmi/3 . 2s sin^ßcosß

(3.) b = . ,' ; (4.) a = . \ .
sin\ß sin^ß

Oder auch, weil AD = - und b = , so ist
sm^ß 2 cos I ß
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, ^ s sinß 2s sin\ßcos\ß s sin^ß
c2.sin^ßcos\ß ' 2 sin^ßcos^ß sin^ß '

Dritte Auflösung 1. Man verlängere AC um a bis E und ziehe BE; dann ist E
— ißi ">C ABE = <£ BAE = 2R, ■—-2/?, und folglich

, p . s sin^ß
(6 ° h =7i4ß<

und da BE = '"'üSi and a = '"'v so Iststtl^ß %cos~ß
(-■j -) a ssin2ß ssinßcosß 2ssin* ßcosß1sin\ßcos\ß sinlßcos\ß sin\ß

12. Aufgabe. Gegeben a — b = d, ß.

Erste Auflösung, b —- ^u. s. w.
2 cosß— 1

Zweite Auflööung. b = ^ COSliß . u> St w-cos\ß '
13. Aufgabe. Gegeben a -f- b = s, a.

. Erste Auflösung, b = . ^ ; u. s. w.ISlTl-nCt I l
Zweite Auflösung, b = = „ g< ^

smCill-J-fß) smfCB,—ja)
14. Aufgabe. Gegeben a — b = d, ct. ' .

Erste Auflösung, b = ; u. s. w.
2 sitijcc— 1 '

Zweite Auflösung, b = ^ ; u. s. w.cos\(11—ja)
15. Aufgabe. Gegeben der Umfang 2b -+- a = s, ß.

Erste Auflösung, b = : u. s. w.
s 2f cosß-f-D'

Zweite Auflösung. Man denke sich die Grundlinie a nach beiden Seiten um b
verlängert, dann ergibt sich

s
u. s. w.

Acosjß z '

III. Aufgaben über das Dreieck überhaupt.
16. Aufgabe. Gegeben a -)- b = s, a, ß. (Fig. 5.)

Erste Auflösung. Da b = un(] folglich a -(- as *n ß — ssina ° sinu



— Ii —

so ist

C10 a _ 8sina . ( 2o b = ssinß • caVc = esin(a ^-ß1
sina-\-sinß' sina-\-sinß' * '

Zweite Auflösung. Verlängert man BC d. h. a um b bis D, und zieht AD, so ist

£ ADB = fr = R — *(*+-0) , £ BAD = « -f- R — £(«-+#)' =1 + |C«—0). Folglich

BD.wiADB seos|(«H-/?)

C siraBAD cos^a — ß) '

csina sc os}, (a~\-ß)sina

a siniaß-ß) cos^a—ß)x2sin~(a-\-ß)cosßCa-\-ß)
ssina

2 sin^ia-\-ß)cos^a — ß) '

, ^ csinß ssinß
sin(cc-\-ß) 2sin±[a-{-ß)cos^ta—/?)'

17. Aufgabe. Gegeben a — b = d, a, ß.

ti . i 1.1 •• r, ^ s sina _ , s sinß
Erste Auflosung. (l.J a = : (2.) b = —

sina—sinß' Sinei—sinß

c =
' sina—sinß

„ ., , .. ,. . dsmifa-f-rt) dsina

!,t '" A,,tl ° <■*■> c = »4M) ! <S0 , , =

te .) b _
2cos^(_a-{-ß)sin^ia—ßf

18. Aufgabe. Gegeben a ± b, a , y.

19. Aufgabe. Gegeben a — b, ß, y.

20. Aufgabe. Gegeben a-f-b-|-c = s,a, ß.
Doa«/y

Erste Auflösung. (1.) » = sin „ + ,ß ß+sijtla+ß) i

C20 b „ sJEß r 3 ~j c __ ssinCa-t-ß)
sina-\-sinß-{-sin(_a- Jrß)' .«««-{-sinß~\-sin(a-ß-ß) '

ri -i s*mfa s sin^ß

Zweite Auflösung. (4.) » = 2em , |fe ,.„, ( „ +w i 1 =

C6.) c =
SCO.?|(ß-)-/j)

2 cos\acos^ß'

Folgerung. = 4cos±acos-lßsin±(a-)-ß).

21. Aufgabe. Gegeben a-f-b — c = d, a, ß.

Erste Auflösung, a = — ■— . (1'S?'WC! . ■——— • u . s . w .
sina-\-sinß—sirtia-\-ßf

o *
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„ ., 4 Acosl-a . ilcos±ßZweite Aullosanff. a = „ . , . A—b = „ . .—r~~
2sm±ßsin±(_cc-\-ß) 2sin \ asml^u-ß-ß)

dcosjOH-ff)
2sin^asin-ß'

F olgerung. sincc~\-sitiß<—\sin(cc-\-ß} — Asirtß asin Ißsin A {a~\-ß).
22. Aufgabe. Gegeben a-f-c — b = d, a, /?.

fl ^971C£
Erste Auflösung, a = — ———— u. s. av.

sinu-\-sintu-\-ß)—sinß 1
„ ., . ... .. . deosia dsiri\ßZweite Aullosung, a = - • ^ — ^ •

2cos^ßcos^da-\-ß^ ' 2sin±ucos?(u-{-ßy
Asin\ia-\-ß~)
2 sin^acos^ß'

Folgerung. sina-\-sin(_aß-ß~)—sinß = isin^ acosßßcos l(aß-ß).4
23. Aufgabe. Von einem Dreiecke sind die beiden Winkel an der Grundlinie und

die Summe aus der Ilölie b und einer Sclieitclseite c gegeben. Man bestimme die Dreiecks¬
seiten. (Fig. 60

Gegeben h -j- c == s, ß, y.
Erste Auflösung. Da Ii = c sinß, so ist

nu- s ■ r° i -i — ssin(ß-hy-) . r n . _ ssin ß "
1-\-sinß 5 ~ ' siny(_l-^-sinß) , ' siny(_ 1 -\~sinß)

ZAveite Auflösung. Man verlängere AD um c bis E und ziehe EB; dann ist E

= und Eß = c-^|(fcw F0l » lich

f4 A c= s . rn . = ssmC/3-HQ .
2cosi(R— ß) 2 ' ' ' 2sinycos\{\{—ß) 2 '

C60 b =
2sinycos±-(l\—ß) 2.

Anmerkung. Vergleiche Aufgabe 2., die der vorstehenden Aufgabe eigentlich zu
Grunde liegt.

24. Aufgabe. Von einem Dreiecke sind zwei Winkel und die Summe aus der Grund¬
linie und dem Radius r des umschriebenen Kreises gegeben. (Fig. 7.)

Gegeben a -+- r = s, cc, ß.
.p. a . 2ssmaErste Auflosung. Da r = ■ . , so ist a = — —: u. s. av.

2 sinct 2sina-\-\

ZAveite Auflösung. Man verlängere den Radius OB um a bis D, und ziehe DC

und OC; dann ist D — i(R—a), OCD = f(R—a), und demnach OC = r =
ssm|(R—u) 3 ,
sinm-a) ' Uml f0lffhch
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a = 2r sina = 2ssm|(R—cp i

sw|(lt—a) '

u. s. w.

Anmerkung'. Vergl. Aufgabe 13.

23. Aufgabe. Von einem Dreiecke sind zwei Winkel und die Summe aus einer Schei¬

telseite c und der den Scheitelwinkel lialbirenden Transversale m gegeben. (Fig. 8.)

Gegeben c m = s, a, ß.
esinß

Erste Auflösung. Es ist m = . r0 —-, und dalierSlTty^fj I )

c sinß

CIO C =

(3.) b =

sin{ß-\-{ «)
ssin(ß-\-\a)

— s; folglich

sinß-\-sintß-\-\a)'

s s inßs in<iß-\-\u)

ssinasin(ß-{-jce)

C-.) a sinß-\-sin{ß-\-\a)'

sinß-{-sin(ß-\-1«)

Zweite Auflösung. Man verlängere AD um c bis E und ziehe EB; dann ist

ssinCß-\-±cc) _

« EBD = ß + 4« und ÜB = 1 *>'«''<*

EB ssin(.ß-\-±ct)
(4.) c =

CG.) b

2 cos\u
1a 1cos\asin(_ß-\-\a) '

ssinßsin(ß-\-l a)
1cos\asiniß-\-u)sin{ß-\-\a)

C50 a =
s sinas in (ß-\~^ et)

2coslasin(ß-\-a)sin(ß-{-^cc~)

Folgerung. sinß-\-sin{ß-{-y~) = 2cos^ysin(ß-\-^y).

26. Aufgabe. Von einem Dreiecke sind zwei Winkel und die Summe zweier Höhen

gegeben; es sollen die Seiten bestimmt werden. (Fig. 9.)

Gegeben von dem Dreieck ABC BD -J- CE = s, ABC = ß, <£ ACB = y.

Erste trigonometrische Auflösung. Da CE = a sinß und BD = usiny, so

ist asinß-\-asiny = s, und folglich

s s sinß
CIO a

(3.) c =

sinß-\-siny'

s siny

(2.) b sin(ß-\-y~)(sinß-\-si7iy~)

sin(_ß-\-y) (sinß-t-siny)

Erste geometrische Auflösung. Lege eine Linie FG = s hin, beschreibe über

dieselbe einen Kreisabschnitt FUG, dessen Peripheriewinkel = 2R, — iß-\-y) ist, lege an

FG den Winkel HFG = ß und ziehe HG. Halbire hierauf den Winkel FUG durch HK
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lalle FD _L HG und schneide von dieser Senkrechten das Stück DB = FK ah. Endlich

ziehe aus B die Linie BC =j= FG und die Linie BA 4= FII; dann ist A ABC das verlangte.

Beweis. Da der Winkel FUG halbirt ist, und A HFG oo A ABC, so ergibt sich:

FK : KG = IIF : IIG = AB : AC.

Da ferner in einem Dreiecke die Höhen mit ihren Grundlinien umgekehrt in Proportion ste¬

hen, so ist auch

AB : AC = BD : CE:

folglich auch

FK : KG — BD : CE.

Da nun BD = FK (Constr.), so ist auch CE = KG, und daher auch Bü -f- CE = FK

-j- KG = FG = s.

Zweite trigonometrische Auflösung. Aus der vorstehenden Construetion er¬

gibt sich, dass in dem Dreiecke HFK der Winkel HKF = 2R— ['/?-J-R>—vQ?"+~jOl =

R—4-Cß—y)' ^ u » ist

BC = a = smy

T>n _ vir _ FIH/wFHK _ FIIcosj-C/H-?') -

smllKF <m}(ß—V) '

FGsmHGF ssinyFII -

also BD =

smFUG sin(ß-%-y~)'

ssiny cos{tß~\-y~) ssiny

folglich C40 » =

C5.) b

sin{ß-\-y)cos\iß—y) 2sm| (ß-ß-y) cos\(ß—y) '
S

in}I (:ß-\-y~)cos±(ß-—y~)'

a sinß s sinß

sin{ß-\-y) 2svi(ß-{-y~)sin(ß-+-y) cos ^(ß—■/) '

s sinß

C6.) c

4sin^ß-]-yycos^ß-j-y^cos^(ß—y)'
ssiny

4sm 1}(ß-rhy) 2cosiLCß+y) cos\ Cß—y)'

Anmerkung. Wenn man bei dem in der ersten Auflösung unter (1.) gefundenen

Ausdrucke die bekannte Umwandelungsformel

sinß~\-siny — 1sin^iß-\-y) cosßiß—y)

anwendet, so ergibt sich der in der zweiten Auflösung unter (4.) direct gefundene für die

Rechnung jedenfalls bequemere Ausdruck. Aber nicht jede geometrische Construetion führt

zu einer bequemern trigonometrischen Auflösüngsformel, wie folgende Construetion zeigt.



— 15

Zweite geometrische Auflösung. (Fig. 10.)) Lege einen Winkel MBN = ß
hin, schneide vom Schenkel BN ein beliebig grosses Stück BF ab, und lege an dieses den
Winkel BFG = y. Fälle FH _L BG und BI _L FG, und verlängere BI beliebig bis 0;
mache IK = FH und BL = s; verbinde dann K mit F und ziehe aus L LC =j= KF. End¬
lich ziehe aus C die CA =j= FG, und A ABC ist das verlangte.

Beweis. Fälle CE _L BA. Nun ist

BL : BK = BC : BF = BD : BI
BC : BF = CE : FH

BL : BK — BD : BI = CE : FII
= (BD H- CE) : (BI -h FH)
= (BD CE) : (BI IK)
= (BD CE) : BK

BL = BD -+- CE
d. h. BD CE = s.

Dritte trigonometrische Auflösung. Nach Anleitung der vorstehenden Auflösung
niuss BC d. h. a aus dem Dreiecke LBC trigonometrisch bestimmt werden. Von diesem
Dreiecke ist zwar LB = s und LBC = R — y gegeben, aber die beiden andern Win¬
kel kann man nicht unmittelbar durch die gegebenen Winkel ß und y ausdrücken, viel¬
mehr ist dazu eine trigonometrische Hülfsglcicliung nöthig. Es ist aber d = IFK, und

tanglFK = = ?*sinß = sinß^
1F IE BFcosy cosy

sinß
Also ist tangd — . Hat man vermittelst dieser Hülfsgieichung den Winkel d gefunden,

so ergibt sich ferner

BC =

oder a =

cosy
er

B L.wjE
smBCL
scosd

sin{y-f-cl)
Man kann auch ö eliminiren. Aus der Hülfsgieichung erhält man nämlich

. „ sinß cos d
smo — ,

cosy
und folglich

scosd scosd s

sinycosd-\-cosysmd , „ smßcosd smß-\-siny'
sinycosd-\-cosyx

cosy
womit wiederum die in der ersten Auflösung gefundene Formel zum Vorschein kommt.
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27. Aufgabe. Von einem Dreiecke sind zwei Winkel und die Summe aus der Höhe
und der Grundlinie gegeben. Man bestimme die Seiten des Dreiecks. (Fig. 11.)

Gegeben AD BC = b -+- a^ = s, ß, y.

Erste trigonometrische Auflösung. Da BD = b cotß und CD = lieofy, so

ist b -1- Ii cotß b coty = s, und folglich
s

h ==
\-\-cotß-\-coty''

s(cotß-\-coty~) b
also (1.) a = s — h = — ————; (2.) b — —j— —

(3.) c =

I -\-cotß-\-coty' ' siny sinyt I -\-cotß-\-coty)
b s

sinß sinßi 1-\-cotß-\-cöty~)

onometr

A ABC — iah =

Zweite trigonometrische Auflösung. Es ist
a 2 sinßsiny

2sm(ß-\-y)'

folglich auch, indem auf beiden Seiten fa aufgehoben und s <— a statt h eingeführt wird,
a sinßsiny

S a sm(ß-\-y)'
n(sin(ß-{-y~)-\-sinßsiny)

sin(ß-ß-y')

_ ssin(ß-\-y~) _ a sinß _ s sinß
s ° ' a sin(ß-\-y)~\-smßsiny' ' ' sin(ß-j-y') sin(ß-\-y~)-\-sinßsiny^

a siny s siny
° sm{ß-\-y~) sin(ß~\-y)-\-sinßsiny

Erste geometrische Auflösung. Lege den Winkel MBN = ß hin; schneide
vo n BN ein beliebig langes Stück BF ab, lege an BF den Winkel EBF = y, fälle EG _L
BF, und schneide von FN das Stück FII = EG ab. Theile dann BI = s im Punkte K so,
dass BK : KI = BF : FII; mache ferner BC = BK, und ziehe CA =j= FE; dann ist A ABC
das verlangte.

Beweis. Es ist

I. BF : BIv '== FH : KI
oder BF : BC = EG : KI

II. BF : BC = BE : BA = EG : AD.

Aus I. und II. folgt, dass AD = KI und folglich auch BC AD = BK KI = BI
= s ist.
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Dritte trigonometrische Auflösung. Gemäss der vorstehenden Auflösung ist
BK : KI = BF : FII = BF : EG,

BF sinßsiny
EG = EFsmy =

sin(ßß-y) '

BK . ki = BF:

= sinfßß-y) : sinßsiny,

BK : CBK-f-KI) = sin(ß~\~y') : (_sin(ß-{-y)-\-sinßsiny);
d. h. a : s = sin(_ß-\-y) : (sin (/?-+-}0 -{-sinßsiny');

s sin{ ß-\-y)folglich a = . „ , „ ....
sin{ß~\-y) -\-smßstny

Zweite geometrische Auflösung. CFig. 12.) Construire über BE = s ein
Dreieck FBE, in welchem •££ B = ß und ■£; E = y ist; fälle in demselben die Höhe FG,
und setze an BE ein Stück Ell = FG an; beschreibe über BH einen Halbkreis, lege in
denselben die Sehne BI = BE, fälle IC _L BH, und ziehe endlich CA 4= EF; dann ist
A ABC das verlangte.

Beweis. Es ist BII : BI = BI : BC

BII : BE = BE : BC

(BII — BE) : BE = (BE — BC) : BC
d. h. Ell : BE = CE : BC

oder I. FG : BE = CE : BC.

Auch ist, weil A FBG eo A ABD und A FBE oo A ABC,
II. FG : BE = AD : BC.

Aus I. und II. folgt, dass AD = CE und folglich auch AD-f-BC = BC-(-CE = BE = s ist-
Vierte trigonometrische Auflösung. In dem bei der vorhergehenden Auflö¬

sung construirten Dreiecke 1BC ist BC d. h.
a = BIcosco ■ s cosco.

Es ist abe, cosc = f,, - j—g;

und da FG = TEsiny= BE "l to ''r
sin(ß-i-y)

s sinßsiny
sin(ß-\-y) '

so ist auch cosio =

und daher a =

sin(ß-\-y}
sin(ß-{-y) sinßsiny'
ssin(ß-\-y~)

sm(_ßß-y)ß-sinßsiny'

3
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