FEinige stereometrische Aufgaben.

$. 1.

:‘.u['gabc. Bei ¢inem Rechtecke ABED (Fig. 1.) sei iiber dic Seite AB ein Halbkreis

: DE herumge-
dreht, so entsteht hierdurch cin Korper, dessen Seitenoberfliche von dem Halbkrcise cracugl

beschrichen, Denkt man sich nun die Figur um die gegeniiberliegende Seite

wird. Man hestimme die Grosse dieser Seitenoberfliche aus den Seiten des Bechitecks.
Erster Fall: Der Halbkrels liegt ausserhalb des Rechtecks.

Auflésung. Man lege in den Halbkreis ANB ecin halbes regelmassiges Vieleck so
hincin, dass die beiden dussersten Seiten mit ihren Endpunkten in A und B zu liegen kom-
meni dann fille man aus den Eckpunkten des halben Vieleeks die Linien FH, 1K, .. ..
senkrecht auf DE. Dreht sich nun di¢ Figur in der angegebenen Weise herum, so werden
von den Paralleltrapezen AFHD, FIKH,.... lauter Kegelstumpfe beschrieben. Die Be-
rechnung der Seitenoberflichen dieser Stumpfe liegt uns zundchst ob.

Man setze BE = a, AB == 2r, und die von der Vicleeksseite FI besehriebene Fliche

sei mit k bezeichnet. Ferner fille man CL | FI, LM | DE und auwch FO 1 IK. Dapn ist

k = %27 > ML » FI = 2(a -+ PL) x FI
= 2ma % FI - 2x » PL s FI.
Da nun A PLC e~ A QFI, und folglich PL > FI — CL F{) = CL = UR ist, so ist auch
k = 27a % FI 4 27 % CL = UR.
Ein dhnliches Resultat ergicht sich fir die Seitenoberfichen der ibrigen abgestumpficn
Kegel,  Folglich erhdlt man als Summe K der Seitenoberflichen siammtlicher Kegelstumpfe
K="27a(AF < FI 4 .. ..) 4= 2w x CL{AU 4 UR = ....)
= 87a(AF +— Fl - .. ..) -+ 27 x €L % 2r
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Lisst man nun das eingeschriebene halbe regelmissige Vieleck durch fortgesetste Verdop-
pelung der Seitenanzahl in den Halbkreis iibergehen, so erhilt man dic gesuchte, von dem
Halbkreise bei der Drehung erzeugte, Seitenoberfliche, deren Grisse durch V bezeichnet
sein mag. Hierbei wird aber AF - FI 4 .... = ar und CL = r; folglich ist

V = %qa x mr -+ 2ar x 2r = 27%ar + 4ar’

Zweiter Fall: Der Halbkreis fillt iiber das Rechteck, wobei, wie man leicht sieht,

immer ¥ = a scin muss.

Auflésung. Man verfahre wie bhcim ecrsten Falle; daon ergicbt sich, wenn V, die
Grosse der von dem Halbkreise AN,B beschrichenen Seitenoberfliche bezeichnet,
Vi = 2ma X @ir — 2ar x 2r = 27%r — 4ar’.

$. 2,
Ziusatz Bei der Drehung beschreibt der ganze Kreis ANBN, einen korperlichen Ring,
dessen Oberfliche W durch die Summe V =~ V, angegeben wird. Folglich ist
W= 4u’ar = 2ar x 2ma.
Die Oberfliche des Ringes ist also der Seitenoberfliche eines senkrechten Cylinders gleich,

der den Kreis ANBN, zur Grundiliche hat, dessen IHihe aber dem Umfange des mit a be-

schriehenen Kreises gleich ist oder auch: die Oberfliche des Ringes ist der Seilenober-
fliche cines senkrechten Cylinders gleich, der den mit a beschriehenen Kreis zur Grund-

fliche, und den Umfang des Kreises ANBN, zur Hohe hat.

$. 3.

Zusatz. Der iussere Theil V der Ringoberfliche wird erhalten, wenn man zu der
halben Seitenoberfliche cines der Im §. 2. angegebenen Cylinder die Oberfliche der mit r
beschrichenen Kugel addirt; subtrahirt man aber die Kugeloberfliche von der halben Ober-

fliche des Cylinders, so erhilt man den innern Theil V, der Ringoberfliche.

§. 4.

Zusatz, Esist V— V, = 8> = 2 x 4ar?, d. h. der Unterschied zwischen dem
dussern Theile V der Ringoberfiiche und ihrem innern Theile Vy betriigt die doppelle Ober-
fl."i;]lc der mit r beschrichenen Kugel. Der genannte Unferschied ist demnach gansz unab-
hiingig von der Grisse der Linic BE,
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Ziusatz Bs sei um den Kreis ANBN, das Quadrat STT,S, gelegt, Bezeichnet nun
X die ganze Oberfliche des Korpers, welchen das Quadrat bei der Drehung heschreibt, so ist
X = 2a(a -+ 1) % 2r 4+ 22(a — 1) X 2r + 2n[(a +=1) — (a — r)]

Es verhilt sich also (§. 2.)
W : X — 4x’ar & L6mar,

— L

§. 6.

Zusate. Bs sci iber die Seitc AB kein Halbkreis beschrieben, sondern man denke
cich iber die beiden Hilften dieser Linie zwel Ialbkreise -geschlagen, und dann sei wie-
derum die Figur um DE gedreht. Hierbei sind wicderom zwel Fille zu unterscheiden, je
yachdém namlich die beiden Halbkreise entweder ausserhalb des Rechtecks ABED liegen
oder iber dasselbe fallen. Bezeichnen wir fir den ersten Fall die von den beiden Halhkreisen
heschviehene Seitenoberfliche des jetst entstehenden Kérpers mit va, so ist

v, = 2(2a% X'ir + 4n X 1Y) = 2mfar + § X e
Ferner seicn dber die Drittel der Scite AB drei Halbkreise beschricbhen, welche wulichst

wieder ausserhalb des Rechtecks liegen sollem, und es sei dic Seitenoberftiche des jetat

entstehenden Kirpers mit vy bezeichnety dann ist

v, = 8(2a%a X ir -+ 4 x §1') = 2war - 5 X dwort.
Ebenso ergiebt sich ferner bei entsprechender Bezeichnungsweise

v, = 2mfar - L x dmr®;

Vz mrar - + > dmr?s

. 5. W.

Fallen aber die Halbkreise iiber das Rechieck. so ist, wenn die Seitenoberflachen in

gleicher Weise mit vz, vs, vy, - . . . beneichnel werden,

U, = 270°ar — 3 X 4ty
vy = 2wtar — L ¢ dmrts
v, = 27%ar — } x 4ur’;

u. 8. W.

Beschreibt man iiber dic cinzelnen Theile der Scite AB ganze Kreisc, so entstehen bei
der Drehung vollstindige Ringe, und als Summe der Oberflichen aller jedesmaligen Ringe
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crgiebt sich
Yz = i,
Ve ~I=t

dmlar = W (§. 2.);
4m?ar =. W
u. 5. W.

Die Gesammtoberflichen aller jedesmaligen Ringe sind also immer unter sich gleich und
zwar so gross, als die Oberfliiche des vom Kreise ANBN, beschriebenen ilinge-s. Dieses
Resultat hitte sich auch unmittelbar vermittelst §. 2. finden lassen. Auch sieht man leicht,
dass sich auch bei ungleicher Eintheilung der Seite AB die Summe der Ringoberflichen
nicht dnderf, wenn nur iuber simmtliche Theile Kreise beschrieben werden.

-
ﬁ. '.
Aufgabe. Den Inhalt des im §. 1. bezeichneten Korpers aus den Selten des Recht-
ccks zu berechnen.  (Fig. 2.)

Erster Fall: Der Halbkrels liegt ausserhalb des Rechtecks.

Auflosung. Man theile die Scite AB in 2n gleiche Theile AC, = ,C. — 20 = ainy
und lege durch die Punkte Cy, C;, C;,.,.. die Linien A,Dy, A:Dy, AD;, .. .. parallel
au AD. Zicht man nun dic Sehnen AA,, AjA,, A:A;, ...., so entstehen die Parallel-
frapeze AAD D, AADD, ,...., und diese beschreiben bel der Drehung lauter abge-
stumpfte senkrechte Kegel. Wir wollen den Inhalt des von AA,D.D beschrichenen Kegel-
stumples mit 6,, den Inhalt des folgenden mit ¢, u. 5. w. beacichnen, Ferner setze man
jeden cinzelnen Theil der Linic AB, niimlich AC,, C,C,, C.C;, u. s. w. = hj auch sei
noch A,C, = x;, AuCy = x3, 430 = x3, u. 8., w., und wie friher AD = a, AB = %r.
Dann ist

whyr . ek :
0y = T(H -+ la—+ x, ) ala —= x,))
: sth . ] otl
= mah(a -+ x,) -+ R - = . . . —=mah-t-mashx -.-—%I LX52

ahy . : ; ’ \
(L R— 3 (lu X))+ )P4 (a =4 x,) {a - x; l)
- VRl fTh " : . . T, ., .
= mrah{a-+x, X2 |+ ‘5—[ X=X x X ) = maath—ma(hx -Hhx, ) - g (% =% xx);
echenso ferner

4 PN S ¢
=a*h——mal hx’:—.’-hx:«.j—!—-,i | botes ph el SRt IR

i
: J SR TEHL s S g
—sa‘h—+malhx,-Fhx, _l+—3—l_ X3 = - xg )

LS S Ww.

e e _—— = .
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Bei diesen Ausdriicken bezeichnet das erste Glied ma*h den Inhalt derjenigen Cylinder,
die durch AC,D,D, C.C.D:D,, u. s. w. heschrieben werden, und es ist der Inhalt aller

dieser Cylinder zusammengenommen = ma® X 2nh = ma® x 2r = 2wa’r. Setzt man nun
Ot G =05 = e v oo == O = =,
80 ist
2rra’r
o o)+ 2malhx; < hx, < hxy = o.oo. 0, o leg,,,,_r!
21 th s v B sen e i
g e s s B A e R e O i LA S \
w L J

Der im zweiten Gliede vorkommende Factor hx, 4 hx, -~ .. ... giebt den Flicheninhalt
des Vieleckes BAA A, . ..o Ayu 3 denn hxy gicht das Rechteck AC A8, hx: das Reeli-
eck C,C,A. 2, u. 8. woy und um wicviel die oberhalb des Halbme

ssers ALC, liegenden
Reclitecke den Flicheninhalt der obern Hillte des Vieleeks iiherschreiten, um soviel biciben
die unterhalb A,C, licgenden Rechiecke gegen den Flicheninhalt der andern IRilfie  des
Vicleekes zuriick.  Ferner bezeichnet in dem oben fir X gefundenen Ausdrocke das Glied
sth
3 zh

AC, beschrieben wird; das folgende Glied —'3--|_l:,3 —+ x2° - x;x;) bewecichnet den Inhalt

. x;° den Inhalt cines Kegels, welcher von dem Dreiecke AC,A, durch Drehung um

des durch A;C,C;A; beschrichenen Kegelstumpfes, wenn sich namlich dieses Paralleltrapes
um C,C; bewegt; und so werden durch die folgenden Glieder des obigen Ausdruckes lauter

: - d \ e sth 4
abgestumplte Kegel angegeben, bis endlich das letzte Glied — . x%,,_, den durch das

Dreicck A,,_,C,n_B beschrichenen Kegel ausdriickt. Bezeichnen wir nun die Summe aller
dieser Kegelstumple mit Einschluss der beiden Kegel mit K, und den Flacheninhalt des
Vielecks BAA A2 . ... Ay mit ¥V, so ist
I — 2malr <L 9 e ¥ - K.
Wird nun 2n unendlich gross angenommen, so gicht V den Inhall des mit v beschriehenen
Halbkreises AA B, und K licfert den Inhalt einer mit r beschriebenen Kueel: = aber eeht
in den Inhalt des von DAA BE beschrichenen Korpers iber; und folglich ist, wean wir
dicsen Inhalt mit S bezeichnen,
n 7rr? dor?
5 = 2ma’r + 2ma x — -+ ——,
2 3
4ol
= 2ma’r + mlar® 4 —!—‘T:—*

Zweiter Fall: Der Halbkreis fillt iiber das Rechteck.
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Auflisunge., Verfihrt man ganz in entsprechender Weise wie beim ersten Falle, so
st. wenn 8¢ den Inhalt des von DAe BE heschrichenen Karpers bescichnet,

is

. s 4itr®
B — Bmar —= war. - ——
Ii
> )
§' &P
Zusatz. In den fir S und 8, gefundenen Ausdricken bezeichnet das erste Glied
9ra’r — ma? % 2r den Inhalt des von DABE heschricbenen Cylinders, wenn sich nimlich
e

dicses Rechteck um DE herumdreht; das aweile Glied #far? = i—q— ¢ 2a bezeichnel den

Inhalt eines Halbeylinders, der den mit r beschrichenen Halbkrels zur Grundiliche, und den
Umfang des mit a beschrichenen Kreises wur Hihe haty das dritle Glied giebf, wie schon
vorher gefunden wurde, den Inhalt der wit r beschriehenen Kugel.  Hiernach ist es leicht,

dic fir S8 und S, getundenen Werthe in Worten auszodriicken.

$. 9.
Zusatz. Es sei der Inhalt des Ringes, der bei der Drehung von dem ganzen Kreise
AA Be, beschrichen wird, mit % beweichnets dann ist
7 =8 — 8, = %7ar? = s ¢ ra
der Ring ist also einem Cylinder gleich, der den Kreis AN Be, sur Grundfliche, wnd den

Umfang des mit AD beschrichenen Kreises wur Hohe hat. (Vergl. §. 2.)

§. 10.

Ziusatlz Subtrahirt man den Inhalt des von dem Rechtecke DABE heschriebenen Oy
linders von S (§. 7.), so erhdlt man den iussern, vom Halbkreise AA_ B beschricbenen,
Theil des Ringes. Wird der Inhalt dicses Theiles mit T bezcichnet, so ist

T'= mar® - Sqrk
Um aber den Inhalt T, des innern Theils des Ringes zu erhalten, muss man 5. (§. 7.)
von dem genannten Cylinder absziehen. Demnach ist
T, = mar® — Jar.
Im §. 8. ist die geometrische Bedeutung von atar® angegebeny die lir T und T; ge-

fundenen Werthe Iassen sich demnach leicht in Worten ausdriicken. (Vergl. §. 3.)

$. 11.

Zusptz. Es ist T — Ty ='2 x Far’ | (Vergl. '§i040)
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Ziusatn. Es sei um den Kreis AA Be, das Quadrat GFIH gelegt, und der Tnhalt des
bei der Drehung von diesem Quadrate beschrichenen Korpers heisse Y3 dann ist
Y = a(a +r)? x 2r — a(a — r)? x 2r = Bmar:
und folglich
Z X = 2%ax? 3 8nar? s (§:49.)
0 i 4, (Yergl §.:5.

s

$. 13.

Yiusatz. DMan denke sich, wie fwm §. 6., zuerst iber dic beiden Hilften der Seite AB
swel Halbkreise beschrieben, dann iber die Dritiel yvon AB drei Halbkreise, w. s. w.3; und
wwar sollen die Halbkreise zundchst ausserhalb des Rechitecks liegen. Bezeichnen wir nun
den Gesammtinhalt der bei der jedesmaligen Drehung von den Halbkreisen besehriehenen

s §. 10,

2 4 o - 1
= :?(.fa : ;4'. - <7 - 2 ) — -.l— . mrar? - —-1,— . s

Halbringe mit t;, 43, tyy - » « <580 Ist gex

b 8 2 2z o
¢ of i I 4 Kl 1 e 1 47er®
= Al TR e T A e e mAart e

: ( 9 3 H) 3 B e

u. 8. Ww.
Fir den Fall aber, dass dic Halbkreise iiber das Rechteck fallen, ist bei entsprechen-

der Beseichnungsweise

— I Inps -I Pt
T: =— -:'-}' v JE-ALr* — ETC_ . "3 mor
: tar : S £
F TR QL v + — 17T
B TT0E 32 ' B

Ferner ist dann der Gesammtinhalt der bei der jedesmaligen Drchung beschriebenen ganzen
Ringe
t: - 7, = 7Thart = 2mtar?, = 14 (§- 89
b - 7 = fa’ar* = 1 | 2%’ = 1%
u. 8. W,

welches letzatere Resultat auch unmittelbar aus §. 9. hitte gewonnen werden kinnen.

$. 14.
Vermittelst des Bisherigen lassen sich leicht folgende und dhnliche Aufgaben lisen.
Aufgabe 1. Es drche sich (Fig. 1.) der Kreis ANBN, um die festliegende Tangente
8, Ty, Wie verhilt sich a) die Oberfliche des hierdurch enistchenden Ringes zur Oberfliche

)



einer Kugel, fir welche ANBN, ein grosster Kreis ist? 1) wie der Inhalt des Ringes zu
dem der Kugel? — Das Verhiltniss ist bei a) wie ¢ 13 bei b) wie 8a : 2.

Aufgabe 2. BEs sei (Fig. 3.) bei dem Halbkreise ADB in dem Mittelpunkte C der
Radius CD senkrecht auf AB errichtet, und iiber CD sei der Kreis M beschrieben: daon
denke man sich die Figur um AB gedreht.  Wie verhilt sich a) die Oberfliche des von M
beschrichenen Ringes zu der Oberfliche der von ADB beschrichenen Kugel? b) wie der
Inhalt des Ringes zu dem der Kugel ? —Das Verhiliniss ist bei a) wie w2 43 bei b) wie 3a:16.

Aufgabe 3. Es seien (Fig. 3.) durch die drei Punkte A, D, B Tangenten an den
Halbkreis gelegt, welche sich in den beiden Punkten F und E durchschneiden, und dann
sei die Fizur um FE gedreht. Wie verhilt sich a) die Oberfliche des von dem Kreise M
beschriebenen Ringes zu der von der Linie ADB beschrichenen Fliche? 1) wie der Inhalt
des von M heschriehenen Ringes wu dem Inhalle des von der Fliche ADBEF beschriebenen
Kirpers? — Das Verhiiltniss ist bei a) wie 7 ¢ (20 — 4); bei b) wie 37 @ (40 — 12a).

Aufgahe 4. Wenn sich aber (Fig. 3.) der Kreis M nebst dem Halbkreise ADB om
die Tangente BE dreht, wie verhilt sich dann a) die Oberfliche des von M beschriebenen
Ringes zu der krummen Oberlliiche des von ADB beschrichenen Halbringes? 1) wie der
Inhalt des ersten Kivpers zu dem des aweiten? — Das Verhiltniss ist bei a) wie 1 : 13
hei b) wie 1 : 2.

Aufgabe 5. Es sei (Fig. 4.) in den Quadranten ADBC der Kreis DGF gelegt, und
hicrauf denke man sich die Figur um BC gedreht. Wie verhili sich a) die Oberfliche des
von DGF beschrichenen Ringes zur Oberfliche der von CDBA beschriebenen Halbkugel £
b) wie der Inhalt des Ringes zu dem der Halbkugel? — Das Verhiiltniss ist bei a) wie
23 — 212 ¢ 13 bei b) wie 3m(5)Y2 — T) & 1.

Aufgabe 6. Wenn sich aber (Fig. 4.) der Quadrant ADBC nebst dem Kreise DGF
um die durch A gelegie Tangente dreht, wie verhilt sich dann ‘a) die Oberfliche des von
DGF beschrichenen Ringes wu der von ADB beschriehenen Fliche? b)) wie der Inhalt des
Ringes zum Inhalt des von ADBC beschrichbenen Karpers ? — Das Verhiiliniss ist bei a) wie
4132 — 4) : (mr — 2)3 bei b) wie 410 — TY2) : (w — ).

Aufgabe 7. Es seien (Fig. 4.) an den Quadranten ADBC die beiden Tangenten AE
und BE gelegt, und man denke sich das Dreiecck ABE um AE gedreht. Es soll der Inhalt

des von ABE beschriebenen Kirpers berechnet werden, wenn der Radius des Quadranten

gegeben ist. — Setzt man CB = r, so ist der gesuchte Inhalt = nr3(Z — 1),
A { G
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