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31 0a| im [elften 33ufyt t>er Elemente k6 @ufti& +

'Ev Toig öo&oyowioig rgiywvoig ro ärto rrjg Trjv öo&i)v ycovictv vnoTaLvovarjg nlevgccg slöog

iaov ior't Tocg änö rwv r?)v ÖQ&rjV ycoviav nsgisyovatuv nlsvQwv etdeoi, roig o/xoioig y.al opoloog
ctvctysyQauuivoic.

©ttfltb beweift tiefen ©aß fo tüte bte übrigen int fedjfteit Suche ber ©lemente mit Anwenbttngber
im fünften Sudfe attgführlidj ttnb in größter Allgemeinheit bargeftetlten 2el)re üott ben ©rößeuproportiouen.
SBetttt man febocl) bie fieitniniß einiger zeitigen ©äße übet bie Sage geratet Siniett ttnb ©benen im Aaume
uoraugfeßt, welche aitcb ber erfte Unterricht in ber Stereometrie nicht übergehen tarnt, fo läßt fid) bie
Aebnlichfeit ber gtgurett oollftanbig fo befttttren, bafj babet ber Unterfchieb zwifdjett comntenfttrabeln ttnb
incommenfurabeht ©rohen gar nicht hervortritt, ttnb bie Ableitung unfereg ©aßeg braucht bag ©ebiet ber
anfchaulidfen ©o'nftructtou nicht jtt üeriaffen, tun aug ben bttrd) feiten Unterfdfieb herüorgerttfenen ttnb im
fünften Suche ber ©lemente geführten fdfarf finnigen Unterfitdjungenüorher bie nöthigen Semeigmittel51t
erlangen. Sei einer foldfen reingeotnetrifdfenSehanblung ber Aehnlid)feitgiehreerfdfetttenzugleich bie
Serbältniffe ber Saugen geratet Sutten ttnb ber gläd)eiträume ebener Figuren aXS befottbere ©röjfen für
fid), ttnb tiefe ©roßen fittb feine attberett, af§ reelle 3af)Ien. ©g liegt taf)er nahe, in einem befonberen
Abfdfnitte ttod) bie ©rttttbregeltt für bie Ütedmung mit tiefen Labien, ohne uorf)er ritten Unterfchieb zwifdfen
rationalen ttnb irrationalen 3al)lett 5U ntacEjen, in völliger Allgemeinheitttnb ©trenge abzuleiten ttnb
bttrd) geometrifche Setradftitngeti 51t begrüttbett.

3tt ber nun folgcttben SD'arftellung werben gerate Siniett mit ©betten, wenn nicht tag ©egetttbetl
bewerft ift, itt unbegrenzterAttgbehnungoorgeftellt.

1. 3wei ©benen, weld)e bttrd) eilten ttnb bcnfelbett 3ßunft gehen, fdfneiben fid) in einer ©erabett,
weld)e ebeitfaßg bttrd) feiten ißunft gel)t, außerhalb welcher aber bie beibett ©betten feinen ißititft gemein haben.

2. 3)rei ©betten, weldfe bttrd) eilten ttnb benfelbett ißititft gehen, fchneiben fid) entWeber itt einer
©erabett ober itt brei ©erabett.

3. @d)tteibeit fiel) brei ©betten in brei ©erabett, fo fd)tteiben fid) biefe entWeber alte brei in einem
fünfte ober fic fittb alle brei zu einattber parallel, SCBettn nämlid) trgenb zwei üott ben brei ©eraben fid)
fchncibett ttnb alfo bie brei ©betten einen ipunft mit eittanber gemein haben, fo geht bttrd) biefett attd) bie
britte ©erabe (1).

4. hfWei ©betten, welche fiel) nicht fchtteiben uttb alfo feinen ißuitft mit eittanber gemein haben,
beißen zu eittanber parallel.

5. ,3wet ©betten fittb parallel, wenn zwei fid) fd)tteibettbe gerabe Siniett u uttb v in ber etttett
©bette parallel fittb ju zwei fid) fcXmeibettben ©erabett u' uttb v' in ber anberen ©bene, nämlid) wenn
u || u' uttb v || v' ift.
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®urdj febeS bei beibcn gegebenen SjSaare paralleler ©eraben fann man eine ©6ene legen. Strafen

nun bie gegebenen ©beneit jufammen, feintüten fiel; alfo in ber ©eraben w, fo muffte txicfjt nur w || u

unb w || u', fottberu aud) yr || v unb w j| v' fein (3). ®a aber fowolft u unb v, als aitd) u' uitb v' fid)

fdftieibeu, fo fann w nidft gugleicf) parallel fein ju u unb v ober 31t u' unb v'; folglidj fönnett bie ge«

gebetten ©betten fid) nidft fdjneibett unb fittb beSfjalb parallel.

6. SBetttt jtoei parallele ©betten 001t einer anbertt ©bette gefdjnitten werben, fo fittb bie ©djnüt*

linieti parallel.

7. äßeitit in betn einen ©d)eufel eines SBittfelS, beffett Sei) eitel 0 fei, bie Puttftc A unb B, in

bem anbertt bie SjSunfte C unb D fo angenommen werben, baff bie ©erabett AC unb BD parallel fittb,

fo fittb fie immer parallel, wenn artd) ber SBinfel eitt attberer wirb, bie fßunfte A, B, C, D aber il)re

Sage in ben ©Teufeln uitoeränberlid) beibehalten.

Stimmt matt nämlidj einen attbern beliebigen SBittfel au, welcher mit beut gegebenen SBinfel ben ©d)cüel

O unb ben ©djenfel OA gemein l)at, aber in einer attbereit ©bette liegt, beftimmt itt bem attbern ©d)enfel

biefeS SBinfelS bie punfte F unb G fo, bajs OF = OC ttttb OG = OD wirb, unb gie^t AF unb

BG, fo ift Wieberum AF || BG. SDettn jicl)t man noch CF unb DG, fo fittb bie SDrciede OFC unb ÖGD

gleichfdjenfltg, folglich bie oier SBinfel an ihren ©ruttblinien CF ttttb DG ciuattber gleid) unb biefe

©ruttblinien felbjt parallel. SBeil nun CF |( DG ttttb AC || BD , fo fittb bie ©betten ACF uttb BDG

parallel (5) unb fd)nelben bie ©bette BOG in bett parallelen ©erabett AF ttttb BG (6).

8. ®ttrd) bie 23ud)fta6ett a, b, c unb bie barattf folgenben fotlen begrenzte gerabe Sittiett 001t

gegebener Sänge, bereit Sage aber gleichgültig ift, bezeichnet werben. geraer bie als Proportion ge«

fchrtebene gormel a : b = c : d, ganj abgefehen oon ber Sebeittung, weldfe fie ttadj ©uflib h«t, 31t«

näd)ft nur bie geometrifche SluSfage enthalten, bah, wenn mai1 <n bem eilten ©djenfel eineS beliebigen

SBinfelS, beffett @d)eüel 0 fei, bie Stute OA = a, bie OB = b, itt bem attbern ©djenfel bie OC = c,

bie OD = d macht, alSbamt bie gerabett Sittiett AC unb BD parallel fittb (7). 311 biefem ©tnne nennen

wir bie geratet a ;b = c;d eine Sinienproportion, in weldjer bie beibett Sinienüerhättniffe a:b unb

e : d einanber gleid) gefegt fittb; bie beibett Sittiett eineS PerljältttiffeS, 3. 33. a unb b, nennen wir ent«

fpredjenbe Sittiett unb ade oier Sittiett proportionirt. ®ie Proportion fpred)ett wir fo auS: a ocrhält

fid) 3U b wie c 31t d, ober a l;at 31t b baffelbe Perhättnift, Wcld )eS c 31t d hat.

9. Sffienn 3Wei SinienOerhältniffe einem brüten gleich fwk, ft e ciuattber gleid); alfo wenn

a : b = c : d uttb c : d = f: g ift, fo ift auch a : b = f: g-

gür bie Proportion a : b = c : d gilt bie itt 8 angegebene gigur. Stimmt mau ferner einen an«

bem beliebigen Sßinfel DOG an in einer oott ber ©bette beb SBinfelS BOD oerfd)iebeitcn ©bette, unb

mad)t itt feinem ©djettfel OG bie OF = f unb bie OG = g, zieht CF unb DG, fo fittb biefe ©erabett

parallel, weil c : d = f: g ift (8). ®a nun AC || BD uttb CF y DG ift, fo fittb bie ©betten ACF

unb BDG parallel unb fd)neiben bie ©bette BOG itt ben parallelen ©eraben AF uttb BG; folglich 'ft

OA : OB = OF : OG ober a ; b = f: g.

10. SBenn a: b = c: d, alfo (8) OA : OB = OC : OD ift, fo ifi and) AC : BD = a : b = c : d.

Sieht man burcl) bett Punlt 0 bie parallele 31t AC unb bttrd) A uttb B bie Parallelen 31t

OC, Welche fene parallele in F uttb G fdjneibett, fo ift OF = AC, OG = BD unb OF : OG ==

OA : OB ober AC : BD = a : b = c : d (9).

11. Steift matt itt berfelbett gigur (8) nod) bie Sittiett AD uttb BC, fo entftehen unter ber Por«

attefchttng, baß OA ; OB = OC : OD fei, bie gleichen ©reiede OAD ttttb OBC. ®ie ©eiten OAuitb

OD beb einen fdftießett benfelben Pßittfel O eitt, wie bie ©eiten OB uttb OC beS anbertt. Uttb fejft man

umgelel)rt Boraus, baß ba§ ©reted OAD gleid) fei betn ©reied OBC, fo ift AC || BD, folglich OA :

OB = OC : OD. hieraus folgt ber ©aß:
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tffienn in §tt?ei ©retecfett ein SEßinfel be§ einen gleich ift einem SBittlel beb anbeut ttnb bic biefe

äßtttlel einfcf)lief;etiben Seiten toieberfelfrenb proportionirt finb, fo finb bic SDreteffe gleid); ttnb toenn in

jtoei gleichen ©reiedett ein Üßinfel beb einen gletcl) ift einem ÜZBinfel beb anbern, fo finb bie biefe gleiten

UBinfel einfcblieffenben Seiten toieberleljrenb proportionirt.

12. SBenn Uier Sinien proportionirt finb, fo ift bab Pecbted, toeldjeb bie erfte ttnb oierte Sinic

ju Seiten liat, gleid) bem Ped)tede, beffen Seiten gl cid) bei - jtoeiten ttttb bxittcn Sinie finb; ttnb in jtoei

gleid)ett Pedfiedett finb bie Seiten, toeldje red)tc PSinlel einfdjliepen, toieberleljrenb proportionirt.

3iet)t man in febem Ped)ted'e eine ©iagonale, fo entfielen ©retede, für toeldje ber Saij 11 gilt.

SEBentt biefe ©retede gleid) finb, fo finb and) bie Ped)tede gleid) ttnb umgelefjrt.

SSerfiet)t man unter beut Pttäbrude a x b beit glödjeitraum, melden bab Pedjted einnimmt, beffen

©runblinte a ttnb beffen tpölje b ift, fo Xäfjt fiel) ber Saij fo bttrd) ffctdjen attbbrüden:

Pßenn a:b = c:d, fo ift axd = bxc,

unb to en n a x d = b x c ift, fo ift attd) a •. b = c : d.

13. SBentt Oter Sittiett proportionirt finb, fo fittb fie aud) oertoed)felt proportionirt; alfo toentt

a : b = c : d ift, fo ift aud) a : c = b : d.

Slttb ber Proportion a;b = c :d folgt, baff axd = bxc ift (12). 28eil aber bxc =

cx b ift, fo ift attd) axd = cxb, folglid) a : c = b : d (12).

14. ©ie folgenben Sä^e ergeben fid) unmittelbar attb ber 5ßetrad)tung ber entfpredjenben gigur (8):

SBenit a : b —- c : d, fo ift aud) b : a = d : c.

Sßentt a : b = c : d unb a = c ift, fo ift aud) b = d.

SDBentt a = c unb b = d ift, fo ift a : b — c : d.

15. giguren liegen perfpeltioifd), toenn febent Punlte ber einen gigttr ein Pitttlt ber

anbern in ber SBeife entfpridjt, baff bie ©erabett, toeldje bttrd) je jrnci entfprcdjenbe Punlte gel)en, fid)

fdmmtlid) in einem einzigen Punlte 0 fd)tteibett.

3toei perfpeftiüifd) liegettbe gigurett Riffen äl)ttlid), toenn bie Pbftänbe ber Punlte A, B, C, D

ber einen gigttr oout Punlte 0 alle baffelbe Perl)altitifi t)aben jtt beit Pbfiänbcn ibrer cittfpre*

d)ettben punlte a, ß, y, ö ... . itt ber anbern gtgur oon bemfelben pitnlte 0, toettit alfo OA : Ou

= OB : Oß = OC -.Oy ... . ift, unb babei enttoeber je jtoei cntfpredjenbe Pitnlte auf berfelbett Seite

oon 0 liegen, ober auf eittgegetigefefüeit Seiten oon 0. 3 m erften gälte ft^ßt 0 ber ättfere, int

jtoeiten ber innere SüeJjnlidjleitsSpunlt.

Sßeil in perfpelttoifd) liegenbett dlntltdjcit gigurett bie Perfjältniffe ber fllbflctttbe eittfpredjettbcr

Punfte oottt 3tel)nlid)feitopmtlte gleid) finb, fo finb itt foId)ett gigitxen attd) je jtoei etttfpred)enbe gerabe

Sutten parallel, ttämlid) AB | AG II ay, CD || yö it. f. to. (8). golglidj finb attd) je stoei enü

fpredjenbe SBtnlel, toeld)e oott entfpredjenbett Sittictt in beiben gigurett gebilbet toerbett, einanber gleid).

©nbltd) Ijabett fe jtoei entfpred)enbe Pinien baffelbe Perljciltitifj 51t einanber; fo ift 3). AB : aß =

CD = yö. ©enn AB : aß ~ OA : Oa (10) unb CD : yö = OC : Oy, toeil aber OA : Oa = OC
: Oy ift, fo ift attd) AB : aß — CD : yd (9).

äßetttt mit ber einen oon jtoei perfpelttoifd) liegenbett dljnlidjett gigurett eine brittc an einem bclie=

bigett Drte im Paume congrttetit ift, fo Ijeijft bie anbere gigttr biefer brüten äljttlid).

16. Soll ein Polpgon conftruirt toerbett, toeldjeS einem gegebenett Polpgotte äljnltd) fei, fo latttt

matt nur eine Seite be§ erfteren toißlürlid) annel)mctt, toeldje in beut gegebenen Polngotte 5. P. ber Seite

AB etitfpred)e. Sßadjt mau nun A §unt änderen 91el)ttlid)feit§puitfte unb itt ber (notl)igenfatt§ oerlätt*

gerten) AB bie AB' gleid) ber gegebenen Seite bc§ ju conftruirenben poIpgottS, fo finbet matt febett

anbern (Sdpitnlt C' be§ lederen, toe!d)er betn ©dpunlte C beb gegebenett Polpgong entfprid)t, bttrd) bie

Proportion AB : AB' = AC : AC' (15), alfo baburd), baff man AC ttnb bttrd) B' bie Parallele 51t



BC siebt: ber Sd)nittpunft C' toicfcr Ijßaratlelen imb ber (nßtbigenfaUg oerlängerten) AC ift albbann
ber gefugte ©dpitnft.

17. Sßentt in swei ^ßolpgonett P nnb Q bie SBinfel beb eilten bei 9ietbe nad) gleich finb bcn in

berfelbett Qfbnttng liegeitbeti äBlnfeln beb anbeut, nnb jebe Seite beb einen baffclbe Vcrbältnif) l;at jn
ber il)t entfpredjenbeu Seite beb anbern, 31t berfeitigcn nätnlid), weldfe an gleichen Söiitfclit liegt, fo finb
bie ^olbgonc ähnlich.

@ntfprid)t bctti ipunftc A nnb ber Seite AB im Sßolpgotte P ber SfButdt a nnb bie Seite aß im
tpolpgonc Q, fo cotiftruire man nad) bctn in 16 angegebenen Verfahren ein britteb bent Sßolpgotte P
äbnlid)eb ißolpgoit R, meld)eb mit P bcn ©dpunft A als änderen 9tel)itlid)feit§puuft gemein l)at nnb
worin bie ber AB entfprecbenbe Seite AB' gleid) aß ift. ©a albbann bie äßinlel beb ißolpgottg R gleid)
finb Den etiffpredjenben SBittleln beb Sßolpgottg P, fo finb fie and) gleid) bett äl)nlid)liegcttbcn SBinMtt
beb ipotogonb Q. gerner l)at man, wenn C'D' unb CD irgettb swei cntfprcdjenbe Seiten in R nnb P
finb, C'D': CD = AB': AB = aß : AB (15), aber and), wenn bie Seite yd in Q ber CD in P
entfprid)t, yd : CD = aß : AB, folglid) C'D' : CD = yd : CD (9) nnb bebljalb CD' = yd (14).
©te gleichen Sßinfel ber IfMpgoue R unb Q folgen alfo in bcrfelben Orbnitng auf eiitanber, wie bie
gleid)ett Seiten in il)tten; bebl)alb finb Q unb R congrttent, unb weil R äl)nlid) P ift, fo ift aud) Q
ähnlid) P (15).

Spienad) finb ade Cntabrate äl)nltd)e gigurett (14).
18. $wei SDreiecfc ABC unb aßy finb älmlid), wenn

a) swei Seiten beb einen baffelbe Verbaltnif; baben 31t 8W>ei Seiten beb anbern unb biefe
Seiten gleiche ÜBiixfel einfcblieffett, alfo Wenn AB : aß = AC : ay unb ÜBinfel A = ci ift;

b) bie brei Seiten beb einen jit ben brei Seiten beb anbern baffelbe Verl)ältnif3 liabeti,
alfo wenn AB : aß — AC : ay — BC : ßy ift;

c) jwei SBiitfel beb einen gleid) finb jweten SBinfelu beb anbern, alfo wenn SBiutel
A = « unb ß = ß ift. *

Matt conftruirt nad) bem in 16 angegebenen Verfahren bab bctn ©reiede ABC äl)nlid)c ©reied
AB'C', in welchem bie Seite AB' = aß ift. ©anu folgt aub ben Vebingungeit ber brei gälte bie
Songritens ber ©retetfe AB'C' nnb aßy unb bamit aitd) bie 3lel)nlid)feit ber ©reiede ABC unb aßy.

19. 3wei nicht concentrifcbc Greife in berfelben (Ebene (ober in parallelen (Ebenen) baben immer

einen innern uttb, wenn bie Streife urtgleid) finb, jugleid) aud) einen äußern 9le()nlid)Mtbpunft.
Man siel)t einen beliebigen .©itrc£>meffer in bem einen Streife unb einen 31t ibtu parallelen Spalb*

meffer im anbern; 001t bot ©eraben, weld)e bitrd) bie ©nbpunftc feneS ©urcJ)tneffer3 unb bcn ©nbpunft
biefeb Spalbmefferg gel)ett, fd)neibet bie eine bie ©entrale im iuitcrn itub bie aitbcre bie Verlängerung ber
Zentralen int äußern 9tefmlid)fcitSpnufte (15).

ÜBeim bie Streife coucentrifcb finb, fo fallen beibc 9lel)nlid)feitSputiftc mit beut getncinfd)aftlid)en
Mittelpunftc sufammen.

Stile Streife finb bentnad) ä()nlid)e giguren.
20. 3^ci äbitlidfe ipolpgone fatttt matt in swei äl)nlid)e ©reiede oerwanbeltt, 001t betten jebeS mit

feinem fßolpgone eine Seite genteiit bat, wcid)e ber gemcinfd)aftltcl)cit Seite be§ anbern entfpridjt.
Sollen sunäd)ft bie ähnlichen Vierecfe ABCD unb aßyd itt swei ähnliche ©reied oerwanbelt

werben, weld)e mit ben Viereden bie entfpredfenben Seiten AB ttttb aß gemein baben, fo gielje man BD
unb ßö, ferner burd) bie entfpredjenbcn fünfte C unb y bie ^parallelen 31t BD unb ßd, wcld)e bie
(notl)igcnfall§ ocrlängerten) AD ttttb ad itt L unb A fd)iteiben, siel)e cnblid) BL unb ßl. ©anit finb
bie gegebenen Vierede in bie beibett äl)ttUcben ©reiede ABL uttb aß A oerwanbelt. ©ie ©reiede CDL

unb j 'dl finb nätnlicb glcidjwittfclig, folglid) ift DL : dl — DC : dy = DB • dß (18, c; 15), ttttb ba



Sffiinfel BDL = ßöl, fo ifl anc^ SOBinfet BLA = ßla (18, a); folglid) finb bie ©xeicdc ABL unb

aßl ähnlid) (18, c). SDuxct) mtebexbolte Slnmenbung biefeg 23eifatjxeng famt man überhaupt gmet äbtt«
lid)c 5ßolt)gone iit gmei äf)ttlic£)e ©xeiede oexmanbeln.

21. ®ie als i|5io:poition gefd)iicbene formet A:B — a:b, moxin A unb B bie glädjenxäume

gmeiet gigutett, .a unb b mie findet grnci begrengte gexabe Siniett begeid)tten, foQ, gang abgefehett oon
il)iex axitljmctifdjen SSebeutung, ooxläufig nux bic geometxifdfe Stugfage enthalten, bafi, menu jenegigttiat
in gmei SReditede mit ben ©runbltniat a unb b oexmanbelt mexben, biefe 9ted)tcdc gleiche Jpßlje Ijaben.
ißtx Jagen bann: bie beibat gtädjenxäume A unb B oexhalteu fid) gtt cinanbex mie bie Sittien a unb b,
unb nennen ben ülugbxttd A : B ein glddjenoexhältnifi.

22. SBentt A:B = a : b unb a : b = c : d, fo ifl aitd) A : B = c : d.
SSexmanbelt man bic gldd)enxäume A unb B in gmei 9led)tedc mit ben ©xunblinien a unb b, fo

haben biefe, med A:B = a: b ift, biefelbe ipöhe h (21). 93eimanbelt man fexnex ben glächenxattm
B in eilt anbexeg 9tedjted mit bex ©xunblinie d, beffett Jpö£)e k fei, fo ift B = bxh = dxk, folg*
lid) b : d = k : h (12) SBeil abex a : b = c : d ift, fo ift and) a : c = b : d (13), folglid) a : c =
k : h (9) unb besltalb axh = exk (12). 9htn ift A == axh, alfo aud) A = exk unb gugleich
B = dxk, folglid) A : B = c : d (21).

»gaben bemuad) gmei 9tecl)tede auf ben ©xunblinien a unb b gleiche f)öt)e, fo haben aud) bie ihnen
glcid)e 9ted)tede auf ben ©xunblinien c unb d gleiche fpöbe, memt a : b = c : d ift.

23. SBatit A : B = a : b unb C : D = a : b ift, fo fagen mix: bie beiben gläd)eniäitme Auttb
B oexhalteu fiel) gtt einanbex mie bie £yläd)eniäuntc C unb I), unb binden biefeg bttxd) bie goxntel A: B
= C : D aug.

24. 3iel)t man in einem xcd)tminteligen ©friede aug beut Sdfeitel beg xed)ten SBinfelg bic Sent*
ied)te jux Iphpotettufe, fo tl)eilt biefe bag ©xeied tu gxxxci beut gangen unb einanbex äl)tt!ic£)e ©iciede (18, c),
fo bafi febe Kathete beg gegebenen ©xeiedg bie mittlexe $xof)oxtionale gtt beut an ii)x licgeitbcn 2lbfd)nitte
bex ©t)potcitufc unb bei gangen fgx^otcmtfe ift. golglicl) finb bie Qttabiate auf beit Katheten gleid) ben
j)ied)tcdeit, mcld)e bie 9lbfd)ititte bei Jptypotemtfe §tt ©xunblinien unb bie .fSxjfmtautfe gttx geineinfd)aftlid)en
ßöl)e bjabcit (12) unb gufamntcn bag Ouabxat auf bex fpt^otenufe bilben. ©etmiad) oexl)alten fid) aud)
bie Quabxatc auf bat Katheten gtt einanbex mie bie an ihnen liegenben Slbfdfnittc bei öwotenufe (21)
unb finb gufantmat gleid) beut CUtabxate auf bex fgt)potenufc.

25. .Qmci ähnliche ©iciede ocil)altett fid) gtt einanbex mie bie Slbfd)tiitte bex fgt^otenufe beg xed)t*

mitdeligeu ©xetcdg, meld)eg gmei cntfbicdjcnbe Seiten bei ähnlichen ©friede gtt Katheten hat, unb finb
gttfammen gleid) beut dl)itlid)en ©friede auf bex Ipwpotenuf.e, in meldjem biefe fetten Seiten cntfpxid)t.

Dian lege bie gegebenen ähnlichen ©xeiede ABC unb A'B'C, itt mclchat bie Seite AB bex A'B'
cntfpxid)t, fo aneittanbet, bafi bei ißitnft A' in B fällt, ttttb bie AB mit bei A'B' bat ied)ten SBinfel
ABB' bilbet, giel)e AB', «lichte auf il)i bag ben gegebenen ©frieden dl)nlid)e ©xcted AB'C" fo, bafi
bic AB' bei AB entff)iid)t, bei SBittfel B'AC" = BAC unb bex SBütfel AB'C" = BB'C' ift, gielfe

BD fettfxed)t gtt bex lpt)f)otennfc AB', mobttxd) biefe iit bie beiben 2lbfd)nitte AD ttttb DB' getl)cilt mixb
unb giel)e DC". ©atnt ift

AD : AB =• AB : AB' unb B'D : B'ß = B'B : B'A (24),

fexnex AB : AB = AC : AC" unb B'B : B'A = B'C': B'C" (15),

folglid) AD : AB = AC : AC" ttttb B'D : B'B = B'C' : B'C" (9),
<giettad) ift ©xeied ABC = ADC" unb ©xeied B'BC' = B'DC" (11), b. h- bic dl)nlid)cn

©xeiede ttaf bat Katheten finb gleid) bat ©iciedett oon gleidjex fgobe, melcl)e bie 2lbfd;nitte bei fgtjfmtenufe
gtt ©xunblinien liehen unb gufamnten bag dl)ulid)c ©xeied auf bei lg>V)f>oteuufc bilbat. ©xcicdc oon
gleid)ex §öl) e ocxl)altat fid) abex gtt einanbex mie il)xe ©xunblinien, meil fie fid) itt fRed)tede oon gleid)«
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Jpßbe auf benfelben ©runblinien oerwanbeln laffen (21); folglid) oerbalten fid) aitdj bic ähnlichen ©reiede
auf beu £att)eten ju einanber tuie bie an irrten liegeubcn Slbfcfmitte ber fpipotenufe unb firtb pfanunen
gleich beut äbnltdjen ©reiede auf ber ipbbotemifc.

26. Söenn bie Seiten eines t'edjtwtnfeligen ©reiecEö entfprecbeitbe Seiten breier ähnlichen

Polygone finb, fo oerbalten fid) bie ^oltjgotte auf ben Äatljeten ju einattber wie bie an ihnen lie?
genbeit Slbfdjnitte ber ^tjpotenufe, nttb fttib jufamtnen gleich bem Polljgone auf ber -fjtjboteitufe.

SBeil bie ähnlichen polqgonc fid) in ät)nlid)e ©reiede oerwanbeln laffen, welche bie Seiten bcß
reditwinfeligen ©rciedß ju entfpred)enben Seiten haben (20), fo folgt ber Sah fogleicl) au» bctn oor=

Bergebenben (25).
27. Siub oier gerabe Sinien proportional, fo oerbalten fiel) gtoei äbnlid)e polbgone auf ber erften

unb ^weiten Sinie ju einanber wie irgcitb jwei aitbere abnlid)e Polpgone auf ber Britten unb oierten Sinie.
©ie gegebene Sinienproportiou fei a : c = b : d. ©ann ift and) a : b = c : d (13), unb bie

gigttr, burd) weld)e Wir bie Sinienproportiou a : b = c : d geometrifd) beuten, fei biefelbc wie in 8, ber
SBintel BOD aber ein redjter. 3iebt man nod) aitß O bie gerabe Sinie, welche bie AC iti F unb bie
BD in G unter rechten SCBinfelit fd;neibet, fo ift AF : BG = CF : DG (10) ober AF : CF = BG :
DG (13). ©aß Sinienoerbältnih AF : CF ift gleid) bem 23erhättniffe ber äl)ulid)en Polpgonc auf OA
unb OC ober auf a unb c, unb baß Sinienoerl)ältnih BG : DG ift gleich bem 3Serl)ältuiffe ber anbern
äl)nlid)en Polpgonc auf OB unb OD ober auf b unb d (26). ®a aber bie beiben Sinienoerl)ältniffc
einanber gleid) finb, fo oerbalten fid) aud) bie ähnlichen polpgoitc auf a unb c ju einanber wie bic
ähnlichen Polpgonc auf b unb d (22,23).

28. $wei äbnlidje polpgone oerbalten fid) gu einanber wie irgettb jwei atibcre äbnlid)e Polpgone,
welihe jwei beliebige entfpred)eube Sinien in ben erfteren gu entfpred)enben Seiten haben (15,27); inßbe*
fonbere oerbalten fid) jwei ähnliche Poltigonc gu einanber wie bic Quabratc auf irgenb gwei entfpredjenben
geraben Sinien in ihnen, alfo aud) wie bie Ouabrate auf ihren entfprcihenben Seiten.

9Cxif(jmeftfd)e §3efftmmmtgtm.

29. SBenn in einem ©reiede gwei gur ©runblinie parallele gerabe Sinien bie beiben anberen
Seiten beß ©reiedß fd)neiben, fo theilen fie febe biefer Seiten in brei S£t>cile. SDiefe ©heile feien oon
ber Spi^e beß ©reiedß nach ber ©runblinie hin in ber einen Seite burd) a, b, c, in ber anbern Seite
burd) d, f, g begeid)net. Samt I;at man folgenbe Proportionen:

1) b : a = f: d 2) c : a = g : d 3)b + c:a = f+ g:d 4) c : b = g : f.
©tefe Proportionen folgen aitß ber 9lebnlid)feit ber ©reiede, bie entftebcu, wenn man auß beu

©beilungßpuntten ber einen Seite beß gegebeneu ©reiedß bic parallelen gur anbern Seite sieht (18 c).
3fi auherbem a = b == c, fo £>at man nod)

5) a + a + a : a = d -i- d + d t d.

30. 2luß bem Sa£c 9 ergibt fid), bah We Stnienproportionen wir!tid)e ©leid)imgen finb unb bie
Sini enüe rhältniffe befonbere ©rohen für fid) bebeutett. 2Benn man in bem SinienOerl)ältniffe a + a + a :a
für a irgenb eine anbere Sinie d fejgt, fo erhält man nacl) ber ©leid)ung 5 (29) immer wieber ein Sinien«
oerhältnih, weldfeß jenem gleid) ift, unb gwar ift in allen biefen SSerhältniffen baß ipinterglieb in bem
Sßorbergliebebreintal enthalten. SOtan barf baljer, wenn a eine beliebige gerabe Sinie bebeutet, a + a + a : a

= 3 fe^en, ebenfo a + a : a = 2 unb a : a = 1. tteberl)aupt bebeutet baß Sinienoert)ältnih a : b eine
gange tjahl, wenn a eine Summe mehrerer b, alfo b ein aliquoter ©bell oon a ober ein IBiaf; oon a ift.
SBenn ferner c ein gemetnfd)aftlich)eg Diafs oon a unb b ift, biefe Sinien alfo commenfitrabel finb, fo



Bebeutet bag SSerßättuiß a : b immer eine rationale $aßl / 9* eine burd) bie Beiben ganzen .Haßten,

melcßc bie äSerßältniffe a : c ttttb b: c aitgbrücfcit, genau Beßimmte Haßt, W e mtcß e^" e Öan 3e 3<ß)l fein

fatut. 2lBer lüdjt immer ßaBen jmet Siniett a unb b ein gemeinfdjaftltcßeg SKaß; beim wenn c ein üDiaß

oon b ift, fo ift attd) jeber aliquote 5£t>eil Bon c ein SOtaß Bon b. 2Bie Hein man aßer artet) einen jol?

ct>en Slßeil d annehme, immer wirb er noeß eine aitggebeßnte Stiiie rtnb fein Bloßer ßSunft feilt, unb eg

mirb ttoeß unjäßtig Biete Sinien a geben, melcße größer ftitb alg nd unb fleiner at6 (n+l)d, wenn n

eine Beliebige ganje Haljl Bebeutet. ©olcße Stnieit a unb b finb alfo mcommenfuraBel rtnb ißr 2krßält«

niß a: b Bebeutet eine irrationale 3aßl, b. I). eine foldje, für melcße fict> nur smei bttrdj rationale faßten

auggebrüefte ©rettjen fo Beftimnten faffen, baß ber Unterfd)icb jmifeßen ihnen unb ber fjrrattoiialjaßl

ffeincr mirb a£6 febe nod) fo flehte rationale ^aßt. Ute biefe Haßten heißen reelle Jjaij'ien unb foHen

oon jeßt an bitrd) bie 23itd)ßaBett p, q, r unb bie folgenben allgemein Bejeidjitet merbett.

31. ©a bag Sinienoerßältntß a :b eine Bcftimmte reelle Haßl r Bebeutet, menn a unb b gerabe

Linien oon Beftimmtcr Sänge ftitb, fo muß and) rtmgefeßrt bie Stttie a fid) burd) r unb b augbrüden

laffeu, unb mir feßen begßatB a = rb; meint a : b = r ift. ©amt folgt attg ber ©ieicßttng 1(29), baß,

meint b: a = p ift, and) f: d = p, alfo b = pa unb f = pd ift; ferner attg ber ©leidjimg 2, baß,

menn c = qa, aitd) g — qd ift; folglid) ßat matt rtciffi ber ®leid)ttng 3

pa + qa : a = pd + qd ; d.

Sßeittt baßer pa + qa = sa ift, fo ift immer pd + qd = sd, meldfc Sängen and) bie Sittien a rtnb

d ßaBen mögen; folglid) ßängt bieHaßt s nur ab oott ben faßten p ttttb q. ©oll mm s bie ©imune

oon p unb q, alfo pa + qa = (p + q)a fein, fo muß erfteng and) pa + qa = (q + p)a fein. ©8 ift

aber pa + qa = qa + pa = sa, folglid) s auf bicfelBc iffieife Oon q unb p int jmciteit Slnöbrucfe aB*

ßäitgig, toie oon p ttttb q im erften. ferner fei (pa + qa) + ra,= sa + ra = tä; bann ift an et)

pa + (qa + ra) = pa + va = ta. ©8 goßt alfo biefelße Haßt t ßetBor, meint man enttoeber bie 3'aßl s «lit

ber Haßt r f° Berfttüpft, toie p unb q §tt s oerfnüpft finb, ober metttt matt bie 3 a ßl p mit ber 3 a ßl v

itt bcrfelbett SBeife Berfttupft, in melcßer aitd) q ttttb r jtt v oerfnüpft finb. ©abttrd) mirb bie jmeite

SSebingtmg erfüllt, unter toclcfjer bie fragliche ?lrt ber SSerfttüpfung eine Slbbition ift. ©ie britte 23e*

bingttng cttblid) iß, baß mit jeber Slciibcrung Bott p ober q in ber ©leidjung pa + qa = sa atteß bie

3aßl s eilte attbere mirb. Sleubert fid) nun j. 23..q, fo änbert fid) aitd) qa, folglid) aitd) pa + qa ober

sa; meil aber a fid) itid)t änbert, fo muß s alfo jitglcid) mit q fid) ättbern. ®ic bret 23ebtngitttgen

merbett mitßitt erfüllt, unter meldjeu mir fdjrciBctt bürfett

I. pa + qa = (p + q)a.

©ttrd) biefe formet mirb jttgleid) bie 2trt ber SSerfnüpfung ber faßten p, q ttttb p + q mit ber

Sinie a a!8 SJhtltiplicafion Beftitnmt, fo baß j. 23. pa ba8 fßrobuet ber Haßt p ttttb ber Sittic a ift.

32. 2ltt8 ber ©leidjttng 4(29) folgt, baß,, metttt c = rb, aitd) g = rf iß; folglid) ßat matt nad)

ber ©letdjttttg 2 rb : a = rf: d ober, ba nad) ber ©leidjttng lb = pa ttttb f = pd iß (31),

r(pa) : a = r(pd) : d.

SBenn baßer r(pa) =■ ta iß, fo iß immer r(pd) = td, melcße Sänge aitd) bie Stuten a unb d

ßaBen mögen; folglid) ßängt bie Haßt t "«r aB oon ben Hahlen r mtb p. Um biefeg duSgubrücCett,

feßett mir t = rp unb fttdjen 51t Bcßintmctt, itt melcßer 9lrt ßier r ttttb p mitetuanber gttr H<*ßl

t oerfnüpft ßttb. ©8 fei alfo r(pa) = (rp)a, bann iß and), menn q irgettb eine anbere H a ßl iß/

r(pa) + q(pa) = (r + q)(pa) nad) ber ©leidjttng I; aber r(pa) + q(pa) = (rp)a -t- (qp)a = (rp + qp)a

ttttb (r + q)(pa) = [(r + q)p]a; folglid) (rp + qp)a = [(r + q)p]a, ttttb beößalB rp + qp = (r + q)p.

©ttrd) biefe ©leidjttng ift bie fraglidje 2lrt ber 23er!ttüpfuttg ber Baßlett mitetnanber al8 SRuttiplicatiott

Beßimmt, unb e8 iß baßer attd)
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II. p(qa) = (pq)a

unb unter pq bag iprobuct ber Labien p unb q ju üerftcbcit. gerner ift p(q(ra)) = p((qr)a) = [p(qr)]a

unb pCq(ra)) = (pq)(ra) = [(pq)r]a; folglich

III. p(qr) = (pq)r.

2Beil p(qa) : qa = pa : a ift (31), fo ijt mtd) p(qa) : pa = qa : a (13), aber qa: a = q, folglich

IV. p(qa) = q(pa).

Stu§ biefer unb ber ©leidjung II folgt (pq)a = q(pa) = (qp)a, mithin

V. pq = qp.

<SämmtUd;e ©runbregeln ber üDMttpIication reeller m tt eiitanber unb mit geraben Sittien

oon beftimmter Sänge finb hiermit allgemein abgeleitet. 2Bie burrl) fie bie aitbent Stegein ber SJtultiplb

cation unb ©ioifioti begrünbet werben, ift belannt.

33. SBetttt in beut (Saije 22 a = qb, alfo c = qd ift (31), fo laitn mau ben Sah aud) fo

augbrüefen: Jäheit 3Wei Stedjtccfe 001t Derfdjiebener £whe benfelbcn glädjenrattm B, fo hätten beibe, wenn

ihre ©rttublinien q mal fo grojj würben, ihre §öl)cn aber biefclbeit blieben, wieber benfelbcn glädjcn*

raunt A, fo baff bie ©röfje beg legieren nur abhängt Don q unb B. Um biefeg au^jubrüden, fe^en wir

A = qB unb fucheit 51t beftimmen, iit welcher Sirt hier q unb B juni glädjeitrauutc A Derfnüpft finb.

3ft nun B = bxl (22), fo hat man qb x Ii = q(b x b); ferner, wenn p eine beliebige Saht bebeutet,

pB + qB = p(b x h) + q(b x b) = pb x b + qb x Ii = (pb + qb) x h = (p + q) b x h =

(p + q) (b x b) = (p + q)B. "pierburdj ift bie fragliche Strt ber SBerfnüpftntg ber 3 ftl)len mit bent glädjen*

räume B als SBultiplication beftinunt, fo baf) 3. 33. pB bag Sßrobuct ber galjl P unb beg glädjenraunteg

B ift. gerncr fütbet man p(qB) = p(q(b x b)) = p(qb xb) = p(qb) xb = (pq)b x b = (pq)(b x b)

= (pq)B. @6 gelten alfo auch ©leidjungen I unb II für ben gab, baff in ihnen ftatt ber Sinie a

ein beliebiger glödjenrattut gefegt wirb.

34. ©ag SSerhältnip irgenb 3weier gleichartigen ©rohen bebeutet immer biefentge ^al)I, mit web

cfjer bie jweite ©reifte 31t multipliciren ift, tun bie erfte als ißrobuet 31t erhalten. @0 ift bag Rahlen*

Derhältnijj p : q = r, wenn rq = p; bag Sinicnüerhältitijj a : b = q, wenn a = qb (31); unb bag *

glädjcnberhältnij) A: B = q, wenn A = qB ift (33).

©ie fehlen / weldje bie SSerhältniffc geraber Sittien Don gegebener Sänge 31t einer unb berfelben

beftimmten geraben Sinie m, ttnb bie SSerhältniffe gegebener glädjenräume 311 beut Quabrate m x m aug*

brücfeit, heifen bie galflenwerthe biefer Sittieit unb glädjenräunte, m heifst bag Sängenmafj unb m x m

ober M bag glädjenntafs.

35. ©er ffahlenwettl) eineg Stedjtecfg ift bag Sßrobuct ber jßahlenwerthe feiner ©rtutbliuie

unb fOöl)e.

€>inb a unb ß bie gahlenwertlje ber ©runblinte a ttnb ber ßülje b bcS 9ted)tectg a x b, ift alfo

a = am, b = ßm (34), fo l)at ntatt axb = (am) x (/5m) = a(m x ßm) = «(,5m x m) =

a(ß (m x m)) = (aß) M (33).

©er BahiettWertl) eines ©rcied'g ift bie Hälfte beg ißrobueteg ber 3 a hlenwerthe feiner ©runblinie

unb §öl)e, weil bag ©reiect felßft bie fpälfte beg Stedjtecfg mit berfelben ©ritnbliitie ttttb £)ol)c ijt.

36. ©ag SSerhältnif 3Weier Sutten ober glädjenräume ift gleid) beut SSerhältuiffe ihrer

gahlenwerfhe.

SBenn a: b = q unb a = «m, b = ßm ift, fo hat man a = qb ober am = q(/?m) = (q,5)m

nach ber gormel II, folglich a = q/? ttnb q = «: ß (34). ©etmtach a: b = « : ß. ©bettfo wirb ber 33 e«

weig für Dag glächenDerhältnifj A : B geführt, tttbem man ftatt beg Sängenmafseg m bag gläcljenmah M fc^t.
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