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31. Sap im fechiten Buche der Glemente des Gufllid.
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Gufliv beweift biefen Sak fo wie bie abrigen i fedyjten Bude ver Elemente mit Mniwvendbung der
it flnften Budhe ausfibelich und in grégter Allgemeinbeit davgeftellten Lebre von ben Gréfenpropovtionen.
Wen man jedody bie MenntniB einiger wenigen Sake fber bie Lage qeraber Tinden und Ehenen im NRaune
voraudielst, welde audy ber erfte Wutervidt in ber Steveometrie nidit dbergeben fann, jo IRt fidy bie
Hebmlichfeit ber Fiauven vollitandig jo Definiven, Taf babel Der Unterjdied iwijden commenjurabeln wnb
incommenjurabeln Grdgen qar nicht hervovtritt, und bie Ableitung unjered Saked braudit bad Ghebict Der
anjcbaunlichen Eenftruction nidt 3u verlaffen, wm aud den duvd) jenen Unterjdier Hervorgerufenen und im
finften Budie ter Glemente gefiibrten jeharfiimigen Untexfudyungen vorber die ndthigen Beweigmittel ju
exlangen. Vet einer foldien veingeometvifchen Vebanblung tevr Mebulidbeitslebre erjdeinen jugleidy bie
Rerhaltnijie ber Yangen qeraver Linden und vey Fladentdume ebener Fiaurven ol bejonbere Grdien {lir
fidy, und Dicje Gedfien find Fetie anbeven, ald veelle Bablen. @8 legt vaber nabe, in einent Bejonderen
Abjdmitte nod die Grundreaeln fir oie Medmung mit dicjen Hablen, obne vorber einen Unterjdied mijdien
vationalen un®d {vvationalen Hablen zu madien, in volliger Algemeinbeit und Sheenge abjuleiten und
purh geometrijche Betvadtungen ju begriinben, =

S ber nun felgenden Tavjiellung werben gevabe Yinien und Gbewen, wemn nidht das Gegentheil
bemertt iff, in unbearveniter usdebnung voracftells.

1. Bwet Gbenen, welde duvdy cinen und benjelben Pauntt geben , fdneiden fidy tn einer Gheraven,
weldie ebenfalls ourdy jenen Lunkt gebt , anperbalb weldier aber die beiben Ehenen Teinen Punkt gemein Haben.

2. Dret Ebenen, weldve durch cinen und venjelben Punkt geben, jhneiden fid) entioeber in efner

Gievaven ober in Ddrel Geraben.

3. Sdmeiven fid drei Ebenen in dret Gevaben, jo fdmeiven fidy Diefe entmweder alle Drei in einem
Punfte ober fie find alle brel au einanber pavallel, Tenn namlidy {rgend jwet von Den prei. Glevaben fidy
jebneibent und alfe bie brei Gbenen einen Punft mit einander gemein baben, jo qebt dbuvdy diefen audy die
britte Ghevabe (1),

et Ebenen, welche §idy nicht jbneiven und alje feinen Punft mit einanber gemein haben,
beigen auseinandver parallel.

h. Bwei Ghenen fiud pavallel, wenn jwei ficdh fdhneibenbe gerabe Cinien uw wnd v in Der cinen
Ghene parallel find s et fieh dhneidendben’ Geraben v’ wnd v in Der anberen Ghene, namlidy wenn

w || o’ und v || v i

{*
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Durdy {ebes der beiden gegebenen Paare pavalleler Geraben faun man eine Ebene legen. Trifen
nun Die gegebenen Gbenen jujommen, jdmitten fidy alje in Der Gevaden w, fo mipte nidt nur w [l v
und w o u’, jondern auch w v und w v’ jein (3). Da aber jowohl u wnd v, ald audy v’ wid v fidy
febneiben, fo fann w nidst ugleich pavallel fein ju u und v ober ju w’ und v*; folglid) fonnen Die ge:
gebenen (benen fidh nicht jchneiden und find beshalb parallel.

B, Tenn awei pavallele Gbenen von einer anbern Ebene gejdinitten werben, fo find die Sdinitt:
Hnien paraliel.

7. Menn in vem einen Sdientel cined Winkeld, bejjen Sdheitel O fei, bie Punkte A und B, in
bem andern die Punfre C und D jo angenommen werden, dafi bie Geraben AC unb BD pavallel find,
fo find fie immer pavallel, wenn audy der Winfel ein anderer wird, die Punfre A, B, C, D aber ibre
Yage in den Sdhenfeln unveranverlidy beibehalten.

it man ndmd einen anbern beliehbigen IRinkel an, welcher mit Dem gegebenen Wintel ven Syeitel
(O und ben Schentel OA qemein Bat, aber in einer anbever Ghene lieat, beftimmt in tem anvern Sedyentel
viefed MWinteld die Punkte F unb G jo, baf OF = OC b OG = OD wird, und jieht AF unbd
B, jo ift wieverum AF ||BG. Denn jieht man nod CF uud DG, fo jind bie Dreiede OFC und OGD
aleichidientlia, folalid bie vier Wintel an ihren Guundlinien CF wnb DG einanber gleidy wnd bicje
Grundlinien jelbit pavallel. Weil nun CF | DG und AC || BD, o jind bie Ebenen ACEF wnd BDG
parallel (b)Y uno 1d}|,1rﬁ‘{||, bie Ehene BOG in ven pavallelen Gevaben AEF unb BG (6).

8, ©Durdy bie Budiftaben a, b, ¢ unb bie dovanf folgenben follen begrenzte qerade ¥imiew wvon
geaebener ¥inge, beren Yage aber gleidyailtiq ift, Deseicdmer werben.  Feener joll ble alé Propevtion ges
jyetebene Formel a : b = ¢ : d, gong abgefeben von Der Vebeutung, welde fie nady Gulliv hat, jue
nadyit nue bie qeomefrijde Augjage enthalien, bdaf, wenn man {n vem cinen Sehenfel eined Dbeliebigen
AWinfeld, befjen Scheitel O fei, bie Linte OA = a, die OB = b, in dem anbern Sdyenkel die OC = ¢,
pie OD = d madyt, alébann bie qeraben Linien AC und BD pavallel fin® (7). Sn dicjem Sinne nennen
wir dic Formel a:b = ¢:d eine Cnienproportion, in welder die beiben Linienverbdltnifie a:b und
¢t d einonber gleidy gefest find; die Befben Linien cined Verhaltnifjes; 3 B a und b, nemuen wir ent:
ipredenbe Binien und alle vier Yimen proyortionivt. Die Proporbon jpreden wiv jo aud: a verbalt
fidy au b wie ¢ su d, ober a bat ju b bafjelbe BVerhilmif, weldes ¢ ju d hak

0. Tenn giwet Lintenverhiltnifje einem britten gleid find, jo find fie einanber gleid: aljo wenn
n:b=c:dmbecid =f:gift, foiftaud a:b = £: g

Fiir pie Proportion a: b = e d gilt die in 8 angeqebene Figur. Nimmt man ferner einen an
vern Beliebigen 2Winfel DOG an in einer ven ter Ghene ded Winfeld BOD  verjdiedenen Gbene, und
madt in jeinem Sdenfel OG bie OF = f und bie OG = g, sieht CF unk DG, jo find bieje Geraben
parallel, weil c:d =f:g ift B). Da nun AC | BD und CF DG ift, fo find dbie Gbenen ACF
und BDG parallel unb jdneiven bie Gbhene BOG in ben pavallelen Gieraben AL unb BG; felalidh ijt
OA:0B = OF: 0G ober a:b = f: g

10, Werma:h = e d, aljs (8) OA: OB = 0C: OD ift, o ift audy AC: BD = a:b = c:d.

Siebt man durdy ven Punft O bie Parallele su AC wnd burd) A und B vie Parallelen 3

\
|

0C, welde jene Poavallele in F und G fdneiven, jo iff OF = AC, 0G = BD wp OF: 0G =
OA OB vber ACG:BD =a:b=c:d ().

11. Biebt man in verjelben Figur (8) ned) die Lnien AD wnd BC, fo entfieben unter per Rors
augjebung, bap OA : OB = 0OC ; OD fei, bie gleidhen Dreiede OAD und OBC, Tie Seiten OA unbd
OD bed einen jdliehen Denjelben Wintel O eln, wie be Seiten OB mnd OC bed anbvern, Und jebt man
wmgefehet vovaus, baf bad Dreied OAD gleidy fei bem Dreied OBC, o ift AC | BD, folglidy OA
OB = 0C: 0D. $ieraus folgt ber Sap:
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JRenn in jwel Dreiecen ein Tinkel e einen gleich it einem Tinfel Ted anbern und tie diefe
agintel einjchlicfenben Seiten wicberfelyent propevtionirt find, jo find die Dreiede gleidys und wenn in
amei gleichen Dreteden cin Wintel bed cinen gleid) it einem Winfel bes anbern, jo find bie biefe gleidhen
Rinfel einjhlickenten Seiten wiebevfehyvent provortiontrh

12, MWenn wiex Yinien proportionivt find, fo it bag Redited, welded die erfte und vierte Yinde
su Seiten Dat, aleich bem Reditede, Deflen Setben aleicdh Der pwveiten unt britten Yinie fink; unb in 3wei
aleichen Hecdhtecen find bie Seiten, welde redite T0inkel einjchlichen, wicberfehrend provortionirt

Hiebt man in fevem Reditede eine Diagoenale, fo entfeben Dreiede, flir welde ter Saky 11 gilt.
Tenn dieje Dreiede gleich find, jo find audy die Neditedke gleich und umgetehrt.

Berfteht man wunter vem Musbrude 2 = b ven Fladenvaum, welden bad Recdited einninmt, vefjen
Grunblinie a und tefjen Hobe b ift, fo [t fidy der Sab jo burd) Beicdhen andvvidon:

- Thenn a:b =c:d, o it axd = bxe,
und wenn axd = bxe i, jo it audh a:b = ¢ :d,

13, T8enn wier Yinien propertionivt find, fo find fie aud vevwedfelt propevtionivt; alje wenn
aih = c:dift, jo it mdha:c=b:d

Aus per Proportion a:b = c:d folgt, Dap axd = bxe it (12). TWeil aber bxe =
exb ift, fo ift audy o< d exb; folglidy 2 : ¢ = bad (12).

14, Die folgenden Sape evgeben fidh unmittelbar aud ber Vetradfung der entjpredienven Figur (8):

MWenn a:bh = ¢c:d, fo ift audy b:a = d: e
TWenn a b = ead unb a = ¢ ijft, jo ift audy b = d.
Wenn' o= cund b = d ift, o iita:b =wc:d.

15, Hwei Figuren lieaen perjvebtivifdy, wenn jevem Punfte ver cinen Figur cin Punkt dex
anbern in ter Weife entpricht, vaf bie Geraven, welde burd) je swei enfipredienve Puntte geben, fid
fammtlich in cinem einzigen Paunfte O Jehuetben.

Biwed perfpebtivijd leqenbe Fiaquren beifen Abhnlidy, wenn dic Abfianbe ber Punfte A, B, C, D
caees o Der ginen Figur vom Puntte O alle vaffelbe BVerhaltnifp babenw ju ven Ubfidnben fhrer entfpre
dhenden Punfre e, F, 3, 0 . . . . in bder anbern Fiaur von demfelben Punfte O, wemn aljo OA : Oz
=0B: 08 = 00;: 0y ....i{ft, und babel entiweder je amwei entjprediende Punkte anf verjelben Seite
von O liegen, ober auf entgeaenaciebten Seiten von O, Sm evflen Falle Deift O ber dufiere, im
aoetten Der innere Aebnlidyfeitdpuntt

Weil in perfpeftivifdy leqenben ahnlichen Figuren bie Verbaltniffe ber Ubjtinbe entiprediender
Punfte vom Aehnlidifeitipuntte gleidh find, jo find in felden Fiauren audy fe et entjprediende gevade
Yinten pavallel, namlidy ADB | ef, AClay, CD|pd w | w. (8). Folglidy jind audy e et ent:
jprechenbe Zinfel, welde von iitipredienten Lnien in Deiben Fiquven gebildet werben, einanber gleid).
Enolidy baben e ywei entfprediente Zinten Dafjelbe Terbaltnif n cinanders fo ift 3 B, AB : of =
CD = 4. Denn AB:of = OA: Oc (10) unb CD : 3§ = OG : Op; weil abex OA : Oz = 00
: Op ift, fo it audy AB: af = CD ;34 (9). '

enu mit pev einen von ywel perfpettvijdh liegenden dbnlichen Figuren eine britte an einem belie
Bigen Orte im Mawme congruent iff, jo beipt ble anvere Figur bicjer Dritten dbnlid).

16, @oll ein Polygon conftruirt werben, welded cinem gegebenen Polpgone dhnlidy fei, jo fann
man nuy ecine Seite bed erfteven willlinlidy annebmen, welde in vem gegebenen Poluvgone 3. B, ver Seite
AB entipredhe. WMadit man mun A jum Jufeven MAehnlichbeitdpuntte und in ter (méthigenfalld verlin:
gerten) AB bie ABY gleidy Der gegebenen Seite ved an conjhvniventen Polpgensd, fo finbet man jeben
anbern Edpuntt CF bed lebteven, welder vem GEdpuntte C ted gegebenen Polvgond entjpridt, burd) die
Dropovion AB: AB' = AC: AC! (15), aljo baburdy, bap man AC und burdy B! bie Pavallele zu
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BO ziebt: ber Sdnittpunft CF bicjer Pavallelen und ber (néthigenfalld verlangerten) AC ift al8bann

ver qejuchte Gdpuntt.

L7, 2Wenn in ywei Lolvgonen P o () pie Jinkel Des elnen ber Meibe nadh ¢
perfelben Orbnung legenden lr:mhlll ved anbern, un® jeve Selte Ded einen bajjelbe Verhaltni bat ju
ver iy entjpredhenden Seite Des anbern, ju Deviemigen ndmlich, welde an gleichen LWinteln liegt, fo find
pie Pelpgone Ghnlid).

Gntipridst tem Punfre A und ter Seite AB tim Polvaone P oer Punft e und bie Seite «f im
Polygene @, fo confiruive man nady dem in 16 angegebenen Verfabren ein Trittes bem Pologone P
dbnliched Tologen B, welded mir P ten Gdpuntt A ald Gufeven Mebnlichfeitdpuntt aemein Bat und
worin bie der AB entiprechente Seite ABY gleidy «7 ift. Da aldbann
1'1'|:i: vene entfprechenten JRinfelu tes Polyaons P, fo jind jie audy aleidh ten abnlidilieqenten Tinfeln

3 Polpgena Q. Ferner bat man, wenn C' DY unp CD irgend swei entfprediende Seiten in B und P
rmt‘, C'D:CD = AB/: AB = af: AB (15), aber aud), wenn bie Seite 39 in Q der CD in P
enfipricht, yd': CD = ef : AB, folglidy C/D* : GD = 58 : CD (9) und tedhald C'D = 38 (14)
Die gleiden Tintel t‘ﬁ“ Polpgone B wnd Q@ folaen .1I-|.\ in Derfelben Debnung auf einanber, mwie bie
gleidhen Setten in ibnens veshalb find Q wid R congruent, wnd weil R abnlich 1 ift, jo it audy Q
abmlich B (15).

Hienach find alle Tnabrate dbulidhe Fiauven (14).

18. Hwet Lreiede ABC und ofFy {ind abnlidy, wenn

a) awel Seiten Ded einen bafjelbe Verhdltnif baben 3 awel Seiten Ded andern und bicfe

find ben in

o

pie kel bed Polvgonz R aleidy

Seiten gleiche 28inkel einjdhlichen, alfo wenn AB: & = AG: ey und TWinfel A e ift

b) bic Drei Seiten Ded einen jw ben Trel Sciten Ded anbern bajfelbe Verbaltnif baben,
aljo wenmn AB: af = AC: ay = BC: g iit;

¢) gwei TWinfel ped etmen gleidy find weien MWinteln bes anbern, aljo wenn TWintkel

A =i Bi= 7 ijt.
Mean confiruivt nadhy Tom in 16 anm
ABCY, in weldem bie Seire AB !
Gongrueny Der Leiede AB'C/ und «Fy unb bamit audy die Aehnlidfeit ver Dreiede ABC und afy.
19, Hwet niht concentrijche Sreife in verfelben Ebene (ober in }‘ﬂ.rallrlru Gbenen) Daben immer
einen innern unt, wenit bie $reije ungleich find, jugleids audy einen aufern Hebnlichbeitapuntt
Wan gieht einen beliebigen Dure v i oem oeinen Sreife und einen u ibme vavalelen
von pen (eraben, rweelche tuvch ~pie Enbpuntte jened Durchmefiers und den Endpunt
viefed albmefjers geben, fdmeidet bie eine bie Gentrale im innernw wnb bie anbeve bie Verldngerung ber
Gentralen im auBern Mebulichfertspunite (15,
Wenn vie Hreife concentrifch find, o fallen Dbeide Aehnlidhbeitdpuntte mit bem gemeinidafilichen

senenr Verfabren Dad tem Dreiede ABC dhnlide Diveied

Dann folat and ben Beb u:w e Der bret walle ‘bie

mefjer im an

Mittelpuntte ;ujammen.

Nle Sretfe find demnady dnlide Fiauren.

20, Hwei abnlide Polygone fame-man in jwel Ghnlide Drelede verwanbeln, von denen febed mit
Polyaone eine Seite gemein hat, welde ver gemeinjdhaitlichen Seite bed anbern entipridit.

Sollen junddift vie dbuliden BVievede ABCD und afyd in jwet dbnliche Drcied verwanbelt
mwarhen, weldhe mit- vew Vieredon die entjpredienten Seiten AB unb «F qemein haben, fo ziche man BD
und #d, ferner dmrdy die entjprecdhenven Puntte C wnd » bie Pavallelen 3u BD und 59, welde bie
(nathigenfalls: verlangerten) AD und ed in L und 4 jdneiben, ziche entlidh BL ynd g2, Damn jind
pie gegebenen Bievede in bie beiven dbnlichen Trelede ABL und el venwanbelt. Die Dreiede CDL
wne poA jmp ndmlidy gleichwingelig, folglid it DL: o2 = DOC: 8y = DB: 47 (18, ¢; 15), und ba
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apintel BDL = A4, jo ift aud) Winfel BLA = fie (18, a); folglidy jind Dbie Treeiecte ABL: und
afh @bulidy (18, ¢). Durch wieberbolte Anwendung viefes Verfabrens famn man fberhaupt 3wet Ghu

lidye Polygene i awel abnlidhe ©relode verivanbeln.

21. Die als Proportion gejdyricbene Formel A: B = a:b, worin A unb B bie Fladenrdume
sweier Figuven, a und b wie frither awel Begrenjte aevade Sinten begeichnen, foll, qans abpejeben von
ibrer arithmetijchen Bedentung, vorliufig nur vie qeometrijde Ansfage entbalten, bap, wenn jene Figuren
in awei Nedtede mit den Gruntlinien a und b verwvanvelt werden, bieje Rechtede gleiche Hibe bhaben.
JBir jagen bamw:  Die beiden Flddienviume A unp B verbalten fidy ju cinanber wie bie Yinien & und b,
und nenmen ven Vusbrud A : B ein Fladenverbiltnif.

99, Merm A:B =-a:buba:b=c:d, joifandy A:B = ¢:d.

Rerwanbelt man vie Fladentdume A wnd B in jwei Rehtede mit Den GSvundlinien a und b, jo
haben diefe, weil A:B = a: b ift, biefelbe Hobe h (21). Berivanbelt man ferner Len Flidenraum
B in ein anered Necited nit der Grrunblinie d, beffen Hobe k fei, fo it B = bxh = d=k, folg
lih had = k:h 12y 9eil qber axb =2¢:d ift, joift audy ase =Db:d @3), igldy a1 0=
k:h (93 unb te2bald asch = exk (12). Mum ift A == axh, alfo aud)y A = ek unb jugleuh
B = d sk, folglidc At B =-cd (21,

Saben Dermmady awet Nedvtecte anf den Grundlinien a wnd b gleide Hibe, jo bhaben aud) bie ibnen
aleiche Medbtede auf ten Grunbdlinien ¢ und d gleiche Hibe, wem o : h=ec:dift

93, Menn A:B = a:b und C:D = a:b ift, o jagen wir: die Geiden Fllchenvdume A und
} perbalten fih i einanber wie die Fladenrdwme C und D, unb driden diejes durd) bie Fovmel A B

=0 D aid

94, Hieht man in einem rechhwinfeligen Dreiecke ang dem Scleirel ded vediten Lintels vue Sent:
vedbte aur Sypotenuje, jo theilt biefe bas Dreied tn ywel dem gangen und einander abnliche Drciede (18, o),
jo Dap jebe Satbete Ted gegebenen Dreieds die mittlere Proportionale ju vem an by licgenden Abjdynitte
per Swpotentfe wnd ber ganjen Hupotenuje ift. Folglid find die Duadrate anf ven Katheten gleud den
Redvtecken , welche die AEjchnitte der Hupotenuje s Grunbdlinien und vie Hupotenuje jur qemeinjdyajtlicden
f6he Baben (12) unb jujammen dad Duabrat auf Der Hupotenuje bilven. Demmady verbalten fidy aud
pie Cluabrate anf Den Satheten ju einanber wie die an ibnen legenben Abjdinitie e Hupotenuie (21)
und find aujammen gleich dem Liuabeate auf bev Hopotenuje.

25, Hwet dhnlide Treiede verbalten fid) ju cinanber wie bie Abjdyniite Dex Hupotennje ves vedit:
winfeligen Dreieds, welded ywei entjprechonde Seiten ver dhnlichen Dreiede su Katbeten hat, uwnd fink
sujammen gleidh tem dbnlidhen Dreiede auf der Hopoteauie, in weldhem bieje jenen Seiten - entipridht.

Dian lege bie geqebenen dbnlidyen Dretecte ABC und ABCY, in weldhen bie Seite AB ber A'BY
entivridit, jo aneinanber, Daf ber Puntt A’ fn B filt, und die AB mit dber A‘B’ den redyten Aintel
ABDY bilvet, siche AB‘, ervidhte auf by tad ben qeqebonen Dreieden dbnlide Dreied ABCY jo, baf
bie AB' ber AD entipricht, ber Tintel BACH BAC wnb bey Tinfel ARCY = BBEC ijt, siehe
BD fenfrecdit an ver Oypotenufe ADBY, wobuvdy diefe fn die beiven Abjdynitte AD und DB’ getbeilt ik

wih xtebe DO Do it
AD s AB = AB:ABVane BD : B'B = B‘B; B'A (24),
fener: AB: AR = AC:ACY b BB B‘A = B/CHBC (1),
alidAD: AB = AC: ACTmd B'D : BB = B/C/ : B'ICY (%),

]

0

Hienady ift Dreied ABC = ADCY und ®reied B/BC’ = BDC (11), b b. bie dbnliden
Dretedfe waf ben Satbeten find aleidh ven Dreiecten vou gleicher Hobe, weldye die Abidmitte der Huypotenufe
s (Brunblinten boben und sujammen bas Abnlidie Dreied auf dev Hupotenufe bilben, Drciede von
gleidyer H3he verbalten fidh aber ju einander wie ihre Grunblinten, wel fie fidy in Medtede von gleidier
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Hibe auf venjelben Ghonnblinien vevivanbeln [affen (2133 folalidy verbalten fidy audy bie dhnlichen Dreiede
auf Den Satheten au einanber wie bie an ihnen legenben Abjdmitte ver Hypotenuje und find jujammen
aleidy vem dbmlidien Dreiecde auf dev DHupotenuie.

9. Wenn bie Seiten eines vedhtwinfeligen Dreieds entfprechende Seiten dreier dhnlidhen
Polygone find, fo verhalten fidy die Polygone auf den Satheten ju einander wie die an ihnen lie:
ﬂtllbsiz Abidmitte der Hypotenufe, und find sufommen gleid)y dem Polygone auf der Hypotenufe.

IReil bie abnlichen Pologone fidh in dbnlide Dreede verwandeln lafjen, welde bie Seiten bes
rechtwinfelinen Dreiedd ju entipredienben Selten haben (20), fo folgt der Sab jogleidy aus Dem ver
hergebenben (25).

97, Sind vier gerade Yinien propertionivt, jo verhalten jich e abnlidhe Polvgone auf Dex evften
wnd aweiten Pinie au clnanber wie irgend el anbere dbnlidhe Polvgone auf Der dritten und vievten Yinte.

Tie :1.,::_\,.1[\l_-|_“:- Lintenprovortion fei a: ¢ = hod, Sann it audy a:b =-ch d (13), und: bie
Fiaur, Durd) weldie wiv bie Ynienproportion a: b = c: d geometrifd) Deuten, fei biejelbe wie in 8, ber
Pinfel BOD aber ein vedter. Siebt man nedy aué O bdie gerade Ynie, weldpe die AC in F' und bie
BD in G unter rediten Y8infeln jdmeidet, jo ift AF : BG = CF: DG (10) ober AF : CF = BG
DG (13). Das Unienverhiltnif AF : CF ift gleidh dem Berbaltniffe der dbulichen Polygone anf OA
wnd 00 ober auf a unb ¢, wnd bad  Lnienverhilmip BG : DG ift gleich bem Berbiltnifje ey andern
abnliden Polvgone auf OB und OD oder auf b und d (26). Do aber bie beiden Yinienverhilinifje
¢inanber qleidh find, fo verbalten fidy audy die dbnlidhen Polvaone auf a und ¢ ju cinander wie die
abnlidien Polvgone auf b ound d (22,23).

28. Bwei dbnlide Polpgone verbalten fidy ju einanber wie {rgend ywei andere dbnlide Polpgone,
meldie zwei beliebige entfprecdiende Linien in Ten erfteren ju entjprechenten Seiten baben (15,27); indbe
jonbere verbalten fich ywei dbnliche Polvgone zu einander wie bie Lluabrate auf ixgend el entfpvechenben
gevaben Yinien in ibnen, alio audy wie bie Tinabrate auf ibren entfpredienten Seiten.

Arithmetifdhe Beffrmmungen.

29, MWenn in einem Dreiede jwei jur Grundlinie pavallele gerabe Linien die Beiden anberven
Setten es Drefed? fdmetben, fo theilen fie jeve dlefer Seiten in brei Theile. Diefe Theile feien veon
ver Spie bed Dreiedd nach der Grundlinie bin in ver cinen Seite burd) a, b, ¢, in der andern Seite
purdy d, £, g Begeichnet.  Dann hat man folgenbe Proportionen:

e = f:d ora=pg:id Nbreia=~Ff+g:d Heib=g:if

Diefe Vroportionen folaen aud ber Wehnlidileit ber Dreiece, bie entjieben, wenn man aud ven
Theilungspuntren ber einen Seite des gegebenen Dreieds die Pavallelen jur anbern Seite 3ieht (18 <)
it aufierbemt & = b = ¢, jo bat man nod)

Natatara=di+d+d:d

30. Aus dem Sake 9 exaibt fich, daf bie Lntenproportionen wivflidhe Gleidungen find und die
Sintenverhaltniffe bejonbere Grofen fiv fidh bebeuten. Wenn man i dem Lintenverhiliniffe a+a+a:a
fiir & irgend eine anbere Linie d febt, fo erhilt man nady der Gleichung 5 (20) tmmer wieder ein Yiniens
verbdltnif, welded jenem gleich ift, und jwar ift in allen diefen BVerhiltmiffen bas Hinterglicd in Dem
Borderaliebe vreimal entbalten. Dan Darf taber, mwenn a eine beliebige qerabe Yinie bebeulet, a+a +aia
= 3 jeen, ehenfo a + aza =2 und a:a = 1. Uecbherbaupt bedeutet Dad Rinienverhdlnifi a : b eine
ganse Sabl, wenn a cine Summe mebrerer b, alfo b ein aliquoter Theil ven a ober ein Maf vou a ift.
Wemn ferner e ein gemeinjdiaftliches Maf von a und b ift, diefe Ynien alje commenfurabel find, jo
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pepeutet 0o Verhaltuih a: b immer eive vationale Babl, v b, cine burd) die beiden ganzen Halblen,
yweldie: bie BWerbaltniffe @+ erund bre ansdraden, qenan Beftimmte Babl, bie ately eitie “ganze Habl fein
fan, Mber nidht tmmer Gaben jwel Pinien 2 und b ein ‘gemeinjdaftliched Wiag; ver wwem ¢ ein Waf
pon b ift, o ift auds feber aliquete Theil' bon ¢ ¢in!SMafi vou b,  Wie Elein man aber aud) emen jol
den Theil d annebme; e vieh er nodh | elie augaebelnte Linie wund fein | bloper Punkt fein’, and ed
wird nody ungdblia viele Linten a geben, welibe -quéper find ald nd wnd Heiner als (n+ {3d, wenn n
gine Beliebige qanye Sabl bebeutel &Soldhe Yinien a wn® b find aljp ineommeniurabel ump by Pexhalt-

wif a: b Gebeutet eluwe ivvationale Babl, b, b elue jolde, fie welde fidh nue jwel Durd rationale HJablen
reprfickte Givenzen fo Deftimmen Tafjen, Dap Der Unferjdied pwifden ibnen und Dex Jyrvabienalzabl
Helner witd ald jebe nod) jo feine vationale Sabl. AMe pieje Jablen beifen, veelle Falblen und-jollen

o i.'-‘]:'.: an ourdy bie & ;"i_’ﬂl.’.l-f'.'ll P; 951 unk oie 'il_":t_'L'fI'.rh'll ﬂ“ﬂl"ﬂl\'i]l 1"L':.|.":|.'I._||':|.tl WETDOn.

3. Da vad Yintenverhbdltnii a2 b eine bejtimmte yeelle Babl r bepeutet, wenn a und b ogerade

Piufen von Beftimmicy Cange find, Jo' muf aud) wmngebebet bie ¥inie a fidh durd)y r und b ausoriden
{afien, und yoir fetien tedhalb a = rb, wenn a: b = r ift. Do folat aud ver Gleidung 1(29), bap,
wem b a= piift; audy f5d = p, aljo b = pa und £ = pd ift: ferner aus ver Gleidimg 2, Da,
fwenn o =qs, and 2 qd ift; felalich hat man nachy ver Gleidng G

llll =+ (i = i = |"|. == r]f] H '|.
Titenn vaber pa <+ qa = =a ift, fo ift immer pd + qd = &d, welthe Yangen aucy die ¥inien a unt
d baben “‘ll‘:',ll:\'-':‘. ii";ﬂ.li-l'il II"::-]-'-l.-! Die ;:,1,';1'_ & nur ab pon ben _':it'll"ll"ll l? uno q- -.:-:i"l..l i 8 e 'E,.HIH“.'I'.'

pon p und q, alfy pa 4+ qa = (p'+ qa fein, o muf erfiens audy pa +ga = (q + p)a jei, B3 it

aber pa +qa = qa -+ pa = sa, jolglidh s auj biefelbe Weife von q und p im Fweiten Husvrude ab
bingia, wie von p nd'q fm erfen.  Feoer fei (pa gqa) + ra = sa 4+ ra = fa; Danil ift aud)
pit + (qd + 1a) pa 4 va = ta. (&8 yelt alio Diefelbe Babl t Gervor, wenn nan enhoeter Tie Habl s mit

fipft, wie pund q ju s perfniinft find, ober twenn man vi¢ Babl p mit Der Habl v

per Sabl r jo ver
i berfelben Meife verfuiipft, in weldher auedy q und r gu v verfndpft find.  Taburd) wird
iipfung eine obition {ft. Die britie De-

o

ple  aimeife

Wevingung - exfillt, unter weldier vie Tranliche et ey

binquing endlidy ift, taff mit jeber Yenberung von p ober q in ter Gleidumng pa + qa = sa aud) vie
Bahl & eine anbere wird. Nendert fich nun 3. B, q, fo danvert jidy aud) qa, jolglid) auch pa -+ qa over
o e 3 TR IR b e pr i R L = SR R R Bk Tl Toer  Rahtwmineen
el aber a jid midt dnbert, Jo mug & ‘aljo zuglerdy wmib g fidy Guoern. 00 Drel “OeDIngLgen
werben mithin erpillt, wunter weldhen wiv jdveeiben Tiirfen
]. pa fa = f.J'1 +|'|;!,
Durch dieje Formel wivd jugleicdh bie Art ber Verfulpfung Tex Sablen p, q wno p -+ q mit der

Vinte a ald Multiplication beftimmt, jo Daf 3. B. pa bas Produck ber Habl poamd Dex Yinte o ik,

32, Mus ber Gleidung 4(29) folgt, bap,wenn ¢ b, audy g = of ift; folglidy bat man nad
per Gheidhung 2 rb : a f: d poer, ba nady der Gileidung 1b = pa unt £ = pd ijt (31),
r(pa) : a r(pd) : d.

et daler vipa) = ta ift, jo iff immer r{pd) = td, welde Yage oud) bie Cinten a und d
haben miaen; folalich Bangt die Fabl ¢ nur ab von den Jablen r wnd p. Um biefes andjubriicen,
felen wir t = rp und juchen ju beyfimmen, in welder Ant hier © und p miteinanber aur  Habl
t perfniipft find, 6§ fei alfe r(pa) = (rpla, damn ift audy, wenn g tegend eine anbere Sabl ijt,

r(pa) + q(pa) = (r + q)(pa) nach Der Gleiching I; aber r(pa) + q(pa) = (xp)a + (qp)a = (Ip + gp)a
b (r+ q)(pa) = [(r+ q)plas felalih (rp + gpla = [(r + g)pla, une tealalb rp + qp = (r+qip.
die fraglidhe vt ber Berknitpfung ber Bablen miteinanter als Wultiplication

Durdy dieje Gleidnmy if
Geftimmt, und ed ift baber aud
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II, plqa) = (pqla
unb unier pq bad Probuct der Bablen p und q ju verfchen. Jemer ift p(q(ra)) = p((qr)a) = [p(qr)la
und plg(ra)) = (pq)ira) = [(pgir]a; folalidh
IT, plqr) = (pg)r.
BWeil plg) : go = paa ift (31), fo ift que) plga) : pa = qa:a (13), aber qa:a = q, folglic

IV. plqa) = qlpa).
us diejer und ver Gleichung I folgt (pgla = q(pa) = (gp)a, mithin
V. Pq = qp.

Shmmtlihe Gnunbregeln ber Multiplication reeller Hablen mit einanber uwnd mit qeraben Linien
pon Deftimmter Lange find hiermit allgemein aboeleitet, Bie dburdy fie bie anbern Meqeln ber Multiplis
cation und Divifien begriindet werben, it Gefanut,

33. MWenn in bem Sale 22 a = qb, alfe ¢ = qd ift (1), jo fannm man Den Eal audy fo
augdbriiden: Haben ywei Rechtede von berjchiebener Hobe benfelben Sladenraum B, fo Ditten Beibe, wenn
thve Grundlinien q mal fo grof witcden, ibre H3ben aber biefelben blieben, wicber benfelben Kladen:
raum A, o taf bie Grofe ded lefiteren nuy ablinat von q und B, m biefed audsubriiden, feben wir
A = qB und fuden su Geftimmen, in weldher vt Bier q und B aum Fladenvaume A berfnfipft find.
Sft nun B = b h (22), jo hat man qb % h = q(b =< h); ferner, wenn p cue beliebige Babl bebeutet,
PB + qB = p(b x h) + q(b x h) = pb x h + ghxh = (pb +qb) = h = (p+q)bxh =
(p+q(bxh)=(p+qB. Hierburdy ift bie fraglicdie Mxt der Verfuiipfung ber Bahlen mit bem Fladien-
raume B al3 Multiplication Geftimmt, jo baf 3. B. pB bad Product der Fanl p und bed Fladenvaumes
B ift. Ferner findet man p(gB) = p(q(b > h)) = p(qb x h) = pgb) < h = (pg)b = h = (p(h =< by
= (pg)B. G2 gelten aljo audy bie Gleidmngen I und I fire den Fall, daf in thuen ftatt Der Cinie a
ein belicbiger Fladenraum gefebt wich.

4. a8 Berhaltnip irgend jweier aleidhartigen @rdfien bebeutet immer biejenige Hall, mit el
dier bie ziveite Grdfe ju multiplicieen i, wm bdie evite ald Product au exbalten,
verbiltnip p:q = r, wemt rq = p; bad Lnienverbalmif a: b = q
Sladyenverhiltnip A+ B = q, wem A = qB ijt (33).

So ift tad Babhlens
» Wwenn & = qb (31): und bad

Lie Bahlen, weldie die Verbiltnifie aqevader LUnien von gegebener Linge ju einer und verfelben
Beftimmien gevaben Cinie m, und bie Verbaltuifje geaebener Slidjenrdume 3u dem Duadrate m 3¢ m aug:
briiden, Deifien bie Jablenwerthe diejer Linien und Slichenrdume, m Geift bas Lingenmal unb m > m
ober M Dod Fladenmaf.

35, Der Hablemwerth cines Rebiedd it bad8 Trobuck er Sablemwerthe feiner Grundlinie
und Hibe,

Stnd e und @ die Jahlenwerthe ver Grunblinie a und ber e b Ded Redteds a < b, ift aljo
a=gam, b =p7m(34), fo bot man axb = (em) x (dm) = @(m x fm) = «(fm x m) =
a(f (m xm)) = (ef) M(33).

Der Bablenwerth eined Dreieds it bie $ilfte be8 Probucted der Bablentwerthe feiner ®runblinte
und Hohe, well basd Dreied jelbjt bie Halfte fes dMechteds mit Devfelben Grunblinie und Hibe ft.

96, a8 Verhaltnif sweier Linfen ober slacdyenviume it gleidy Dem Berhalhuifje ihre
Bablenwerthe,

Wenn a:b = qud a=am, b = fm ift, jo bat man a = gb ober em = q(fm) = (qF)m
nad) ber Formel 1T, folalid) & = qF und q = «: 8 (34). Domnad a:b = @1 4 Ghenfo wird der BVe-
weid fiie bas Flachenverblinig A : B gefihet, indem man flatt ved Lingenmafes m pad wladhenmap M jebt,

]
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