@en Segenjtann ber folgenben Eeinen Ibhanblung bilvet bad Theovem: ,Tlerben fber ben
Eeitenr eined beliebigen Tretedtd nady Aufen oder andy mady Snmen fin  gleichjeitige Dvetede gegeichnet
und oeren Mittelpuntte je su Dreieden verbunben, fo jind aud) biefe Dreiecte gleichieitin; und bieje Dreiecte
fteben in Begug auf ibre Grdfe ju dem wrjfprimglihen Dreiet in ter einfacdhen Veziehung, bap ibr
gilachen = Untexjdyied bem wrfprimglichen Dreiect gleich ijt.”

Der evfte Theil biefes Lehriaked it betanut; gleidmobl bifte ber in Nadijtehenvem gelieferte eins
fadie Beweis dejjelben vielleicht ver Beadptung werth fein.

Grfldrung ver Figur:

ABC ift bag belichige Dveiert. Weber jeinen Seiten find nad) Mufien hin bie gletchieitigen Dreiece
BCAs ACB: ABC: unb nady Junen hin bie gleichieitigen Dueiedde BCA: ACB: ABC: geseidiuet. Die
Mittelpunkte viefer vequliven Dreiecte jind besliglich durd) S Sz Ss vefpective 01 Os O begeidhnet und
pieje Punfte find zu ben Dretecen 8o Sz Ss und Ox 0: O verbunben worben, Diefe Puntte Haben auf
ben Berbinbungdlinien A: Az Bi B: Ci Ce ehue jolihe Tage, bdaf Deijpielsneife S: Ax = 8. B
=5 =800 =0 B= 01 C= O Ae = Ya Ay Az u. 1‘ 0. ijt.

I, Begeichuet man ven Durchjchnittdpuntt ber beiven Geraden A A« unp B By mit M, fo ijt, da

CA = CBx
CAh = CB
umd <r ACA = ACB 4+ BCA: = ACB 4+ ACB: = BCB. ijt

A ACA: = BCOB:. Daber ift 1) AA: = BB: wnv 2) & AA,C = CBB: und
< CAA: = CB:B. Demgemdj ift, wenn man M mit C vexbinvet, jowohl Biere M C A B ald
audy MCB: A je cin Sreidviered, mithin <r BMA: = BCA+ = 60" unb <x CMA: = CBA, = 60°
Daher it <r AMB = 360° — 4.60% = 120%; unb da < BC: A = G0° ift, jo ijt audy Bieved
MAC:B ein freidvievet, mithin, wenn M mit €. verbunven wivd, <€ AMCi = ABC: = 60" unp
aljo = A:MOC; bie Bevbinvungdlinien MG wnd MC bilven bemgemdfy eine Gierabe, weldie, do aud
A CCiA = BBiA ift, ter Geraben BBa gleidy ijt. — uf ber Pevipherie bed ouvd) dvie 4 Puntie
M A C B legbaven Sveifed fing Ci A wid B ovei dquidijtante Puntte; e3 ift baler nady einem belannten
Sape MC: = MA | MB, wovand, wam auf beiven Seiten CCo  abbivt with, folgt:
C0C: — MA - MB 4 MC,

Muz vem Gefagten evgeben fich alfo folgenbe TWalrheiten:

1) Die bret BVerbinbungdlinien AAs BBy CCs fdneiben fidy in einem Puntie M.
D) Diefe Linien jinb an Lange einander gleidy.
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%E:l eqenjtand ber folgendven fleinen bhanblung bilvet bad “Lheorem: I%erben fiher ben
Geiten elned Geliebigen Treiedd nach Aufen oder auch nady Funen fin gleichfeitige Dreiecte geseicyuet
b veren Mittelpuntte je 3 Drefeden verbunden, fo jind aud biefe Dretecte gleichfeitia; und ovieje Dreiede
ftehen in Besug auf ibre Grdfe au vem wrfprimplichen Delect in ver einfachen BVegiehung, dag 1br
Sladyen = Mnterjdhied dem wrjprituglichen Dvetect gleidy ift.”

Der erfte Theil diefed Yehriajes ijt befannt; gleicymohl biirjfe ber in RNacyjtehenvem gelieferte eins
facie Beweid befjelben vielleicht der Beaditung werth fein.

GeflGring ber Figun:

ABO it ba3 beliebige Dueiect, Weber feinen Seiten find nach Aufen hin bie gleicheitigen Dreiecte
BCA: ACB: ABC: wnb nach Sunen bin die gleichieitigen Dreiede BCA2 ACB. ABC: gegeichmet. Die
Mittelpuntte biefer veguliven Dreiecte jind begiiglidy durd) 51 S, Sa rejpective Os Os Oa Degeichnet und
biefe Taumfte finb ju ben Dreiecen Sa S, 85 o 0 Oe Os verbunben werden, Dieje Puntie haben anf
ben Berbinbungdlinien As Az Ba Be € Cs cine jolhe fage, baf Deijpielweife By Ar = 8. B
== S: G = S: {}1 E— U| Biii=s GI =01 Az = e As Az . '|'7 . 'IH

I Begeicinet man den Durchjchuittdpuntt ver betben Geraben A A: und B B mit M, fo ijt, ba

B — B
gA = OB
mih "a’-ﬁ A C Ay — \CH -1:— Bl,‘.-"u — ACE —:,- .-"[UHi = !'SCH: ijt
A ACA: = BCB:. Daber ift 1) Al = BB: und 2) < AA:C = CBB: und
- CAA:, = CB:B. Demgemaf ift, wenn man M mit © verbinpet, jomohl Bievect M C A B ald

audhh MOB: A je ein Rreidvicred, mithin <x BMA, = BC As = 60° und < OMA: = CBA, = 60%
Dafer it <¢ AMB = 360° — 4.60° = {20°: b ba <r BC: A = 60° ijt, jo ijt audy Biered
MAC:B ein Sreidvieved, mithin, wenn M mit Co verbunben wird, <t AMO:, = ABC: = 60° unb
fjo = AiMC; bie Perbinpungslinien MCi und MC bilben bemgemdfy etne Gierade, weldie, ba auch
uf ber Revipberie ded duv) bie 4 Tuntte
unkte: ¢8 ift vaber nady cinem befannten

al
A CCiA = BB:.A ijt, ver Gevaven BBy gletd) ijt.
M A C: B legbaven Sreijed jind Cr A und B brei aquibijtante P
Gage MC: = MA 4 MDB, wovaus, ‘e aui  beiven Seiten CCx  abbivi witd, folgt:
CC: = MA -} MB 4+ MC.
Mud bem Gejagten ergeben jidy aljo folgenve Talrheiten:
1) Die drei Verbindungdlinien A As BB: CQCs fdneiben jich in einem Puntie M.

9) Diefe Linien find an Linge cinander gleidy.
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3) Der Punkt M Dat ju bem Dreiet ABC cine jolde Yage, taf von ihm aud gefeben fe
oret Seiten gleich lang, ndmlidy alle bret unter demfelben Gefichtdwintel von 120° exfhe n,
rafp fevier die Summe der Strahlen MA - MB - MC = AA' = BB! = CO" ijt.

4) Die um die Dreedte BUA:- ACB: ABC: Dejdviebenen Rreife, beven Mittelpunt eben
S1 B2 Sa find, jduneiven fich in vem einen Tt M,

IL  Berbinvet man M mit ben Puntten Si B: Ss und zieht aupervem bie Einien (Radien)
S:B S:C 8:B 8S:C, jo find auf Grund threv Uebereinjtimmung in allen Seiten etnerfeitd bie beiben
Dreiede S: B3 M und 8¢ 83 B, andererfeitd vie Dretecte S Se M und 81 Sz ¢ bdecfend. Darausd folat:
< MB: B:=B S 8Bs=Y:MBE. B
b < M 5y 8y = 0 81 8 =Y2 M S5, ¢
affo audy < M S Sa M 8 82 = Vs (M S: B+ M 8: C)b. b
‘;’ Ba By 8 = Ya B 8 0 = 60°
Gbenfo ergibt jich, baf audh vie Winkel By B2 Ss und S: 8s S etmgeln = 607 find.
Das dured) vie Verbindung ver Mittelpuntte gebildete A S 82 Ss ift bemzus
folge ftets gleidifeitig.

IIL.  DBertaujoht man die Puntte M gegen N, A: gegen Az, By gegen Be, Ci aeqen Ce, und
4] ] LAY ¥ el f bt
ebenjo Sa gegen O, S gegen Oz unb Sa gegen Os, fo ergibt cine dudiftablich fibereinftimmende Grdves
vung, bet ber man nuv die Wintel N O B und N Ox € ald convere aufufajjen hat, baf aud
1) bie ¥inien AA: BB: CC: f{idh tn cinem Punfte N jdmeiven,

2) baf bieje Yinien einanber gleich jind,

3) baf ber Punft N zu dem Drciedt ABC eine jolde Lage hat, baf von ihm aud gefeben bie
Setten AB unp BC gleidh lang, bagegen AC gerade doypelt fo lang, jene namfidy je unter

pem GejichtSwinfel von 60°, diefe unter cinem Tinfel von 1200 erjchetnien — unb bak
NA+4+NC—NB=AA:=BBis=C 0 if,

4) baf die wm die Dveiede BCAs ACBe ABC: Dejdreibbaren Rreife, beren Mittelpuntie
01 Oz Oa find, jidy in dem einen Lunft N jchueiben,

5) b endlich audhy <¢ Os 01 02 = 60° = 0s 02 01, baf aljo audy sad Dreiet Os 0z 05
aleidhieitip it

IV. Beredhmung bder Lange dver Dauptiacilichjten Linten aus den Seiten a, b, ¢ ded Dretedd ARC.
Befanntlich ift
.'\. ,:Jh.z = H 1L‘I =1 B ;"11“ == i.} ]{ .'1-, Ifr.-\l cos A B ,‘||.1

= c¢? - a®* — 2 ca cos (g -} 60°)
Da nun aber cos (8 4 60°) = cos g cos 60° — sin g sin B0O°
= Yacos g — Y2V 3. sin g
v e A U e el 9 A m?]
4 ac Sipel iz
=a®+¢* —b* — 4 AV 3 i, fo bat man
P : Iac T

AAS = a" b4 4 AV 3

2

ol .-"\', begeidinet Den FladGeninhalt bed Daupiv:eieds ABC,




i ba in biejem Ausbruct fiiv A A° bie Seiten ded vbretedtd foymmeteijch auftveten, jo ijt bad ein Bee
| i Weis bafitr, bap die drel Yinienm AA' BB' CC' an Lange gleidh feien.

a4 A\ = V(.u s c) (b :'r' o — a) (a '—}— c b) |'[.;L R ¢) b

VE;.- _'_ v I— vfi_li— ¥ _,1,7 _I_ 1/ g "|_ [_ = .||. Tﬂ-, fo Cl'l_."ﬁ.It man
2

fiir bie unmittelbave Bevechung ber Yinie AA' and ven Dreleckajeiten ven Andvind :

Ahy = V}a"' B . V (at 4 b -+ ¢ — (a*b* - a® e* - b? %))

' fa? I 12 2 : T . T
! -+ Vv A} }} SC T e V (af + b 4 ¢t — (@ b* 3 a® 2 - b° %))
i
(| Sn bevjelben 2Weife finbet man, baf
i
|
! % at bt et — 4 ANV E ne. ]
)| AA? — = ' = jei, woraud folgi:
l.::l ! ad

AA® - A AR = g® | 1?2 S

63 fet MA=x, MB=y, MC=12; bann Bat man jur Bejtimmung bdicfer tret Unbefaimten
bad Giletchungeniviiem

Y+ 2 4 yz = a?
t xf ozt oxp = P
'| x* L v xy = ¢*

Wber fo einfach aud) diefe Gileichungen auf den erften Blick ju fein fdheinen, fo virve man bdock Get ihrer
ofung auf auferft weitlaufige Nechnungen ftofen, wen man widt qus bem Borftehenven obenbrein

4 witfite, baf;
Al LR AT s g i
¥ty tg= L8 +D hF ) A S fet.
' 1% 2
i Begeicimet man den Werth biejed Ausbrudd durdh 1, fo filkivi ndmlid) bie Subtraction ber jweiten
und oritten Gleidhung von der erjten ju ben neuen Bileichungen
¥ —x*L 2@y —x)=a"— b
" B i— X" oy —x) = a® — o* pher
y — x) (¥ + x <+ 2) = a2 — B?
(z — %) (2 + x -+ y) = a? — ¢2,
fo bag man aljo fiir die Veftimmung von x, y, z die J einfachen Gileichungen bhat
a® — b?
e e e
a® — ¢!
I — X = -
1



J’. ‘.'l:l

IR N L ot et U 5
woraud felgh: £ = — 8] s | ‘|
__I"+a-'—l—e—zh3
s 3 RS
'I'.‘ “'..‘ e = 'k i 2 1
7 o= - -_|_ Z :. : : =
)

Gang analoge Nefultate ergeben fich fiiv pic voit N nach ben Geten ded Dretetd ABC gezogenen

Yinien.

e A SR R e e a
Die Cinie S Av Bat ald Nabind bed bem Dreted BCA: wmjdrichenen Sreifed bie Yange v

bafier it As Az = a ¥V 3, B: Ba =bV 3, 0 C:= ¢V 3; bie Xangen biejer Strecten verhalten

fidy affo gevabe jo gu einandver, wie bie Seiten bed Hauptdreieds.

53 ift 1 Se? = CO8:? 4 CSs* — 2C8:. €Sz cos & CS:

qE b 23 b e
= = o Rt 008 (y-+2 30" ober, o
g 5 e L
- : a2 L B — ¢ — 4 V3 2] i
cos (¢ -+ 60°) = ho— = A ijt = 1
4 ah
e
t‘l :-.'.: m— o T e < o
L§]
amb in biefem eiufacien Rejultat ijt ein speiter Pieweid fi'n' bie (Sleidhjeitiafeit bed Dreiedsd Sa Se Ba i
enthalten, Audh evpibt fich pavaus, bafp A Ar? = 8 81 S2® fel. De Seite bed vequldren, cinem freije §
mit bem Dalbmefjer S Se einbefchrichenen Dretectd wivbe aljo gevabe pie Lange von A A habew.
Sn gang fibeveinftimmenber 2Weife eraibt fidy h
A
a2 i L ? :
0 Datie e + b SEa T 4_*'—‘"_1' J !
A Li]

und paber ift A A* = 3 0p 02? und alfo aud:
ANy AA: — 8y 8z2: 04 0Oq |

V. Oie Fladeninhalte ver Dreiecte Sa Sa Fs und Oa 0 '[]1 jind gegeben burd) die Formeln: !
R '.l-a e Al
e T o1 i‘-‘u Ve Vig L V 3 + e V3 R F|
y F\ — _ — i -|-I
Mok S - T
z (B C A ACB:. -+ ABC) Ir La ABC Al
mth O 02 O3 = i/q |:H C A, == A C B Ir AB L_:!.:I' A BC

Daber it
o 3 < b W B il !
S 82 8a 4+ 00 02 Uy = B '_'|l." | _'I..L {"{nt I_l_lL_ H_{.'

g Baagy 0 00y ="ABG

Die Summe unfever Dveiecke 1t aljo gleih dem avithmetijden Iittel per diber oen Seifen bed
SHouptbreiedd geseichneten gleichfeitigen Dveiede, uud ihve Tiffereny tft bem Hauptorveted jelbijt nleid.
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