
-i/ett ©egenftanb ber folgenbeu flcinen 9lbl)anblung bilbet ba§ IMjeorem: „SBerben über ben
Seiten eine§ beliebigen ©reie<f§ nad) Sinken ober and) nacl) Hutten l)in gteic£;feitige ©reiecfe gejeid)net
unb beten ■üRittelfnuxfte je 51t ©reied'en oerbuttbeu, fo finb aitd) biefe ©reiecle gleidjfeitig; nnb biefe ©reiede
fielen in IBejng auf itgre ©tßffe 311 bem urfprünglidjen ©teied in ber einfachen 33egiet;iutg, baff Ufr
f^ladjen = Unterfd)ieb bem urfptimglid)en ©reied gleid) ift."

©er erfte 5Hjeil biefe§ 2el)rfa£e3 ift belannt; gleid)Wol)l bürfte ber in iftadjfteljenbem gelieferte ein=

fadje 23ewei§ bcffelbeit oieüeidjt ber 23eadjtung wettl) fein.

©tlläruitg ber Jigut:

ABC ift ba§ beliebige ©teied. lieber feinen Seiten finb nad) 9lufjeu l)in bie gleidjfeitigen ©reiede

BCAi ACBi ABCi nnb nad) ^nnen l;iit bie gleidjfeitigen ©reiede BCAä ACB2 ABC2 geseidjnet. ©ie
•äJtttiefyuni'te biefer regulären ©reiede finb BegüglicE) burd) Si S2 S3 refpectioc Oi 0» O3 Be§eid)ttet nnb
biefe Sßrtnfte finb 31t beit SDreiecfeit Si S2 S3 nnb Oi O2 O3 oerbunbett worben. ©iefe 5ßxut£te l)aben auf
beu aSetbiubuitgglimenAi A2 Bi B 2 Ci C 2 eine fold;e Sage, baff beifpieläweifeSi Ai = 8» B
= Si C = Si 0, == 0, B == 0, C = Ol As = V 3 Ai A 2 u. f. W. ift.

I. ffieseidjnet mau beu ©urdjfdjuittäfmutt ber beibeit ©etabeit A Ai unb B Bi mit M, fo ift, ba
CA = CB.
CA, == CB

unb ACA, = ACB + BCA, == ACB -f ACBi = BCB. ift
A ACA, ^ BCB,. ©aljer ift 1) AA, = BB, unb 2) AA, C = CBB, unb
■$; CAA, = CBiB. ©emgemäfj ift, trenn matt M mit C oerbinbet, fowoljl 93iered MCA,B al§
aud) MCB, A je ein $rei§biered, mithin <t BMA, = BCA, = 60° unb <£ CMA, = CBA, = 60°.
©aljer ift <c AMB = 360° — 4.60 u = 120°; nnb ba <£ BC,A = 60° ift, fo ift aud) SSiered
MACiB ein £rei§oiered,mitl)in, wenn M mit Ci oetbitnben wirb, <£ AMCi = ABC, = 60° unb
atfo = A,MC; bie 9Setbinbung§linieuMCi unb MC bilbctt bemgemäfj eine ©erabe, weldje, ba aud)
A CC,A = BB,A ift, ber ©erabeit BB, gleid) ift. — 9(itf ber ißertyljetie be§ burd) bie 4 fünfte
M A C, B legbaren ®reife§ finb Ci A unb B brei äquibiftaute fünfte; e§ ift bal)er uad) einem befannten
Satje MC, = MA -|- MB, worauf, wenn auf bcibeit Seiten CC, abbirt wirb, folgt:
CC, = MA + MB + MC.

9lu§ bem ©efagten ergeben fid) atfo folgenbe 2Bal)tt)eüen:
1) Sie brei 33erbinbung§liuienAAi BB, CC, fd)iteiben fidt in einem tßunfte M.
2) ©iefe Sittien finb an Sänge einauber gleid).





-iJeit ©egenftanb ber folgenbeu Heilten 9lbl)anblung bitbet ba§ ©Ijeorem: „UBerben über ben

Seiten eiue§ beliebigen ©reiedä nad) 9Iu|en ober and) nad) jg 1111" 1 gleidjfeitige ©reietf'e gejeidfitet

unb bereit iMttetpunfte je 511 ©reiedeit oerbutibett, jo jiitb and) biefe ©reiede gleid)feitig; unb bieje ©reiede

fteljen in 93ejug auf iE)re ©röfje 5:1 beut uvfprüttglidjeit ©reied in ber einfadjen SBe^ieljung, baff it;r

gdädjen = Uitterfdjieb bem urfprttnglidjen ©reied gteid) ift."

©er erfte ©Ijeil biefe§ 8el)rfaj)e§ ift befannt; gteid)toot)l bürfte ber in diad)ftet)enbem gelieferte ein=

fadje 33etoei§ bcffetben bielfeid)t ber 33ead)tuitg roertl) fein.

©rüätuitg ber $igur:

ABC ift ba» beliebige ©reied. lieber feinen Seiten fiitb nad) 2Eufjen l)in bie gleid)feitigen ©reiecfe

BCAi ACBi ABCi unb nad) ^ttiten l)in bie gteidjfeittgen ©reiecfe BCA2 ACBa ABC2 ge^eidjnet. ®ie

SKittetptfufte biefer regulären ©reiecfe finb bejttglidj burd) Si S2 S3 refpectioe Oi 0» Os bejeidjnet unb

btefe fünfte finb ju beit ©reieden Si S2 Ss unb Oi O2 O3 oerbunbeu roorben. ©iefe ißunfte l)aben auf

ben 93erbiubung§linieu Ai A2 B t B 2 Ci C2 eine fold)e Sage, baff beifpielStoeife St Ai = Si B

= Si C = St Oi = Oi B — Oi C = Oi A 2 = V3 Ai A2 u. f. tu. ift.

I. Sejeidjnet man beit ©urdjfdjnittäpunft ber beibeit ©eraben A Ai unb B Bi mit M, fo ift, ba
CA = CB,

CAi = CB

unb ACAi = ACB + BCA, = ACB + ACB, = BCB. ift
A AC Ai ^ BCBi. ® al)er ift 1) AA. = B B. unb 2) <£ AA, C = CBB. unb
■^C CAAi = C Bi B. ©emgemäf; ift, roeitn man M mit C oerbinbet, fotooljl SSierecf MCAiB al§

aud) MCBi A je ein ÄreiSoieted, mithin <£ BMAi = BCAi = 60° unb -^C CMAi = CBAi = 60°.

®al)er ift AMB = 360° — 4.60° = 120°; unb ba <C BCi A = 60° ift, fo ift aud) 33iered

MACiB ein ßrciäoiered, mithin, wenn M mit Ci oerbunbeu toirb, AMCi = ABCi = 60° unb

alfo = AiMC; bie 93erbinbung§liitien MCi uitb MC bilbctt bemgemäfj eine ©erabe, toeld)e, ba aud)

A CCiA = BBiA ift, ber ©eraben BBi gleid) ift. — üluf ber EßerifoEjerie be§ burd) bie 4 fünfte

M A Ci B legbareu d?reife§ finb Ci A unb B brci äquibiftante ßunlte; e§ ift bal)er ltadj einem befanntett

Safse MCi = MA + MB, toorauä, locttu auf beibeit Seiten CCi abbirt toirb, folgt:

CC. = MA + MB -f MC.

9Iu§ bem ©efagten ergeben fidj alfo folgenbe $ßal)rt)eiteu:

1) ©ie brei aSerbinbuitgMiniett AAi BBi CCi fd)iteibett fidi in einem tßunfte M.

2) ©iefe Siuien finb an Säuge eiitattber gleid).



3) ©er ißunW M I)at ju bem ©retecf ABC eine foldje Sage, bafj t>ou iffm au§ gefelfen de
brei Seiten gleid) lang, itamlid) alle bret unter bemfelbett @efid)t§minM»on 120° etfd)e ; n,

baff ferner bic Summe bet Straelen MA+ MB -(- MC = AA 1 = BB 1 — CC ift.

4) ©ie um feie ©teteefe BCA- ACBi ABCi feefdmebenett Greife, beten üftittelpunf eben
Si S2 S3 finb, fd)iteibeit fid) in bem einen l£;::tEie M.

II. SGerüinbet man M mit ben fünften Si S* S3 uub jief)t aujferbetn bie Sinien (Labien)

SiB SiC S»B SsC, fo finb auf ©ruttb il)ter Uebereiuftimmung in allen Seiten einerfeitä bie beiben
©reietfe Si Sa M uub Si S3 B, anbererfeitä bie SDveiecfe Si S2 M uttb Si S2 C bedenb. ©arau§ folgt:

M Si S 3 = B Si Sa = V2 M Si B
u ub M Si St = C Si S2 = V» M S. C

alfo aud) <£ M Si Sa + M Si S 2 = Vs (M Si B + M S. C) b. I).
<£ S 3 Si S 2 = V2 B Si C = 60°.

Gbenfo ergibt fid), bafj aud) bie SSMnfel Si S2 Sa uub Si S3 S2 einzeln = 60° finb.
©aä burd) bie ©erbinbuitg ber ÜJüttelpunfte gebilbete A Si S2 Sa ift bemju»

folge ftet§ gleid>feitig.

III. 23ertaufd)t man bic fünfte M gegen N, Ai gegen Aa, Bi gegen B2, Ci gegen C», uub
ebettfo Si gegen Oi , S2 gegen O2 uub Sa gegen O3, fo ergibt eine budfftdblid)übereinftimtnenbe(Srörte-
ruttg, bei ber man nur bie SBiufel N Oi B uub N Oi C al§ conoere aufjufaffen Ijat, baff aud)

1) bie Sinien AA2 BB2 CC2 fid) in einem fünfte N fdjueibett,
2) baff btefe Sinien einanber gleid) finb,
3) baff ber Sßunft N ju bem ©reieef ABC eine fold)e Sage l)at, baff 001t il)m au§ gefeiert bie

Seiten A B uub B C gleid) lang, bagegen A C gerabe bof^elt fo laug, jene nämlid) je unter
bent @efid)t§miitfeloon 60°, biefe unter einem SBinfel »ou 120° erfdjeinen — unb baff
N A + N C - N B = A Ä2 = B B a = C C 2 ift,

4) baff bie uut bie ©reietfe BCAa AGB« ABC2 befdfteibbatenGreife, bereu üOiittetpunfte
Oi O2 O3 fittb, fid) in bem einen Sßunft N fdfiteiben,

5) baff eitblid) aud) <t O3 Oi O2 = 60° == O3 O2 Oi, baff alfo aud) ba§ ©reieef Oi Ü2 Oa
gleidjfeitig ift.

IV. Seredfnung ber Sauge ber Ijaufjtfadjlidffteu Sinien au§ ben Seiten a, b, c be§ ©reieefä ABC.
23eEanutlid) ift

AA, 2 = BA 2 + BAi« - 2BA.BA, cos ABA.

= c 2 -j- a 2 — 2 ca cos (ß -f- 60° J
© a nu n ab er cos ( ß -j- 60 °) — cos ß cos 60 0 — sin ß sin 60 0

= V2 cos ß — V2 V 3. sin ß

= a2 + cZ - b- - V. V 3. IA *)4 a c a c
= a 3 -|- c 2 — b 2 — 4 A V 3 ift, fo l)at man

4 a c
A Ai e = a 2 + b 2 + c 2 + 4 A V 3

*) A fiejeiebnet ben 5(ädjetuuf)att beb ijauptb' eietfb ABO.



unb bei in biefem 2lu§bruif für AA. 2 bie ©eiteu be§ Urbreiecfä ftymmetrifd) auftreten, fo ift ba§ ein ffie«
tt>ei§ bafür, baff bie brei Sinien AA 1 BB 1 CC 1 an Sange gleidj feien.

®a 4 /\ = V (a -f- b -f- c) (b -)- c — a) (a -f - c — b) (a -(- b — c) unb

Va _l V Y = 1 /a+Va 2 — b _l , /a'-v- V a 2 — b ift, fo ev£;ätt man
t7 2 K 2

für bie unmittelbare ©eredjnuitg ber Sinie AA 1 au§ ben ©reieefäfeiten beu 2lu3brucf:

AAi = y /a * + ^ + _c_". i/ # V (a 4 + b 4 + c 4 — (a 2 b 2 + a 2 c 2 + b 2 c 2 ))

+ y/ :l ! j' c " — V2 V (a 4 -(- b 4 -f- c 4 — (a 2 b 2 -|- a 2 c 2 -f- b 2 c 2))

^n berfetben ÜÖeife finbet man, baff

.i 2 a"-)-b 2 -)-c 2 — 4 /\ V 3 f , »tri
A A2 2 = -—- 1—g — fei, rnorauä folgt:

AA. 2 + AV = a 2 + b 2 + c 2.

fei MA = x, MB = y, MC = z; bann $|t mau jur ©eftimmung biefer brei Unbekannten
ba§ ®leidjungeufi)ftem

y 2 + z 2 + yz = a 2
x 2 -)- z 2 -f- xz — b 2
* 2 + y 2 + X J = c 2 •

9lber fo einfad) and) biefe ©leidjungeu auf beu erften 23licf 311 fein fdjeineit, fo ttmrbe mau bod) bei il)rer
Söfung auf äufferft tocitläufige Stedjnungeu ftofjcit, toenit man nid)t au§ beut ©orftetjenben obenbrein
wüfjte, bafj

* + j +»= v/i HZ^+Äid.

©eseidjnet mau beu SBertl) biefe§ 9lu§bru(f§ burdj 1, fo fuljrt nämlidj bie ©ubtraction ber streiten
unb britten ©leidjung oon ber erften 311 ben neuen ©leidjungen

y 2 — x 2 -|- z (y — x) = a 2 —-■ b 2
z 2 — x 2 -f- y (z — x) = a 2 — c 2 ober

(y — x) (y + x + z) = a 2 — b 2
(z — x) (z + x + y) = a 2 — c 2 ,

fo bafj man alfo für bic ffieftimmung oon x, y, z bie 3 etnfadjen @leid)ungen £>at
a 2 — b 2

y — x =

X

1

1

x -f y -f z = 1
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1* _j_ b 2 + c 2
3 1

12 4- a 2 + c 2 — 2 b 23 1
12 +

a 2 + b 2 — 2 c 2

3 1

©aitj analoge iftefultate ergeben fid) für bie oott N nad) ben (Scfen be§ ©reied§ ABC gezogenen

Siuien.

SDie Sinie Si Ai l)al al§ DlabiitS be§ bem ©reied BCAi umfdfriebeiten ÄreifeS bie Sange y-g-»

bal)er ift A. A 2 = a V 3, Bi B 2 = b V 3, Ci Ca — c V 3; bie Sängen biefcr Strecfen »erhalten

fidf; alfo gerabe fo ju einanber, luie bie Seiten beS §au)>tbreicd§.

<§§ ift Si S* 2 = CS. 2 + CS2 2 — 2CSi. cs 2 cos S. CS 2

- y 4- y - cos ( T + 2. 30°) ober, ba

, , t;no» a 2 + b 2 - c 2 - 4 A v 3 m

cos ( r + 60°) — ! g ift

S. S2 2 = a 2 + b 2 + c 2 + 4 A V 36

unb in biefem einfachen Stefultat ift ein gmeiter 23emei» für bie ©leidjfeitigfeit bc§ ©reiedä Si S2 Ss

enthalten. 9(ud) ergibt fid) barauä, baff AA. 2 = 3 Si S2 2 fei. ©ie Seite be§ regulären, einem Greife

mit bem £>albmeffer Si S 2 einbefdjriebenen ©reied» mürbe alfo gerabe bie Sänge oon A Ai Ijaben.

$n gaitj übereinftimmenber Söeife ergibt fid)

0i 0a2 = a 2 + b 2 -f c 2 — 4 A V 3
b

unb baljer ift AA 2 2 = 3 0. O2 2 unb alfo and):
A Ai : A A2 = S. S2 : Oi 0 2

Y. ©ie ^lädjeninlfalte ber ©reiede S. S2 S3 unb Oi 0 2 O3 finb gegeben burd) bie Jormeln:

S. S2 Sa = V3 = 4 V3 + 4~ V3 + 4 V3 + V. A

6

= */ e (B C A. + A C Bi + ABC.) + '/« ABC

unb 0. 0 2 0 3 = V« (B C A. + ACB. + ABC.) — V« ABC.

©al)er ift

S. s 2 S3 4- 0. 02 0 3 = BC Al + ACB. + ABC .
S, S2 S 3 — 0. O2 0 3 = ABC.

©ie Summe uitferer ©reiede ift alfo gleid) bem aritl)inetifd)en fÖtittel ber über ben Seiten be§

§auptbreied3 gezeichneten gleid)feitigcn ©reiede, unb iljre ©ifferenj ift bem fjauptbreied felbft gleid).
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