
Rw i : nukti.!u;ninkit(ßrtkitfite bu m*ititteHdjcgmMirnp
ßmtgmxg int luftemt llmimt mti> im iinD^rftclj^nitint ßllttä

ttelt)i tljmt ^nJHtfmtgcn»

Our beit allgemcinftengall ber toeränberlidfen SeWegung, bei weldfem bie bewegettbeßraft
fetbft at§ oercinbertid)angenommenwirb, genügt jur oollftänbigen ffieftimmung ber SöeWegungSerfdbeinungeit
Wäljrenbeiner Beliebigen geit bie ^Differentialgleichung ber Bewegung eines materiellenfünftes unter ber
SSorauSfefeung, bajj feine SlnfangSjitftänbebefannt finb. Sie gegenfeitige 2lbl)cingigfeit ber bei ber oeräm
berücken Bewegung in 23etrad;t fommeubenbier ©röfjen, ber ©efchwiitbigfeit = v, ber iljr entff>re^enben
3eit = i, beS begiigtic^en bnrd;laitfenen Raumes = x unb ber betoegenben Äraft = 4> brücft bie
namif für jeben SOfoment aus bttrd; bie gormein

dv d 2 x vdv
dt dt 2 dx

dx
V ~~ dt

SSermittelft biefer ©leidfmtgen baffen ficf;, fobalb eine ber bier ©rojjen in guuction einer
anbertt bargefteüt ift, bie beiben übrigen in Function eben berfelben auSbrüifen. ®aburd; ergäbt matt

3Wei Delationen mit 3 33ariabe(en, welche mit Diidfidft aitf bie britte barauS refitltirenbe ©lctcb;itng als
ber DitSbrud für bie Slbljängigfeitje 3Weier biefer brei 23eränberlid)euunter ciitanber aujufcljcn finb.

hiermit ift bie 9JiogIid;feitber Verleitung aller SewegungSgefet^efür einen befonberengalt
gegeben, itibent jebeS ber etnfdjlagenbenProbleme bitrd; biefe in jtoei Aufgaben 31t entwidelubeu 33egic=
jungen als bollftoinbig gelöf't betrad)tet werben mitjj.

Seil ferner 4 Gflemente ficf; auf fed;Sfad;e Seife oljne Sieberl;olung jur gwciten fflaffe com»
Biniren laffcn, fo erhält man fed;S gäße, in welchen febe ber oier ©rofett <p, x, l, v als guuctiou einer
ber brei übrigen erfd/einen famt, unb weil nach bem Vorigen ein jeber berfelben burd) bie Sluflbfung
jweier Slufgaben ficf; erlebigt, fo ergeben fid; ganj allgemein jwölf Vauptaufgaben, auf Wetdfc bie Snt»
Widetitngfämmttidjer ©efejse über öeränberticheBewegung für jeben möglichen concreten gall jitriicfge»
füf;rt werben lann. Sie finb in fd;ematifc!)er 23e3eid;nung:



II

A.

(gegeben. (gefudjt

0 = f (x)

<p = f ( x )

0 =

0 =

0 =±

0 =

X =

f(v)

f(v)

f(t)

f(t)

f(t)

f(t)

f(t)

f(t)

f(x)

f(x)

f>
t

Sluflöfung.

t = f , Wo F (x) = 2 /'(' (x) dx ift

t

v'=2/rcxjdx = (£)

dx

/FW

[' c' v

x = Act) dt = Aa * L
./ ./ i Cv)

V = |*f (t) dt

x = f F et) dt, Wobei F (t) = v ift

0 =

X =

0 =

0 =

t =

dx

dt

d 2 x

dl 2

/f(0
dt

d f Ct)

dt

f'WfW

/t

dx_

öö

f}m golgenben foß nur bie gerablinige ^Bewegung beljanbelt werben nnb $war unter ber

SSorauSfe^nng, bajj ba§ ©efefc; ber SJeränberlicfyteit ber ^Bewegung gegeben ift. ©en StuSgangSpunft bitbe

bie Slmtaljme, bap ein materieller ißttnlt in einem StBftanbe a Don einer Äraft 0 naef; bem ttmgefeljrten

Sßerljättniffe be§ QitabrateS ber Entfernung angezogen werbe.

fßejeicfynet man mit g itjre SBirfung auf einen jweiten ißuutt, Welver in ber Stngriplinie

ber firaft liegt itub bott teuerer bie Entfernung r Ijat, fo tjat man für ben Stugeubtict, in weldjem ber

erfterc ißunft ben Staunt x juriidgetegt Ijat

g: 0 = (a—x) 2 : r 2

ober 0 = gr-

(a—x) 2

^ttr S3eftimmung ber ©efdjwinbigfeit, Welche ber ißuult nadj ^uritdtegung beS 3taume§ x

erlaugt Ijat, erljält man nadj ber erften Aufgabe

v 2 = 2gr 2 dx a -f C
° ./ (a—x) 2 '

Scljufs ber 3 :ntcö Vflt ' on f e t e ™ att

a —x = z, woraus x = a—z folgt,



III

itnb e§ Wirb bemnact)

2 o 2 /* ,Jz 2gr 2 .
v 2 = — 2gr 2 I—5- = —2— -+- C° •/ z 2 a — x 1

Oft bic 2lnfang3gefd;Winbig!eit = o, fo wirb

c =
a—x

itnb ba mit v = o aucfy x = o wirb, fo ift

C = —_ 2 gr 2
a

(Somit erhält man

, , / 2 g x ., .1 v = r v -

als lugbrutf ber ©efcf)Winbigfeit in jebem fünfte ber Bal;n.

Our (SntWidelnng ber gegenfeitigett Ibljängigfeit bon t itnb v Ijat mau

• =.H-
er l

<Se£t mau in <f>= ^ en Söertf; für x in Function üon v auö I, fo wirb

r ^<r )
4 g r 2

®aburcf> beftimmt fief)
dv

/ _2g , 2
a

(58 ift aber

l = 4 g r 2 C-

f dv = A 3 2 L 2^f 2 -\ — aretang —V'rT" 1 + c

[(r\ /2 f ) 1 v 2J 4gr L g r + av r r 2§ \

lifo

a 2 v a,/a v l/ a i rt = 5—; 4- — V x— a rc tauff — V -tt~ + C
2gr 2 -|~av 2 r 2g ö r 2g

£>ie Sonftante C ift gleicf; Stull, weil für v = o and; t = o ift.

a 2 v . a , J a v , .' a . . . N
II t = 5—j j 0 V x— arc lang V ~— t — f (v)

2 g r 2 -)- a v 2 r 2 g 6 r 2 g

®itrd; bie (Steigungen I. itnb II. ift bie bollftcinbige Sßfmtg beS ißroBIemeS gegeben. ®ie
Beantwortung ber biefeit ©egenftanb betreffenbeit möglichen fragen ftedt ba8 folgettbc <Sd;ema bar, wobei
ber Staumerfparnif wegen bie Verleitung ber ©leicfmngett übergangen ift.
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91.

®egeBen. ! ®efitd;t. ! 9t it f t ö f lt tt g.

v = r \/
2 gx

a (a—x)

r v V 2 a ff , , v
o o | —— + arc tang —
2gr--j-av- r 2 g a

2gr 2 + av 2

a x — x ■

2gr 2 -f- av

1 i / a

+ 4- 1/r 2 g

r ^ig I V ax-x 2 + a

v = f (x)

\/1ä
a v = f(t)

X = f (v)

2 0* a tu

a 2 X = f (t)

r _ü_ V/JL

' r K 2g t | f(v)

- arc tang \/— i v )] ' I' w
©ie ©teidjmngen v = f (t) itrtb x = f(t) fhtb tranSfcenbent itnb annätjernb mtmerifd;

aufjulöfen.

Sotten bie SBetuegitngSgefeke für ben 9litgenBtid: angegeben toerben, in toeldfent ber ißunft in

beut 9l6ftaitbe r Bon ber angieljenben Straft eintrifft, fo Ifat man in B. aus ber 99ebingitug§gleid;ung

a = r -f- x bie geeigneten jfmbftitutionen 51t mad/en nnb ertjätt alSbaun:

C.

®egeben. ®efnd)t. j 9t it f t ö f it n g.

x = a—r

x=a—r

x r v

2 g r — v
x = f(v)

X = f(i)
\J (r-f-x) [rx + (r-fx)(~— arc lang V^)] = rt \J 2 g

(a —r) + a —arctang j t = f(x)

t = f(v)

1 1 / a
t = — V 15-r 2 f* ^ •—1

/
V r

1

2er — v 2
rv 2gr 2

\J 2gr — v<

V- tarc tang ^ „ ,
0 2gr—v 2

]
v _ ^ /2gr(a—r) v = f (x)

2 g r x 1

r + a
, toeitn x 1 ben Daum Bejeidfuet, melden ber ißuntt v = f (t)

nad) x = f (v) in ber 3eit t jurüdtegt.

SSorftetjenbe Delationen tjaben für jeben SSBertlj ber Sonftanten g unb r ©ettitng. (Sie

nmfaffen batfer gang allgemein alte bie Säße, in toeldfett bie SEBirlung einer Straft auf einen ißunft uac£>

beut umgelegten 33ert;ättniffe be§ DuabrateS ber (Entfernung ausgeübt toirb. Subftititirt man bestfatb



für g bie ®röjie ber ©d)loerfraft ber @rbe ait ber Oberfläche, für r beit SrbrabiuS uitb betrad;tet a al8
einen bebeutenben SIbftanb boit ber (grboberf(äd)e, fo ift in beut @d;enta B. bie 33eauttbortuitg aller
fragen gegeben, toeld;e fid> an bie 2(itfgabe fnitf>fen:

@8 feilen bie 33etoegttttg8suftänbe eines materiellen 5|3unfte8, tbeld;er in einem bebeuteitbeit ?lb=
ftanbe bon ber ®rboberfläd;e xtadj> bem umgefel;rteit33erbältniffebe§ OitabrateS ber (Entfernung bon ber
©d;tbere angezogen wirb, für febeit beliebigengeitmoment beftimmt Iberben.

SDabei beljaubelt ©d;ema C. alle bie Stufgaben, toeld;e fid; unter ber 21ntta()me, bafj ber ^Juntt
auf bie <5rboberfläd;c auffcblägt, ftellen taffen. 9118 3Sebiitgititg8gleid;uttgfür biefcttgall erhält man ait8 t = f(v)

2gr > v 2
b. 1). e8 ift \/ 2 gr ba8 2D?a;nmum ber ©efd;miubigfeit,ioeld;e ein frei fattenber Sörper an ber Oberfläche
ber ©rbe burd; feinen gall erlangen dann, boraubgefetjt, baf; feine SBiberftänbe(Statt haben.

Um bon ber ©ntmicfelungber ©efe^c ber oben b,Baubeiten beränberlicfieu33etoegung zu ben=
jenigen überzugehen, meldte bie gleichförmig befdfleunigte b. i. alfo biejenige, bei meldfer bie wirfenbe
Äraft töäbrenb ber Sauer ihrer Gsimoirfung eine gleiche ©tärfe beibehält, barftellen, bat man bcn burd;®
laufenen 9iaum x als feljr flein im 95ergleid; mit bem Slbftanbe r anzunehmen. ©e^t matt jtt beut
3toetfe a == r —h, in v = f (x) beS ©d;ema B, tob h im 25ergteid; mit r fel;r flein ift, fo erhält matt

,.2 j
r 2 = 2 gx — i r5 t; i r = 2g.X ^ ;

(h -j— r) ~ —• (Ii -j- r) x - / Ii \ 2 2 Ii h x x
(Ii \ 2 , 2 Ii h x x , .j) +T-F°-~T + i

ll X
23ernad;Iäffigtman hierin bic ©röjjen bott ber Orbititp ^ uttb , fo gel;t deljterc ©leidjmttg

über in III v = V 2 g x
Um unter biefer SSorauSfefsungt = f(x) herzuleiten, bertoanble man zubor bie @leid;ttng

t = f (x) in ©tbema B in bie folgenbe:
i /1 I 9 J J , x 9 »/' / x i * 9 ^ 9t = V —— I — Vx VI — V a arc cos v— 4- —— I

2g Lr a r a 1 2 r J
Um beit ©renztoertl; beS erften iit ber klammer ftebenben ©liebes zu erhalten, l; a i man

9 \/— fi x ~\- 3 * x fi x 1 x2

ober nad; ber ©ubftitution bon a — r -f- h

= 0+4) VT (l - ]'...)
ll

ober mit 33ernad;läffigitngber ©lieber, iit tt>eld;ettt —, ^qrii borfommen,

— vir v / i —— = virr a

(Snttoidelt man iit bem zweiten ©liebe ber ßlainmer arc cos V— iit eine SReilje, fo wirb

3 \/—— V a arc oosr

, x.

v£ = JL V7ff - iL _ )a r 2 a 12 J



VI

unb nad)bem man tote früher fubffituirt ttnb baS britte ©lieb toeggelaffert Ijat,

Wr + b- (i +i)
V: +

2 r V r 4- h — V

®aburd; totrb t = 2 /- ober IV x =
2g 2

fDlit bctt ©IeicC;itxtgen III itttb IV ift baS Problem über bie gleichförmig bef^leunigte 33etoe=
gttng gelöf't, welcher Strt auch bte betoegettbett Gräfte fittb. SBettrt man für bie »erfd;iebeneitGräfte nur
ben SBerth bon g fid; änbern lägt, fo fittb biefelbett ber UitSbutd: für alle berctrtigeu 23etoegttngSgefehe,
fei eö, baf ber fteiige ®rucf bon einer gefilmten ffeber ober einem comf>rimirten ©afe ausgeübt totrb, baff bie
(Srbfdftoereein fefteS ober fliiffigeS iOiolefitl, ober ein fDcaguethol bett ißunft ansieht. So erhält man in III. baS hh^ r ° Ä
nnb aerobhuantifd;ePrinzip ber $UtSflufgefd;toiitbigfett bon ffluiben attS einem ©efäife, Wenn x bie ®rudhöhe
beseidjmet.23erftel)t matt unter x bie ff allhöhe, fo hat ntatt III. unb IV. gang allgemein als ffallgefeije zu betrachten.

(Sieht matt fie als ©efe^e für bett freien ffall an, fo man nttter g bie rolle Sßirfitttg ber
©rbfd;toerejn berftehen. Um x, t, v uttmerifd; beftimmett jtt fönnen, mttf; g bttrcj) ben 33erfttch ermittelt
toerbett. 33etrad;tet matt bemnach auch g als unbefannt, fo fittb in ben folgettben ©leichungenalle 33e=
Rehungen ztoifdfett bett bier ©röfjeu x, t, v, g auSgebrütft.

©egebett. ©efttd;t. 2lnflöfutt_g.

X V v = V 2 g x

t V v = gt

V X
V 2

X 2g

t X X — t 2
X _ 2 t

X t
/' 2 x

t = V (rÖ

V

r, x

t

g

^ V
- ~~ Y

V 2
g = 2x

Y, t g
V

g = -J-

X, t g
2 x

e = -F

®ie brei legten Delationen geben bie brei theoretifdfen SOiöglid;Ieiten ber ttunterifchett 33eftitm
mung bon g au, enttoeber aus ber ^Beobachtung beS ffallrattmeS x itt ber >feit t, ober beS ffatlraumeS x
nnb ber bezüglichen (Snbgefd)toinbigbeit v, ober ettblid) ber ©nbgefchtoinbigfeit v itt ber geit t*

®ie erfte SOiethobe liefert befanntlich feine gettaitctt Defnltate, toeShalb man genötigt ift, biefe
33eftimmung auf anberem SBege zu machen, inbem ntatt burd) 33ermittberungber Sitttoirfttttg ber Sdftoere
bie ff allräume Heiner toerbett läßt. ®ies ermöglichtbie fdfiefe ©bette unb bie Slttooobfd;e ffatlmafdritte,
toeld; letzterer Separat auch bie 23eobad)tungber ©nbgefdftoiitbigfeitv für bie beibett übrigen äftefhoben

CT1X1
geftattet. ffür btefett geht g über in ^ ——, toentt man mit M bie SKaffe eines ber Betben im
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(Steid)gemid)t ftetjenben (Setoidfte uitb mit in bie beö Stuftagegetoid/teS bejeicfynet; bei bcm gaüe auf ber

(Riefen (SBexte wirbt bte ©dfwere mit g sin ß, wenn ß beit Sleigunggtoinfet bev fc^iefen (Sbeitc gegen beit

§oriäont tiorftettt. ©atjer Werben bie beibcit .Spcutptgteicf/itngen

für bie Sttwoobfdfe 2L)tafd)ine

g in t 2
Y Y - y/ 2 g mx

2M + III
VI x =

nub für bie fdfiefe (Sbene

2 (2 M + m

VII v = V 2 g x sin VIII x = t 2 sin /

©ie folgenben ©dfemata enthalten bie Beantwortung ber fragen, 31t me(d;en biefc 9ietationcn
M

in §inficf)t ber möglichen BeftimmungSmetlfoben für g, ber geeigneten SBatjl beS Bertjültniffeö itnb

<X ß, fo wie ber gewöljntid; borfommenben Stufgaben berantaffen.E.
gür bie 9ttWoobfd)e 91taffine.

(Segeben. (Sefudjt. Stnftöfung.

M
x, t, —irt g £ _ 2 X (2 M 4- in)

m l 2

M v 2 (2 M 4- m)

X ' V ' m
g ö

2 in x

I
t, v, —m

g s v (2 M 4- m)
m t

M
g 5 t» —
6 in

X g m t 2

2 (2 M 4- in)

M
g-, y i -

in
X X v 2 (2 M 4- m)

2 g in

M
x, g, —

' a m
t t / 2 x (2 M 4" m )

gm

(Segeben. <Sefittf;t. Sfuflöfitng.

M
v, g, —

' fe ' m
t t v (2 M + in)

o- mo

M
x, g, —

° in

M
gi —'ö m

V

V

v =

V =

/2g m x

2M-f- m

g m t

2 M 4 m

x, t, g
M

m

M

m
g t 2 — 2 x

4 x

X, V, CT
M M 2 gx —v 2
m ni 2 v 2

© t, g
M M gt —V
m m 2 v

F.
-gür bie fd)iefe Gsbene.

(Segeben.

x, t,

X, V,

t, V,

g, t,

g, V,

X, g,

(Sefudjt. Slitftöf itng. (Segeben.
2 x

0" =_
t 2 sin

2 x sin

v

t sin
2

g t 2 .
x = 4— sin2

x =

2 g sin

v/-
2 x

g sin

v, g, P

x , g, ß

t, g, ß

x, t, g

X, V, g

V, t, g

(Sefmfrt. Stuftbf ung.

g sin

y = V 2 g x si

gt sin

sinf

arcsin-

= arcsin

arc sin -

2 x

gt 2
v 2

2 gx

v

gt

9üctn finbet ben ^at;ttoert^ con g = 9,8088 Slieter.
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■3« ber Stttgemeintjeit, iit welcher bie Wormeln III. nrtb IV. ifjte ©ettung haben für jebe Strt
ber gleichförmig befd/teunigten33etoegung, enttjatten fie toeiterljin aitcf; bie Stnftßfung ber Stufgabe: SBenn
ein conftanter ®rud: bon k ißfunb toät)renb ber $eit bon t ©eiunbeuauf einen Dörfer bon p ißfitttb
ftetig eintoirit, tote grojf ift bie nach t ©efunben erlangte ©nbgefdhtoinbigfeit ttnb toetd;e Söegftrede toirb
ber Körper in biefer 3eit burddanfen? tooBei e§ nur barauf anlommt, ben entfprecfyenben SBertt) bon g,
toeldf;er g, genannt fei, ju finben. 33ergleid;t man bie Sßirfitng ber Äraft mit ber ber ©cfitoere, fo ift

k: p = g, : g
toorauS

Slföbann erhält mau

IX v = V/ 2 g k s X X = kt 2
P 2 p

®ie fämmttid)en Stufgaben, toetcöe fid) an biefen ©egenftanb fnüpfen laffen, finben im gol®
genben ihre tSetjanblung:

Csr.

©egeben. ®efud)t. Sl u f I ö f u n g.

v, k, p X p V 2
x — O 1

2 g k

t, k, p X x _gkt 2
2 p

x, k, p V y _v/2gkx
P

t, k, p Y g k tv =
P

a, k, p t *jd
a-

NbC
>II

v, k, p t

X, V, p k
k = 2pv *2 g x

X, t, p k k = 2pX
gt 2

©egeben. ®efud;t. Stnftöfung.

v, t, p k k — 11
~ 8' 1

x, v, k P P 2 g k x
V 2

x, t, k P P gkt 2
2 x

v, t, k P P gkt
V

k k y 2
5 -V P P 2 gx

x, t
k k 2 x
P P gt 2

t, V
k
P

k
P

V
~~ gt

©ie in @d;ema D. aufgeftettten ©efefse finb ber StuSbrucE ber freien ffaltbetoegung nur unter
ber 33orau8fefsmtg,bajj feine Slrt bon SBiberftänben ftattfinbe, bafj biefelBe atfo im teeren Staunte bor
fiep gehe.

©8 fotten nunmehr bie ©efe^e be8 freien gatleS unter 33erüdfid;tigitng eines toiberftetjenben
SDiebiitmSaltgemein enttoidett toerben.

33ei ber Unbottfommenheitber über ben SBiberftanb ber etaftifd)en2Jiittet gettenben iS^eorie
hat baS ©jperimentbie 33afiS für bie Stuffinbung ber giaitptgefetje abgeben müffen. ®arttad) nimmt
man au, bafj ber Sßiberftanb, toetd;en ein Körper bei feiner 33etoegung itt einem tnftförmigen glttibum
erteibet, als eine Kraft anpfe^en ift, toetd;e fenfred)t auf jebeu beliebigen fßunft feiner Oberfläche toirfenb
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1) bem Quabrate ber in ber eben ertoäfjntett Formate gerichteten relatiben ®efd)winbigfeitv be8
fßrperS itnb

2) ber Sickte <? beS wiberfte^enbeugluibums birect proportionalift. «Sobann ift berfelbe noef)
weiter abhängig bon ber befonbereit gerat beS törpers.

$ieruacf; Wirb ber SBiberftanb,Wenn man burd; ©nfütjrungeines CSoeffigienten « ben befonberen
Umftänbett, unter Welmen bie Bewegung erfolgt, 9ied;nung trägt, gemeffen burd;

W = «JV 2
föebujirt man i^n auf bie Sftaffeneinljeit, fo Ijat man

W a £ y 2 o. q y 2
¥ = M ^ V c

Wenn Y baö SSotumen unb D bie Did/te beS törperS bejeid^net.

3ft legerer, um ben einfachen galt ju nehmen, eine Äuget, bereu 9iabiu3 r ift, fo ift

unb man erhält
8 g-

\V
¥ 32 sr r L)

3 ?

als ben SBiberftanb, Wetter auf bie SiUIjeit ber SRaffe ber Äuget wirft. @e|tjman 3ur SSereinfabfiung
bie ®efd/winbigfeit= k, weld;e ber Äuget 31t erteilen Wäre, barnit bie wiberfteljenbe Äraft gteid; iprem
©ewidfte g fei unb r für 32 fo ift 7 k 2 e

r D

Woburd) man ben oeränberten IitSbrud für bie traft beS SBiberftanbeS erhält
w - §¥-!
M k 2

hiernach ^at mau für ben fentrechtengalt bie befdjteunigenbe traft

0 = ff CT— — -JL_ fk 2 v 2^ — vÖ 01f2 b 2 f V J — d t

Daljer d t =
d v

«<f XI '-/—p
d v

+ C = 7
k 4- v

2 g k — v
Die üluflofitngbiefer ®leid;ung nad; v ergibt

v — k

2gj
k - 1

2g_t
k i

Um x = f (t) ju erhalten, fubftituire man letzteren SBertlj für v in
d x = v dt



X

tooburdf

®aljer

2 ff tH r^-" + c - V
e k 4- 1

2 gt

k i j

Ii
, k

+ C

3ur SBeftimmung ber Sonftante muf? für t = o audf x == o gefegt »erben; morauS

XII

C = — — 12g

2 gt

k 2 , e Ic + 1
gt

2e k

x = f (t)

§ierauS ergibt fid; bie fotgenbe ^ufammenfteffung affer Stufgaben nebft iljren Söflingen.

H.

gür ben freien gaff einer luget im etaftifdfen SKebium.

(Segeben. ©efudft. Stuflöfung.

t tÄ Mt
2g k -

V

t = f(v)V

X l

g x

, = i i ■
o- L

/ '2gx

1 Ve l ' — l]
t = f (x)

2 ff t

v = k.
1

2 g t

e k + 1
/

v =
_ Ii?

kVi-e k *

2 ff t

k _|_ j— 1

2 e

k 2

t

IT

x =

= f(o

= f(x)

f(t)

f(v)
2g k 2 — v 2

StuS v = f (t) nnb x = f (v) folgt bie 23ebiugung§gteidjung

V < k

b. t). in jebetn SOtoment ift bie @nbgefd)»inbigleit fleiner als biefenige ®efd)minbigfeit ift, Welche beut

Härder git erteilen märe, bamit ber SBiberftanb, »eitlen fie erfährt, gleid) iljrem ®etoid)te fei. hieraus
. V ^

folgt and), baf bie befdfleuntgenbe Äraft <f> = g — g eines in einem elaftifdjeit glnibunt faffenbett

Körpers Keiner ift, als meint er im leeren Dtaume fallen mürbe.



XI

Sfog y = f(t) gefyt ^evsor, baß mit wad;fenbem t v immer mehr = k mirb, weil bafitr
2gt

0 ^ | o

lim — ber Sinljeit um fo ttäfyer fommt. ®e$t)al6 nimmt bie oerjogernbe £raft g

e + 1

immer mehr ju, mtb bie Befcfjleunigenbe traft alg ber UeBerfc^it^ be§ ®ewicf)teg beg törperg über beit

Suftwiberftanb in bemfelben äliaaße ab. Da nun v < k, fo ift v um fo Keiner, je Keiner k ift ober

ba k= V ^ - \/ D * , je Keiner D nnb r itnb je großer e ift. Daraug ergibt fid> ba§ ®efeh, baß bie

berfdhiebenen fötfter in ber Suft nicht gteid; fcf;ne£I fallen, baß bott jtoei Ingeln biejenige mit geringerer

@efd)winbigfeit fallen toirb, meiere bei gleidjem SSolitmen bie letztere ift,

welche bie Heinere ift, wenn beibe bon bemfelbcn SXateriale finb,

weldje bei geringerem SMttmen bie geringere Dichte befiijt,

Weld;e, Wenn bie 33erfcj)iebenl)eit beg IDcittelg in 23etracf>t fommt bei geringerem SJolumeu «nb gerin=

gerer Did;te im bidjteren SDtebinm fällt.

©ubftitnirt man für D = fo wirb

k = v- 3 * v' M
7 x 4 r Ü

b. 1;. biejenige fällt langfamer, Welche bei gleichem ®ewid)te bie größere Oberfläche Ijat, ober aud; für

Welche bag Sßerhältniß ber 3)1 äffe ju il;rer Oberfläche am Keinften ift, ein ®efejj, weld;eö bie Erfahrung

für alle Äörper bafün beftätigt, baß, wenn einem Äörjter bei bemfelben ®ewid;te eine berfd;ieben große

Oberfläche gegeben wirb, ober ein Dörfer in betriebener Sage sunt galle gebracht wirb, fein gall um fo

langfamer erfolgt, je größer bie Oberfläche ift, mit welcher er fief; ber Suft entgegen bewegt.

Qz größer ber UBertl) beb Sßerhältniffeg ^ - wirb, um fo mehr nähert fidj bie befdflettnigenbe

traft ber Stull b. h- jeher törper ftrebt bei feinem fyatle bahitt, fid) immer mehr bemjenigett 33ewegmtg8-

juftanbe 31t nähern, in welchem bie Bewegung bon einer befdtleitnigten itt eine gleichförmige übergeht, uttb

eg erreicht alSbann bie ©efd/winbigfeit v biejenige ®renge k, bei weldjer ber SBiberftanb ber Suft gteid;

ift bem ®cwid;te beg faüenben förfwrg. Km bag SJcaaß bon ©chnedigfeit 31t unterfud;en, in welchem
2 g t

k 1
bieg für benfelben Slugenblid bei berfdhiebeneit törfern ftattfinbet, hat mau lim 5 für ein2 g t

k 1

beränbertidjeg k jn beftimmen. Durch Umformung erhält man

_2g_t_ _gt_ _

e k — 1 e k — e k
lim 5—i = lim

2 s 1 gt g t

e
k + 1 e k + e

k

ff t

Diefer ©renjwerth wirb um fo fdjneller gteid; Sing, je rafc^er e k abnimmt, itttb bieg

geflieht, je fleiner k ift. Daher erhält man für bett llebergang grtr gleichförmigen Bewegung 33ebin=

gnngen, weld;e mit benjenigen übereinftimmen, bie für bag galten eineg törperg mit geringerer §allge=

fdjwiubigfeit anfgeftellt Worben finb.

2 *



XII

®ie StBleitung bet ©efe^e Beim freien gaße int luftleeren 9iaunte unter ber ißorattSfeijung,

ba(j ber matcrieße ißunft eine 2ütfangSgefd)toinbigfeit Bcfi^e, gefdjiefjt aus ber in Gmttoidetung bon I bor*

fouttttenben gormet

v'= 2 « r * +Ca — x 1

burd) bie ffleftimmung ber jugeljörigen ©onftante. 3ft biefe SlnfangSgefcfytoinbigfeit = c, fo toirb

C . = i£l! + C

atfo C = e 2 —
2gi

©aljer v 2 = 2 o- r ' + ac 2
a (a — x)

ober nacfj ber ©uBftitution bon a = h -}- r ltn B Ber SRebuction

XIII v = V 2 g x -j- c 2

Stuf analogem 2Bege erhält matt
v — c

XIV t =

ffietracfjtet man g als conftant, fo erhält man, ba fid) unter ben übrigen bier ©rotten je gtttei

•burcfj bie Beibett anbcrn finben laffen

I.

©egebett. ©efudjt. Stitflßfung*

t, c X X = et + t 2

V t X
x= t (v-f t )

V, c X
V 2 — c 2

X ~ 2g

t, c
V

v = c + g 1

*+|-t 2
X, t V

t

X, c V v = V 2gx -f c 2

©egeBen. ©efudjt. Sluftöfun g.

v, c t t =
V — c

g

t t = v — V v 2 — 2gx
V, X

g

X, c t

c -

V c 2 -f 2gx — c

V, t c

g

V — gt

X, t
X - -f- t 2

t

V, X c c = V v 2 — 2 gx

©rfolgt ber gaß in einem toiberfteljenben -Diittel, fo erhält mau unter ben für bas @d)ema H

aufgehellten 23ebingungen aus ber aßgemein geltenbett ©leidjuttg XI l = J 1 I ir_^xr + c r& ö *V *

ba für l = o, v = c ift

r k i k ~t~ c
2g

©aljer toirb

XV
2g

(k + v) (k - c)

(k — y) (k + c)



XIII

Um x = f (v, c) ju entttjitfefrt, bjat matt

J
k

*~-/i Cr •' I

vdv _ g rk ;^ Ir'i ^ v 2), woraus

v d v
i o !

g U k 2 — V 2 2 g

®ie Sottftante ergibt fid; für ben angenommenen 23etoegimg8juftanb baburd), bajj man für

o, v — c erhält.

£)aljer
L- 2 1.2 p 2

xvi x == 4- i
2 g k :

V 2

®abnrd; erhält man jnr ^Beantwortung ber hieran ftc^> fnüpfenbett möglichen Aufgaben:

K.

©egeben.

v, c

V, C

t, c

X, c

t, V

X, V

©efudjt. 2b jt f I ö f u n g.

t __ k (k -f v) (k — c)
2 g (k — v) (k + c)

X "= 4r— 1
k 2

2 g k 2 — v 2

, i 2 S l
k + c „ k

v = k
k — c

— 1

2 g t

k + c -i" , ,e + 1

2gx

\/ k 2 (e k * — 1) +

c = k

1 +

ö -v
e k *

2 g t
v — k

e k
v -4- k

k — v
2gt

e k
k+v

c = \/ k 2 + (k 2 — v 2 )

2g:
k 2

t = f (v, c)

X = f (v, c)

V f (t, c)

V — f (x, •)

c = f(t, v)

c = f (x, v)

SDte übrigen fragen t = f (v, x), v = f (x, t), x = f (v, t), c = f (x, t), t = f (x, c),

x = f (t, c) werben aus ben oorftebjenben 9?ebationen burd) bie geeigneten ©ubftitntionen beantwortet.

2buö v — f (t, c) geljt Ijerbor, baff aitd) für biefe 2trt ber 23etoegitng in allen fallen

v < k ift.

SEBirb eitt ßörper mit einer ©efcbwinbtgfeit = c in einer 9?id)tnng bewegt, Webtfie ber 2bid?=

tung ber (Schwere entgegengefe^t ift, fo tjat man in ben Wormeln XIII unb XIV — g ftatt g ju fefeett,

unb eö ift absbann



XIV

XVII V = V c 2 — 2 g X

XVIII t = c ~ Y
g

®aburd) erhält man für bie gleichförmig »erjögerte Bewegung

Ii.

©egeben. ©cfitd)L Stnflöfnn g. ©fegeben. ©efudjt. 21 n f I ö f xx n g.

t, c X X =
er

c t — - f- t 2

( v + ~l— 1

C 2 — V 2

9 fr

t

c

t = c — V c 2 — 2 gx

t, V

C, V

X

X

X =

x —

f, v

t, X

V, X

g

V + gt

2x + gt 2

t, c

t, X

C, X

V v =

& s
c — gt

2 x — g t 2

c

2 t

V v 2 -)- 2 g x

V

2 t

V c 2 — 2 gx

V = 0, t c c = g l

C, V t
c — V

g

V = 0, c. t t =
c

g

t t = — v-f-Vv 2 -|-2gx V = 0, c X X =
c 2

2g
g

£>ie brei legten gormein geben bie Bedienungen an, welcfte ftattfinben für ben Slugenblitf, in

Welchen ber ißunft ben ©tpfel feiner Bahn erreicht. Sie brüclen auS:

1) ben SBertl) ber 2IufaugSgefd;Winbigfeit, falls baS (Steigen Wäljrenb ber 3eit t erfolgen foll;

2) bie 3eit, Wäljrenb weld;er ber ißttnft fteigt, Wenn er in bie SlnfangSgefchWinbigleit = c oer*

fefät toorben ift;

3) bie bafür eintretenbe (Steigt>ö^e.

Sefct mau für g ben SBerttj -^-g, fo ge^en bie gormein XVII unb XVIII über in ben

SlitSbrud, meld;er bie BewegungSgefe^e angibt für ben gall, bafj auf einen Körper oon p Pfd., melier

bereits eine SlnfaugSgefcfmnnbigfeit oon c guf befifct, eine Kraft oon k Pfd. in uuoeränberlidjer Stärle

wäljrenb t Sefttnben in gerabe entgegen gefegter Stiftung einwirft, ©ann erhält man

XIX v =■ \/ c 2 2gkx
P

XX t = HlzxJ)
gk

®emnad; beantworten fich alle hier einfdjlagenben Stufgaben bttrd)



XV

fflL

©egeben.

p, c, k, x

p, k, c, t

p, k, x, t

p, c, k,v

p, k, c, t

p, k, v, t

p, k, x, v

p, k, v, t

p, k,x, t

p, k, c, v

p, k, v, x

p, k, x, c

p, c, x, v

p, C, V, 1

p, c, x, t

p, X, V, t

©efitdjt

t

k

k

k

k

91 u f t ö f it ix g.

=v / C 2 _ 2g k X
p

gkt

P
v = c

V= JL _ IJÜ
t 2p

P Cc ! v 2)
2 g k

X = c t —

X = V t —J—

: k t 2

2 P

gkt 2

2p

c = y/

C = V -j-

2 g k x

ff k t

,, _ x , g k t

° _ T + 2 j.

t = -

k (c — v)

g k

t = c p — V c 2 p 2 —2gkpx

k ==

k =

k ==

k =

g k
k (c 2 — v 2 )

2 g X

p (c — V)

g t
2 p (c t — X)

g 1
2

2 p (x -— t V)

g t'

©egebeti. ©ejudjt 91 u f 18 f u tt g.

c, k, x, v, P P =
2 g k x
c 2 — V 2

k. c, v, t P P =
g k t
C — V

k, c, x, t P P =
gkt 2

2 (et — x)

k, x, v, t P P =
g k t 2

2 (x — tv)

v, c, t
k k c V

P P g 1

c, V, X
k k C 2 V 2

P P 2 g x

X, c, t
k k 2 (c t — x)

P P g t 2

V, X, t
k k 2 (x — v t)

P P g t 2

v=o,k,p ,t c c == — *•
P

v—o, k, p,c t t = C P

g k

v=o, p, c, t k k == CP

g 1

v==o, k, c, l P P —
g k t

c

v=o, c, p,k X x = c 2 p

2 g k

c£o"oII k k == c 2 p

2 g x

v—o, p, x, k c c =§
/ 2 g k xV - ■1

p

v=o, k, c, x p P =
2 g k x

c 2

©efyt bie bertifal anffteigenbe 33etoegnng in einem toiberfteijenben etaftifdfen Skittel bor ftd;,

fo Ijetmnen fotooijt bte @d)were als and; ber SCBiberftanb ber glüffigfeit bie 33ei»egnng. ©al;er Ijat man

v 2 + k 2

.$ft bie 9(nfang§gefd;tüinbig!eit = c, fo beftimmt ficf» bie Eonftante baburcfy, bajj für t = o
c v k (c — v)

— = arc tang v J-k ö k 2 -f- c v
, er t C V

lotrb v = c, nnb es ift bafür = arc tang - — arc tang



XVI

SKitljin ift XXI

®a toeiterfjin

. k k (c — v)t = arc tang , „v J~
g ° k 2 -f c v

v d v
d x uttb <p = — g

v 2 —f— k '
k 2

fo ift

folglidf;

gT- d X = —
vilv

2gx = -

k

' 2 v d v
v k 2

+ Ck 2 ./ V 2 _|_ k 2
SBeil v = c wirb für x = o, fo ift

C = l(v 2 + k J )

otfo XXII

(v 2 + k'

k 2 . c 2 + k 2x = —— 1
2 g * v 2 + k 2

SL

®aburcf) erhält man

@eg. ©ef. Stuftöfung.

v, c

t, c

x, t

C, V

c, t

V, t

t =

k k (c — v)arc lang , , ,
g ° k 2 -f- c v

k . karc sin

t =

2 s»

k 2 + c 2 ce 1(2 -f V c 2 + k 2 (1 — e k '

g

c cos
v = k.

k cos

tang
k

2gx
v £ e K — k 2

gt — k sin gt
k k

gt
- -j- c sin

gt
k k

2 gx
v e

)] .

/ 2 g x

+ Ve k> (v 2 + k 2 ) —k 2 ]
t =

2 ff x

Y = y/ C 2 4- k 2 (1 — e k ' )

k (cos

e

et
_ JLX

k 3 .
e )

sin gt

x = k 2 c 2 4- k 2
2 g v 2 -j- k 2
k 2 , . gt . c . g t .

X = — 1 (cos h — sin )

_ k2 ^ k 2 (I+.tang 2 -£L)
2 g g t . 2(k — v tang -s—)K

f (v, c)

f (c, x)

f(*,v)

V = f (t, C)

V — f (c, x)

V = f(x,t)

X = f (c, v)

x = f (c, t)

X = f (v, t)
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©eg. ©ef. St-uflöfun g.

v, t c

0- t

v -f- k tang —-—
i kc = k

k — v tang —

c = f (v, t)

X, V c
j 2gx

C = V e k * (k 2 —j— v 2 ) — k 2 c = f (X, v)

X, t c

g X

k r u» gt i

c = L e cos k J
sin —

k

c = f (x, t)

(Die fed>8 folgenben gormein geben bie ©etoegungSgefefse an für ben gall, bajj bie Äuget in

bem tjöcEjften (ßunlte ifyrer 23afjn angelangt ift.

©egebert. ©efuc^t. Sluflöfung.

v = o, c t t k
g

- arc
c

tang -g-
t = f (c)

V = 0, X t t = A
g

- arc
V k

t = f (x)gx

e k *

V = 0, c X
k 2

1 c 2 -f k 2
x = f (c)X 2 0'ö k 2

V = 0, t X
k

X= ^
2

— 1
erö

k

X = f (t)
2 g 1

cos 2 —^—
k

V = 0, l c c = k lang
gt

c = f (t)k

/ 2 gx

V = 0, X c c = k V e k 2 - 1 c = f (x)

k c

2tit§ t — f (c) b. i. t = arc tang -j— folgt, bajj t mit toacfyfeubem c grßfer toirb b. t).

»on 3»et Äugeln unter übrigens gleichen Umftänben fteigt biejenige länger, meiere bie größere 2tnfangS=

gefcfmnnbigfeit beflißt. Unterfud;t man ben StuSbrucf in 33esitg auf ein oariabeteS k, fo Ijat man iljn

umjuformen in

arc tang A-c ° k

1 ~ g
k

. c

arc tang —g-
©a nun lim — = 1 für ein großes k, fo geljt barauS tjerbor, baß jwei Äugeln,c

TT
3
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tbeldje biefelBe SfangSgefdjtombtgfeit Bcfiljen, nid;t eine gleite 3eit Biuburtf; fteigcn, fonbertt baß bie
Sauer beS ©teigenS eine längere ift für biejenige, toeldje ben größeren Snrdjmeffer unb bie größere
Sidjtigfeit Befitjt, ober für tneldje baS 23erl)ältuißber SJiaffe jur DBerfläclje am größten tft.

©6enfo ergibt ficf; burd; Umformung ber ©leidjung x = f (c) in
2 s x

= < + Cf)'
baß für baffelBe c einem größeren k ein größeres x entfpridjt, baß alfo attd; bie größere @teigBöl;e ber
größeren unb bitteren Äugel jutommt, borauSg§fe|t, baß Bcibe in eine gleiche 9tnfaugSgefd;lbinbigfeit
berfeijt toorben finb. Um bie ©efe^e 31t ermitteln, rneldje fid; auf bie ißetoegungSjnftänbeBeim Siiidtoege
ber Äugel Bejiel)en, l;at man für x bie ©teigBöBe

1.-2 ^ lr 2 _L r- 2
2 g ' k 2

in ben Betreffenbeu gormelu beS @d;ema II. 31t fetjeu. Safitr erhält man:

©egeBen. ®efud;t. 91 tt f I ö f u n g.

k 2 , k 2 4- c 2
x = ä 8 1 k «

V

c

t 1

V

c

t 1

c

k
V = C V = f (c)

V c 2 -f k 2
V k c f \c = c = f (Vi

V k 2 — v 2

t'- k 1 c + V f + k ° f'-f(v)S k
t. 1 g t 1ir

C = A- (e k - e k ) V = f (©)

v = f (c) letyrt, baß in febem galle bie Äuget in beut fünfte, bon toeldjem aus fie anfgeftiegenift, mit
einer geringeren ©efdjminbigfeitanlommt, als biejenige ift, tneldje fie im üüomente beS SluffteigenS Butte.
gernerBin geigen bie ßeränberten 9lnSbritd'e für v

k c

v 1 + (4~) v 1 + (ir)
baß v um fo größer ift, je größer c unb k finb b. B-

bon Sinei gleidjeu Äugeln fdjlägt mit größerer ©efdjtbinbigfeit biejenige rnieber auf, n>elcf;e bie grö»
ßere 91nfangSgefd;wiubigI:eit Befaß,

bon 3toei berfd;tebeneitÄugeln mit gleicher 9IufaugSgefd;tbinbigfeitbiejenige, für toeldje baS 5Ser=
Bältniß ber 50iaffe snr DBerflädje am größten ift.

3nr 23ergleid;nngber für ben 9iüdibeg ber Ättgel erforberlidjen t 1 mit ber 3eit t,
toeldje sunt 91uffteigen geBraudjt mirb, erhält man burd; ©nBftitution beS ans t — f (c) fid; ergeBettben

Sßertl;eS für in t 1 == f (v)

, 'Cf+ '«-)' +0
l 1 = t — —c

arc tang-j7-
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SBeit lim arc taug unb lim 1 -j- ^ = 00 TT = 00
0

angenommen toirb, fo folgt, bafs für ein toacbfenbeS ber 3^^ er beS t begleitenben gaftorS fcbneßer

»ad; ft als ber Dtemter, unb bafs atfo bie gaßbauer größer ift als bie ©auer beS ©teigenS, »aS aitd)

fd;on barauS geschloffen »erben famt, baff bie in bem StuSgangSfiunft erlangte ©nbgefd;»inbigtett unter

aßen Umftäuben Heiner ift als bie STnfangSgefdjtoinbigfeit. gerner gebt nod; barauS Ijeroor, bafs bie

©ifferens beS Ablers unb beS Kenners um fo Heiner auSfaßen toirb, je Heiner -y- ift. ©aber ift ber

3eitunterfd;ieb beim gaßen unb ©teigen geringer bei berjenigen bon j»ei Sugeln,

für »eld)e, »emt fie biefetbe 9tnfangSgefcb»inbigfeit befreit, baS SBerfjältniff ber SDlaffe jur Ober«

ftäcf;e am größten ift,

unb für biejenige bon jtoei gleiten Äugeln, »etcfier bie geringere 91nfangSgefd;»inbigteit erteilt

toorben ift.

®ie 3eit, »ül)renb toetcber bie Äuget fteigt unb faßt, briidt ficfy aitS bttrcf)

t" = f [—»sf+'Cir + ^f)*+')]

SBirb bttrd; momentane ©intoirfung einer Äraft auf einen ÄiJrper bemfetben eine ®efd;toiitbig«

feit = c mitgeteilt, fo bat man unter ber Ülnnafjme, baf bie 23e»egitng in einem »iberftebenben SWittel

bor fiel; gebt unb boit ber SBirfmtg ber ©d;»ertraft unabhängig ift, jnr Ermittelung ber ®efd;»inbigteit
(1 V V 2

er
dt 6 k :

d v/4
©arauS folgt

1

nh l + cV k 2

1
gür t = o tft v — c; alfo t|t C == —c

SDZitijitt y- = -yr t -)—ober

XXIII
c k

2

c g t -(- k 2

©en burdjßaufenett 9taum x finbet man bttrd; bie ©ubftitution biefeS SßertbcS für v in
d x = v d t

c d t
»oburd; d x ==

c g t
k 2

r dt k 2 k 2 -f-cgtober x = c / = •—- 1 , k C
./ egt , , g k

2 I 1

+ 1

k 2

®ie Eonftante ift = o, »eil für t = o and; x = o ift. ©aber

k 2
XXIY x = — 1k 2 k 2 —(— c g-1

k :



XX

St«8 tiefen beiben gormein hni'b gefolgert:o.

©egeben.

c, t

C, X

X, t

C, V

C, X

X, V

c, t

t, V

t, V

t, X

Y, X

©efudjt. üht f I ö f u n g.

c k

c g t + k 2

c

e

k 2 (' k 1

t

t =

g l

(c — v) k *

cg v

v = f (c, t)

V — f (c, x)

} v = f
(X,

0

t = f (c, v)

k
2 (e

Kl -x

k> - l)
(T C

gv v

k 2 k 2 -)- c g t

k 2
1

g k 2 — g t v

k 2 v

k 2 — g t v
g X

k 2 (e^~— l)
2 t

gx
v e k *

l = f (c, x)

t = f (x, v)

X = f (c, t)

X = f (c, v)

X = f (t, v)

c = f (t, v)

c = f (t, x)

c = f (v, x)

®ie tyieranö ficf> ergebenben 33ebingnng8gleicfmngen finb
k2 /

> V < c
gt

9lnd) bei biefer 2lrt ber Sßetnegmtg finbet man, baß einem größeren k eine 3unaljme ber

ßnbgefd)tmnbigfeit, ber Segeftrede unb ber 33etoegung8baiter entfprid)t, baß alfo beifpielsmeife bon

jtoei ©efcfnti^ngeln ans bemfetben SOtateriate nnb oon gleicher lnfangSgefd;toinbigfeit bie größere toeiter

fliegen toirb. =============

SBericbtigintg. Pag. X Seile 3 nnb 4 bon unten lefe man ber Äuget ftatt bem Äiirbet.

i \/ 3 g ./ M ./3g ,/ M
Pag. XI Seile 13 bon oben k = \~fr flatt k = V-y&-r e
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