
I.

1. Unter den trimetrisoben oder bomogenen Loordinaten x„ Xz, x., eines Punktes ? der Rbsne vsrstskt

man die biormalen, weleke von diesem Runkts gut die Leiten eines Dreieeks L., ^ ^z geiallt werden. Dieses

Dreieck nennt man das Dimdgineotal- oder ^xen-Dreisek; clis Deraden auf weleben die Leiten llegsn, keisssn
die Looreling.tsng.xen.

Ds lenelitst sin, dass es tun liomogsuo DIeiebungen in trimetrisebeu Loordinaten nietet gut äie wirk-

lieben Düngen der Loordinaten, sondern nur gut äie gegenseitigen Verlmltnisss derselben anlmmmt, und bierin

bestebt ein wssentlieber Vorzug der trimetrisoben Loordinaten vor den ortbogonalsn.

2. 'VVenn wir die Leiten des Duudgmentgl-Dreieeks, welebe den Reken gögenübkrliegen,

mit s„ s^, Sz bexeiebnen und testset/en, dass die Loordinate x>, (lür k — 1, 2, 3) positiv gsreobnet wird, wenn

? mit auk derssiden Leite von s^ liegt, — dagegen negativ, wenn gut der entgegengesetzten Leite, — so bestebt
2wisebsn den Leiten und den ^ugsbörigen Loordinatsn des Runktes ? die Relation:

s. X, -i- »2 X2 8z Xz R,

wenn R den doppelten Inkalt des Rundamentaldreiseks angibt. Da

s^: Sz: Sz — sin sin 8in
so muss aueb

x^ sin -j- Xz sin ^2 Xz sin L.z

gleiek einer Lonstantsn sein.

3. Ist das Verbaltniss der trimetriseben Loordinaten eines I'unktes a,: a^: g,,, so sind die wirklieben

Dangen derselben:

x, p a,, X2 p gz? Xz p a.Z,

und es ergibt sieb p aus:

p (s, a, «2 a2 8^ a„) R.
^.us

? — 8, Z2 sin ^.z — Z2 8z sin — 8z s, sin ^2
sowie

s. — 2 r sin L.,; Sz — 2 r sin ^ ^ ^ ^ !

wenn r den Radius des dureb die Reken des Rundamentaldreieeks göbsuden Rreises bexeiebnst, ergibt sieb:

4 sin sin sin L.z
und

R

^ ^ 2 r (a, sin ^ ^ ^ itz ^in ^.z)
aslo aueb:

2 r sin sin 2K... sin L.,
0 — - 2 ^ s ^

a, sin -s- Ä2 sin ^2 ^ ^
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4. Ist

X oos « -j- Zi sin « — p — d

die dleiobung einer deraden in ortbogonalsu doordinaten, worin p immer positiv gereebnot, die Illings der

Normalen vom doordiuatsn-^nlangspunkt aul die derade und a den ^Vinkel, wsloben diese Normale mit der

positiven .4bsoissonaxe bildet, bedeuten, so repräsentirt bekanntlieb die links Leite

x oos « -j- ^ sin a — p

die Ränge der Normalen vom Vunkts sx )') aul diese derade: mitliin sind, veno

x oos «ii -j- ^ sin «>i — pk — o

lürk — 1, 2, 3dis dlsiobungen der Leiten des Vundamsntaldreisoks sind, die bomogensn doordinaten eines Punktes ?

Xz — x oos ^ sin «, — p,

Xz — x oos «2^7 sin «2 — pz

x, x oos a, -j- 7 sin «z — pz
5. Vis dleiolmng einer deraden in solobsn doordinaten bat die Vorm:

a, Xz az Xz a, Xg — 0,

denn setzen '«vir in dieselbe lur x„ x., x„ die vollen ertlie aus (4) sin und vereinigen die dlieder mit x und x>
so wird dieselbe ?u:

(a,z oos «, -s- Uz oos «^ -s- Ug oos «z) x (az sin «, a. sin «2 az sin «z) 7 — (a,z p, Uz P2 ^ p,) — d

Visse dlsiobung ist die einer deraden und idsntisob mit

ax -j- b)' -j- 0 — 0,
wenn

az oos «, -j- Uz oos «2 -s- a, oos «z — a

a, sin «2 -s- Uz sin «2 ^ Uz sin «z — b

— (a, p, -j- Uz P2 -t- Uz pz) 0

gesetzt wird.

Vis drössen a„ Nz, Uz lassen sieb aber immer so bestimmen, dass sie diesen drei dleiobungen genügen,

so lange die deraden

x oos «ii v sin «k — pi< — 0

lür k — 1, 2, 3 ein Vreieok bilden, d. b. uiobt durob einen Vunkt geben. In diesem Valls würde die derads

a, x, a,2 X2 -j- ^ Xg 0

auob duroli denselben Vunkt geben.

6. Vis dleiobung der deraden, wslobe durob die Vunkte x/ x,' x^ und x," Xz" x," gebt, wird aus den

Vedillgungsgleiobungkn:

a, x, -j- ^ X2 -j- a^ x'z ^ 0

a> Xz' a2 Xz' -i- ag x/ ^ 0

a, x/' Uz Xz" ^ Xz" 0

durob Elimination von a„ Uz, Nz als:

X, (Xz' Xz" — Xz' X2") X2 (Xz' X," — X/ Xz"j Xz ^x,' Xz " — Xz ' X,") --- d

gskundöll.

7. Lind Xz, Xz, Xz! x/, Xz', Xz' und Xz", Xz", Xz" die wirblioböll Rängen der normalen von drei Rankten

?, ?', ?" auk die Leiten des Vundamsntaldreisoks und tbeilt Runkt ? den Abstand der ? unkte ?' ?" im Ver-

bältniss mi n, so gelten gerade so, wie lür ortbogonale doordinaten die Relationen:

^ MXz" -I- NX,' ^ MXz" NXz' ^ MXz " -s- NXz '

' m -j- ll m n m n
und ist:

^ ^ ^ ^ X- ^ Xz' — Xz

ll Xz — Xz" Xz — Xz " Xz — Xz" '
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visZt äsr Hisilxunlit ? 3nk äsr VörlänAsrnnZ von I" ?" ä. Ii. ist äas IliöiivsrIMtniss , so ist

^ inx/' — Nx/ ^ INXg" — IIX^' ^ Illx/' — NXg'
^ rn — n ' ^ m — u ' ^ ^ ^

vür iiiolit instrisoliö Rslntionsn, ä. Ii. sololrs, vslolis sioli nur Mi äis vags äsr vnnlits bs^isliön, könnsn
natürlioli äis oonstantsn Hsnnsr (ni -j- 11) rssx. (m — 0) vsMölnsssn vsräsu.

8. vis vuiilitxgÄi'ö v, ?' nnä ?'" Irsisssn Iiarmonisoli, vsnn sis so lisZsn, äass

ist. vinäsn nun ?visolisn äsn vooräinatsn äsr ?33rs ?'" nnä v, ?' äis Rslntionsn stntt:
x"^ — inxk -(- ux'k.
x'"k --- NiXlc — nx'li,

kür k — 1, 2, 3 statt, so ist:
? ?": ?" v -- ni: n
? ?'" ? — in: n

ä. Ii. ?, ?' nnä siiiä Iinrinonisolis vunlitpaaro.
9. Linä

s-, x. ->- 3g Xg -> 3g Xz ^ 0

a/ x ->- a/ Xg < Xg --- 0

äis VIsioliunAsn ^vsisr Vsraäsn nnä lülirsn vir äissslbsn äuroli Vinsst^nnA äsr vollen ^srtlis lür xic aus (2)

üdsr in äis vorinsn äsr VIsioliuiiASN von Vsrnäsn iür ortliozonals tüooräinntsn

3x -s- 0 — 0
a^x Iz'^ -j- 0' — v

nainlisli:

0, cos «, -j- g-2 eos «2 00s a^) x -j- (a. sin «. ^ sin «g ->- 3g sin «g) 7 — (s, p. -j- ^ ^ -j- ^ ^ 0
nnä

(3'^ oos « -s- a./ oos «2 ^ °^s) x-^ ->- 3g' sin «2 -j- 3g' sin «g) — (3^' -j- 3g' pg ^ pz) ^ ^
so lislsrt äis kür äisss VIsioliunAsn dsliannts vsäiUFNNA äsr OrtlioZonalität äsr Vsraäsn

3 3' —^ Ii Ii" 0
iür IioinoZöns dooräinatsn nnoli AkIiöriFsr Rsäuotion äis vsäinZnug:

3. 3/ -j- a-2 a,/ a, a^" <X ^2' ^ ^ a,") oos («, — «2)

(g.2 -ig" ^ ^2") oos («2 — «g) > a/ a. Nz") oos ^ 0

vsnlrsn vir nns äsr vininolilisit Iialdsr äsn ^.nfanZspuiäit innsrlialli äss vrsisoks ZölöZt, so sind äis ^Vinköl

äis LuxpIöMönts von «2 — «g, «g — — «2, voänroli äis vorstslisnäs VisioliunA üiisrAölit in:

g,^" -j- Nz Nz" Nz (g.^ 3z" -s- 3z 3/) ooS
— (g-2 3g' -j- 3g 3g') oos — (3g 3/ -s- 3^ 3g') oos ^2 ^ ^

19. vis vsäillgllllA, äass Tvsi Vsraäs parallsl ianisn, ist bölANlltlioli äis, äass ilirs tllöioliNllAöllnnr Nill
eins Oonstants äiiksrirsn nnä äa naoli (2)

x, sin ^ Xg sin -j- Xg sin ^.g — Lonst.
ist, so virä äis VIsiolinnA

3. x. 3g Xg -z- 3g Xg-j-^i (x^ sin i!i, Xg sin ^ ^ Xg sin ^ 0
iminsr sins iinr Vsrnäsn:

3. x. 3g Xg 3g Xg ^ 0
xarallels (^sraäe vorstellen, ^venn ^ IrZenä eine VerlMtniss^alü ist.
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11. Vis doordinaisn x/, x./, x./ Agg 8ebnittpunktes zweier doraden, deren dleiekungen

x. -j- a,2 x, -j- s.z Xg 0

2/ ^ »-2' x^ -j- Äg' Xg --- 0

Zefiirläen:

x-, —

^ x/ -^- ^2 X2'

X/ Ä2' X2^

»1 x/ -j- 82 Xg' -i-

^2 Xg'

a-/ Xg'

Sz Xg

^ d

d

^ R

R (ä2 ^2' ^ 2,2 2g')

s. (^2 ag' - - Ng ä/) ^ Sz (Ng ä/

R (äg a/

^ 2,

— a,

22') ^ Sg

2z')

(2. 22' ^ 22 <)

(0-2 < -- Ng ä,') -^- «2 (Ng ä/

R iäi ä's

— a.
— US

22') ^ Sg

ab)

(2. 22' 22 ä/)

' s. ^ 2g ^') -j- Sz (a, a/ — a, -^- 8z (a, a,/ — ^ a/)

w klebe ^.nsdrüeke mit Itüeksiebt auf die Lomerknng iu (1) kürzer als:

x/ — az — g,z a,'

X^ Ng 2, 2, 2g

Xz' — a, Ng' ^

gssebriebsn werden können.

12. 8ind in abgekürzter Lezeieiinnng 8, — 0 und 8., — 0 die dieiebnngen zweier deraden, so werden

alle deraden, welebe dnreb den 8ebnittxnnkt der beiden geiien, dureb die dlsiebnng

S, — lr 8g ^ d

repräsentirt, denn die doordinatsn, welebe den beiden ersten dieiebungsn gieiebzsitig genügen, befriecllgsn aueb
die dritte.

^.ns 8^— p 8g — 0 ^igt ir — ^ ä. Ii. naeb (4), ^ gibt das Verbältniss der Rorinalen, welebe von

einein Ruukte clor dritten deraden auk die beiden eisten gefällt werden, oder aueb das Vvriiäitniss der 8iuu8 der

'Winkel an, in welebe der von den beiden ersten deraden gebildete Winkel dureb die dritte getiieiit wird.

Die liedingung, dass drei derade, deren dieiebungsn

8^ — 0, 82 — 0, 8g — 0

sind, dureb denselben Rnnkt geben, ist also die Relation:

k 8, -s- ,n 8g v 8g — 0

denn die Wertbe der doordinaten, welebs zwei diieder dieser disiebung einzeln — 0 inaeben, setzen aueb
das dritte diied — 0.

13. Die dleiebnng einer durve Zweiten drades, welebe dureii die Reken des Rnndainentaidreieeks gebt, ist:

2z ^2 ^2 ^ 2., x» x, -j- äg x, X2 — 0,
denn es genügen ibr die doordinaten

x, ^ 0/ . x„ — oi x — 0/
, wie ^ , und

Xz oi' Xg o<' x, --- oj

Rubren wir wieder für x^,— 0 die voiien Weilbs aus (4) ein und ordnen naeb den Rötenden von

x und so gebt dieselbe über in:

(a^ eos »2 oos ^2 ^ ^2 ^2 ^ ^2 ^ 20s 62) x^

-j- (a^ sin »2 sin «g ->- N2 sin «g sin cc^ -j- kg sin a, sin «2)

sin («2 -j- «g) -> a.. sin («, «.) ->- Ng sin («, «g)) -x z.

— (x>g eos «2 -j- xz eos «g) ^ äz (x, eos « -I- pz eos a,) -j- o.g. ^>2 eos eos x

— (pg sin c?2 ?2 sill r-g) äg (x. sin «g -j- p2 sin «^) -j- äg (pz sin «, -j- sin 7
^ ?2 ?2 »2 pg p, -s- ag x. P2 ^ 0



Visse VIsiebuiiA rsxräsentirt bskanutlieli einen Treis, venu clie vosüieientsn von x^ uncl einander gleieb sind
und venn der TosKieieut von x^ Zleieli o ist, venu also:

a, oos (»2 «l>) ^ ^ oos (0-2 — a,) -j- ag cos («, — «z) ^ o

a, sin 0, -j- «g) -j- üz sin («, -)- «,) -j- a, sin (a, -j- «,) o.
Hieraus bestimmen sieb:

a, ^ sin («2 — 6») az ^ siu («g — a ,)

Uz sin (u, — a^) a-g ^ sin («, — «2)

also ist naeb dem in (9) über clie ^Vinkel (a, — 0^) ste. ete. vemsrkten:

a,: Nz! ^ — sin T,: sin Tz! sin Tg
und

Xz Xz sin T, -j- Xg sin Tz -s- X; Xz sin Tg — 0

ist clie TleiebunZ cles dem Tundamentaldrsieek umsolirisbsnsn Treisss, cvelelier clor Umkreis bsissen soll.

14. Da clie VleieliuiiAsn aller Trsiss in ortlioZonalsn Loordinatsn so umgeformt werden können, das»

clie Vlieder vom Zweiten Llraä x- -s- dieselben sind, so lsuebtst ein, class TrsisAlsiebunZen nur im linearen

vlieil cliikerirsn. Ts Zilt (lies natürlieb aucb tür die VleieliunMii clsrsslbsn in trimetrisobeu Toordiuaten, uwl da wir in

<^12) die KleiebunA eines Treisss in soloben Loorclinaten Zstunden babsn, so können wir die VleiebunAso

aller Treise aufstellen, indem wir xu dieser, wenn sie mit einem beliebizen Taetor multixlieirt ist, clsn linearen

Tusdruek a, x^ -j- Uz Xz -j- Nz Xg aclclireu, weleben wir noek um clie (IlsiebunA bomoZen xu maeben mit der

Tonstanten x, sin T, -j- Xz sin Tz Xz sin Tg mnltixlieirsn, und erkalten als die allgemeine Treisgleiebung:

k (x., x., sin T, -j- Xz x, sin Tz x, Xz sin Tg)

(a, x, »2 x^ ^ Xg) (x^ sin T, x. sin Tz -j- Xg sin Tg) 0.

15. Die tileicbunA einer Turve 2. Krads, welebe clie Seiten des Tunclamentaldreieeks berübrt, ist:

a,2x/ a..2x/ a/x^ _ 2 a, Nz x. Xz — 2 a, Uz Xz Xg — 2 ag a, x^ x, 0

da sie tür x, ^ 0 «las «Zuaclrat (ag Xz — ag Xg)2 g ligfm-t, cl. b. clie Seite s, sebneidet clie Turvs in ?wei

Zusammenfallenden l?unktsn ocler berübrt clisselbs ete. ete.

Soll diese Kleiebung einen Treis vorstellen, so muss sie (naeb 14) in clsr Torm:

(a', x, a'z x, -j- ag' x^ (x, sin T, -j- Xz sin Tz -j- Xg sin Tg)

k (Xz Xg sin T, Xg x, «in Tz x, Xz sin Tg) 0

ocler, cla bieraus sofort a/ — a', sin T, ete. ete. kolgt, in äer Torm:

^ ^ sin T^ ^ ^ ^ ^ ^

-j- k (Xz Xz sin T, -j- Xz x, sin Tz -j- x^ x^ zjn Tg) — 0

ÄarAkstellt verclen können.

Ts müssen also cveiter:

g. s ^ z
— 2 a, a., — . ^. sin T„ . sin T, -I- k sin T,

' - sin T, ^ sin Tz ' ^ »
cl, ^ cl, ^

— 2 a„ a„ — .'' , sin T„ -i- / ' . sin T„ -I- k sin T,
- ^ sin Tz ' " sin Tg ^ ^ ^

a ^ a ^
— 2 a, a, — / sin T, -I—v '—v- sin T„ -k k sin T,

^ ' sin Tz ' ^ sin T, ^ >

sein, cvoraus die Teclingunz:

a, sin Tz a^ sin T, -j- (üz sin Tg -j- Ug sin Tz) — -j- (üg sin T, a, sin Tg)
sxrinZt.
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Vis vier versobisäensn Dörmen, in wsloben äisse Lsäingungsglsiobungon gssobriebsn weräsn können,

geben an, äass es vier versobisäene Kreise gibt, welobe äis Leiten äes Dreisels berübrsn.
^Väblen wir äie Dorm

a^ sin ^ A-z sin L., — »2 ^.z -j- a^ sin

a, sin ^.2 ^ — a^ sin X, -s- a^ sin ^
so erkalten wir:

unä

a, ^ sin (— sin -j- sin ^

Äz sin X. (sin sin ^2 — sin Xg)

N2 sin ^2 (sin — sin ^ Xz)

s.z sin (sin K, -s- sin ^2 — Xz)

00 s^

oos^

oos

X.
2

2

s

oäer:
00S"°

a,: Nz! Nz — oos^ oos s ^: eos^
2 2 2

Ds ist äaber clis DIöiebmig äes äie Leiten cios Dreiecks bsrübrenäsn Kreises, Wklcbsn wir äen Inkreis
nennen wollen:

x^ eos^^I -s-Xz^oos^
x/ oos^ — 2 eos^ oos^ x, x, — 2 eos 1 Xz cos" x, x„

2 cos^ ^ cos- x, x,2 2 " ^
0.

^Vus äen clrsi übrigen Dörmen erkalten wir:

oos^ x.
2

: sin^ X2
2 : sin^

sin- x.^
2 '

-oos' zXz
2

: sin^

sin^ x.
2

: sin2 X-.
2 '

— oos^^
2a,: Nz! g,z

nncl sinä äaber <lie Dleiclmngen äer ärei anäeren Kreise, welebs.je sine Leite äss Dreiecks unä äie Verlange-

rungen äer bsiäen anäeren bsrübrsn unä äie wir Ankreise nennen wollen:

x^oos^ -^-x^sin^ -s-x^ sin^ ^

2

X.

2

x^, SIM

-!- 2 sin^
^ 2

^ -

— 2 sin^

2 eos^ sin^ Xg X^

oos^ x, > » x„- ' SIN^
2 2

oos^ x,
2 ^ ^

! sin^ oos^
2 2

sin^ x,
2 X' ^ ^

2 sin^ sin^ ^

81Q^ X» X„

2
x«

/ ^2 x^

oos^ X.

0.

Diu äiese Dleiobungsn in äis allgemeine Dorna äer Kreisglsiebung in trimstriscben Dooräinatsn ^u bringen,

bestimmen wir äen Dactor k aus äen auk äer vorigen Leite ausgestellten Dlsiobungen:

etc. etc.

2-^2-^- sw ^ -^7-
SIN LIN x^

sin X, -s- k sin Xz
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vür den Inbreis wird
4 oos^ oos^ ^ oos^ ^

to — — 2 2 2
Zw ^ sin sin ^

xekundell, und ist somit (Iis Vteiobung dos Illbreises:
oos^ ^^ oos^ ^2 oos^ ^ ^

I x^ 2 -j- X, ^ 2^ X, 2 » (x^ sin ^ X, sin ^2 X, sin ^2)
V sill sili ^2 sin 4.Z /

4 evL^- e08^- e08^- ^ - x > x i - ^ ^2 2 2 (Xy Xg 8M -s- Xg X; 8IH ^ -j- x^ Xy 8IQ ^.g) — 0
sill sill ^2- sill

16. vis VIsietmllg des Xreisss, Wötober durob die Nittkll der 8sitöll dös vulldamelltnldreieoks Akbt,
bat die vorm:

(a. x. -j- Ä2 x, g.z x,) (x, sill -> x, sin L.2 ^ x, sill ^) -j-
v (x^ x^ sill L., -j- Xz X; sill ^ -j- x^ x^ sill ^ o.

vis Nittöll der Lsitöll s^ Sz s^ bllbsn äis Loordinntöll: (o, sill 4.z, sill ^) > (^iu o, sill (sill sinL.^, o,)
wstobe dsr Reibe llllob ill die vorstebende vlsiotumg sillZesetiit, dis LsdillAUllASAlsiobullZsll

a, sill ^ -j- llz sill ^ sill

g, sin ^ -s- sin ^ ^. sill ^22'
Sill >.2 ^ ^2 Lill ^ ^ c, ^ ^-Z

liefern. Hieraus erbätt man:
k . ^ . I: .

a, ^ oos n.2 ^ -^2' ^ ^ ^ ^2' ^ "
und ist mittun die VteiotmllF dss sog. tVIittönbreises:

(x^ eos ^2 ->- Xz oos ^ ^ oos (x, sill ^ ->- Xz sin ^ ^ ^in
— 2 (Xz Xg sin -j- Xz x. sin ^.2 ^ ^ ^

oder in andsi-sr vorm:
x^ sill ^2 ^ ^-2 Los ^2 ^ ^-2 Los

-^- (Xz Xz sin ^.2 ^ sill X2-sin — o.
visss VIsiotuillA wird anoti duroti dis Loordinatsn dsr vusspuntits dsr Ilödsn dss vulldamglltgldrsisoks, wstotls
(0, oos oos L.2)! (Los ^z, 0, oos ^.2)! (oos ^2' Los ^2' c>) sind, dokriodiZt, mittun tisMN disss vunkto nuk
dor vorixtisris des Nittöllkrsisss.

17. Lind tu lldkskür?tör ve^siotillllllA 8 -- 0 uad 8. 0 die vteiotumAöll Zweier vreiso in orttroZo-
nlltkll (üoordiulltell, so rexrüselltirt die VteiotmllA 8 — k 8^ — 0 t>el!g.ullttiotl einen durot> die 8otmittpllllt!tö
der beiden ersten Xreise Aebenden Xrsis. vür Ic — 1 iedoot» stettt ctie VteiotmnA eine Vernds vor und ?wnr die
Rlldiolltnxö der beiden Lirsise. In trimetrisoben Loordiimten blldet mnn die VteiobuuA dsr RndiontaxeZweier
Xrsise, imokdem man die VtsiobullAen dersstben iu die vormen:

(n^ x. a.2 Xz llg Xg) (x^ sin ^ -j- Xz sill ^.2 ^ x, sill b (Xz x^ sin -s- x^ sin x^ Xz siu ^ 0
(ll'2 x^ -j- ll'z X2-^- n'z x^t (x. sin L., -j-Xz sill ^2 ^ Xg sin ^.z) -s- k (Xz x^ sin ->- x^ x, sill ^ ^ x^ X2 sin — 0
gebraobt bat, durob sinknobs 8ubtrg.otioll nts:

(^ — ll'2) x^ -(- (»2 — ^2) X2 (^ ^ ^ ^ 0.
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' II.
Untei-suclmng ökl' mei-kwüi-öigen Punkte äe8 vi-eiecks mit ^nwenciung äer

vei'steiiencien 8ätie.

>Vir betraebten snnäebst die vis? bekannten Dunkle, den 8ebwsrxunkt 8, den Ilöbsnsebnittpunkt H,

den Nittelxunkt II des Dmkreisos und den Nittelpunkt N des Nittsn- oder Dsuerbaeb'sebsn Ilreises, von weleben

bereits 8teinor (gsometrisebe Lonstruetionen II, §. S2) naebgswiessn bat, dass sie auf einer Deraden liegen und

barmonisebo Dunktpaaro sind.

1) Oer 8ebwsrpunkt 8.

Derselbe wird bestimmt eis der 8ebuittpunkt der Verbindungslinien der Deken mit den Kütten der

Dsgenseiten, der sog. 8ebwerlinisu.

Die Dlsiebung der von der Deks /I, ausgebenden 8obwerliuio bat naeb (I, 12) da V, der 8ebnittxunkt

der 8öitsn Sz und s^ ist, deren Dloiebungen x^ — o und x^ — o sind, die Dorm:

Der Daetor >r ergibt sieb sofort — sin sin ^ mitlnn ist die Dlsiebung:

^ x^ sin — Xz sin ^ — o>

Die Dleiebungen der von den lieben ^ und ei., ausgebenden Leliwsrlinien sind:

Xg sin ^ — x. sin ei, — o

x, sin ei, — X2 sin ei^ ^ u

Die Lumme dieser drei (Ilvielningen ist identisob — 0, mitliin gelien naeb (I, 12) die von ibnen roxrässntirten
Deraden durelt denselben Dunkt.

Die Loordinaten dieses Dunkles worden naeb (I, lO) gefunden:

x, — sin ^i.,. ^u ei^

x., — sin eig. sin ei,

x., — sin ei,. 5Üi V,.

2) Der 8ebnittxunkt der Höben II.

Die KIsielning der von der Delce /I, ausgebenden Höbe bat nieder die Dorm:

x- u Xg 0

Der Daetor ir ergibt sieb liier ^ eos ei^: eos ei., mitbin ist die Dloiebung

x^ eos ei., — x^ eos ei, — 0.

Die tlleiebungen der von den Dekou ei, und ei,, ausgebenden Höben sind ontsxreebsnd:

x, eos ei, — x, eos ei, — 0

x, eos ei, — x, eos ei, — 0.

Die 8umme dieser drei Dleiebungon ist nieder idsntiseb — od. b. die von ibiiön reprässntirten Deradon geben
dureb denselben Dunkt.

Die Loordinaten dieses Dunktes werden gefunden:

x, — eos ei,. ^us ei,

x, — eos ei,. eos ei,

x, — eos ei,. uos ei,.

3) Der lilittelpunkt dos Dmkreisos II.

Derselbe wird bestimmt als der 8ebniltxnnkt der unk den 8eiton des Dreiecks in ibren Kütten srriek-
tetsn Normalen.
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vis Mitte der Seite s^ ist der Lebnittpnnkt dieser Seite, deren vloiebung x, ^ o, ist und der Sebvor-
linie von der veko aus, deren vleiekung als x^ siu ^ Xg siu ^ 0 gefunden vurde, mitbin bat die
Vleiebung der auf s^ iu der Mitte srriebteten Normalen die vorm:

x, — p. (Xz sin ^2 — — 0.
vor Factor p. vird aus äer Bedingung, äass cüe vorade auf x, — 0 normal ist, naeb (I. 9) gefunden, als:

^ ^ 1
^ sin (^2 ^s)

mitbin ist clis Vleiebung cler Normalen)
x, sin (^2 — ^z) ^2 sin ^2 ^ x, sin — 0.

vis Vleiebungen der auf Sz und Sg in den Mitten erriebtston Normalen sincl analog:
— x, sin -^- X2 sin -j- Xg sin — 0

x^ sin — X2 sin ^2 ^ ^in — L.z) — 0
Multiplioirt man clis erste Klsiebung mit sin^L.,, clis x veite mit sin^^z ^uid clis dritte -mit sin^z, so ist ibre
Summe identiseb — ^0, d. b. die drei Normalen geben dureb clenselden vunkt.

vie Loordinatsn dieses vunktss verclen gefunden:
* x, — eos V.,

Xz — eos
Xz — eos ^

4) ver Mittelpunkt dos Mittenkreisss M.

Vir bestimmen den Mittelpunkt des Nreisos, volebor dureb die Mitten der Seiten des Dreiecks gekt,
als SeknittMnkt der Normalen, velebo auf den Verbindungslinien der Mitten der Seiten in deren Mitten orrioktet
Verden.

vis Loorclinaten der Mitte der Voraclon, vslebe die Mtten der Seiten Zz und Sz verbindet, vorclon
leiebt (naeb I, 7) aus den Ooorclinatsn der Mitten dieser Seiten gefunden, als:

„ sin /V. sin
x, — 2 ^—: ^sin

Xz — sin ^.g
Xg — sin ^2

vis auf der Verbindungslinie der Mitton von Z2 und Lg errielitote Normals ist der von L,, ausgebenden Höbe,
deren Vleiebung als Xz eos L.2 — ^8 eos — 0 gefunden vurdo, parallel und bat daber ibre Vloiebung naeb
(I, 19) die vorm:

(x, eos ^2 — ^8 ^ iX sin -j- Xz sin ^ -j- Xg sin V,g) — 0.
vor Vaetor ir vircl aus der vedingung, dass die vorstobenden voordinaten die Vleiebung befriedigen, gefunden:

^ sin (^2 ^
4. sin ^2 ^-8 '

vslebsr Vertb singssotxt, die tlloiebung liefert:
X; sin sin (1^2 — -^2) ^2 (^s — ^ ^ ^2 eos ^2^! ^ ^ sin (^-z ^ ^ ^2 c>.
vis Vleiebungen der entsxrsebenden Normalen auf den Veraden, velebe die Mitten clor Seiten Sg und s^, sovis
6; und s, verbinden, sind:

x, sin V., ^sin (L.2 — -^i) ^ 4 sin iliz eos Xz sin sin Xz sin V.z ^sin (Vz — V,) -j- 4 sin eos L.g) — 0

x^ sin ^in — ^2) ^ 4 eos sin ^2^! ^ x zSin ^ ^in ^ ^2^ ^ ^8 -^s ^ Vz) — 0.

* vass sieb dieselben planimstrisob sebr einkaeb als r. eos r eos ^.2, r cos ergeben, venn r den
Radius des Umkreises bedeutet, bedarf kaum der vrvitbnung.

2
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KIultiMoirt man Äs erste Vlsiolmng' mit sin äis xvsits mit sin L.z, äis äritts mit sin so ist ikrs Summe
iäsntisok — o, ä. Ii. äis von ilmsn rsprässntirteu Veraäen Asksn äurok äeusellzsn vnnkt.

vis llooräinaten äissss vunktss veräen Zelunäsu:
x. ---- cos ^ ^2)
x, oos
Xg eos

vis Relationen
oos — oos (^z -j- ^.z) — sin ^ sin — oos ^ oos ^-z

oos (^.2 — ^ -^2 -j- oos ^ Los ^.z
lassen uaok (I, 7 unä 8) solort srkennsn, äass äis Runkte II unä KI aul äsr äurok äis Runkts 8 unci II Ks-
stimmten Seraäsn lieZsn unä sin äsnsslksn xuZeoränstss karmonisekss Runktpaar kiläsn.

vis VIsiokunZ ikrsr vsraäon ist'
X; oos sin ^ sin (^.2 — ^s) ^ ^2 oos sin ^ sin x^ oos ^ sin ^ sin — 2K.2) — 0

KVir bsstiinmen soklisssliok nook äas Verliältniss äor 8trsoksn, in veloks äor ^dstanä V 8 äurok äsn
Runkt HI rssp. II Aktkeilt virä.
8stxen vir in äis unter (I, 3) Zslunäene Rormel:

^ 2 r sin ^.2- Hz-
^ x, sin 2^2 -j- X2 sin ^ ^ Xz sin ^

lür x^, Xz, Xz äis vooräinatsn äss 8okvsrpunkts 8 ein, so virä
2
3 ^

In äersslksn KVsise ünäsn vir kür äis vooräinatsn äes vökenpuukts II:
p 2 r,

lür äis Looräinatsn äes klittelpunkts äss Umkreises II:
p r,

lür äis Looräinatsn äss klittslpunkts äes klittönkreisss KI:
1

^ 2
klultixlioiren vir nun äis Zslunäensn vooräinatsu äsr ketr. Runkts mit äsm xuZskvriAen KVsrtks von p so Zeken
äis Resultats äis virklioksu vänASn äsr klormalsn von äsn kstrstksnäsn Runkteu aul äis 8eitsn äes Runäamsntal-
ärsisoks an, aus vsloksu siok naok (I, 7) äis Rksilverkaltnisss srAsksn, als:

KI8 ^ ^ 1
KIII ^ 3

II 8 ^ ^ 1
11V 3

ö.

viesslks intsrsssants Rexiekung lielsrt äis RstraoktunZ äss Mittelpunkts äss Inkreises ä., äes Raäioal-
osntrums äsr ärei Ankreise R, unä äss 8oknittpunkts R äsrMisssn ärsi Voraäen, vsloks clis Reken äss vrsieoks
mit äsn LerkkrunFspunktsn äsr VsZsnseitön unä äsr kmkrsiss vsrdinäsn, xu vsloksn als vierter vunkt visäsr
äsr 8okverxunl!t 8 tritt.

1) Der Mittelpunkt äes Inkreises ä.
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vsrssids virÄ dsstimmt als Äsr Loimittpunict Äsr vuidirunFsiinisn Äsr >Vmimi ^z, vis tlisi-

odunFsu Äisssr VsraÄsn sinÄ:

Xz — Xg ---- o; Xz — x. --- o; x. — x^ o

vu Äis Lumms icientisoii — o ist, so Fsiisn Äis VsruÄsn Äursii Äsnssidsn vunkt, Ässssn VoorÄinuten 1,1,1 sinÄ-

2) vus RaÄiouiosntrum Äsr L.nimsiss v.

vs^siolnisn vir «Iis Nittslpunkts Äsr ^nl^rsiss mit A„ Az, Az vsnn sis mit ^.z, ^z rssx. uuk vsr-

sedisÄensn gsitsn von s„ Sz, Sg lieAsn umi iirinZsu Äis in I, 14 uulZsstsiitön dlsiokunZön Äsr ^nimsiss in äio
vorm:

x, -j- s-2 Xz »g Xz) (x^ sin L., -j- Xz sin ^z -j- x^ sin ^g) -)- k (Xz Xg sin L., -s- x„ x, sin ^.z -s- x, x, sin ^g) — o
so srduitsn vir Äuroii vsstimmunZ Äss vuotors v, vis clisss Äort tur «Iis VisiolnmZ ciss Inkrsisss auAsZsdsn,

vorcisn ist, kür äis ürsiss um Az, Az, Ag Äsr vsilis nuoii Äis VisiolmnZsn:

sin ^ x^ sin ^z Xz sin ^g)
/ oos^ ^ sin^ sin^ -
I X, 7 ^ ^2 ^ ^ ^5 77 I (^1

V sin sin ^z ^ sin /

4 oos^ sin^ siu^ ^ ,
- 2 2 2^ (x, Xg sin L., -j- Xg x, sin ^z "N ^g) — 0

sin 2^,. sin ^

sin^ Xr oos^ sin^ X

x, 2^->- Xz 2^-X Xz ) 2 ) 0, sin ^ -X Xz sin ^ »in
sin sin ^ -

4-sin^^-. oos^-^X- sin^ ^ .
-- 2 2 , 2 (Xz Xz sin -s- x^ x^ sm ^ N" x, Xz sm 2lz) — 0

sin sin ^2-

/ sin^ ^ sin^ 2^2. ^.ggt X
> x, 2^ -s- X2 2 -j- x^ 2^ I (x^ sin -^- Xz sin ^ sm
V sin sin /

4. sin^^!-, sin^^'. oos^ ^ ^
— 2 ^ 2 ^ sxz Xz sin -j- Xz x^ sin 'l" x, x^ sm 0-

sin sin ^in ^.z

^us äsr ersten uuci ?vsitsn VIeiclmnZ dsstimmsn vir nnod (I, 17) Äis vuÄiouiuxs Äsr vrsiss um A, unÄ Az uis

x, sm 00s ^-— ^ —x„ sm ^1, oos ' „—' -^-x„2.sm^-^ sm ——- — <>.2 - - 2 2 2

vis KIsiolumMn Äsr RaÄisuIuxsn Äsr ^nimsiss um Az unÄ Az, sovie um Ag unÄ A, sinÄ unulog:

^1., . ^1>, ^1q i - » z
X, 2 snn ^ SM —' ^ X. SIN eos ^ ^ — X SM L.Z. oos ^ — 0

1 2 2 2 -> - 2

— X SM ^1, oos - - ^ X, 2 SIM SM —^ ^ X SM ^1,, oos ^ !, — 0.
II 22 2 ^ ii !> 2

^V
Nuitixlioirsu vir Äis erste VisioimuZ mit sin ^g. oos clis ?vsits mit sin oos Äis Äritts mit sin ^z. oos

so vsrsolivinÄst ilirs Lumme icientisoii, Ä. ii. Äis ciuroli Äisss KisiolnmAen vorZsstsIitsn RuÄiouIuxsn Zsiisn Äuroli
ÄonssIIisn vunlct.

vis Loorciinutsn Äss Loimittsxuniits Äisssr cirsi VeruÄsu, uiso ciss RuÄiouiosntrums R, vsrcisn AskunÄsn

— sin ^2 sin oos ^2.
—

2 '

2'

2 ' ^2

— sin sin
2 '

oos
2

sin
2 '

sin ^2
2'

oos
2

^-2
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3) Der ll nickt v.

Der vunllt v ist äsr 8sllnittxurckt äsr VsrbinäullAsiiniön äsr vsksn L.., ^ mit äsn vsrüllrunAs-

punlltsu äsr rssx. 8sitsn s„ s^, s^ unä äsr ^.ickrsiss.

8st/sn vir in äsr VisiellunZ äss ^.nllrsisss um A„

x,2 sos^^ -s- x/ sin^^ Xz sin^^ -j-2x^x^0082^ siu^ — 2 x, x, siu^^-

-j- 2 Xg x^ si»2 ^ eoz2^ — o

Xz — o, so srllaitsn vir:

^ x„ siu2 — x^ siu2^ ^ o
voraus:

x^: x,^ siu- ^ : sin2^

lolZt, mitllin siuä äis Ooorcllnatsn äss vsrullrunFSpuickts äsr 8eits s^ unä äss ^ickrsisss um A^:

x. o; X, sill2^°; x, sin^^

vis VisieduuA:

x^ siu2 — x, siu2^' — o

stellt sius äursll äis vells ^ (äsn 8sllnittxmckt äsr 8sitsn Sz unä s^) gsllsnäs Vsraäs vor unä äa illr äis vor-

stsllönäsn Looräinatsn AsnüZsn, so ist sis äis VIsiskynA äsr Vsrbinäungsiinis von mit äsm vsrüllruuAsxunkt

äsr Lsits s^ unä äss ^nllrsisss um A^.

vis VisisImnASn äsr äis veksn unä ^ mit äsn sntsxrsolisnäsn vunlltsn äsr Lsitsn s, unä s, vsr-
biuäölläsn Vsraäsn sinä:

sii^s — x, sin^i2 ' 2

. ?L,,811,2^- — X, SII>2 '
2 ' 2

vis 8umms äisssr VisiolmnZsn ist visäsr iäsntisoll — o ä. ll. äis Vsraäsn gsllsn äuroll äsussillsn vunlit.
vis Ooorcllnatön äissss vuicktss v sinä:

x^ — sin2^-. sin2

x, — sin'^ . sin^ 7^1
" 2 2

Xg — sin2^'. sin2

4) vis Looräinatsn äss 8sllvsr^unllts 8 sislls unter II, 1.

vis ^ääition äsr visrlaellen Looräinatsu äss vuicktss v ^u äsn Oooräinatsn äss 8ellvörpuickts iislert:

Sill Siu -v 4 Sill2^ zii,s ^ ^ zji, ^ <>iZL"^22 2 2 2

sin sin ^ -j- 4 sin2^- sin2 — 4 sin^ck zj,, g<zz ^

sin sin -j- 4 sill2'^ zj^s ^ sin^'. sin ^ cos

viss sinä äis Oooräinaten äss vunllts v, ä. Ii. R lisgt aul äsr äurek 8 unä v llsstimmtsn Vöraäsn.
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vis 8udtrnetion äsrssldsn äuZSAgn lisksrt:

sin ^2- sin — 4 siu^- sin2 — 4 sin^-. sin sin

sin sin ^ — 4 sin^^ sin^ ^ 4 sin^. sin sin

sin sin — 4 sin^> sin^ ^2 ^ 4 ^2
2 2 2 2 2

Dies sinä 'Wsrtks, äsrsn Vsrliüitnisss — 1 sinä, oäsr äis Looräinutsn ciss vunlctss 4; mitlnu lisZt äisssr ?unkt
uuk äsr VordinäunZsIinis von 8 unä 4.

Moli (I, 8) ist uusli v unä 4 sin äsin vunktxnur 8 unä 4 Iinrmonissk son^jugirtss. vis VIsiskunZ äsr
Vsruäsn äisssr 4 vunkts ist:

x. sin (sin ^ ^ sw ^-2) ^ ^2 sin ^ («w ^ — sin ->- x^ sin ( sin — sin ^ 0,
oäsr:

x, sin sin^' sin ->- X2 sin ^ ^in zür -j- x.^in sin^> sin - ? ^ ^ 2 ^ ^

vm 4is 41iöilvsrkültnissö äss vlbstulläss 84 äursk äis vunkts v nnä 4 2U knäsn, dsrssknsn vir visäsr
nneii (I, 3) ciis vastorsn p, init vslsksn clis Askunäsusn xroxortionulsn 4ksils äsr vooräinutsn äsr vunkts
muitixlisirt vsräsn müsssn, um äis virlvieksn vüngsn ^u lisksrn.

vür äis Looräinatsn äss vunkts 3 ist obsn Zskunäsn:

vür äis Oooräinutsu äss ?unkts 4 knäsn vir:

p ^ 8 r,
kür äis Looräinntsn äss vunkts R:

p 2 r,
kür äis Looräinatsn äss vunkts 4:

0 — 4 r sin —sin sin
^ 2 2 2

Nultixiieirsn vir visäsr äis Zökulläsnsn vooräinutsn mit äisssn ^UFsIiöriZsn ^Vsrtksn von p unä dsstimmsn nusk
(I, 7) äis 4ksilvsrkültnisso, so knäsn vir:

V8 ^ > 1
R4 ' 3'

4^8
44

e.

vrsi veitsrs VruWSN Imrmouisoiisr vunktxnnrs, vslsks äsr voriZsn sntsxrssksn, srimltsn vir, vsnn
vir äsn Nittsi^unkt ^s sinss ^ukroisss, äus Rnäisnlosntrum äss Inkröisss unä ^js ^vsisr ^nkrsiss, äsn 8skvsr-
xunlit unä sinsn äsm ?unkt 4 sntsprssllsnäsn 8oimittpuukt äsr Vsrkinäungslinis ^js sinsr Loks mit äsm vs-
rükrunAsxunIct äsr tüsFsnssits unä äss Inkroisss mit äsn VsrdinäunAsIinisn äsr dsiäen unäsrsn Dsl:sn mit äsn
vörüIirunZsxunktkn äsr KsZsussitsn unä äsr äisss 8sitsn von Müsssn ksrükrsnäsn ^nkrsiss in VsrtuussinmA ins
^uZs knsssn.

2*
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1) Vis Nittelxuukts der Ankreise A„ Az, Az.
Oer klittelxunkt ües Ankreises A, ist der Lcknittxunkt der Unlkirungslinien des "Winkels und

üöt' klekenvinksl von ^ unä ^.g. vis dlsieliuiigen dieser (teraden sind:
x^ ^ Xg 0,
x- x. ^ 0.
Xi x,^ 0.

Nultixlieirt mau die dritte dlsiekung mit — 1, sc» ist ikrs Lumme ideutisck — 0, 6. Ii. die Kernden geken
durek einen?unkt, dessen Loordinntsn

x, ^ — 1,
Xz -I- 1>
Xz ^ 1

sind. Vis tloordinnten der Nittslxunlcts Az und Az sind:
x, — 1, x^ — -j- 1,
Xz — —1, und Xz — -j- I,
Xz I I, Xg 1.

2) vis Rndienleentra, des Inkreises und )e ^veior Ankreise Rz, R>.
Verkinden vir naek (I, 17) die dleickung dss Inkreises d.:

^ cos^ ^ ^ cos^ ^^ cos^
I x. 2 -j- x, 2 -j- x, 2^ I (x. sin ->- sin ^ ^ Xz sinV sin ^ sin ^.z Lin ^.z/

4 eos^ eos2 eos^ - , > - » : - » >
— 2 2 2^ (Xz Xz sin ^ -j- Xg x. sin ^ ^ x, X2 sin — 0

sin sin ^2- ^in ^
der Heike nack durek Luktrnetion mit den nnter II, H, 2 ausgestellten Klsiekungen der Ankreise um A„ Az, Az,
so ünden vir die dleiokungen der Rndienlnxen dss Inkreises und des Ankreises A,:

x. 2. eos^ cos -2-^—? -j- x,. sin ^z «>n ' — Xg sin ^ sin ^ 0,
dss Inkreises und des Ankreises Az!

— x^ sin L., sin ^^ Xz 2 eos^"^. cos^—x^ sin sin-?—— 0,
dss Inkreises und dss Ankreises Az!

x, sin sin ^^2—^ — Xz sin ^z ^—2^^ ^Xz2.eos^^ eos ——̂ — 0.
-» .. L. ..... ^

Nuitixlieirsn vir die ?veite der vorsteksnden Kleiedungsn mit — sin ^.z. ^^ 2^' ^ dritte mit sin ^g. sin -^,

und die in II, IZ. 2 nukgesükrts klsickung der Rndieuluxe der Ankreise Az und A, mit sin sin , so vsr-

sekvindet die Lumms dieser drei kleiekungen identisek, d. Ii. die Radiealaxen der kreise .1 und Az, ,1 und Az,
Az und Az geken durek dönsölben kunkt. Die «Koordinatendieses Leknittxunkts, d. i. des Itadioalesntrums der
kreise um dz, Az, Az Vörden gesunden:

x. — eos ^. cos cos ^
^
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^
oder nnob Division mit sin eos eos :

eos - sin ^ sii

X. -j n ' Xg ^ -s- ^ ^ ^ L.g
sin -t Los ^2 Los -s2 2 2

x. —

X2

Xg — ^

sin —2 - ^2
2 x. ^

sin ^2
2

^2

L08 '

2
Los

2

cos ^
-
2

sin ^2
2

und X, —
sin

2
L0S ^-2

2

sin - ^
2

Xz ^ ^
Los

2
^2

L0S ^-2 '
2

sin ^2
2

3) Dio Dünkte D„ D,, Dg.
^.us der Dieiebnug des Inkreises erbnlten vir dnrob snoeessivss Dünsst^en von x^ — 9, Xg — 9, Xg — 9,

die tHeiebunZen:

1) Xg L0S^? — Xg eos^ 0,

2) Xg L08^- — X, L0S''^'- — 0,

3) X. Los^ ^ — X, L0S^ — 0,

vvelebe nnok dem unter II. B. 3 Bemerkten die ksrndsn reMssntiren, velobs die Leken ^2 uiit den
BsrukrunFspunktön der resx. Dexenseiten Sg, Sg, Sg, und des Inkreises verbinden.

Die Dleiebunsen der drei Ankreise liekern nnob demselben V erlnbren die lobenden DieiobunZen der

der Ankreis um A„:

4)xg sin^ ^-2
2 — Xg sin^ ^2

2
^ 0.

S) ^ sin^ ^-2
2 -s- x^ cos^ 2

^ 0.

6)x, L0S^
2 Xg sin2 ^2

2
— 0

7)^2 cos^ L-2
2 -t- Xg siu^ -^-2

2 0,

8) Xg sin^ ^-2
2 — Xg sill^ 2

— 0.

S)x. sin^
?!

-^- Xg L0S^
^2
?!

— 0



16

dsr Ankreis um Ag!

1V) Xz sin^ -j- Xg eos^ — o,

11) x, coz2 sm2

12) x, sin^ — Xz sin^ ^ — o.

vis Lumme der drei ersten dleiebungsn ist identiseb ^ o; ebenso die Summe der dleiebungen 4, 5, 6

sovis 7, 8, 9 und 10, 11, 12, venu die dleiebungen 6, 7, 11 vorber mit — 1 multiMeirt Vörden, d. Ii. die

dureb ^'ede dieser 4 druxxen von dleiebungen rexrüsentirtsn drei deruden sebneideu sieb in demselben vunkte.

viese 4 vunbts Verden vir sxüter bebundslu.

det^t lassen vir die dleiebungen 1, 11, 9 ins vluge und erkennen, duss, vsnn 9 mit — 1 multixlieirt

virä, ibrs Lumme — o ist, dass also uueb die von ibnen vorgsstelltsu deruden dureb denselben vunkt gelien.

Ls rexrüsentirt über die dleiebung (1) die Verbindungslinie der Leks mit dem vunkte, in velebem

dsr Inkreis d die Leite s^ berübrt; die dleiebung (11) die Verbindungslinie der Lelm ^ mit dem vunkt, in

velebem der Ankreis Ag die Leite Sz berüiirt, und die dleiebung (9) die Verbindungslinie der Lelm ^ mit dem

vunkt, in velebem dsr Ankreis Az die Leite s, berübrt. Der Lebnittxunkt dieser drei deruden, vslelisn vir mit
v, be^eiebnen vollen, bat die doordinuten:

x, ^

eos^.
eos^

2

eos^-.
2

sill^
2'

sin^V
eos^ ^2

2 '

vis doordinuten dsr sntsxreeböndsn vunkts 1^ und Ib verdsn uns den dleiebungen 2, 6, 10, sovis
3, S, 8 erbulten:

x. —
sin^. eos2^,2 2 eos^-. sin^

— eos2—-V eos^^Z-
2 2 '

und x-
sin^-. eos^

eos^-. sin^ —2 >2 2 — eos^^. oos^^-.

vis Addition dsr doordinuten des lkudieuleentrums v, ^u den doordinuten des Nittelxunkts lielert.

eos ^-> xin -- sin

-Ii- ' - - -
sin

2

sin ?
—

2

eos ^2
2

sin
2

^2

eos
2

-j- 1 -I 2.

sin
2

sin —2. eos^-
2 1

eos -2.
2

sin eos—u
2 2

eos —
2
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2
Die 8ulztraotiou äaZoZoo lioksrt:

— 1 —

-k 1 -

4'
C08 —z. oos

2

eos
2

siu
II

siu ^2
-

2

eos ^2
2

sin - ^2
2

eos ^2
2

sin ^2oos—<

oos
2

. oos^^
2

siu
2

siu ^.
2 oos^-

eos
2

siu —^ 008-^

-j- 1 -j- _ ^ ^ Z.
cos ^

2

voraus vir äuroü iviultixlication mit ^ ^ ^ ... ^

vs lioZou somit äio vuulcto Az uuä R, auk äor äuroli 8 uuÄ 1; dostimmtou lloraäsu uuä siuä äou-
solbon Iiarmouisoli oouMZirt.

vasselbo gilt von äou luulctxaarou Az, Hz uuä 8, 1z; sovis vou Az, Rz uuÄ 8, 1z.
vis VloioliuuAku äor Voraäou, auk vsloiisu äioss luuloto lic^cn, siuci:

x, sill siu siu ^ ^ -j- Xz siu ^ eos oos—° ^ — x, sin ^ cos cos ^ ^ ^ — g

— x, siu L,, cos oos —? ? -l- x. siu iV. siu siui 2 2 2
^ 1 ^ ^

x, siu ^., cos -U. oos — ? — x„ siu oos —^ oos' ' 2 2 ^ " 2 2

vor vaotor p, volodor äuroli Nultiplioatiou äio ALkiiuclousu Vorliältuisso clor Looräiuatsu äor iiisr bo-
liauäslten vuukto iu äio virliliolisu vaugsu üdorkülirt, virä

kür äio Vooräinatou äor luulcto R„ Rz, R,, Zsraäo so, vis kür R, als 2 r,
kür äio dooräiuatou äor vuuloto 1„ 1z, 1z, Zoraäo so, vis kür 1, als 8 r,

kür äio dooräiuatou clor l?unloto A„ Az, Az, eutsproolioucl 1, als 4. r. sin t ^ cos -> oos ° '

2
-

2

^2 -

^2
; —- 0"S ^-2 _

2 2

oos ^ ^
2

^2 ^

^2 siu —c.H ^2 ^
2 ' 2

4 r. oos siu ^ oos ^ ; 4. r oos oos - . sm —Aokuuäsu.

^us äou väuFöu liöstimmou sioli äio Ilioilvsrliältllisso:

2 2 2

v, 8 . Vz8 ^ Rz8
R, 1 Rzl Rzl
A, 8 _ Az 8 A, 8 1

A, 1 Azl " Azl 3

v.
Im lkolAöuäöu !?ioliöu vir iiooli oiuo Rolliö von luulctou iu clio vutorsuoliuuA, vou vololiou siol» voli^

uaolivöisku lässt, äass sio ?u D äroiou auk oinsr doraäou lisASu, ?u vololiou ^joäooli äou vierten Iiarmouisoliöu
viiiikt siu äoutou, dis ^jot^t uiolit AöluuFöii ist.
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vis tloorÄinntsn Äieses vunkts, velelier v lisissen soll, verÄsn AsIunÄen:

X. SIN-^. oos eos X, ^ tg.HA

Xz — eos-^. SIN -^. eos oÄer Xz --- tunZ

x. — eos —cos . sin x,. — tans
^222

vurok lAnsst^sn Äsr ^Vertke x, ^ 0, x^ ^ 0, x^ ^ o in clio VleicliunAsn clor Ankreise srliulten vir

Äis LoorÄingtsu Äsr LörukrunZspunkte Äiessr Lreise mit Äen Leiten Äes vreiseks.

Vor Ankreis Az bsrükrt Äis Leiten:

Sz in: s^ in: s^ in:

Xz — v, ^ ^
2 2

0, x^ 008^-

Xz ^ Sill2—-- Xz ^ eos^i Xz 0.

vor Ankreis Az lisrülirt Äis Leiten:

8z in:

o,

^2 ^ — sin2 ^s.
2

eos^ ^.z
2

»z in: Sg in:

x, sin2 z.. ^ eos^2 2

0, Xz--— sin^^

x^sin^—i. 0.

ver Ankreis Az ksrnlirt Äis Leiten:

8; in: 8, in:

Xz-- 0, x.-- eos^^ Xz--sin^-^.

Xz-- eos2^, Xz-- 0, Xz---8in2—

x, ^ — »iii2 ^ ^ ^ ^ siii2 x^ o.

2

Ilisrnus erliultsn vir in VsrlnnÄunA mit Äsn voorÄinntsn Äer Mittelpunkte cles Inkreises unÄ äsr rssp.
Ankreise Äis dlsieliuiiASn Äer lzstrelksnÄen VerbinÄunAslinisn.

vis VlsielinnA äer Vernäen, vslelis äen Mittelpunkt äes Inkreises I mit äsm verülirunZspunkt äss
^.nlirsises A, unä Äer Leite 8z verbinäet, ist:

X, ^ Sili2 ^2. , -^z ^ ^2 ^

vis tZlsiclninA Äsr dsrnÄen, vsleks Äen Mittelpunkt Äss Ankreises Az mit Äsm vernlirunAspunkt Äss
Ankreises Az unÄ Äer Leite Sz verlnnÄet, ist:

^oos-^i. -^-Xz ^sin2^ —eos- ^
X., sin^ — g.

vis lHöieliuuA Äer VernÄen, vslelis Äen Mittelpunkt Äes Ankreises Az mit Äsm lZerülirunAspunkt Äss

Ankreises Az unÄ Äer Leite Sz vsrbiuÄst, ist:

Xz oos^-^r ^ Xz sin2-^ -j-Xz j eos^^Z. — sin^ ^ ^ o.
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Nuitixiioirsn vir disss VisiolnillMN der Deiks nnok mit — oos^ -^-, sin^ -^-, siiD so vsrsLkvindst

ikrs 8nmms idsntisok. vis dndurck rsxrässntirtsn Vsradsn gsksn also durok dönssiksn DunDt D,.

Vis Doordinntsn dissss Dnnktss vsrdsn ßstnndsn:

x, --- sin . sin ^-. sin ^, Xz--- tnnZ
^ ^ ^ »

Xz — cos-^'. cos ^ ocior auoli x^— cotg - ^,
4 4 »

x, — oos-^-. sin -—?-. oos —^-. x,— oots
' 2 2.2 ° ° 2

In ZIsieksr ^Vsiss sekneidsn siok in sinsm Dnnkts Dz VsrbindullAsIinisn dsr Nittsixunkts Az, d, Az mit dsn

rssx. vörükrunAsxullictsn des ^nkrsisss Az nnd dsr 8sitsn Sz, Sz, s^; nnd sndiiLli in sinsm Dnnkt Dz die Vor-

bindunZsünisn dsr NittsixnnDts Az, Az, ,1 mit dsn rssx. vörnkrnngsxnnktsn (lös ^.nkrsisss Az nnd dsr 8sitsn s„ s„ Sz.
Die Doordinntsn disssrDunkts Dz und Dz sind:

x^eotF^-, x, ^ootZ—

Xz tnng-^, Xz ^ LotA

Xz L0tA^ Xz ^ tNNA -^.

vis 8ndtrnLtion dsr Doordinntsn dss Dnnkts D von dsnsu des DuniDs D iislsrt:

L0S^ L0S^
2 2

— sin L0S
2

—2. oos
2 2

1

4
sin ^z. Sil! i^z,

C0S2 —L0Z2—!
2 2

— sin^ l —2. L08
2

^2. L0S
2 2

1

4
sin L,z. sin ^.z,

LVS^ ^Z. L0S^—2
2 2

— sin^ Los
2

- N. Los
2

^2
2

1

4
sin L.,. sin ^.z,

also die Doordinntsn dss 8Lkvsrxnnkts 8. Ds iisZen also dis ?nni:ts D, D, 3 nnl derssidsn Vsrndsn.

Ds Zilt ds-ssslks von dsn Dunktsn Dz, Dz, 8, sovis von Dz, Dz, 8, und sndliok von Dz, Dz, 8.

vis VIsiLkunA der Vsrndsn dsr Dunlits D, D, 8 ist:

x, sin .-V, oos^ sin -̂ 2 ^ ^ -^- Xz sin ^ eos^ sin -^-XzSin^z. oos^ sin — 0.

vis VisiLknngsn den Vsrndsn Dz Dz 8, Dz Dz 8, und Dz Dg 8 sind:

Xz sin ^z. sos^ sin —^—— — Xz. sin L.Z sin ^ 00s ^ ^ -j- Xz sin ^.z sin 00s ^2. ^ — 0,

Xz sin ^.z sill^!. sos ^ -j- Xz sin ^.z Los sin ^ — Xz sin ^.z. sin ^ Los — 0.

—Xz sin sin^. Los— 2 ^ -^-X, sin ^.z. sin L08 ^°> ^ -i- Xz sin 008^'. LN8 2 — 0,^2 2 ^"^2 22 2

3) vildsn vir ans den Doordinntsn dsr UittsipnnDtö dsr ^nlcrsiss nnd dsn Doordinntsn dsr Nittsn der 8sitsn dss

vrsisoks, dis ViöiLlimiZsn dsr disss Dnnkts vördindöndon Vsrndsn, so srlndtsn vir der Dsilis naolr nls

VIsiLdnnAön dsr VsrdindnnAsIinisn von Az mit dsr Nitts von s,, von Az mit dsr Nitts von Sz nnd von Az mit

der Nitts von Sz!
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X; (sin ^.2 — sin -j- x^ sin — Xz sin ^z — 0,

— Xz sin L,z -j- Xz (sin — sin -^- Xg sin L,z — 0,

Xz sin ^ — Xz sin ^ ^ Xz («in ^.z — sin ^) ^ 0.

Nnltiplioiron vir äioss dloioliunAkn clor Koilio nnoli mit sin ^.z, sin sin vlz, so vorsolivinäot ilirs 8ummo

iäontisoli. vis doorclinnton iliros 8olmittpiinlcts d vorclon Zokuuclon:
.

— oos SIN
2

^2 . gm
2

^3
2 '

ootZ
^1.
2

-
— SIN—d oos

2
^3 -2.. 8m
2

^3
2 '

ocler ootZ
2 '

X3 — sin . sin oos
2

^3.
"2''

ootZ
^3
2 '

viosom ?nnlct d sntsxroolisn clroi voitors ?nnlcts dz, dz, dz. üs ist nämlioli clio dlsiolinnA clor dornclon,

vololio clon Nittolxunlct ä mit äor Nitto von 8z vsrdinclst:

x, (sin ^2 — sin ^.g) — Xz sin ^z ^ sin — 0.

Dio dloiolinnZ clor dornckon, vololio clon Nitolpnnlct Ag mit clor Nitto von Sz vorliinclot, ist:

Xz sin — Xz (sin -j- sin ^.z) — Xg sin ^.z — 0.

vis dlsiolninZ clor doraclon, vololio clon Nittolxiinlct Az mit clor Nitto von 8z vordinclot, ist:

— x. sin ^ -(- Xz sin ^ Xz -^1 ^ sin ^.z) ^ 0.

ilnoli clioso clroi dsraclon Zolion cluroli äsnsoldon ?uulct, äs, clio 8nmms idror dloioknnAön iclontisoli

vorsolivinclot, vonn sio äor Roilio nnoli mit — sin sin ilz, sin ilz mnltixlioirt voräon.

vor 8olinittxunlct clorsolbon dz liat ciis doorclinnton:

oos---.
2

008 ^2
2'

oos ^3
c) ' ootZ

2 '

. ^.z
SIN - 2..

2
8IN ^2

2'
oos ^-3

2 '
oäor tÄNA

SIN--d 008
2 '

sin
2 tNNA

^z.

2

vis doorclinnton clor entsprsolisnclön ?nnl<ls dz nncl dz sincl:

x, ^ t-NNA ^ , x^ tNNA---'

Xz ootA , uncl Xz tNNZ

X3 ^ WNA ^, Xz ootZ

Lilclon vir clio dloiolinnZ clor doraäon, vololro äon ?unlct d mit clom 8olivorpnnlct clos Oroioolcs 8 vor-

binclot, so orlialton vir:

Xz SIN ^.z 2 ^ ^ ^ oosSIN —^^ -j-XzSIll L.z. vos ^ SIN —^—2 ^ g

vio dloioliiinZ clor Vordinäungslinio von dz nncl 8 ist:

Xz sin oos^ sin ^2^11^3 — Xz. sin sin ggz Xz sin ^.z sin eos ^ <z.

Ls sincl äioso dloiolningon cllosslbon, vololio vir odon tür clio dornclon Zolnnclon lindon, nnl volodon äis ?nnlcts

L, l?, 8 sovio Lz, ?z, 8 lisZon, mitliin liogon clio ?nnlcts d, dz sto. oto. nnk odsn äioson dornclon; ^'ockoolr sinä

cliosolbon niodt clio ?n ^jonon ?nnlcton 4ton lnirmonisolion.
3*
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^Vir vsnäsii uns ^st^t ?ur vstrgciitunZ äsr VöriiinäuiiZsImisii äsr Nittslpmikts äsr vsriäirmiAskrsiss

mit clöil vussximiitsii äsr vöiisii äsr vllssxmilcts.

vs sinä äis Oooräingtsll äsr vussxmcktö äsr vöiisii gut Lsits

Lz. Sg. '

x^ — o, x, — eos -^g, ^ 6os

Xz — cos ^g, Xz — 0, x^ — 00s ^l>

Xz — cos ^.2! x.i — cos Xg — 0,

imä es srZsdsii sied äis Klsicliuiigsn äsr äis Nittslpuiikts A^, Az, Ag mit äissso vliulitsa vsriiiiiäsiläsii t^srgäsii:

x, (cos — cos ^g) -j- x^ cos ^.g — x- cos L., — 0,

— x, cos ^ -s- x^ (cos ^ — cos -^- Xg cos ^ — 0,

x^ cos — Xz cos ^ -j- Xg (cos i4^ — cos — v.

vis Lrmmis äisssr KIsickuiiASii vsrsclivinäst iäsutiscli, vsim äissslbsn äsr vsiiis iigcli mit cos cos cos

multixlicirt vsräsu. vis Loorämgtsu äss Lclmittpimkts L äisssr Vorgäso sinä:

X, — 4. sin cos
2

—cos
2

^2
2

- 1,

Xg — 4. cos —>. SM
2

cos
2 2

-1,

Xg — 4. cos cos
2

siu
2 2

— 1.

vis VIsiclilliiA äer Vsraäsn, vslclis äsii Nittslpmikt ä mit äsm vussximkt äsr völis gut Lsits s, vsr-

biuäst, ist:

X; (cos L.2 — — x, cos ^ -j- x, cos ^g — 0.

vis VIsickuuMii äsr Vsrgäsu, vslclis äis Nittslpuukts Ag rssp. Az mit äsu vusspunirtsu äsr läöiisu

gut Z2 rssp. s, vsrliiuäsu, siuä:

x^ cos (vos ^ cos — x, cos ^ — 0,

— X; cos ->- x^ cos ^ -j- Xg (cos -j- cos o.

vis Lumms äisssr dlsioimiiASu vsrsoii^vmäst iäsutiscli, ivsuu mgu äisssldsu äsr Rsilis iigoli mit — cos cos

cos ^ multixlieirt; ss gsiisu glso gucii äisss täsrgäsu äurcli äsusslbsii vuukt L„ ässseu Looräiugtsu sicii Ks.

stimmsu, als:

x^ ---- 4 cos —

Xg ^ 4. cos ^

vis vooräiiigtsii äsr sutsprselieuäsu vuukts uuä Lg siuä:

x. ^ 4. oos^ . cos sin ^ — 1, x^ 4. cos ^. sin . cos — 1,

Xg ^ 1 -s- 4 sin . sin sin ^' unä Xg 4. sin^-. cos ^. eos — i,

Xg --- sin^. cos ^ , cos ^ —1! Xg — 1 -j- 4 sin sin siu ^

Nit äisssn vuiilctso stslisu in iatsrsssgllt sr Ls^isimog äis Lcimittpmilits äsr Vsrgäsii, vsloliö äis NittsI

xuräits äsr vsrüIirimZsIlröiss mit äso vsriilirimgsxlllllitsii äsr Lsitsu äss vrsisclis miä äer ^.iilmsiss vsrbmäöll.

siu sin
2,

-^2 8111 ^2
2 2

cos -2. sin
2

1
2

sin ^2. LOS
2

^3 ^
2
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vis VisiokunASn der Vsrudsn, vsiods dis Aiittsixunkts A^, Az, Ag, dsr ^ni:rsi8S mit äsu vsriiIu-unA8-
xuniitsn äisssr Lrsiss und dsr Lsitsn 8^, 8z, ^g, — dsrsu Ooordiuutöu sisd in (v, 2) iiudsn,— sind:

x, ^ sin^ — sirl^ ^ -^- Xz siii^ ^ — Xg 8iii^ ^ — 0,

— x^ sin^ ^ ^ ^ 8iQ^^> — 8IQ^ -s- Xz 8in^ ^ — v,

x. 8ill2^ — x, 8w^- -^- x^ ^8^2 ^ - sill^^ ^ o.

vis Lumms dis8sr LilsiLdungsn vsi-8odivjndst idsnti8ok, veun 8is dsr vsiks nusli mit 8iu^^, muiti-

xiieirt vsrdsn; S8 Asdsn ui8v äis Vsrudsn dursii dsn8öldsn vuniit, vsioksr U iisi88öu 8oII. Lsius Ooordina,tsn 8ind :

X- -- 1 — 2 8iu L., ^ eo8 ^-2
2 '

Xg 1 — 2 L08 8ln ^
2 2

eo8 ^2
2 '

1 — 2 L08 ^Z- 008
2 2

8in
2 '

vis Vsruds, vsleds dsn Nittslxunlrt -I mit dem vsrüImunF8xunIit dö8 ^ukrsi8ö8 A^ und dsr Lsits 8^
vsrbindst, irut äis dlsiokunA:

X, ^ _ x, 8ill'<^ Xg 8ii^^> 0.
vis Vsrudsn, >?slsds äis Nittslxunkts Ag rs8p. Az mit dsn vsrüdrunMxunirtsn ds3 L.ni:rsi8S8 Az und

äsr Lsits 8z, rs8x. Ag und dsr Lsits 8g vsrdindsn, Inriisn dis disieirunAsn:

X. 8M^Z- — Xz ^ sill2 ^ -j- 8ill^ ^— Xg 8M^ ^ ^ 0.

— X, 8ill2 Xz 8ill2-^2 ^Xg ^ 8ill2^r -^- zinS ^.2^ g.
L. L.

vis Nultixiiontion dis8ör KlöielrunZsn mit — 8in28in2-^2, ziu2^. Nsst dis Lumms diö8Sr klöi-

oirungsn idsllti8oii vsr8ed^indsn, V688dg.ld uuoii dig8s Verudsn durok dsll8slizsn vuMt U, gsdsu. vis Loordinutsn
diö8S8 Vunkt8 8md:

X, — 1 — 2 8ill^ . 8M 8M

Xz — 1— 2 008 008 8ill

Xg — 1 — 2 008 8il1 008'222

vis Loordinntsn dsr snt8xröeiiöndsn vunkts Uz und Ug 8ind:

Xj — 1 — 2. 008^-. 008 ^-. 8in — 1 — 2. 008^. 8M 008

Xz 1 — 2. 8M 8iu sin und Xz — 1 — 2. 8iu 008 008

Xg — 1 — 2. 8in S08 . 008 ; Xg — 1 — 2. 8in ^. 8iu 8iu
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vis ^.ääition äer Xoorclinateu äer vunkts X unä X liefert:

2. sin . sos^. sgg.^

2. eos ^.sin ^.oos^--,

2. sas oos sin

Visse ^Vsrtke sinä clis unter (v, 2) gelunäsnen Xooräinaten äss vnnkts X; initkin liegen X, X, X auf

äersslben Xeraäsn, äeren Xlsiokung sied ergibt als:

x, oos ^-. sin ^ -s- Xg oos ^ sin Xg eos sin 0.

vis ^.ääition äer Ilooräinatsn äer vunkts X^ nnä X, äagsgen Uskert:

2.
^sin^.

SIN 2. SIN
2 2

2. oos — t. oos
2

sin
2 2 '

2. oos sin
2 '

Xs sinä äiese M^ertke äie Xooräinaten eines äem vunkts X entspreokenäen vunktss, veloker äer Loknittpunkt

äi'sier Xeraäsn ist, vsloke äie Mittelpunkte ä, Ag, Ag, mit äen verülirungspunkten clss Inkreises uncl äer Leiten

s,, Sz, 8z verbinden. Xs liegt also äisser vunkt, clsn vir s, nsnnsn vollen, mit X, unä X, auf clerselbsn Xeraäsn.

vassslke gilt von clsn vunktsn X,, Xg, ög unä Xz, Xz, kg.

Xs lässt sieb annekmsn, äass auok äiö^'önigsn 4tsn vunlcts, veloks mit äen unter v kökanäelten Xruppsn

von ^e äreien, karmonisoks vunktsMems kiläen, einer geomstrisoken Interpretation Iking sincl. Inäsm vir uns

clisse vntersuekung lür später vorkskaltsn, lügen vir 2um Lokluss nook Xolgsnäss an:

Verkinäen vir clis Mittelpunkte cler Ankreise äurok gsracls Xinisn, so entstellt «las vreieok A„ Ag, Ag.

Xür äissss vreieok i?t äer Xmkreis cles vrsieoks ^.g k., cler Mittenkreis; äer Mittelpunkt clss In-

Kreises cles vrsieoks ^ k.g ^ cler Xöksnäuroksokllitt; unä äer vunkt X cler Mittelpunkt cles äurok clie Xoken

A„ Ag, Ag gekenäsn Xreises, also äss XInkreises, vs^sioknen vir clsn Lokvsrxunkt äisses vrsieoks mit o, so verclsn

naok (II. L.) äie vunkte v unä X ein clsn vunktsn I unä o karinonisok ^ugeoränstes vunktxaar kiläen.

Vsrkinäen vir nook I mit A„ Ag, A„ so erkalten vir ärsi vreieoks I Ag Ag, ä Ag A„ I A, Ag.

Xür ^jeäss äerselksn ist äer vinkrsis urn k,g ^z äer Mittenkreis; äie Höksnsoknittxunkte äsrselken sinä A^, Ag, Ag.

vis Mittelpunkte äer Umkreise sinä ärsi äem vunkt X entsprsolisnäs vunkts n„ Ng, Ng, veloke vir als äie

Loknittpunkto äer Xormalsn von ä, Ag, Ag? — Ag, ä, A,; — Ag, A„ ä aul äie Leiten s„ 8g, «g erkalten.

Xsnnen vir äie Lokvsrpunkts äisser vreieoks 0g, c?g, so sinä äie vuuktpaars: X, n,; — X, Ng; — X, Ng;

äen vaarsn A„ — Ag, 0g Z — Ag, 0g Z karinonisok oonMgirt.
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