
Beitrag einer elementaren iefjanMnng sejtoingentrer lefoegnitgeu.

§ 1. (EinlcttCJlbc (Erkläruittjftt. SBei gleichförmiger ^Bewegung legt ein ißunft in gleiten Zeiten gteidje

SBege juritrf, ben in ber Zeiteinheit jurüdgelegten SOBeg nennt man feine @efd) min bigfeit. SBejeidjnet atfo s

feinen SGBcg mährenb ber Zeit t, v feine ©efdjminbigteit, fo ift:
s

v ~ 7

£>at man jwei ^Bewegungen non entgegengefe^ter Stiftung ju Betrachten, fo !amt man burdj ba3 SJorjeidjen

öon v biefe fKidjtungen unterfdjeiben.

33ei ungleichförmiger ^Bewegung benft ntan fief) bie ßeit in fo biete fo Heine 23jeite getheitt, baff man

Wäfjrenb febeS jotdjen ZeittljeitdjenS bie ^Bewegung als gleichförmig betrachten fann. 3ft x ein fotdjeS Zeittljeitdjen,

o ber wäfjrenb beffetben jurüdgetegte 2Beg, fo ift bie ©efdjminbigteit mährenb beffetben, unb bliebe bie Sßewegung

fortan gleichförmig, fo würbe — ihre conftante ©efdjminbigteit fein.x

Unter ber ®efdjminbigteit jur 3 e * 4 4 öerftetjt man bie ©efdjminbigteit, wetdje ber bewegte fßunft in

ber auf t fotgenben £eit haben mürbe, menn er fid) mährenb berfetben gteidjmäfjig bewegte. SBejeidjnct v biefe

©efdjminbigteit, s ben Sffieg mährenb ber Zeit t, s 1 ben 2Beg mährenb ber Zeit t + x, fo ift a = s 1 — s, atfo
s 1 — s

x

33ei einer gteidjförmig befdjteunigten ^Bewegung ift ber Zuwadjd ber ©efdjminbigteit in gleichen Zeiten gleich

grofj; ben Zufadjd ber ©efdjminbigteit mährenb ber Zeiteinheit nennt man bie 33efdjteunigung. gebeutet g

bie iBefdjteunigung, v bie in ber Zeit t erlangte ©efchmiubigfeit, fo ift bemnadj
v

g = 7

33ejeichnet v bie ©efdjminbigteit jur Zeit t, vi bie ©efdjminbigteit jur Zeit ti, atfo vi — v ben Zuwadjö

ber ©efdjminbigteit mährenb ber Zeit ti — t, fo ift:
Vi—v

g== 7ZT

33ewirH g eine Slbnatjme bed abfotuten SBertfjed bon v, b. tj. h^en v unb g berfdjiebene SSorjeidjen, fo

nennt man bie ^Bewegung eine gleichförmig oerjögcrtc, ben abfotuten SBerttj öon g bie Serjögerung.

33ei einer ungteidhförmig befchteunigten ^Bewegung berftetjt man unter ber SBefdjteunigung jur Zeit t

bie fBefdjteunigung, metdje ber bewegte ißunft nadj Ülbtauf ber Zeit t ertjatten mürbe, wenn fortan bie ^Bewegung

eine gleichmäßig befchteunigte märe. 33ejeidjnet - eine fo Heine Zeit, baß man mährenb berfetben bie Semegung
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als eine gleichförmig befdjteunigte Betrachten barf, v bie ©efdjminbigfeit jur 3«* t, v 1 bie ©efdjminbigfeit jur

3eit t + x, fo ift: = v 1 —v
X

gin negatiöer SBerth öon g entfpricfjt einer tierjögerten Semegung, wenn man bie ©efdjminbigteit pofitiö

rechnet; rechnet man aber v negatiö, fo entfpridjt ein negatiöer SBertlj öon g einer befdjleunigten, ein pofxtiöer

einer oerjögerten Semegung.

§ 2. iPcijrfai}. Scmegt fidj ein fßunft Pi mit gleichförmiger ©efdjtoinbigteit auf einem Greife A nnb

gleichseitig ein jmeiter ißunft P auf einem ®urdjmeffer beö ÄreifeS Bßi fo, baß beibe fünfte oon bem auf BBx

fentredjten ®urdjmeffer OOi ftetö biefetBe (Entfernung Ijaöen: fo ift bie Semegung beS fpuntteö P eine ungleich¬

förmig befdjleunigte, wenn P fid) bem SD?ittetf»untte beö Sreifeö A nähert, bagegen eine ungleichförmig öerjögerte,

menn P fid) öon A entfernt, unb jmar ift bie Sefdjleunigung refp. ißerjögeruug feinem jebeömatigen 9l6ftanbe

öon A proportional.

jßetöete. ®er -Dtittelpunft beö Äreifeö A (gigur 1) mit bem IRabiuö a fei SlnfangöpunH ber Soorbinatcn,

BiB bie Slbfciffen«, Oi 0 bie Drbinatenaye, DC = y bie Drbinate, AC = x bie Slbfciffe eineö beliebigen fßunHeö

D auf bem greife: bann befinben fid) nach unferer Sorauöfepung Pi unb P gleichzeitig in 0 unb A, Pj gelangt

nach rocnn p i« C anlangt, Sogen OD ift ber ffieg öon Pi mährenb ber 3"*/ ttteldjcr P ben Sffieg öon

A nad) C jurüdtegt. Siegt D im erften Quabranten, fo ift AC felbft bicfer 2Beg öon P; liegt bagegen D im

jmeiten ober britten Quabranten, fo ift AB •+- BC biefer 2Bcg, unb liegt D im öierten Ouabranten, fo hat P

ben 2ßeg AB + BBi -+- BiC ju burchlaufen, mährenb Pi in ber 9tidjtung roie ber 3 e '9 er e' ner blhr öon 0

nad) D fidj bemegt.

Um ju zeigen, baß P nicht in je 2 gleidjen 3 eiten gleiche Sffiege burchläuft, mählen mir ber ©infadjljeit

megen Sogen OD = DE fo, baß auch E noch ' m erßen Ouabranten liegt unb fällen EF J[ AB, bann toerben

bie SBcge OD unb DE öon Pi, ber fid) mit gleichförmiger ©efdjroinbigfcit bemegt, in gleichen 3 e 'ten gurücfgelegt;

unb menn mir bie entfpredjenben Süßege öon P : s unb si, OAD = <f DAE = a nennen, fo ift s = AC

= a sin a unb s + si — AF = a sin 2a. ®a aber sin 2a = 2sin a. cos a <[ 2sin a, alfo s + si

< 2s ift, fo ift si <1 s / wäßrenb P für ben ffieg si biefelbe 3"t braucht, mie für s.

Um bie ©efdjminbigteit beö fßunfteö P lennen ju lernen, beseidjnen mir biefe ©efdjminbigteit ju ber 3eit,

mo P bitrd) C geht, mit v, bie conftante ©efdjminbigteit beö fßuntteö Pi burch vi, unter x benfen mir unö eine

fo Heine 3 e 't, baß v mäljrenb berfelben conftant ift unb erft am ©nbe berfelben einen anberen SBertt) annimmt.

Semegt fi<h mäljrenb biefer 3 e't ber fßuntt P oon C nach fo ift CG = v. x; ben gleichseitigen 2£eg beö

fßunfteö Pi finben mir, menn mir in G bie Orbinate GH errieten, eö ift alöbann biefer 28cg DH == Tax.

®a aber x, alfo auch CG unb DH unenblid) Hein finb, fo fönnen mir DH atö Sogen, Sehne ober Tangente beö

Äreifeö betrachten, ©onftruiren mir nod) HJ J_ DC, fo ift <f JDH = < DAC, alfo A D.JII oo A DAC,

folglich: JH : DH = DC : AD-

Sehen mir tji e*' n JH = CG = VTf DH = vix, DC = y, AD = a ein, fo ergibt fid):
vi

v = -y

®a vi unb a conftant finb, fo ift v proportional y. fftedjnet man y oberhalb BBi pofitiö, unterhalb

negatiö, fo tarnt baö 3 e'^ en öon y aud) über bie Stidjtung ber Semegung Sluffdjluß geben, menn man v bei

ber Semegung in ber Stidjtung BiB pofitiö, in ber fRidjtung BBi negatiö sät)tt. ®er abfolute SZBertl) öon y

nimmt ab öon a biö o, menn Pi oon 0 nach B ober öon Oi nad) ßi geht, alfo menn P fid) öon A nach B

ober Bi entfernt, in biefem gälte nimmt auch ber abfolute ÜBertlj öon v ab öon vi biö o; bemegt fid) bagegen

Pi öon ß nach ober öon Bi nad) A, näl)ert fich alfo P öon B ober öon Bi ßer bem ÜDtittelpunft A, fo nimmt

ber abfolute Söertl) öon y sn öon o biö a, folglich ber öon v öon o biö vi; im erfteren gatle hat P eine öer=

gögerte, im leptcren eine befcfjieunigte Semegung.



Um bie ©röfje ber 93efdjleunigung ober Verzögerung ju finben, nennen mit ben SiBcrtf;, roetdjen v am

Snbe ber ßeit t, aCfo im fünfte G erhält, v 1 ; bann ift:

v 1 = — GH, unb baa

y = -DC
a

• V = — J (DC — GH)

Vi
DJ.

®a aber DJ : DH = AC : AD

DH = vir, AC = x, AD = a,

Vi
fo folgt: DJ = — t . x,

atfo v 1 — v =
I1
a 2

kennen mir aifo bie 23efd)teunigung beb ißunfteb P ju ber 3eit, &><> burdj C geljt, g, fo ift:
Trr v

g =
vi*

— 2 X-T Ü'

®a vi unb a conftant finb, fo ift g proportional x, mie unfer fefjrfais behauptet

Jtedjnen mir x redjtb oon OOi pofitiü, linfb baoon negatio, fo ift g im erfteren fjaüe negatio, im tepteren

pofitio, eb t)at rlfo, mäljrenb P oon A und) B ober Bi gebjt, mit v entgegengefepteb, mäljrenb P fidfj A nähert,

gemeinfameb SSorjeidjer, bort tieui.mbeti, I)ier Oermeljrt eb ben abfo futen SQBert^ Oon v, eb ift übereinftimmenb mit

bcm bereitb Ernrefenen bie 33en>egung oon A nadj B ober Bi Ijin eine üerjögerte, nadj A I)in eine befdjteunigte.

n 2 . , ..... !n _ = a i/~j—.
äSejeidjnen mir burdf k, fo baff g — — kx, bann ift vi = ay k ; v = ]/ k. y.

§ 3. Mntkfljmrg öcs £c|jrfßl5 e0 - ®emegt fidj ber ißunft P um feine ©leidjgemidjtblage A auf ber

graben ?inie BiB fo, baf; bei einer Entfernung oon A feine Verzögerung, bei einer Üfnnäljerung feine 23e)djieunigung

feinem jebebmaligen Slbftanbe oon A proportional ift: bann läßt fid), — menn mir bie ©efdjminbigfeit v für bie

Vemegungbridjiuug BiB pofitiü, für bie entgegengefepte BiB negatio, bie Entfernung oon A, x, nadj rcdjtb pofitiü,

nadj linfb negatio rcdjncn, — fomoljt bie Verzögerung aib and) bie Vefdjieunigung beb ißunfteb P burc^ biefeibe

©röjje g = — kx aubbrüefen, mo k eine Eonftantc ift.

Errietet man in einem beliebigen fßuntte ber Sßaljn (gigur 1) beb ißunfteb P, in C, burdj meinen P mit

ber, ©efdjminbigieit v I)iuburd)gel)e, eine ©enfredjte auf BiB, CD =
]/k

unb fdjlägt mit AD um A einen $reib,

fo läfjt fid), memt mau BBi jur 3tbfciffcn=, ben barauf fenfredjtcn ®urdjmeffer UCi jur Drbinatenape nimmt, für
V

jebe Drbinate biefcb treifeb, v, bemeifen, baß y — -j= ift, menn V bie ©efdjminbigfeit beb ißunfteb P in ifjrern
V k

gufjpunfie bebeutet.

ßruicib. 2Bät)renb ber uncnbtid) fteinen 3eit T bemege fidj P oon C nadj B f)in bib G, bann ift: CG = v.t

Vebeutet v 1 bie ©efdjminbigfeit 001t P in G, fo ift:

v —y v

= g = — kx; x = AC, atfo: AC = — -

— v v —v A

kz kx
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Sffienit nun GH bie Drbinate beb ÄreifeS in G unb HJ J_ CD ift, unb DH als Sangentc beb Streifes
Betrachtet wirb, fo ift A DIIJ c^o a ADC, atfo:

JH. AC
DJ = -DG"

y — y 1 v
©ept man hierin JH = CG = vx, AC = —unb DC = ein, fo ergibt fiefj:

v—v
DJ = ~T7= ~

V k
Saraus folgt: GH = DC — DJ

J/T VT

VT
Sa aber unfere S3epauptung für bie Drbinate GH, weldje ber beliebigen Drbinate CD unenblicp nape liegt,

richtig ift, fo muß fie aitcf) für bie folgenbe Orbinate, Weldje GH wtenblidj nape ift, gelten u. f. f., eS ift alfo in
Y

ber Spat jebe Drbinate y = p==
gür v = 0 wirb y = o, b. 1). ber ItreiS fcfjneibet bie Sinte Biß in ben fünften, in weldjen P feine

58ewegungSridjtung änbert. ©inb Bi unb B biefe fünfte unb AB — ABi = a, fo ift a ber 9tabiuS beS
Greife«, beffen Orbinaten proportional ben ©efdjwinbigteiten beS f3untteS P finb.

33eWegt fiefj nun auf bem mit a um A gefdjlagenettGreife ber fßurift Pi mit ber gleicpförmigen©efdfruin®
bigleit vi = a VT in bemfelben ©iwte, wie ber feiger einer Upr, fo entfernt er fidj burdj ben 3Beg Bon D
nad) H oon bem auf BBi fentreepten SurdjmefferOOi um bie ©treclc JH. gebeutet x bie ßeit, weldje Pi ju
biefer Bewegung Brauet, unb ift <1 DHJ = a, fo ift: DH = vi x = a VT t , unb wenn x fo tiein ift,
baß DH als eine grabe Sinie Betrachtetwerben tann, JH = DH. cos a = a ]/' k cos a. x.

3m ißunft C aber pat P bie ©efdjwinbigteitv = VT CD, unb ba <j ADC = <_ DHJ = «, fo ift
CD = a. cos a, v = a VT cos a ; wäprenb berfetben unenblid) fleinen ßeit x alfo, wäljrenb welker fidj Pi
um JH oon OOi entfernt, entfernt fiep P um vx = a j/T cos a. x öon OOi, alfo um ebenfo Biel als Pi.
SBefinben fid) alfo gleichzeitig Pi in D unb P in C, b. p. finb fie in irgenb einem fünfte iprer Sapn gleichweit
Bon OOi entfernt, fo finb fie audj nad) Verlauf ber £eit x, ebenfo nad) 2x ic., mitpin fortwäprenb gleichweit Bon
OOi entfernt. Siefe S3ebingung aber ift erfüllt, wenn man Pi Bon 0 unb P gleichzeitig Bon A auSgepen läßt.

Ser Seprfap beS norigen ißaragrappen läßt fid) alfo umtepren.
§ 4. (Erklärung. 33ewegt fiep ein Sßuntt P fo um feine ©leidjgewidjtstageA, baß er fiep bis ju einem

gewiffen fünfte B Bon A entfernt, bann nad) A jurüetfeprt, über A pinauS bis Bi unb Bon ba naeß A jurüet«
gept, um biefelbe Bewegung Bon Steuern ju beginnen: fo nennt man feine Bewegung eine fdpwingenbe, oSciHato*
rifdhe, — eine einmalige berartige ^Bewegung eine ©cpwingung, — bie £eit, Welepe P ju einer ©djwingung
gebraust, ©djwingungS--(DSciUationS»)bauer, — bie größte (Entfernung beS ißuntteS P Bon A, AB, bie ÜBeite
ober Slmplitube ber ©cpwingung. SDtan pflegt bie ©djWingungSbauerburcp T, bie Slmplitube burdj a 51t bejeidjncn.

§ 5. (Erßfbflijj. (Entftept eine fdjwingenbe ^Bewegung baburd), baß ber ißunft P in jebern fünfte feiner
SBapn eine Slnjiepung nadp A pin erleibet, weldje feinem Slbftanbe Bon A proportionalift, fo zeigen bie Borigen
Setradptungen,wie man feinen 2ßeg unb feine ©efdjwinbigteit für jebe gegebene ßeit conftruiren unb beredjnen
tann, wenn bie ©rößen a unb k ober T befannt finb.

<Eoit|kuctiOtt. 27t it ber Slmplitube a betreibe man um A einen SfreiS unb benfe fiep auf bemfelben
einen Sßuntt Pi fo bewegt, baß er mit P gleichzeitig burcp B uub Bi gept, alfo jeben Umtauf in berfelben $eit T



ooüenbet, weldje P ju einer Schwingung brauet. Stimmt man bann bie @rabe Biß jur ißbfciffenaje, ben barauf
fenfredjten durdjmeffer jur Drbinatenaye, fo gibt für jebcn Sunft M be« Äreifeä bie zugehörige Stbfciffe an, wie
weit P oon A ju ber £eit entfernt ift, wo Pi burdj M qefjt, bie zugehörige Drbinate MN ift ber ©efdfwinbigfeit
beb fünftes P ju biefer 3 ei* proportional, unb wenn man v bei ber Bewegung oon Bi nadj B pofttiö, bei ber
entgegengefeptenaber negatio jä^It, fo tann man auß ben itblidjen SSorgeidjen ber Drbinate erfennen, ob P fid) A
nähert ober baooit entfernt.

Söjcitt man j. 33. ben ßreibumfang (gigur 2) oon 0 aub in 8 gleiche $h e^ e O^i = Miß = BM3 =
M3O1 = O1M5 = M5B1 = B1M7 = M7O, unb nennt bie gufpunfte ber zugehörigen Drbinaten Ni unb N7,

T
fo wirb Pi oon einem 2f) etfpunft jum anbern bie geit — brauchen. Steinet mau bie 3"i oon bem StugenbticfeO

T
an, wo P in A, Pi in 0 feine Sewegung beginnt, fo befinbet fich P jur 3 E't -5- in Ni, feine (SefdjwinbigfeitiftO

3T
babei gleich ]/ k. M1N1, unb ba M1N1 pofitiü ift, fo entfernt fich P 001t A nach ^ > 3ur 3 e't ~ befinbet fid) P

8
wieber in Ni, weil Pi bi§ M3 gelangt ift, feine ©efdjwinbigfeit ift aber gleich J/~kT M3N1, unb ba MsNi negatio
ift, fo bewegt fid) jept P oon B nach A h' n u. f. w.

Um für eine beliebige gegebene 3"* 1 ben £>rt beb PunfteS P 5U finben, brücft man t burdj T aub,

etwa t = — T; bann tljeilt man bie Peripherie oon 0 aub in m gleite 2heile, jäl)lt oon 0 aitb n berfetben ab

unb faßt 00m Snbpunft beb legten eine ©entrechte auf BBi, bann ift beren ffufpunft ber Ort beb "punfteb P
jur 3eit t, bie ©entrechte felbft feiner ©efdfwinbigfeitproportional.

§ 6. ßeuiegmtgögltidjuttgttt. die conftante ©efdfwinbigfeit vi-, welche bem Punfte Pi beizulegen, ift
nad) ben obigen ütubeinanberfepungen gleidf a j/ k7 atfo ift ber 2ßeg beb Punfteb Pi währenb ber 3«t T 9^4
a j/~k~ T• biefer 2Beg ift aber bie Peripherie eineb Jtreifcb mit bem SJiabiub a, atfo gleich 2au, folglich ift:

2a77 = a ]/ k T

T _ 2k
~ VT

die ©chwingungbbauer ift alfo nidft oon ber Stmptitube, fonbern nur oon ber befdfteunigenbenfiraft abhängig.
Sei jwei fdfwingenben Sewegungen oon ben ©chwingungbbauern T unb Ti, beren befdjlemtigenbe Gräfte

k unb ki proportional finb, ift
m . m f . 1

• 1 ~ VT ' Kir

unb k : kr = ~ : -~ i -

Slennt man ©chwingungäzaljl bie Slnjahl ber ©^wingungen in 1 ©ecunbe, unb bezeichnet biefe 3^

burch n, fo ift T = — unb n = - „ , atfo k : ki = n 2 : m 2, b. h. bie Sefdjleunigung einer fcfjwingenben

Sewegung ift bem Quabrate ber ©cfjwmgungSzahlproportional, währenb fie bem Ouabrate ber ©djwingmtgbbauer
umgefehrt proportional ift.

Scheuten x, y bie Gioorbinaten eineb PunfteS M auf bem Greife A mit bem Stabiud a, unb ift <[ OAM = a, fo ift
x — a. sin a
y = a. cos a.

durchläuft nun Punft Pi ben Sogen OM in ber 3"* t i währenb er in ber 3 e 't T ganze Peripherie
2an jurüctlegt, fo oerhält fich OM : 2au == t : T, bei gleichförmigerSewegung oerhalten fid) bie SSBege wie bie
bazn gebrauchen 3 e 'ten,

alfo: a : 2 tc — t : T; a =



gür bert fßuntt P ift aber nad) ber ßeit t ber SIbftanb Bon A gteid) x, bie @efd)Winbig!eit v gleid^ |/ k. y;

atfo erhält man at« Betoegung«gteidjungen für ben fßunft P:

2ut
x = a sin —

. _ 2ut 2ua 2ut

v = a ]/ k. cos - T = — cos —

wenn g = — kx,

Anmerkung, Sßir übergeben Ijier bie Stnwenbungen, wctdje fid) Bon biefen ©ntwidelungen auf bie Be=

wegung be« ißenbet«, fdjwingenber ©aiten u. f. w. madjen laffen, um nod) einige Stufgaben ttjeil« auSjufüfjrcn,

ttjeit« andeuten, wetdfe über ba« mattjematifdje fßenfum einer 9icatfd)utc nid)t t)inau«greifen unb ju Stufgaben für

fßrimaner aud) barunt fid) eignen bürften, weit fid) iljre Stefuttate mit einer fteinen geffet'fdjen Sßeltenmafdjine

beftätigen laffen.

gortpflanjung einer fefotpingenben SBetueguitfj. — 2SeUenben»e<}UH<j.

§ 7. ©efefct, bie ©rabe AX heftete au« einer Sxeilje materieller fünfte, wctdje nadjeinonber um ifjren
Ort auf AX biefetbe oScittatorifdje Bewegung ausführen, wie ber fßanft P um A: bann nennt man bie ©efammt*

tjeit biefer fdjwragenben Bewegungen eine SBettenbewegung. @8 fdjreiiet fjicr atfo in ber fttidjtung AX nicf)t ber

ffuntt P fetbft norwärt«, woljt aber feine Bewegung.

Unter ber BorauSfefmng, baff biefe Bewegung in gteidjcu ßeiten um gleiche ©tredeu norrüdt, nennt man

bie ©trede, um wetdje fibie fdjwingenbe Bewegung in einer ©ecunbe fortpflanzt, bie

gortpflanjungggefdjwinbigfeit. Bejeidjnen wir biefe ©röfje burdj c, fo bebeutet tjiernad) c bie Entfernung

beSjenigen fünfte« Bon A, in welkem bie Bewegung eine ©ecunbe fpäter beginnt, at« in A.

ferner Berftetjt mau unter SBetlentänge biejenige ©trede, um wetdje fibie fdjwingcnbe

Bewegung wäljrenb einer ©dj wingungdbauer fortpfanzt.

Bebeutet X bie SMentänge, T bie ©djwingungdbauer, fo ift bemnadj:

cT = X,

unb wenn n bie Slnjafft ber ©djwingungen in einer ©ecunbe angibt,
c = nX.

®er fßunft P 1, Wetter um X Bon A entfernt ift, beginnt feine erfte ©djwingung, wenn P Bon A au«

feine jweite anfängt, unb ba P 1 biefetbe Bewegung ausführt, wie P, fo wirb er immer biefetbe Entfernung Bon

ber ©teidjgewidjt«tage, biefetbe ©efdjwinbigteit unb BeWegungdridjtung fjaben wie P; man fagt: bie beiben fünfte

befmben fid) ju berfetben ßeit in berfetbeu ffß ^ a f e ber Bewegung. Ucbert;auf)t Ijaben jwei fßunfte biefetbe ^tjafe

ju berfetben tt,enn um e' ne 9 an Se 5tnjat)t SBetlentängen Bon eiuanber entfernt finb.

Sffiir befdjränfen unfere Betrauung auf ben galt, baff atte fpunfte Bon AX it)re Bewegungen fenfredjt ju

AX ausführen (tran«Berfate ©djwingungen madjen). Siegen überbieg atte BeWegunggridjtungen in berfetbeu Ebene,

fo entftetjt eine ebne SOBette.

Stetjmen wir AX jur Slbfciffenaye, bie ©enfredjte barauf in A, nadj beren fftidjtung atte @d)wingungen

erfolgen, jur Drbinatenaye an, fo brüdt bie ©leidjung:
t 1

y = a. sin 2tc -7^-

für einen beliebigen ffßunft auf AX bie Entfernung Bon feiner ©teidjgewidjt«tage B au«, wenn er fid) wäljrenb

t 1 ©ecunben in einer ©djwingung Bon ber Stmfititube a unb ber ®auer T befinbet. SJadj ber BorauSfelmng

beginnt aber im fßunfte ß bie Bewegung fpäter at« im fünfte A, gefegt um ti ©ecunben fpäter, bann ift,



Wenn A t ©ecunben in Sewegung ift, t 1 = t—ti. 9tedfnet man atfo bie ßeit öon bcm Slnfange bcr ^Bewegung

in A an, fo ift jur {
t—ti

y = a. sin 2u —

bie Entfernung beb Bewegten fünftes öon B.

•3ft ber Puntt B öon A um bie £ünge x entfernt, fo ift bie ßeit ti, in meiner fic^ bie ^Bewegung Bis B

fortpftanjt, beftimmt burdj bie (Steigung:
cti - x

unb ba cT = X, fo ift ~, atfo:1 A.

y = ». sin 2, [A - A]

Ebenfo finbet man für bie ©efdjwinbigfeit jur $eit <

■v = a J/Tf~ cos 2u
" [-; - t]

Wäfjrenb g — — k. y. bie Sefdjteunigung jur ßeit t auSbrücft.

■3e jft!« fünfte, weldje um öon einanber entfernt finb, befinben fidj in entgegengefe(3ten ptjafen.£

®enn ift x bie Entfernung beS einen, x -\—bie beS jweiten punfted oom SInfangSpuntte ber ^Bewegung,£

fo gelten für ben erften bie eben entmidctten ©teidjungen, für ben jweiten ift:

yi = a sin

= — a sin 27t

[2 " [t - TJ— 1
[W]

vi
:a|/k.cos[2u^ — y] —7t]

[ f " f!= — a ]/ k cos2u

§ 8. <Eotl|}rildiott. Ilm y ju conftrftiren, fd)tage man um B mit a einen Ärei«, meiner AX in 0

fd^netbe. ffft bann t ' = T unb x — -jj- X, atfo y — a. sin 27t > f° ttjeite man öon 0 aus bie

Peripherie in mq gteidje Stjeite unb fätte au§ bem (nq—mp)'« 11 Jlfcifyunfte eine ©entrechte auf BO, fo ift biefe

©entrechte gteid) y. Errietet mau in B fenfredft $u AO ben Surdjmeffer ßi B 2 unb fättt auf biefeit bie ©ent»

rechte öon bcm (nq—mp)'™ Xt)citpuutte ber Peripherie, fo ift itjr ffußpunft ber Ort beS um B fdjwingenben

PuntteS 5ur ßeit t.

Um ju finben, wie weit ber Punft, beffen Stbftanb öon A, x = -jj- X beträgt, in bem Stugenbticfe, in wettern

P in A eine neue Schwingung Beginnt, öon feiner ©teidjgewidjtStagc entfernt ift, hat man y — — a. sin 2u

ju conftruiren, muß atfo bie Peripherie in q gteichc SE^eilc tlfciten; rennet man atdbann y oberhalb AX pofttiö,

unterhalb negatiö, unb jät)lt bie Xh e 'th un ^ e auf ber Peripherie in ber Ülidjtung, in welcher bcr Beiger einer Uhr

fid) bewegt, fo trifft bie öotn p" n '3lh cdpuuttc auf B1B2 gefällte ©entrcdjte ben gefugten puntt.
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§ 9. 2Benn man in ber ©leidjung

(1) y = a. sin 2u ^ pj
t einen conftanten 2BertIj Beilegt unb nur y unb x als oeränbertid) betrautet, fo briicft fie bie durbe au«, auf
weldjer bie materiellen fünfte ber graben Sinie AX jur Beit t liegen.

p r t = n T ift j. 18.
X

(2) y = — a sin — 2 nK

Pon biefer durbe (gigur 3) fann man Beliebig Diele fünfte conftruiren (für x = ~-X iftbie donftruction

eben angegeben). Sluf AX fei AL = X, BBi J_ AX, AB = a; bann tfjeile man AL in eine beliebige 2lnjaf)l
gleicher Steile (etwa 12), fdjlage um A mit AB einen ÄreiS, ber AL in C fcfjneibe, ttjeile »on C au« bie
Peripherie in ebenfotiiet(£;ier 12) gleite Steile, jielje burd) bie Sfjeilpuutte auf AL paraEcle ju BBi unb burd)
bie Ü^eilpunfte ber Peripherie parallele ju AX, bann geben, wenn man auf bent ffreife in ber 9fid)tung zählt, in
welcher fid) ein U^rjciger bemegt, bie ®urci)fd)nitt8punfteber gteidjbieltenparallelen Punfte ber durbe.

®ie conftruirte dum l)eifjt bie SBeEenlinie, ber unterhalb AX üegenbe SE^eil ba« 2B e 11 e n 11) a l, ber
barüber liegenbe Sljeil ^Bellenberg.

gür jeben anbern 2Benp üon t fann man bie ©teidjung (1) burd) eine Verlegung be« doorbinatcnanfangS*
fünfte« auf bie gönn (2) bringen.

t X x* t

(Seht man nämlich y p = p, atfo x = x 1 + — ^ b - ^ öerie 9t m « n &etl 9?uEpunft
t

um __ x auf ber Ibfciffenape nad) redjtS, fo erhält man bie (Steigung y = — a sin — 2n.

Ptan bjat alfo, um bie allgemeine ©leidjung (1) jn conftruiren, bie eben an A ausgeführte donftruetion
an bem neuen 9infang8punft ber doorbinaten borzunehmen, mit anbern SBorten: man fann bie eben conftruirte

durbe um yX nad) redjt« Derfdjieben.
(Sibt man t nad) einanber aEe 2Bertf)e bon o bi« T, fo berfdjiebt fid) nadj unb nad) bie ganje durne um

eine PJeEenlänge, fo bafj man alfo nid)t nur bon einem gortfdjreiten ber fdjioingenbenPcwegung, fonbern auch
bon einem gortfdjreiten ber 2Betle fpredjen fann.

3ufammenfefcun<$ unb Berlcßunc} ber SSeUenbemejjungen.

§ 10. ©runöfoij. din punft, meiner gleichzeitig jwei ober mehr Pewegungen ausführt, gelangt baburd)
nach Pertauf jeher beliebigen 3"* «« benfelben Ort, an welchen er gefommen wäre, wenn er biefe Pewegungen
nach einanber biefetbe ßeit lang ausgeführt hätte; umgefehrt: Ptan fann jebe Peweguitg eine« Punfte« burd)
beliebig biele anbre Pewegungen erfepen, wenn fie ihn ju jeber ßeit an benfelben Ort bringen, wie bie urfprüng*
liehe Bewegung.

§11. I. Sin Punft ljäbe jwei o«cittatorifd)ePewegungen nad) berfetben Dichtung auszuführen.
Bft bie Sntfernung be« Punfte« bon ber @teid)gewidjt«lagejur $eit t in gotge ber erften Pewegung

aEein yi, in gotge ber zweiten allein )'2, unb wenn beibe Pewegungen gleichzeitig ausgeführt werben, y, fo ift
nach o%em @runbfa(j: y = yi + y2.

§ 12. ©eien auf AX bie punfte A unb Ai bie SluSgangSpunfte zweier ju AX fenfrecfjter paraEeler
ÜBeEenbewegungen bon berfetben Slmptitube a, berfelbcu Schwingungsbauer T unb berfetben SBeEenlängeX. ®ie
(Sntfernung AAi, ber ©angunterfdjieb ber beiben SBeEen, fei 8. Oft B bie @leid)gewidjt8lageeine« beliebigen
Punfte« unb AB = x, fo ift AiB = x — 8, atfo für eine gewiffe £eit t;
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(1) y T = a. sin 2tl

/ \ r t x 51
(2) y 2 = a. sin 2ic — — 4- — I

J = «| sin 2« [ i -~]+ sin S* ["J J" + x] I
Ct | 0 0

Sa aBer: sin a + sin ß = 2. sin ——t. cos -, fo ift:
2 2

8_
, u8 . „ r t X — 2 1

(3) y = 2a. cos —. sin 2u I — J
7t 8 d

3n biefem 2lu«brucf ift 2a. cos —— bon t uvtb x unabhängig, Wäljrenb x — bie Gsntfernuttg be«
A. £

ißunlte« B bon bem §atbirung«pun!te ber ©trede AAi angibt. Ser um B fdjwingenbe fßunlt würbe alfo bie»
felbe Bewegung ausführen, wenn bon biefem fpalbirunggpunfte bon AAi eine 3Beße bon berfelben ©djwingmtg«*

7t Ö
bauet unb üBeßentünge, aber bon ber 2tmplitube a 1 = 2a. cos ■—— ausginge.A

tlmlirljrung. ÜDJan fann jebe ebne SBette bon ber Slmptitube a 1 jerlegen in jWei anbete gteid^gcrid^tete

SBeßen bon berfelben ©djwingungäbauer unb SBellenlänge, bon benen bie erfte ber gegebenenum — borau«, bie
2

§ a 1
anbete um - hinter iljr jurüd ift, wenn man Bethen bie Slmfititube a = beilegt.st „ iro2 cos —

A
a 1

gta 0 = T ,(1 . = —

ßtCoilöcrc -fälip. Vvüt (■A iltfrIjctitpt 5 = (2n + 1) f ergifjt bie ©Ieitf)ung (3) y = o,
'£ £

ba cos (2n + l) = 0 . Sarau« folgt:

3wei gleiche unb gleichgerichtete SBeßenbeWegungenheben einanber auf, wenn if)r ©angunterfdjieb eine
ungrabe Slnjalß falber SffieHenlängen beträgt.

gür 8 = nX t= 2n - - erhält man:
£

y 2 — a. sin [2tc -~J -+- 2n it] = yi, alfo

y = 2yi = 2a. sin 2u J, b. fj-:
$wei gleiche unb gleichgerichtete SBetten, beren ©angunterfdfjiebeine grabe 2lnja1jt falber SBettenlängenbeträgt

feigen fid) ju einer ffieüe bon berfelben ©djwingungöbauer unb ÜBeüenlänge, aber hoppeltet Slmptitube jufammen.
§ 13. ©efefst, bie beiben bon A unb Ai auSgeljcnben©eilen, beren ©angunterfcfjiebwieber AAi = S fei,

haben berfdfiebeneSlmfolitubert,bie ber erften fei ai, bie ber jWeiten a 2 , bann ift unter übrigen« gleidjen 55orau«=
fepungen wie bor()in:

[r r]yi = ai. sin 2u

. r t x
y 2 = a 2 . sin In — — — +

t]
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ober, trenn trir feigen:

2 4t " t] = a; 271 T =ß;
yx = ai sin a
J2 — aa sin (a 4- ß)

y = ai sin a 4- a2 sin a. cos ß 4- a2 cos a. sin ß
= (ai 4- a2 cos ß) sin a 4- a2 sin ß. cos a.

33eftimmenmir nun bie ©röfjen a unb T fo, baß:
ai + a2 cos ß — a cos y

a2 sin ß = a sin y

(ai 4- a2 cos ß) 2 4- (aa sin ß) 2 = a 2.
a = ]/ai 2 4- a2 2 4- 2ai a2 cos ß

a2 sin ß
tgr v

ai + a2 cos ß

fo ift: y = a. sin (a 4- y).

SBergteidjt man biefen tuSbrucf mit bcm für y2, fo $eigt fidj, bajj eine neue ebne SBede tion berfetben
Stidjtung, Sange unb Däcitlationöbauer entftanben ift. f}f)rcn ©angunterfdjieb gegen bie uott A aubgcljenbcSßetle,
melden trir Si nennen, finben mir aub ber ©leidjung:

öl Y
27i — = 7, nämlid) Si = — X,A ATI

itjre Stmfditube ift: a = j/ai 2 4- a2 2 4- 2ai a2 cos ß.
©onftruirt man ein ißarattetogramm (ffigur 4), beffen Seiten ai unb a2 ben Sßintet ß einfdjtiefjen, fo ift

bie »om ©djeitetfrantt beö Sßintetd ß aublaufenbe ^Diagonale gleid) a, ber Süßinlel, melden fie mit ai einfdjliejjt,
gteidj y.

£>ieraud ergibt fidj, mie man eine ebne SBeHe omt ber 5lmptitube a in jtrei anbere oon berfetben 9tid)tung,
Sänge unb ©efdjminbigfeit, aber rerfdjiebenen 2lmj)tituben jertegen lann, trenn ron ben 4 ©röfien ai, aa, ß, y
(ober ö, Si) jmei gegeben ftnb.

ürfottberc Jolif. a mirb ein SOlinimum, menn cos ß = — 1, atfo ß = (2n 4- 1) n,

S = (2n 4- 1) A- ift, bann ift: a = at — a2, y = 0.

a mirb ein 2Jtayimum, menn cos ß = 4- 1, atfo ß = 2n n, 5 — 2n — ift, bann ift: a = ai 4- 32, y = 0.

Pr 8 = A ift ß äs* j, a = j/ m 2 4- a 22, tgy =

§ 14. 3)er atigemeine galt, baff ätrei in berfetben Sbne tiegcnbe 2BeHen:

yi = ai sin 2,, [J- - -£•]

[t x 01TT'Y + irj

fidj äufammenfe^en, täßt fidj, ba nadj § 11 immer y = yi 4- ye ift, burd) ©onftruction barftetten, menn man
jebe ber beiben SBetten nad) § 9 conftruirt, unb jeher Slbfciffe x bie algebraifdjeSumme ber conftruirten Drbinaten
jur Drbinate gibt.

-3n ber ffigur (5) ift ai = a2 = AO; Xs = AL2 = 2ALi = 2Xi ; T = 2Ti; 5 = 0.
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®urdj bie fünfte Ni, Na ic. tfl ALi in 6 gleidje Steile geteilt, bem entfpredjenb ift OO2 = O2O4 = • • • = '

baljer ergeben bie ®>urdjfd)nittgpuntte ber Linien Ni Mi unb O2 O4, N2 M2 unb O4 O2, :c. fünfte ber erften Sßetle.

®agegen i[t AL2 burdj Ni, N2 :c. in 12 gleidje J^eiie geseilt, bencn OOi = Oi O2 = ••• = entfpred)en,

fo baf; bie Sinien Ni Mi unb Oi O5, N2 M2 unb O2 O4 ic. fidj in fünften ber jtneiten SBette fdfneiben. ®ie

** Drbinaten Ni W1 1 unb Ni Wi" finb beibe negatib, bal;er ift il)re otgeBraifcfje ©umme Ni Wi ebenfalls negatib;

bagegen ift N4 W4 1 = — N4 W4", ihre ©umme atfo gteid) 9Mt, mäljrenb Ns W5 pofitib unb gleid)

N 5 W5 1 ~ N 5 W 5 " ift.
X2

f?ür 8 = — hätte man bie SBeHe AWi" W2" •••La um ANi bcrfdjieben müffen u. f. m.

$ie in ben beiben borigen §§ behanbelten befonberen gäbe laffen einfachere ©onftructionen ju.

II. (Sin fJuntt P Ijabe gleid^jeitig jmei aufeinanber fenfredjte oScitlatorifdje 93cmegungen anzuführen.

§ 15. ©S feien BX, B\, BZ brei auf einanber fenlredjte grabe Sinien. Sluf BX liegen A mtb Ai fo,

bafj AAi = 8, AB = x, AtB = x — 8; bon A gelje eine fdjmingenbe 93emegung au$ parallel BY, bon Ai

4» eine anbre parallel BZ. 3n ber £eit t entferne bie erfte 33emegung allein ben ^ßuntt P um y bon ber ©leid)»

gemidjtSlage B, bie ätueite allein um z, bann ift, wenn mir bie früheren SBejeidinungen beibehalten:

y = «, sin 2, [A _ i]
• in r i x 8 1

xT + ^J

®en mahren Ort beS fünftes P jur ßeit t finbet man nad) § 10, trenn man P erft um y in ber

9tid)tung BY, bann um z fenfrcdjt baju bemegt, atfo in ber (Sbne YBZ einen ipunft mit ben ©oorbinaten y, z

conftruirt. fjmr jeben 2Berth Bon t, erhält man einen foldjeu ^unlt; bie fiinie, auf meldjer alle biefe fjuntte liegen,

ift bie 33at)u beS fünfte? P. -3h« ©teidjung finbet mau, menn man jmifdjen y unb z eine ©teidjung IjtrfteEt,

t in meldjer t nic^t mehr borfommt.

§ 16. ®ie bon A unb Ai auggeljenben Sffietten Ijnben biefelbe 2lmplitube a, biefelbe ©djmingungSbauer T,

biefelbe Sänge X. ®ann ift:

. (1) y = a sin 2tc — y]

(2) z == a sin 2it ~ + y]

ober, menn man 2 tc = a • = ß fegt,

y — a sin a

z = a sin (a -f- ß)

z = a sin a. cos ß + a cos a sin ß

== y cos ß -+- J/ a 2 — y 2 sin ß

(z — y cos ß) 2 = (a 2 — y 2) sin 2 ß.

(3) z 2 -t- y 2 — 2zy cos ß = a 2 sin 2 ß.

Sreht man bie ©oorbinatenajen um 45°, fegt atfo:

y 1 -f- z 1 z 1 — y 1
y = v 2 ' vir

fo erhält man: ... y' 2 z' 2

(4) i g- + - 1.
2a 2 sin 2 — 2a 2 cos 2 —2 2 2'
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3)ie a3aljn bed fünftes P ift alfo im 2IHgemeinen eine (Sttipfe, bereu fpalbapen
0 Q

B = a y~%~ sin C = a |/"2~ cos —

unter einem Sßinfel bon 45° gegen bie urfprünglidjen @djmingungdrid)tungen geneigt finb.

Sie ©leidjungen (1) unb (2) jeigen, bah fomohl y, ald and) z jebedmal, wenn t um T mädjft, genau

benfelben SBertf) annimmt, alfo mirb ber ißunlt P in ber ßeit T einmal feine S3af)n burd)laufen.

Sie Steigung (3) ober (4) ift nidjt nur öon t, fonbern and) bon x unabhängig, fotgtid) finb bie 23al)nen

aller fünfte ber Sinie AX einanber oöHig gteic^, fie bilben jufammen einen eHiptifdjen Splinber. 2luf biefem

Splinber aber liegen, toie bie ©leidjungen (1) unb (2) aeigen, a® ei " Er beftimmten Beit t nur biejenigen fünfte

in graber Sinie, für metd)e x nnt X, 2X, überhaupt nX berfdjiebeit ift, meldje atfo um eine ganae ßafjt bon 2öeKen=

langen bon einanber entfernt finb, ade baamifdjen tiegeuben ißuuttc bilben eine um beu Splinber gemunbene

Sinie (Spirale).

ÜÖian nennt bie entftanbene SMe eine elliptifdje bon ber Sedenlänge X unb ber Sdjmingungdbauer T.

ßrfottöerc -fällt. 1) fpr 8 — 2n ^ wirb ß = 2nn, B = o, C = a ]/ 2 , aud) folgt aud ben

©leidjungen (1) unb (2) y = z, b. h- wenn ber ©angunterfdjieb eine grabe ülnaaf)! h a ^er SBetteulängen beträgt,

ift bie ÜBaljn eine grabe Sinie, unter 45° gegen BZ geneigt, bon ber £änge ber Siagouale bed Ouabratd über a.

2) gür 5 = (2n + 1) 4 ift J- === (2n + 1) B = a y2 , G Mo, aud) ergeben bie ©lei*2 2 2

djungen (1) unb (2) y = — z, b. h- Wen® *>er ©angunterfdjieb eine ungrabe Slnaal)! h°^ er SBettentängen beträgt,

ift bie Sahn eine grabe Sinie, unter 135° gegen BZ geneigt, bon ber Sänge ber Siagonatc bed Quabratd über a.

3) 3ft 8 = — ober ä '\ ober (2n -+- 1) 4-, alfo | = ~ ober 3 " ober (2n + 1) -, fo mirb4 4 4 2 44 4

Sj n 2 — cosz --- — alfo B 2 = C 2 = a 2 unb ©leidjung (4) geht über in: y 2 +- z 2 = a 2, b. h- wenn

ber ©angunterfdjieb eine ungrabe SXnaahl SierteI«3BeHenläng?n beträgt, ift bie SaI)U ein greid mit bem Siabiud a

©eljt man auf bie urfprünglidjen ©leichungen jurücf, fo ift für 8 =

y = a. sin a, z = a sin ~ J = a cos a.

SBäljrenb alfo a bon 0° bid 90° mädjft, finb y unb z beibe pofitib, ber burdj fie beftimmte ißunlt P

liegt im erften Quabranten; mährenb a bon 90° bid 180° aunimmt, ift y pofitib, z negatib, P burchläuft ben

ameiten Ouabranten u. f. m., ber bfSwntt P bemegt fid) alfo umgelehrt mie ber 3 e'9 er ei ner Uhr; man netmt e ' ne

folc£)e Semegung eine linfdherum gel;enbe.

3X r %n 1

güx 8 = — ift bagegen: y = a sin a, z = a sin a -) --J = — a cos u.

Söfft man hier u. bon 0° bid 360° madjfen, fo geigt fid), bah b)3untt P erft im ameiten, bann im erften,

bierten, aulefct i®1 dritten Quabrantcn fid) befinbet, alfo bemegt er fid) in bemfelben Sinne mie ber Beiger einer

Uhr, ober recfjtdherum.

Umkcljrnngett. Sine grablinige Sdjmingung bon ber SImplitnbe B lann man in amei aufeinanber fenl»

re^te bon ber Slmplitube a = —?— aerlegcn, meldje mit ber urfprüngffdjen Sdjmiugungdridjtuug SfBinlel bon 45°bilben.y 2

Sine freidförmige SBetle tann burd) amei aufeinanber fenl'redjte ebne 2Beden erfefct merben, meldjc einen

X 3X
©angunterfdjieb bon — ober —-haben, je nadjbem bie S3cmegung eine tinldherumgeljenbcober rcdjtdherumgehenbe mar.
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<£oit|lnutt01t. (f^igur 6.) ©erlägt man um B mit BO = a einen Sreig, tfjeift feine ißeripfjerie in 12

gleite St)eile OOi = O1O2 == O2O3 jc . = unb fällt »on ben Stjeitpunften ©entrechte auf ZZ 1 unb YY 1,1 A

beren guffpunfte Zi, Z 2 •••, Yi, Y2 ■••feien, bann burdfläuft ißunft P nad) § 5 in ber Stiftung ZZ 1 bie ©treefen
T

BZi, Z1Z2, Z a O, OZ2 je. jebegmal in ber ßeit —, ebenfo in ber 9tid)tung YY 1 bie ©treefen BYi, Y1Y2, Y2O9,JLA
T

O9I2 jc . tn ie — ©ecunben. —
' 12

beginnen Beibe ^Bewegungen gteicfijeitig in B, fo finb BZi nnb BYi, BZ2 unb BY2, BO unb BO9 jc.

jufammengefjörige (üoorbinaten beg ißunfteg P, weldjer alfo üon B in graber Sinie uad) G, »on ba gurütf Big G 1

unb öon bort mieber nadj B fid) Bewegt. —

Siegt ber fßunft Ai, non meiern bie ZZ 1 parallele Sßelte auggefjt, um — näljer an B, alg A, ber 3lug=

T

ganggpunft ber anbern SBette, fo Ifat P ficf) fdjon ^ ©ecunben in ber 9iidjtung BZ, alfo Big 0 Bewegt, elje er

eine ^Bewegung nad) YY 1 f;in erhält; er muff alfo gleichseitig um OZ 2 unb BYi, um Z2Z1 unb Y1Y2, um ZiB

nnb Y2O9 je. feine Sage änbern, alfo nad) O11, O10, O9 jc . gelangen, b. I). ben ffreig felbft linfgfjerum burdjlaufen.

3n äf;nlic[)er SSBeife erhält man für S = bie @ßipfe Zi O11 E Zu E 1 linfgfjerum, für S =i. A 12

biefelBe gtlipfe redftglferum burdflaufcn, u. f. w.

§ 17. §a6en bie Beiben SffieHen audj nod) nerfd)iebene Slmplituben, a unb ai, fo lauten ihre ©leidjunaen.

r t x l 2u <5

["T - Xj = P

y ^ a. sin a; z = ai sin (a

y.

wenn wir wieber

fepen: ß)-

®araug folgt:
sin a =

z
•— — sir
ai

cos a rv
a 2

i a. sin

= •—. cos
a

Lai
cos

+ j/ 1 "!?- sin ß

M-g - 2 ß

z y z y
—2 + ~2 ~ 2 - cos ß ~ai 2 a 2 ai a

sin'

®a ljierin

33ejeid)net

cos • A
.2 negatio ift, Weil cos 2 ß 1, fo ftettt biefe (Sleidjung eine SHipfe bar.a". ai* a*. ai*

> ben SBinfel, unter weld)em bie ^auptapen berfelben gegen bie Bigljerigen Slpen geneigt finb,

wäl)renb bie fjalBen Sängen biefer Stpen B unb A ljeijjen mögen, fo ergibt fidj, wenn mau bie obige (Sleidjung

burd) SEraugformation ber Soorbiitaten auf bie gorm:

B 2 z 2 + A 2 y 2 = B 2 A 2

faingt, 2aai cos ß
tg 29 =

sin 2 «p

cos 2 cp

ai* —

v'W- -a 2 )2 + 4 a 2 ai 2 cos 2 ß— (ai 2—a 2)

2j/(ai 2 — a 2) 2 + 4 a 2 ai 2 cos 2 ß

|/(ai 2—a 2) 2 + 4a 2 ai 2 cos 2 ,2 + ai 2—a 2

2[/(ai 2—a 2) 2 -j-4 a 2 ai 2 cos 2 ß



14

B 2 = -y j(a 2 -f- ai 2) — ^/(ai 2—a 2) 2 -i- 4 a 2 ai 2 cos 2 ß j

A 2 = |(a 2 -j- ai 2) -+- [/(ai 2—a 2) 2 -f- 4 a 2 ai 2 cos 2 ß j

fiffonbere M\lt. 1) 8 = O, ober 5 = 2n fotgtidf) ß=2mz,

a

y == a sin a; z = ai sin (a -1- 2mr) = ai sin. o, bartit ift: y = —. z.3l

®ie 33afjn beä Bewegten f}5unlte8 ift alfo bie ®iagouate be8 SRecfjtecfb, beffen Seiten a unb ai finb; ihr

Sänge 1 = j/a 2 -+- ai 2.

3Jennt man u bie ©ntfernung be8 fßunlteS bon ber ©£eic^getai<f|t§tage jur ßeit t, fo ift:

u 2 = y 2 + z 2 = (a 2 -+- ai 2) sin 2 2u ^J; u = J/a 2 -+- ai 2 sin 2 tc

@8 ift alfo wieberum eine ebne Sffiefle entftanben, beren Stmptitube a2 == j/a 2 + ai 2 ift; nennt man cp

ben SBinlet, Welmen fie mit ber Sßeße bon ber Slmptitube ai einfdjtiejft, fo ift:
a a ai

tg tp = —; sin cp = —; cos cp = —
ai 7 a2 7 a2

X a
2) S = (2n 1) ; /S = (2n + l)it; y = a. sin a; z = — ai sin a, folglich y = z.£ ai

@8 änbert ficfj alfo an ber uorigen Betrachtung nur ba8 eine, baff cp ein ftumpfer SfBinfel wirb,

a . a ai
te cd - — —: sin cp = —; cos cp = .

& r ai ' Y a 2 r a 2

Umgelehrt tann man alfo jebe grabtinige SffießenbcWegung bon ber SImptitube a2 erfepen burcfj jWei anbere

auf einaitber fenlred)te grabtinige ßßeßenbewegungen bon berfelBen SBeßentänge unb ©djwingungSbauer. -3ft ber

SBinlet cp, Wethen bie eine berfelBen mit ber urfprüngtidjen BcwegungSri^tung einfd^ließt, ein fpifser, fo Ijat man

ben beiben neuen Bewegungen bie Stmptituben:

a = a2 sin cp, ai — a2 cos cp,

unb leinen ©angunterfdjieb gegen bie urfpriingtidfe Bewegung ,ju geben; ift bagegeu ber SBinfel cp ein ftumpfer,

fo erhatten bie beiben neuen Sßeßen bie Stmptituben:

a = 32 sin cp, ai = — a2 cos cp,

unb nur bie erftere beginnt unb enbet gleichzeitig mit ber gegebnen, bie gweite hat einen ©angunterfdjieb bon einer

ungraben 3tnjal)t h a ® er ßBeßentängen.

X TD y2
3) 5 = —, ß = —y = a sin a; z = ai cos a, folglich: Ar H » = 1.4: Z a ai

®ie Bahn ift atfo eine ©flipfe, beren ^auptapen mit ben gegebenen <5dhwingung8ridjtungcn jufammenfaßen

unb ben SImptituben gteicf) finb.

Säfjt man a bon 0° bi8 360° warfen, fo zeigt fid), baff bie ©ßipfe Iinl8herum burdjtaufen wirb.

3\ 3u y 2 z 2
4) giir 5 - ß = — ift y — a sin a; z = — ai cos a, atfo: 4- = 1,

bie Bahn ift atfo wieberum eine (Sßipfe, fie wirb aber red)t8herum jurüctgetegt.

Umgelehrt laun man eine efliptifdje SBeße burch jwei aufeinanber fenlredjte ebne SBeflen erfepen, beren

Sd )Wingung8rid )tungen unb Stmptituben bie fpauptapen ber ©flipfe finb, wenn man ihnen einen ©angunterfdjieb
A 3X

fcon — für eine linföljernnt, ton — für eine redjtSljerum gefjenbe 93efoegmtg Seilegt.
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Cotljlruction. (gigur 7.) Sdjtägt man um B mit BO = ai unb BQ == a Greife, tfjeitt bie ißerip^erie

eine§ jeben in 12 gleiche SHjeite unb faßt bon ben Ütjeilpunften beS elften Oi, 0 2, O3 ••• Senteedjte auf ZZ 1,

bou benen beS jweiten Qi, Q2, Qs • ■■ Sentredjte auf YY 1, fo finb tn ber 9iid)tung ZZ 1 bie Steeden BZi, ZiZ 2,
Z2O, OZ 2 ic. unb in ber 9tid)tung YY 1 bie Steeden BYi, Y1Y2, Y2O9, O9Y2 je. 2Bege, ju Wetd)en ber Ißunlt

P immer ^rT Secnnben gebraust.JLA

^Betrachtungen, wie bie im borigen §, jeigen, baff für 5 — 0 P bie grabe Sinie BGG^, für S = ~A

X sx
bie ©rabe BGiGi'B burdjläuft, ttäfjrettb er ficfi für 8 = — auf ber Sftipfe OQ9O6Q3 ItnWBerum, für 8 = —4 4

2X 8X

auf berfelBen (Sßipfe redjtgljerum bewegt, unb für 5 — —- bie Sßipfe Z2Y2Z8Y8 tintShcrum, für 5 = biefeXA XA

Sfligfe in ber fRidftung Z8Y2Z2Y8, atfo rechtsherum jurüdlegt.

§ 18. ®ie beiben aufeinanber fenteed)tcn SBcßen (;aben biefetbe Stmgtitube, aber berfdjiebene SdjwingungS»

bauer, unb jwar mögen bie Schwingungen in ber 9iid)tung ZZ 1 boftyett fo lange Wahren, als bie in ber Stiftung

YY 1, fo bafj in ben ©teid)ungen beS § 15 ai = a 2 — a, T2 = 2 Ti ju fefjen ift. |jaben bie beiben SCBeßen

biefetbe gortpflanäungSgefchwinbigfcit c, fo ifi nadj § 7: cT^ = Xi, unb cT 2 = X2 , atfo für T2 - 2Ti, aud) X2 = 2Xi.

SDcan ertjdtt atfo, wenn AAi = 5:

• oT 1 x 1 • n X — 51

J =. »in 2« ^ - J-J; z,_ , ,m » y-_ _j
r t x "I nd . , x

ober, toentt: 2tt I — — I = 2a, — = ß gefegt mtrb: y = a sin 2a: z = a sin [a -+- ß).
}_i i X ^ J Xj

ÜDarauö ergibt fidj: y Oo .ö 1 ; — = 2sm a. cos a.
a

unb ba: 1 = sin 2 a -+- cos 2 a

v
V

1 + x
a

X
a

1 + i

= sin a 4- cos a

= sin a — cos a

x\V* + x-V>
2 ( V ~ a ]/ a

ba: z = a (sin a cos ß + cos a. sin ß)

= cos a

z = ~ a (cos ß + sin ß) j/ 1 + I + -i- a (cos ß — sin ß) j/ 1 —

®n bie Sorjei^en bor ben SBurjetn gofitib ober negatib fein lönnen, fo entfpred|en febem SBertt) bon y

im Slßgemcinen 4 SBerttje oon z, wetdje abgefet;en bont SSorjeidfen gaarweife eiuauber gleich finb. gür y — ± a

wirb eine ber beiben SBurjetn gtcidj 9?uß, eS bteibeu nur jWei SBerttje bou z, bie einanber gleich, aber mit ente

gegengefe(jten Sßorieidjen behaftet finb.

Söst man bie ©teidjung nadj y auf, fo erhält man:

I r 2z £ 1 2z 1 /""

y = a j sin 2ß I ij ± cos 2 ß. — W 1

_ !
,2 Ia

ßu ben aBerthen z = o unb z = + a gehört atfo nur ein Stßcrth bou y, febent anbern 3Berth bon z

entfpredjen 2 S33erthe bon y.
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ßffflltbere .fülle. 1) pr J = o ift ß — o, sin 2/3 — o, cos 2/3 = 1, audj ift für 5 = n —2

2ß == nn, sin 2ß = o, cos 2ß = ± 1, atfo:

= ± 2z ] /" 1 — == + — |/a 2—z 2 ober —J/ a^ 5 a r a 4

4z 2 y 2
~T + YI" ~ °-a" a

SDarauS ergeben fid^ folgenfae jufammengeljörige SBertfje Bon y unb z:

z = o, y = o; z = + —, y = + j/~ a 2 — -J; z = ± '^=, y = !+ a; z = ± a, y = o.2 , y ±]/a 2 4 ,~ - j/^'
2luS ber ©leidjung ber ©urüe folgt ferner:

y : 2j/a 2—z 2 = z : a,

Woraus man eine einfadje ©onftruction beliebig oieler fünfte ber ©urBe ableiten tann.

Ii <7T 0^2 _____i\2 rj

2) pr 3 = — ift 2/? = —, sin 2/3 — 1, cos 2/3 = o, alfo: y = ober: z 2 = - (y + a).4 -y a 2

2)iefe ©leidjung ftellt eine Parabel bar, beren Sipe in bie 9lid)tung YY 1 fällt, beren ©djeitetpunft in

y = — a, z — o liegt unb beren Parameter ift.£

3) pr 3 == ^ erfjätt man 2/3 = sin 2/3 = — 1, cos 2/3 = o, alfo: z 2 = — (a —y),4: 2 2

b. i. eine ^arabel ttite bie vorige, beren ©djeitetpunft aber in y = a, z = o liegt.

CoitflructtOJI. (gigur 8.) ©djlägt man um B mit BO — a einen ßreiS, tljeilt benfelben in 12 gteidjerp

Steile unb fällt Bon ben ©Ijeilpunften ©enfredjte auf YY 1 , fo toerben bie ©tretfen BYi, Y1Y2 ic. in je —-12

©ecunben burdjlaufen; tljeilt man ferner ben Sreiäumfang in 24 gleidje Steile unb fällt Bon ben Sbeilpunlten
T2 Ti

©entrechte auf ZZ 1, fo werben bie ©treclen BZi, Z1Z2 ic. in ~ = ~ ©ecnnben, alfo in berfelben £eit wie

bie auf YY 1 conftruirten jurüdgelegt.

beginnen nun bie Bewegungen nadj beiben 93idjtungen gleidjjeitig, fo finb BZi unb BYi, BZ 2 unb BY 2 ic.

äufammengeljörige ©oorbinaten beS fünftes P, feine Baljn ift bie ©urBe BEi 0E 2 BE3 0i 2 E4B.

pr 5 = — = ift P in ber IRidjtung Z XZ fdjon ~ ©ecunben in Bewegung, alfo bei

Z3 fortgefdjritten, wenn feine Bewegung in ber Stiftung Y XY beginnt; eS finb alfo BZ 3, 9SuH; BZi, BYi :c.

äufammengeljörige ©oorbinaten, mithin Z3 CZ 3 Oe Z15 Ci Z15 06 Z3 bie Baljn non P.

-Sn berfelben SGBeife finbet man für 5 — ~ - unb anbere. SBertfje Bon 3 bie Baljn be« fünfte« P.

§ 19. Sangen jWei ober meljr ebne, IretSförmige, elliptifdje ober parabolifdje SMen gtcid/jeitig in einem

fünfte an, fo fann man jebe berfelben erfepen burd) jtüei aufeinanber fenfredjte ebne SBeKcn, beren ©djwingungen

§Wei feften IRidjtungen YY 1 unb ZZ 1 parallel finb. ®ann !ann man nadj § 11 erft alle paratfei YY 1 erfolgenben

©djwingungen unb ebenfo alle ZZ 1 parallelen, juleijt bie beiben refultirenben Bewegungen nadj § 15 jufammenfepen.

$eiffJttl. ©ine tinfSgebreljte unb eine redjtSgebrefjte freiSförmige SBetle, weldje biefelbe Slraplititbe a, biefetbe

©djwingungSbauer T unb biefelbe Sänge X, aber ben ©angmtterfdjieb 3 paben, fepen fidj ju einer ebnen SßeHe

jufammen, beren Stiftung Bon 3 abhängig ift, unb beren ©leidjung lautet: u = 2a sin 2 tc X - ^ 1
I T X 2A J
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