
Kapitel I.

Die MedeiMeoi'tztiselien (zliunälaAen.

H 1. Die aual^tiselis pormulisi'unK clos Problems.

Ourot VeilziegunK äor I4ü,odo

rnöxe äis plnolisnsolnil-

n? — a? (it, ??),

Z/
L! — L

^5 —

^
outstolien. l^üi- ^ — 0 sollen ?, ^ in a?, ?/, ^ üboiKolien. lüntv^iol^elt wKN ^ ^ nnoli
Potenzen äos parnrnstors so soll

X (n, il) — a? (it, ii) -j- v) ^ -j- a?z (it, v) ^ -p a?z (n, v) ^ ^
^ (it- v, y ^ i/ (tt, i?) ->- ?/l 0, v) t -I- ?/z (it, r>) ^ -I- ?/z («t, v) 4- ,

(it, il. ^) — Z (it, v) 4- ^ (it, i?) ^ -p Lz (it, il) ^ ^ (it, i?) ^ 4°
sein. On nllo Lio^ull^stlÄoliöll clnssolbe ltiinionoloment besitzen, bnt man

4- 4- ^ 4. 4-
llun ist

Kiv - Kit ->- -^- avVit öv

^ö-z? ön. öa?z
4-

^öit öit öit öit
uinl

öa-V .-.ö^ö^
öit <?Aöit^

-^2

ö«ö«z
öu öit

M -p

öet

öa? öc>?^ öa?z
öv öv öi? —1^,

--^>sS"-°-
, ö«?i öcv>

öa? öa?
öit ö??

öa? öa?^ öa?^ öa?
öit öv öit ö?)

/ötv öa?z öa?g öa?
i öit ö?) öit öi? öit öv

^ 4"

ötv^ öa?z

öit öit

/öa?öa?z öa?z öa?
töit öv öit öz?

öa?z öa?^
öit öv

öa?i öa?i— ^
öit öv

4-
öa?
öv ov o?)

öa? ötvz
öi? öi?

4-

^-i-
öcv öa-z ötvz

ö?) öi? öi?
^4-
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Dülireu ^vir clis in cler Dläelientbeorie übliebe ke/.oiebnuugswsiss

tön/ >ön/ fön/ tön

ein, so vürcl

c?^ on

-^2 ^öcv ö«
^ ön öv

-i-

^ Vön / ^ ^ ^ ön ön

öa? öa?, öa?^ öm

^ ön ö?i ön öy

öa?^° ^.-2
ön ön

9 _n v
^ ön ön

öa?^^
ön

öv /
c/v^

ckn^

^ -k
öa? öcvz öa?z öa?

ön öv ön ö?> Zzj ön / ^

n. > ...
A.. Ä.. ^ c^n</u

öa?^

ön
ckvk

Daraus kolgt clureli Xullset^sn clor Koekki^isntsn clor öin^elneu Doten/en von t:

öa?

ön ön öv ^

öa? öa?

ön öv

öXD

öv)

> öcv

ö^

äa clie Dunclamentalgrüsssn erster Dränung ^ A kei clor ursprünglieben Dläoke uncl clsn

Dieguogskläebsn übereinstimmen; ferner

^ ön ön '

^ öa?i öa? ^
^ ön ö?? ön öv '

öa? öa?^

^ ön öv
0.

Diese clrei Dleiebungen bestimmen a?z, ^ uncl weiter folgen

öa? öa?z

ön ön

^^ömz öa?z
^ ön ö?? ön ö??

öa? öa?z

ö?? ön

2^

öa?i

ön

ön ö?) ^

1

als Dikkerentialgleiebungen kür a-z

2 ^ ^ ^ )

Allgemein sincl

^ öcv öa?,i

^ ön öv

öa?öa?„^ ^
ön ön '

öa?„ öa?^
ön ö^?

^ ö-N^ öa?»_
^ ön ön

^ öa?, öa?n- l
ön öi?

^öcvg öa?„-.l > s > z

ön ön

öa?z öm.t^g

ön ön

> X'^s s , x
ön öv ön öi)

-l-

öm ^ i / x^ ^---c > ^a-z öa?»_ , ^ öm»_z
öv öv ^ ^ öv öv ö?? öv ^

'-k-^
ön ön /

öa?„.^ öm^

ön öv

öm/

ö?) ön >

6ie Lestimmungs-Difkerentialglöielmngen kür ?/„, s«. Kann man cliese Svsteme von Dikke-

rentialglsiebungen integrieren uncl ergeben sieb kür ^ D, ^ konvergente ?otenxreibsn in k,

so ist clamit clas allgemeine Verbiegungsproblem, alle Dläeben niit gegebenem Dinienelement xu

kinäen, gelöst. ^Vir vverclen a?^ ?/, ^ als anal/tisobs Duuktionen annebwen uncl clann Zeigen,
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dass X, D, nicdit nur in sondern aueb in «« und n konvergente Lotenzreiben sind. blimmt
man n, ?/, s nielit als anal^tisebe Dunktionsn an, so lässt sieb uns dem Dolgenden doeb zeigen,
dass D, >5 konvergente Lotenzreilien in t sind.

Wenn inun in den kntwiekelungon tür W, I", ^5 «tie Dlieder mit ^ und den böberon
Latenzen von t fortlässt, so spriebt man von einer unemllieb kleinen Verbiegung. Diese ist
Zuerst von Weingarten im IVO. Lande von Orelles dournal bebandelt worden. Wir entwiekeln
zunäebst die Lormeln, welebe uns die Koeffizienten der unendlieb kleinen Verbiegung, a?,> z/,,
liefern und werden dann für die Verlnegungskoeklixienteu /weiter und kökerer Ordnung älm-
lielie Differentialgleiekullgsn aufstellen.

K 2. Die unendlieb kleine Verbiegung.

Z/i? werden dureli die Dloiebuugsn

^ ö«? öa?z ^ Sa- öa-1 öa?^ ö-r ^
^ ' ött dv ön ö?i ' öv öv

bestimmt. Wir setzen (Weingarten)

Durek Dikkerentiieren erliält man

öy? ^ ^ a? öa? cv^

oder

ebenso

^ öv ^ ^ öit. ö»öv'

öys ^ ^ ^ ö^a?
öv ö^? ^ öttöv öiv öv^ '

Daraus folgt, wenn man für y? seinen Wert eintubrt

^ ^ ö^a? ^ öa?^ 7^^ öa? öa?^

^ ^ V" ^ U- ö^oA —^öa? öa?i
^ ö?i öv ö?t öv ^ön ött

Wir maeben ^etzt die ^nuabme, dass die lotalkrümmung (Dausssebe Krümmung) der
Kläebe a?—a?(^, v), r>), L?(it, v) positiv ist. Dann können die Larameter n, n so ge-
wäblt werden, dass von den Lundamentalgrüssen D, D', D" zweiter ^rt D' versobwindet und
D" —D wird. Kaeb den bekannten Kormein der Kläebsutbsorie ist

ö^a? öa? öa?

ö??2 ^
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(25, I", X sind disr clie Cosinus clsr positiven kiedtung' äer vlnedennorinnle. vis XosM/nenten
linden <iis ^erte

^öO SO SO öS ..öS^öO ^ös
ölt öl? ölt ^ öl? ölt öl? öl? ^ ölt

i pi^ 7l'
^ 2(OS-F'2) 2(OS-O2)'^- 2(OS-Ö2)

2(OS-O2) 2(OS-^2) " 2(OS-O2) ^

2Venn innn kiir die /.weiten vikkerentinlqnotienten von n? äioss ^Vsrts ojnkiidrt, so ergidt sied

oäer

v 1 öy?
^ ölt öl?' ^ ö?? p' /< ölt

wenn O clns Vnusssede XrüniwunAsiunss de/eiednet.
vür n?^, ^ linden wir witdin kolg-entles Vleiedun^ss^stsni:

wenn wan
1

set/t. Onred tvikiössn clieser Vleiedun^en erdnlt lnnn

. ö^1 __ ^ ^ ^ ^
ölt ^ ^ öl? -j/^S-

S— - ^ —
ön?^ öy? ölt öl?

öl? ^^ölt^^S-^2
^Vir dnden ^jst/t noed äie vunktion y? /u bsstiwineu. ^Vir linden

ölt öl? öl? ^ ^ ölt

vitkerentiiert mnu clis erste VIsiedunK' nned lt, clie Zweite uneli l? nncl nclcliert, so wir<l

/ö^ ö^?> ö^ öy? öp ö^>^^ö^'öa^^ ^ S25 ö-x,
i^ölt2 öl?2/ ölt ölt öl? öl? ^ ölt- öl? ^ öl? ölt

vn nned clen Lnt/en <lsr VInedontdsorie

ö^^ SO öa? OO öa?
ölt ' OS-O2 ölt^ OS-O2 öl?'
ö25 ^ OO öa? OO ö-«
öl? ^ OS-O2 -l- ^17^2
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ist, bnt mnu

und

^öm öm^ öm öm, ^ Z? -j" t?
' ölt öl? öl? ölt

Ys?

ö^ys ö^ys ö^oA^ öys ö^oAx? öys ^

ölt^ öl?^ ölt ölt ^öl> öl?

ist eins pnrtietle Oikferentinlgleielinug /weitem Ordnung tur y?. I^ülirt in-in

ysl/9 —S

ein, so eriinlt innn
AZA A2A

ölt^ ^ öl?^
tt (lt, l?) s oder /t s — tt s, (t)?

wo

ist.

1 ,
tt ^ , In-

Vö ö'

Wenn IN NN in den Oleiebnngen für ' und ^ ^ etienknlls I? stntt YS einküiirt, so wird

öa?l ^ ö w
ölt öl?

S
,— öS

öm, öl/^ W /— öS
S -k /s 2l.o?) c?e^

Oikkerentiiert man die eiste (ZleielmnK naeli n und die /weite naetl n und addiert ^ so

ö/ß X öS ö/^X SS

ergüd sieli

/I Ali-2 öl?
— —2
ölt ölt öl?

Ebenso wird

(2).
n„ ' t'2 i' öS^^ ^

öv ölt ölt öl?'

n-, ^ o ö/^X öS^ öl/^^ öS^
öl? ölt ölt öl?

Integriert mnn (1) und dnnn (2), so eriinlt ninü die ersten Iliegungskoekfi/.ientsn

.n, ?/,, Li; und dns tboblein der uuendiieli kleinen Veri>isgung ist gelöst.

§ 3. Die Zweiten und die kotieren Liegungskoekki/ienten.

Die /.weiten IZiegungskneffi/ienten a?z, ?/z, Sz werden dureil die Oleiebnngen

öm

ölt

bestimmt, wenn mnn

^öni ö.Ng ^ öm ö.Nz ömg öm^ ^öm ön?-,^ ^
^ ölt ölt ölt öl? ^ ölt öl? öl? öl?

r X/^V i v/^'V
ölt /^^' ^ ölt öl/ ^1,'öl? / ^

be/.eieiinst. Wir setzen

,öm öcvz

'ölt öl? ^ r ^ /?
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Omni erkült i»:ui dnrelr Oitkereutintion

öa?2

'd^2 öi?
^ ö^a? du?z . d/° de

^d^dv ö?t d?i dv'

S^ . ö/SS-^ ^ d^ d^^ ^d^ l /'A.
dv dv ^ ö?töi? dv ^ d??^ dn dv d?t

Letzt mun kür y? seinen IVert ein uncl kerüeksielitig't dunu die Oorinelu Leite 3 kür die znveiten

^.ideitungen von u?, so iviid

v ^ ^ -I-
^ ^ ött öv

v

^ öi? ^ ö«ö /M

Our u?z, ?/z, L?2 linken N'ir deinnnell das OleielinnMS^stoin

ivn

du? öu?2

^ d?t d»

du? du?z

dv

V- V ^^2

7?^ -

l/FS-O'2-/',

ö?) d-M,

^ du? du?2 ^
^ dv d?)

^ Su?2 ,

1

^ 6 d- (»1 -O »2 - 3/?2)/d- «2 .? - dd Az W- /-'

ist. vnreli .dnklüssn dieser Oleieliun^en findet ninn

O— — /.' ^ ^ __

du?2 dys ö?t " dv v V ' dv
— L>dt -5 YS „z ^ idn

dg?,

dr?

Letzt man

d^^'d.

du? du?

dys ^ dz^ dv

Mdd -

^du?

ys ^

. du?

d?t dx?

F6--^2

^S-di'2

d?t dv

du? du?

LS-iO2

so ndrd

d'6 - /''2

du? ^ d^

du?z ^ dys d«t ^ dz?
^-- -sd. ? d- / 0

du?z dys ^ d?t d?)

d^ ^ ??d--'.
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Wir liaben jet/t wieder die Oikkerentialgleiebung kür y? auk/ustellen. Ls ist
dy? dw >

vurel, Dikkerentiieren und ^Vddieren findet man

kd^ d^> ös dy? ds dy? ^ V— ^ — 5t— -I- — - —._ , . teee r > ^ ttee _>_ ^ e — > —Z — >' --I--
" t^d?^ dv^ / d?t drt dv dv öet dv dv d?t dv dtt

kdilnt man wie im 8 2 kür und ^ andere Werte ein, 80 wirdd?t dv

de^ dv^ dit du^ öv dr? ^ s" ^ S^ s ^dv drt/
Let/t man

?/s
80 ergibt sieli

oder

wo wieder

ist und d den Wert

c>^-> ^ d-dz > . >^ ^ ^ ^ b (rt, rr),

/lAz — ttAg ^ >

1 F-KS
tt —^7^ ^>S z

Vs

dm dn
dv ö?t

bat. 1'ülirt man aueli in die klleicdnrngen kür ^ y? —ein, so wird

öa?2 d^X

öcvz d^X >

und wenn man dikkerentiiert und addiert

^ d^s X ^2 ^ c> -' I 2 -^' öSz ö/t da
dri d?5 ö?t dv d» dv

Analoge dleieliungen findet mau kür r/z und Zz.
8st/t man in der (kleiebung kür d kür nr und »r die Werte ein, so kiudet man

'--^--rr-/'-r ez-^> ^-rr>. -^o, ^4-e, A

drtdv ^d»^ dr?°/ ditdv
d. i>. d ist eine lineare Funktion von e, /t // und deren ersten und /.weiten Ableitungen. Die
Ivoekli/ienten sind Funktionen von rr und ri, die der /u verbiegenden anal^tiseben l^läebe

az, //, s entstammen; sie sind analvtiseli in u und ».
di^
dr:

Ableitungen, ebenkalls mit Koelti/ienteu, die analvtisebe Funktionen in «t und v sind

Ebenso ist ^"-l-^ — n eine lineare Funktion von e,/', </ und deren ersten und /.weitendrr dr?
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V4r senden uns nun den dritten Verbiegnngskoekki/ieuten a?g, ^ /u. Diese sind
/u bestimmen aus den DIeieliungeu

öa? öu?g ^ öa?z
ö«« ö«« ö?t ö«« '

^ö«« ö«? öz« öv ö«« ö«? ö«« ö«? '

öa? öa?g ^ Sa?; öa?z
ö«? ö«i ö?) ö«? '

oder

^öa- ö«z ^ ^ ö« da-g ^d^g d^ ^ da? da?g ^
^ö«« öe« öz« dv öe« ö«) dv dv

IVir seilen, dass die Itselmung kür die dritten Verbiegungskoskki/ienten gen<u> so ver-
laukt, wie kür die Zweiten. IVir babsn nur an Ztells von s, /) A, Sz, /z, ^ ein/ukübren.
(Dei den /weiten Verbiegungskoekil/ionten müssen n-ir )et/t «z, /), s/z statt e, /) A sebreibsn.) Dem-
naeb lauten unsere Dleiebungen

>.a- --3 ddg ^ ^
^ dv de« ^ de« de?

4 Sg ««Sg 4- dz,
wo c>g und dz lineare Dunktionen von Sg, /), Ag und deren ersten und /weiten Kbleitungeu sind,
welebe dieselben Koskki/ienten wie o und d (bez. Nz und dz) babeu.

Analoge Dutwieklungsn gelten kür alle weiteren Iliegungskoelki/ienten.

ß 4. Zusammenstellung der Dormeln.

Die Dleiebungen der lZiegungskläoben lauten
klk — a?-j-a?i t-j-a?z -j-cvg -j- 7
^ 4" -/it -k.-/st' -k ?/z^ -D -)

Z 4- Sit-i- e?z^4- L-g^-l-
Ds soll die Konvergenz dieser lieiben naebgowiesen werden, und /war niebt nur die Kon-
vsrgenz als knoten/reiben von t, sondern es soll gezeigt werden, dass die keiben Kon-
vergente Doten/reibsn in «« und v, also analvtisebe Dnnktionen in «« und v sind. Voraus-
set/ung ist uatürlieb, dass a?, //, s anal^tiseb in «« und v sind.

Dür die Koekki/ienten babsn wir folgende Dleieliungen:
, ^ ^ öS.

. d'Sz ö,/z
öe« ö«?

^ ^ - x/ > r« n_ „
/t U?z - D ^ ^ 0z,

4 a?« — //
öl?«
ö?«



und l^^-2

sind ebenkulls annl^tisobe Dunbtionsn in lt nnci «, Dleiebungsn derselben Dorm erbült man kür

?// und Wir brnuebsn nur die Idoekkixdenten der W-ldsibs bebnndsln; kür die lvoekkixienteu

der D- und dklteibe gelten dieselben oberen Drenxsn, die wir kür die Koskkixienten der W-ldeibs

nukstsllen werden.

^2> ^s? - - - werden bestimmt dureb die Dilierenti-dgieiebungen

d Ai — «

d ?t 2 ^ ^ d ^ 4^

d Sz ^ « Sz 4- /?.„

d Az — K ^ -4 b-

Diese Dlsiebungen, sowie die Dleiobungen kür u?z m. sind mit beliebigen

niebt-unul^tisvben ldnndwerteu xu integrieren; wir werden später nur voruussetxen, du,ss die

ltnndwerte einige Dikkerentiulpnotienteu xulussen.

Die Drössen d sind gegeben dureb

6-4-^/'-d- -^1 ^ ^ ^2 A ^ A

4- 4'
ölt du

4-Z'
ölt^ öl?^ / öl« öl?

lkür o« gilt eine Dlsiebung derselben 4rt. Dndlieb Imben wir kür die Drössen s^, /d pz die

(dleiebungen

6» — ^ ^öm^ öm«.

" ölt ölt

ö«i öa-.-z

ölt öl?

.öm. öa-i^i

öl? öl?

d-^

-b 4'

öm° öMt—z

' ölt ölt

öm-, öMi^z

" ölt öl?

öu?z öu?z'—z

d-^'
öcv» öcv^»

' ölt ölt

öm^ dm«-Z

ölt öl?

,öu?z öm-.z

öl? öv öl? öl?

-b-

-b-

-b-

.4-^?

-d-^

öa?z„^ öa?^

ölt ölt

öm«^^ öu?i

ölt öl?

öa,'«-.^ öm^

öl? öl?

4
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