Kapitel L

Die fliichentheoretischen Grundlagen.

§ 1. Die analytische Formulierung des Problems.
Durch Verbiegung der Fliche
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entstehen. Fir t =0 sollen X, ¥, Z in @, y, z flibergehen. Entwickelt man X, ¥, Z nach
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Fiihren wir die in der Flichentheorie iibliche Bezeichnungsweise
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Daraus folgt durch Nullsetzen der Koeffizienten der einzelnen Potenzen von f:
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da die Fundamentalgriissen erster Ordnung £, I, G bei der urspriinglichen Fliche und den

Biegungsflichen iibereinstimmen; ferner
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Diese drei Gleichungen bestimmen @,, 3, und 2. Weiter foloen
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als Differentialgleichungen fiir ,, y,, 25, Allgemein sind
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Kann man diese Systeme von Diffe-

die sestimmungs-Differentialeleichungen Fiir e i
rentialgleichungen integrieren und ergeben sich fir X, ¥V, Z konvergente Potenzreihen in t,
80 ist damit das allgemeine Verbiegungsproblem, alle Flichen mit gegebenem Linienelement zn
finden, gelist. Wir werden @, », z als analytische Funktionen annehmen und dann neigen,
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dass X, ¥, Z nicht nur in f, soudern anch in «# und » konvergente Potenzreihen sind. Nimmt
man a, y, z nicht als analytische Funktionen an, so lisst sich aus dem Folgenden doch wzeigen,
dass X, Y, Z konvergente Potenzreihen in ¢ sind.

Wenn man in den Entwickelungen fiir X, Y, # die Glieder mit £* und den hoheren
Potenzen von f fortlisst, so spricht man von einer unendlich kleinen Verbiegung. Diese ist
guerst von Weingarten im 100. Bande von Crelles Journal behandelt worden. Wir entwickeln

i suniichst die Formeln, welche uns die Koeffizienten der unendlich kleinen Verbiegung, @, wy, 2,
liefern und werden dann fiir die Verbiegungskoetfizienten zweiter und hiherer Ordnung éihn-
liche Differentialgleichungen aunfstellen.

& 2. Die unendlich kleine Verbiegung.
&y, Yy, 2, werden durch die Gleichungen
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Durch Differentiieren erhiilt man
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Wir machen jetzt die Annahme, dass die Totalkriimmung (Gausssche Kriimmung) der
Fliche w=a(u, v), y=ylu, v), z=z(u, v) positiv ist. Dann konnen die Parameter u, v so ge-
withlt werden, dass von den Fundamentalgriggen D, I¥, D" zweiter Art I)' versehwindet nnd
D"=D wird. Nach den bekannten Formeln der Flichentheorie ist
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(X, ¥, Z sind hier die Cosinus der positiven Riehtung der Flichennormale. Die Koeffizienten
haben die Werte
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wenn K das Gausssche Kriimmungsmass bezeichnet.
Fiir @, y,, 2z haben wir mithin folgendes Gleichungssystem :
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Wir haben jetzt noch die Funktion ¢ zu bestimmen. Wir haben
(el o o O |
o= N X0, o P e iy
i, ) ov =L g =T o
Differentiiert man die erste Gleichung nach u, die zweite nach » und addiert, so wird
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ist eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir . Fithrt man
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Differentiiert man die erste Gleichung nael « und die zweite nach ¢ und addiert,
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[ntegriert man (1) und dann (2), so erhilt man die ersten Biegungskoeffizienten

@y iy, 2, unil das Problem der unendlich kleinen Verbiegung ist gelist.

§ 3. Die zweiten und die hitheren Biegungskoeffizienten.

Die zweiten Biegungskoeffizienten w,, 3, 2. werden durch die Gleichungen

\‘r-,l' Oy ‘r-,.l' Oy \.f-’,:'g J-,r,' y ‘r:',{' Oy
. i g 2 o + X s ..I,I’. I s i
ol ol ol o oy ob op op
hestimmt, wenn man
F & L Al fn YO
[0 o ] B o ( G -
. ] fRsk 'I\J e. 3 _rl _FI :J]Ilf' 1 \'[ _Jl] - f
i I A o b i W :
bezeichnet,  Wir sefzen
_f-.t' da, i - - ‘ l:-.J'_, i (g e A
D— - =BG J e -— ¢ VEG—F:— .
di op dit ou



Dann erhilt man dureh Differentiation
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Setzt man fir ¢ seinen Wert ein und beviicksiehtiet dann die Formeln Seite 5 fiir di

Ableitungen von @, so wird
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Wir haben jetzt wieder die Differentialgleichung fiir ¢ aufzustellen, Is st
o _d oy _dae,
pe=NX "t —n o - P X1 m.
i 2] ol

o g oo
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Analoge Gleichungen findet man fiir yo und 2.

Setzt man in der Gleichung fiir & fir m und » die Werte ein, so findet man
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d. b. b ist eine lineare Funktion von e, fi g und deren ersten und zweiten Ableitungen. Die

Koeffizienten sind Fuuktionen von z und #, die der zu verbiegenden analytischen Fliche
@, i, z entstammen; sie sind analytisch in 2 und .
- . on oy f f - . a2 iy
Ehenso ist - - ¢ oine lineare Funktion von e, £, g und deren ersten und zweiten
L o

Ableitungen, ebenfalls mit Koeffizienten, die analylische Funktionen in « and © =ind.
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Wir wenden uns nun den dritten Verbiezunzskoeffizienten @gy Yy 25 B0, Diese sind
#i hestimmen aus den Gleichungen
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Wir sehen, dass die Rechnung filr die dritten Verbiegungskoeffizienten genan so ver-
linft, wie fir die zweiten, Wir haben nur an Stelle von e, 50 es 4 gy einzufithren,
Bei den zweiten Verbiegungskoeffizienten miissen wir jetzt ey, foy gy statt e,

[ g schreiben.) Dem-
nach lanten unsere Gleichungen
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wo oy nnd by lineare Funktionen von e, {3 gy nnd deren ersten und zweiten Ableitungen sind,

welche dieselben Koeffizienten wie ¢ und & (bey. g, und b,; haben,

Analoge Entwicklungen gelten fiir alle weiteren Biegungskoeffizienten,

§ 4. Zusammenstellung der Formeln,

Die Gleichungen der Biegungsfliichen lanten
X=atadtmttatdt . .....
V= y+yt+ 2+ g4 .. ..
L= z4 gnt+ 282+ 2,88 +
Es soll die Konvergenz dieser Reilien nachgewiesen werden, und zwar nicht nur die Kon
vergenz als Potenzreihen von f, sondern es soll gezcigt werden, dass die Reihen kon-
vergente Potenzreihen in » und w», also analytische Funktionen in w% und » sind, Voraus-
setzung ist natilich, dass @, y, 2 avalytisch in « und » sind.

Fiir die Koeffizienten haben wir folgende Gleichungen :
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sind ebenfalls analytische Funktionen in # und o.

i und 7=

-
&,

#; und

Wir brauechen nuor die Koeflizienten der X-Reihe hehandeln;

il

Gleichungen derselben Form erhiilt man fiir

r die Koeffizienten

der Y- nnd Z-Reihe gelten dieselben oheren Grenzen, die wir fiir die Koeffizienten der X-Reihe

aufstellen werden.

A
a4 = ad,
Ay, = ady, 4+ b,
Ady =

@ty + by,
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Diese Gleichungen, sowie die Gleichungen fiir a,, s

werden bestimmt durch die Differentialgleichungen

sind mit beliehigen

nicht-analytischen Randwerten zun integrieren; wir werden spiiter nur voraussetzen, dass die

Randwerte einige Differentialquotienten zulassen.
Die Grissen & sind gegeben durch
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Fiir o; gilt eine Gleichung derselben Art.
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