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Einleitung.

Unter analytischen Fanktionen reeller Veviinderlichen versteht man bekanntlich solche
Funktionen, die sich durch Potenzreihen der Verinderlichen darstellen lassen  Es ist nun eine
merkwitrdige Tatsache, dass es partielle Differentialgleichungen gibt, diec nur analytischer
Losungen fihig sind, selbst wenn man den Integralen nicht-analytische Randwerte aufzwingt,
Die Lisungen der Potentialgleichung

auch nicht-analytische Integrale besitat.
Picard') hat als Erster den analytischen Charakter der linearen Gleichung
e T ) o du e
s T s =@, y) o + bla,y) 5 + cla, y)u
(il oy etk * oy
untersucht und gefunden, dass anch diese Gleichung nur analytisehe Lisungen zulisst, Dasselbe
gilt von den Integralen der Gleichung
t-';:H o= ou?).
{.J:'.' rlfjf:
Diese Gleichung wird auf die lineare Gleichung zurlickgefithet; doch ist die Methode der Ver-
. a’u oy ; ; T
allgemeinerung, etwa aunf p .--"+r 2 - e + e, nicht fihig.
L i
Durch Verallgemeinerung der Picardschen Methoden habe ieh gezeigt, dass die
Ditferentialgleichung

o= (e
e T e = (W, Ty
(e oy

wo Fin w, « und y analytisch ist, nur analytischer Lisungen fihig ist?). Die Eindeutigkeit
der Randwertaufgabe fiir diese Gleichung wurde mit Hilfe der Methoden nachgewiesen, die

L) E. Pieard, Sur la détermination des intégrales de certaines éguations par leurs valeurs le
long d'un contour fermé. Journal de 'Ecole Polytechnique 1890.

2) Hedrik, Inangural-Dissertation : Gittingen 1901,

d) Inaugural-Dissertation; Gittingen 1902,



Hilbert!) in die Variationsrechnung eingefihrt hat, Die Untersuchungen fiir die Gleichuneen
5 1 o

von der Form
) o du ou \
L ol L e
LEEY b Ly o oy

wo Fin allen 5 Arzomenten :|J|.'1il\'r[.~'.{-h ist, verhefen #dbnlich, =

) dass ich das Resultat ans-

gprechen konnte:
padmtliche Differentialgleichungen vom elliptischen Typus, die aus einem
reguliren Variationsproblem entspringen, sind nur analytischer Losungen fihiz.®
Den elliptischen Differentialeleichungen stelien die hyperbolischen als grundversehieden

im Charakter ihrer Integrale gegeniiher. In meiner Dissertation habe ich cezeigt, dass simt-
liche Gleichungen vom hyperbolischen Typus
o2 (Ou  du )
e = f'" i S )
ooy o oy :

anch 111'£'iiT-:LII:}!.‘|ll_s'i'!u' Liosungen besitzen. Ieh habe dort solehe Intezrale aufeestellt.
aller I

mit positiver konstanter Gaussscher Krilmmung hiingt ab von der Intepration der partiellen

Anwendungen auf die Flichentheorie liegen sehr nahe. Die Bestimmung dehen

Differentialgleichung

[T T et

Td
Folglich sind alle Flichen von positiver konstanter Totalkriimmung analytische Flichen. Die
Bestimmung aller Flichen von negativer konstanter Totalkriimmung erfordert die [ntesration

der hyperbolischen Differentialgleichung
e :
in .
ooy
Demuach gibt es nieht-analytische psendosphiivische Flichen.

en soll ein Problem der Flachentheorie behandeli werden, das mit den

[m folgend
genannten Untersuchungen in einem gewissen Zusammenhange steht. Ieh behaupte:
JBel der Verbiegung ;|||:||I\Ii-:'§;|'|' Flichen von positiver Totalkriimmung

konnen nur analytische Fliachen entstehen®

1) D. Hilbert, Mathematische Probleme, Vortrag gebalten auf dem internationalen Mathema-

tiker-Kongress zn Paris 1900: Seite 33

iandlung dieses Problems verdanke ich Herrn Prof. . Hilbert

2} Die Anregung zur
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Kapitel L

Die fliichentheoretischen Grundlagen.

§ 1. Die analytische Formulierung des Problems.
Durch Verbiegung der Fliche
T=mltn),
=yl 0k
2 =z (u,v)

mige die Flichenschar
X = X(u 5,1t

Y= ¥iu,st)
4 = Z(u,v,f)
entstehen. Fir t =0 sollen X, ¥, Z in @, y, z flibergehen. Entwickelt man X, ¥, Z nach
Potenzen des Parameters ¢, so soll
X(u,v,t) = (n,0) + o (u,0)t + oy (u, 0) 12 2, (w,0) 2+ ., ... -
Viw,0,8) =y (0, 0) + oy (w0, 00t -+ g5 (26, 0) 12 4 g (e, 0) 83 ... oo,
Z (uyv,t) =2z (u,v) + 2, (w,0)t + 2 (w,0) 1 + 25 (w0, 0)® 4.
gein. Da alle Hlegllng:_-flé{u]lﬁli dasselbe Linienelement besitzen, hat man
AXE +dY? + d 7 = dac? + dy® + dz.
Nun ist
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_f'f'f op op \ on op oy on op o O
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Fiihren wir die in der Flichentheorie iibliche Bezeichnungsweise

foX\2 . fey\t fadZ\* _fdX\#
‘ -(-gr:_J + f..t.H ,] (.\r-'_h' ',] = c o __.':l
ein, so wird N -2 A e
AX*+dV: 4+ dzi= {”:‘] dut 42 % "r'.l':_‘ dudo+ ¥ ( - j di?

{-.r' o o ¥
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Daraus folgt durch Nullsetzen der Koeffizienten der einzelnen Potenzen von f:

- r_.‘\' r'-..‘\' =

fo e fa
f O - {00\
=\ du/ =\ du/

~ du dp

da die Fundamentalgriissen erster Ordnung £, I, G bei der urspriinglichen Fliche und den

Biegungsflichen iibereinstimmen; ferner

. =
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e OlF l"d“ L4
= e 0,
Lok TR Ol O
i o !
¥y _— = 1i—=0,
on on

Diese drei Gleichungen bestimmen @,, 3, und 2. Weiter foloen
= 1 ] g

= (-.r: o, Ll | 1{':'.#] i
o ¢ O i | die '

o o &
x+ 9 s 0y d iy o,
_t.H oy —E'H (Ep 2, oy op
70 3
\Ic-.: rr,___i ‘_[-f.r:}]
= 0h o 2= \dn,

als Differentialgleichungen fiir ,, y,, 25, Allgemein sind

A o f L 5 J. i » a . 2 1 -.' '] v \
“ oir €y S ( = 6 Odln—y e \‘a Ly Op_g + \1”_; g Uiy + + v Oin—y City y
= du du il L TR “du oy o du =~ du du
dar die,, da,, o { __ dm, 0x, i, oy, ey 0y . o o
G e | S a ae GU Oy SO
o Op oy oy dit  ov = cdn Op g odp == ) dy
da oie { . da dapy o, Ohr O, O, oar o
v i |1 g | i B il S s_l_ Py Yln—g U et U 4l
=dv op AT om dp “dp op =~ dv 0O ik = i oy )

Kann man diese Systeme von Diffe-

die sestimmungs-Differentialeleichungen Fiir e i
rentialgleichungen integrieren und ergeben sich fir X, ¥V, Z konvergente Potenzreihen in t,
80 ist damit das allgemeine Verbiegungsproblem, alle Flichen mit gegebenem Linienelement zn
finden, gelist. Wir werden @, », z als analytische Funktionen annehmen und dann neigen,




=1

dass X, ¥, Z nicht nur in f, soudern anch in «# und » konvergente Potenzreihen sind. Nimmt
man a, y, z nicht als analytische Funktionen an, so lisst sich aus dem Folgenden doch wzeigen,
dass X, Y, Z konvergente Potenzreihen in ¢ sind.

Wenn man in den Entwickelungen fiir X, Y, # die Glieder mit £* und den hoheren
Potenzen von f fortlisst, so spricht man von einer unendlich kleinen Verbiegung. Diese ist
guerst von Weingarten im 100. Bande von Crelles Journal behandelt worden. Wir entwickeln

i suniichst die Formeln, welche uns die Koeffizienten der unendlich kleinen Verbiegung, @, wy, 2,
liefern und werden dann fiir die Verbiegungskoetfizienten zweiter und hiherer Ordnung éihn-
liche Differentialgleichungen aunfstellen.

& 2. Die unendlich kleine Verbiegung.
&y, Yy, 2, werden durch die Gleichungen
- o t-""l ! dr [:'_g'l : r_'_.l'J ox ! o f,;'l h
it | L e G e O i
o O T o o i op ob
bestimmt. Wir setzen (Weingarten)
da 1:'.1'[ prm - gy o o -
e GRS i sy N yiiton ki SRR G i iy |
o oy o on
Durch Differentiieren erhiilt man
(-:'r; ] .J?":('; fre - r-.f,-r' f-"".- o Fr?,r‘ r-.'-'.f'];
o = du® do “~ du dudy
oder
— der a1 FG— 2 2 da
VEG—F? .-+ V& it 1
ol o' ; OO O
ehenso
o — Oy ol BEG— 2 e dn ole die
VEG—F? =4 b2 p=Xr—r = — X% s
oy op cucde op ar? o
Daraus folgt, wenn man fiir ¢ seinen Wert einfiilirt
5 al] 4 AV ] T - 2
/ ) R o aglogl Lilr— 1'* i o
VEG— i r-rr = —‘1r- r o, o0,y log] f F— 1 l‘t.' [ J'I,
oL o= o Loy (RS i o
lf'lf; it f'--r.,- _ d&p '-""[ \ \‘r'.f,r 1-..{'| -|- E-Fr;lra,l'l'f"{r}' I \‘r_l'_.a' r"-,,-1.
| do S dudy oy =dp? du op =dv du

Wir machen jetzt die Annahme, dass die Totalkriimmung (Gausssche Kriimmung) der
Fliche w=a(u, v), y=ylu, v), z=z(u, v) positiv ist. Dann konnen die Parameter u, v so ge-
withlt werden, dass von den Fundamentalgriggen D, I¥, D" zweiter Art I)' versehwindet nnd
D"=D wird. Nach den bekannten Formeln der Flichentheorie ist

a

o= oo o St
our . ™M du T % g R
% b i B
1.Hi'|" = f-fJ' e rp'
o2 dm
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(X, ¥, Z sind hier die Cosinus der positiven Riehtung der Flichennormale. Die Koeffizienten
haben die Werte

OF . . AF ... .8F AR G e aF oG I
% o g dy & o, 5 du 4 it ; o 2t oo 5 ()
i 2AEG— F?) Ty e o e 2(EG—F?)
ety onds GOk e gl piE o p ok
[EF T Lk ] o . N, oy oy ot oy y
= 2( NG ‘,r.'-.*.l e (LG Jr'.:":l nHE= 200G J,r,‘!j‘i 2
Wenn man fiir die zweiten Differentialquotienten von @ diese Werte einfithrt, so ergibt sich
VEG—F* -2 =D3X ‘r'_;:'_', VEG—F* 5L ~—D>x :;
oder
X e:'-d—: o I 1’l-r|,- e 9% _ .i r:--f, :
Uit YK du’ oy I-" K ou

wenn K das Gausssche Kriimmungsmass bezeichnet.
Fiir @, y,, 2z haben wir mithin folgendes Gleichungssystem :

o ox Ou; o F g
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o oy T on o1
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_l.‘k .I——I‘J 3 _1‘,‘\. .I'—J} .F.
o =g g o oo
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1
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setzt. Durch Auflisen dieser Gleichungen erhilt man
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Wir haben jetzt noch die Funktion ¢ zu bestimmen. Wir haben
(el o o O |
o= N X0, o P e iy
i, ) ov =L g =T o
Differentiiert man die erste Gleichung nach u, die zweite nach » und addiert, so wird
/ (".'_',f_. ,'.z;f. J do 7 ¢ i o oy SES X |'.-.J'I S o X 1’-.1"1'
=\ oyt r':"-'._; O O oy op = du G = op du
Da nach den Sitzen der Flichentheorie
0 X ) dar v d) i
2 = T L] ’ T W ¥ & L' )
ot EG—12 dn © EG— 2 8pn
ax I dp g dar

ov EG—F*ou " EG—F* dp
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ist, hat man
L "‘, L + ‘l'f'_-
=du o “~ dy odu 0
nnd
02q ‘— . r' J'lr.'r'u !',r, r’, I,l“u.“ r',‘ }'.1 + fal
{ o oy Jo oy g
- 3+',.g+ 'I' 3 + = p =0
L8 an o o (e 0F 0

ist eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir . Fithrt man

ein, so erhilt man

o=y} o5 1
4 — = a(u, )P oder A =ai,.
o= ops
Wi
1 i+
1] lo -
1 [ 2
ist.
3 ; i r-.ﬂ', ,',.,_-1 2 ; R 3
Wenn man in den Gleichungen fiir und ehenfalls 9 statt ¢ einfiilet, so wird
o o
dae i o X J _di)
I_— I_J ” —_— |u ,1\, =t}
o' o iy o
(.".'.r' e .u A E ail
=) QL g alaX -
o o = o

Differentiiert man die erste Gleichung nael « und die zweite nach ¢ und addiert,
ergibt sich

iy r 2 : ¥ an

f 2 [ I.F_J,‘\ |-.l NG i t_'. \ oL :

i o ot o o

Ehenso wird

rql 3 o 'I 0 Y o 9 o ) e ¥ t-x'}. S8

. du o ol de

f o 0 i fhrz (AT ; d [ 0 7z arl

Zs (0> du o v
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[ntegriert man (1) und dann (2), so erhilt man die ersten Biegungskoeffizienten

@y iy, 2, unil das Problem der unendlich kleinen Verbiegung ist gelist.

§ 3. Die zweiten und die hitheren Biegungskoeffizienten.

Die zweiten Biegungskoeffizienten w,, 3, 2. werden durch die Gleichungen

\‘r-,l' Oy ‘r-,.l' Oy \.f-’,:'g J-,r,' y ‘r:',{' Oy
. i g 2 o + X s ..I,I’. I s i
ol ol ol o oy ob op op
hestimmt, wenn man
F & L Al fn YO
[0 o ] B o ( G -
. ] fRsk 'I\J e. 3 _rl _FI :J]Ilf' 1 \'[ _Jl] - f
i I A o b i W :
bezeichnet,  Wir sefzen
_f-.t' da, i - - ‘ l:-.J'_, i (g e A
D— - =BG J e -— ¢ VEG—F:— .
di op dit ou



Dann erhilt man dureh Differentiation

op | a__-l I
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el =2 et i > P Sl 2
ol o ous o ducy i o o
el dlf B i e O (it A 11 [ {
ooy e p=23 s> i
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o Ot oy op =dnr du o o

Setzt man fir ¢ seinen Wert ein und beviicksiehtiet dann die Formeln Seite 5 fiir di

Ableitungen von @, so wird

. ar Py I Ly ] [ i r - r. : r: 7\
‘1 X ] L o | far. B, ’1' fBatt J‘ _I_ ..-.l’ h.
ol | L ] FiE e = : oy o |
S Y 1 dy 1 ; daff  de)
h X L2 — -+ — r I|'i (i JI— e o ] ’,,'If --i—f-! s / o e L
oy | w ou l EG Fiz \ I al O v )
Fiir @y, 3y, 2 haben wir demnach das Gleichungssystem
- -f-'..l' r‘. A s jr
v i ‘ * S ¥ T — |
= oy ou = o ot i ] ’Ir
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VEG—F? \ i ' p : (¥ cil Lt
ist, Dureh Anflisen dieser Gleichungen findet man
T Ir-.a' T £ H ., r'..l' ' i 8 o or

: P B [ B—| f+(G= I
O . Of o' o : | o o ) D 7. o
S = o X ; m = m 2 — x
i (érH VEG—F Ity — B2

da o R o [ . o o\

: sy Far—F=— (F B }(r i 1
e 118, - O (or) (o r = \ (el 1} ool - o |
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Setzt man

- o/ !
.r.l.',1't : = - i
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T Lo\ { o\
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(7 14 \ ok gt
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1 [ | 2 oL
! . ! H
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Wir haben jetzt wieder die Differentialgleichung fiir ¢ aufzustellen, Is st
o _d oy _dae,
pe=NX "t —n o - P X1 m.
i 2] ol

o g oo

Duarel Differentiieren und Addieren findet man

(% dp dip dp iy | X d, X diy. . Om  dn

i 1 - el o X — — 3 ot —

) B o O o op o oV oy oY oy Les ]
i FEA e TR 1B d.X - : :
Fiihet man wie im § 2 Fiir und = andere Werte ein, so wird

o [y
o2 0= dlor o il dlox o dy fi =1 1 = : 1 [felme dn
e e e < == L4 q - Fe — (1 G) f Gal+= | ' 0]

o Tar ke eri ok 'y a s i} I.'J‘l_.' v o \op oir

Setzt man

50 \'t'l‘_"“lf sich

ok, s o, ot ;
—= |- - a i, u) e == b, ),
o= o'y M
oder
14} atty+ b,
wo wieder
] i f‘_‘—i—lr;'
4 Io -

ist und b den Wert

7 1 [om on
b Fe—(E— G r—Ggl+ i :
5 | fi= G0t S|
i : o it iy | 0@y dwy F i .
hat. [ihrt man aueh in die Gleichungen fiir % == ¢ £ ein, so wird
ot ay l-”
r- iCa r. (] _\- i I,-- r'L.
e = L = thy | o X == =+ 1,
o oy : (] o ’
o o X o
T | = ira 4- ] (¥ \ o —|— ¥,
oaq (k'] 53 ki o

und wenn man differentiiert und addiert

r i
b o ek

g & ; - v
. oy L o oy (el oy

by
[
'
1

Analoge Gleichungen findet man fiir yo und 2.

Setzt man in der Gleichung fiir & fir m und » die Werte ein, so findet man

! op o - f-l'.ur og of ey
T S PRI £ S SOl O R R e
gl Loy o o S on i
£ 02a 3 (a2 £ oA L O
SN HLy ‘_',---,’_’_}+r.' el
oW ow s o= o o

d. b. b ist eine lineare Funktion von e, fi g und deren ersten und zweiten Ableitungen. Die

Koeffizienten sind Fuuktionen von z und #, die der zu verbiegenden analytischen Fliche
@, i, z entstammen; sie sind analytisch in 2 und .
- . on oy f f - . a2 iy
Ehenso ist - - ¢ oine lineare Funktion von e, £, g und deren ersten und zweiten
L o

Ableitungen, ebenfalls mit Koeffizienten, die analylische Funktionen in « and © =ind.
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Wir wenden uns nun den dritten Verbiezunzskoeffizienten @gy Yy 25 B0, Diese sind
#i hestimmen aus den Gleichungen

die da {F='.T_' i".r'_
5 LI et Witk (S
= ou du = ou du
t",.f o f-4 o I Iy ox, 07
b 1+~ s lCIE | 2 Py L
o o = du op = du i o
oL o, r",J' erax
N : gl 2y ;
— - —
op oy oy LK
oier
o o, o o, o, o : die o,
v ) ¥ nE s b )’I, . 5 4 q
— o 4 3 — 3 et . afery 2 e {5
o ot o oF op oy oy o

Wir sehen, dass die Rechnung filr die dritten Verbiegungskoeffizienten genan so ver-
linft, wie fir die zweiten, Wir haben nur an Stelle von e, 50 es 4 gy einzufithren,
Bei den zweiten Verbiegungskoeffizienten miissen wir jetzt ey, foy gy statt e,

[ g schreiben.) Dem-
nach lanten unsere Gleichungen
o | o .1\_- i J.JI:I 9 r l :_rlp_'\,' ol

~ -t g,

=2 :

2 an (el o on
19, = ad, + b,

wo oy nnd by lineare Funktionen von e, {3 gy nnd deren ersten und zweiten Ableitungen sind,

welche dieselben Koeffizienten wie ¢ und & (bey. g, und b,; haben,

Analoge Entwicklungen gelten fiir alle weiteren Biegungskoeffizienten,

§ 4. Zusammenstellung der Formeln,

Die Gleichungen der Biegungsfliichen lanten
X=atadtmttatdt . .....
V= y+yt+ 2+ g4 .. ..
L= z4 gnt+ 282+ 2,88 +
Es soll die Konvergenz dieser Reilien nachgewiesen werden, und zwar nicht nur die Kon
vergenz als Potenzreihen von f, sondern es soll gezcigt werden, dass die Reihen kon-
vergente Potenzreihen in » und w», also analytische Funktionen in w% und » sind, Voraus-
setzung ist natilich, dass @, y, 2 avalytisch in « und » sind.

Fiir die Koeffizienten haben wir folgende Gleichungen :

r E- HI 4 {- i 1
i.g'] = ||l - —-I— | a1
£ oF
by
o't dity
dog= == ] 4+ g,
o o -
o, ait,
lg, = IT -2 V-2 (F
5 a0 =t on + ag,
ol . ol
1oy UVI— 4 V= -+ ay,
o oy
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o l-'...:J ;’u

dig

i)

A ~
&) o I Y “'
& a0

sind ebenfalls analytische Funktionen in # und o.

i und 7=

-
&,

#; und

Wir brauechen nuor die Koeflizienten der X-Reihe hehandeln;

il

Gleichungen derselben Form erhiilt man fiir

r die Koeffizienten

der Y- nnd Z-Reihe gelten dieselben oheren Grenzen, die wir fiir die Koeffizienten der X-Reihe

aufstellen werden.

A
a4 = ad,
Ay, = ady, 4+ b,
Ady =

@ty + by,
A¥ = ath 4+ bi

Diese Gleichungen, sowie die Gleichungen fiir a,, s

werden bestimmt durch die Differentialgleichungen

sind mit beliehigen

nicht-analytischen Randwerten zun integrieren; wir werden spiiter nur voraussetzen, dass die

Randwerte einige Differentialquotienten zulassen.
Die Grissen & sind gegeben durch

: - de; de; ,Of df , dg;
bi=A et Bfit Cgit 4, 5 + 4, 5 + B, B 0
. d%gy AL L L 0%
- A7 — B Lo — G —2=
4 o o T (f:ﬁ.l' op? ) g o 0w

Fiir o; gilt eine Gleichung derselben Art.
Gleichungen

Y ‘-'{h

+ ( B o

Endlich haben wir fir die Grossen e, fi, g die

[ dae. da; Ot oils dac. A . da; di |
e: 1| o bt C Li—g ~ g Zi=g i HOEL -.( B
|7 du du = ou du ou du T o
o, Oy o, 0. oo, Oy, gy da,
£ 1| > _I_I fr—:- - G _'L_- ‘_:-—; ¥ _{3 Gizg x et i o
L S TR 1) = du dy au oo it o
[ dx, day— e Oii_ dic, O da
q=4| 5% Lt 35 3l {chas e SIS s ibid (e ol bk :L
: =1 op Op drp oo dn dv on [




Kapitel II.

Der analytische Charakter der Biegungsflichen.

§ b, Der Nachweis des analytischen Charakters dureh trigonometrische Reihen.

Jede Potenzreihe von zwel Verinderlichen
g5+ (yg 00,y - Ogp & OBy + Qe o vv - &
kann man durch Einfiibrung von Polarkoordinaten
L= P CO8 g, Y = 8in f
in eine trigonometrische Reihe verwandeln, deren Koeffizienten Potenzreihen von » sind. Lautet
die trigonometrische Reihe

o
iy, + X a, eos np 4+ by, sin 7,
n—1

so haben die Koeffizienten stets die Form
=y 0 7" F Girgy n P Grpym 14 L
b =0u, ar®b, oy i""l'::—|— IIIJ-,,_i__.'.?I Rt = =il A .
wo die @z und f;,, Konstanten sind. Umgekehrt lisst sich jede trizonometrische Reihe von

dieger Form in ecine konvergente Potenzreile von @ und y verwandeln.

Auf diese Sitze gestitzt hat Picard bewiesen, dass alle Lisungen der linearen par-
tiellen Differentialeleichung
lit = a o + b r.w -+ ¢ 12 {..-fi A {.I-J_{;-)
o I"_EJ{ \ LA i.')lllf"
Potenzreihen in @« und y sind, und dureh Verallgemeinernng dieser Methoden habe ich dasselbe
fiir simtliche elliptischen Differentialgleichungen, die einem reguliiren Variationsproblem ent-
stammen, bewiesen,
Grundlegend fiir die Losung dieser Aufgaben ist die Integration der Gleichung
L = f{a, )
dureh trigonometrische Reihen und die Abschiitzung ihrer Koeffizienten. Ist

ys
iz, y)=ao(r) + Xau(v) cosnp--b,(r) sin ng,
n—1

s L T2 afi--
On=n,n T -tntg n?" T2ty ;" S

Ill‘l-- 'hul n i"hu---'_', 1 'i'“'.-l.-:_'—"I'J.'-'---i,rl’“lr T + AR




o

wenn man @=rcosq und y=prsing einfiilhrt, und macht man den Ansatz
o
=0, 1) Xa,(r)cosne-fy(r)sinng,
—
s0 ergeben sich fiir die Koeffizienten dieser Heihe die Differentialgleichungen
i, 1 da,
B — oy
el r dr
d¥a, . 1 da, Jafﬂ : a2y , Ldfs n?, f
ap — 5 O = ;s § — g =l
dr? r dr " ” dr? r dr 2"
Die Integrale dieser Gleichung, welche fir #=F/ verschwinden und fir +< & endlich
stetig sind, lauten
R
o fas e,
0
i — f di,
o ! r
R
T Y It
1 (i £ i L i |
7 . il B Ii' "'il.ﬂ‘l' i T I B S
Ih=5- | ‘/ e el . i Oy ¥ 4 P / 1 (4] k
® 3 ;
r ¥ i
: 1 [ |'IJ", | [ : et .
[ it / cel ’."a,_. Pt gy /JJ,_. prtl il
=N o e Yy e J
i .

Die Koeffizienten haben, wie man sofort sieht, die analytische Form :

1Lg .
=ty pn " lnpa,n " “+"£r..;. T il EEE

und

|'$fl '.""H.J* jhllI_'_,l"‘l# n i ; :?+|'.’Il' 4, f'“ml _. ke
Setzt man
Ap=lanu | r"4aaps | rEed g it .
Ba=|[bpan | ™4 | Ongan | 7552 | bpgon [ 1T g
FLEE R L T S 8 RS PP T
B.— ."..-,.u; ks o |.'a'_.,. Loy |PRTEL ..'J',....|.I., .'"':"—|- -
indem man fiir alle Glieder ihre absolnten Betriige einfiihrt, so findet man durch Abschiitzung
A, < 44 r.“r'"' ; B, < -Uf”.:r- :
n- T
[ha
A+ XA, cos ngp-- B, sinng
konvergent ist, stellt # eine analytische Funktion dar.

Wir wollen

n
Ap=u
n
getzen, d. h. = bedentet den Koeffizienten von cosng in der trigonometrischen Reihe fiie .,

wenn man alle Glieder der Potenzreihe von

absoluten Betrige ersetzt hat.

nicht mehr besonders zn beriicksichtizen.
Fiir die Folge wird es wiehtizg sein,

n

o . it
wollen —— hilden, d. h. den Koeffizienten

o@

analytisches Verhalten zu untersuchen. Wi

welche diesen Koeffizienten darstellt, durch ihre
Da B, sich genan so wie A, verhilt, branchen wir es kiinftig

auch die Differentialquotienten von = auf ihr

yolnu



|'l
) l
16
i i T
cosng in der trigonometrischen Reihe fiir > nachdem man simtliche Glieder des Koeffizienten
e o
dureh ihre absoluten Betrige ersetzt hat. Wir finden
: 1l d 1.\ 1 ity n—1 n41 )
ou, .1] da, o '|-I \.(r Lo G o S5 ”“_‘_l_\’{.“sm}\_‘
o \2 dr r ro= \ dir dr r r =T
| {"n?;f” ¢ . @fnsr m—1 n+1 . ). |
43— - fu—1+ i1 | BIO 7000, |
4 S g ll el i e r bt
" Ans
7 ol
ity | poorft By 1 A T r ti—1 T
e | f pris dr 4 iF f Iy 1 dr 4+ B ! Oy 7 iy
k - a
folgt durch Abschiitzen
Ay = ddnr
< ’
dr i3
nnd es wird
i
dit 5 Ad,
de = n
Ahnlich finden wir durch Differentiieren nnd Absechifzen
T i
i AU : g iy nt+1 [ i t==1n=" R |
ar > (m— 1) pn—t = dr o f anr"ide - o O ¥ dr| =+ ty,
i & g
d2A, i)
g <44, |
und |
n
oy !
e il Ar |
|
r N |
Pay 1 : [ an (rn+1)indt2) [ (n—1)(n—2)pr=? / |
et A | i ol I y ettt s L : wit—1 ol
R (n—1) (n—2) 7 { - Iu’-n = D Ut i = o | (e ' [
an . Adn
r ar
d*A, . _4nd,  dA,
dr® T dr
und
mn
{f':'i:. 2 (ﬁ.—li!__'_rlztu‘).
da r ar
Der Gleiehfirmigkeit halber setzen wir
1 A .
= Adurs |
> < 5 .
o
4 bedentet eine Zahl, die zwischen 1 und 100 liegt. |
: x i oy otw LE T % = : |
Die anderen Ableitungen —» —— .-y ——-— ete. verhalten sich ebenso wie die |
("‘.? f-‘.ﬂ"f—'.f)f I"I?'f' -l'.".l".‘f-".l_lf
Ableitungen derselben Ordoung nach w.




Wir wollen uns nun filr einen Moment der Potentialzgleichung

Adw =0
zuwenden, Fihrf man Polarkoerdinaten ein und gibt fiir »= & willkiirliche Randwerte
=
wl B, ) = p, 4+ X pa cos ng + g, 8in np,
Tt 1

wo p und ¢ von R abhiingige Konstanten sind, so wird die Potentialgleichnng hekanntlich

dureh die Reihe

r "J' n
w (i g)=py,+ '}:{,’:)
f=1 L4

geltist. Nach der Theorie der trigonometrischen Reihen haben wir

£

P COS 1 g = g, 810 024y I

L L :
Pa = ! 'ff'.’,f;"_ld'n:-; ny dy, In = ,‘ w (R, yrl 81N oy o .
T y y T
"o 0
Sefzt man voraus, dass die Randwerte Differentialquotienten erster und zweiter Ordnung
lassen, so erhiilt man durch zweimalige partielle Integration

2" E
1 1 f(o%u (R, y) 1 1 foPu(R, ) .
Py =— — Lo npdy, gun= - f SIS gin oy d .
=TT S Loy T n= 57 :
u i

Durch Abschitzen dieser Integrale erhilt man
_ CIHE kR
i_pn| < _”,_,.1 |Gnl = o 3
wWo
o (R, o)
hR=2 e 2

r-rf- 2 max

-

ist. (Alle Ableitungen von u (22, @) nach ¢ enthalten, wie man leicht sieht, den Faktor R.)

Bildet man

it ; :'. T X " : C el
0w 2= p| (Bri—y = Puts — Gu—y T Guty) CO8 RP— (Pry + Puty F Py + Gntq ) Bl B G {h’
-!-' L : s \ i
1 w ¥ r L | [ ¥
=13 (Pncosnedq,sinang) LJ”] 3
n=1 ©
so erhiilt man durch Abschiitzen
e i e Hh
Pnals " R [ 7Y n H

: o : : =
Nun geniigt -— aneh der Potentialgleichung, d. b. es ist
da ' ?
du
l = r_J'

5

[£HH
folglich haben wir, wenn wir fiir die Randwerte die Existenz von dritten Ableitungen vora
setzen:
g R e AER
‘i‘i o HE 3 i'l nl = “_J 3
Wo
A (Rgp)

cgp max

118~




: ot e F -
1st.  Mithin ist A it proportional und wir haben
M
R KE _ K R®
Pl < ot T | = et

"’ i

Dann wird

i RE ooy "J" ol
[ - = —
ne ( Jfar__ n-
Bedeutet 1 wiederum eine Konstante zwisehen 1 und 100, so hat man
n i Ll
Alr: 6w ARy dfw Ak 9% AW
S i e e L S e A e
ne o = oee T o r

Setzen wir voraus, dass die Randwerte vierte Ableitungen besitzen, so ist

n 1] n
LAY Ou ARt @w v Pu A
i < ek e e e e B e -
1t i 1t o ik dapd "
] . - - o2 g2 g FALR 029 ;
§ 6. Die Gleichungen st aga=0alue) O und — - — = alu,v)d 40 ().
- o opE o o=

Da unser Problem auf partielle Differentialgleichungen von der Form A# — a# und

Ad=ai 4 b fibrt, wollen wir diese Gleichungen zuniichst behandeln. Die Gleichung

18 = a ."J,
wo @ (u, v) eine analytische Funktion in « und » ist, soll fir die Fliche eines Kreises mit
dem Radius R so integriert werden, dass # im Innern des Kreises endlich und stetig ist und
auf der Peripherie willkilrliche Werte annimmt. Diese Randwerte sollen Jedoch Differential-
quotienten der ersten drei Ordnungen zulassen. Nach dem Picardschen Niiherungsverfahren
bilden wir die Gleichungen

A4 o,

.lr'f\_, = i r'Jl.

1 = ai,,

ddy = av,,

Die erste Gleichung wird so integriert, dass ), endlich und stetig wird ond auf der
Peripherie die genannten willkiirlichen Werte annimmt. Alle anderen Gleichungen werden
ehenfalls fiir die Fliche des Kreises R integriert, jedoch so, dass #,, #,, #,, . . .. . auf der
Peripherie verschwinden und im Innern des Kreises endlich und stetie sind. Dann ist

f'f] -I-- rIJE —I— J:.‘:L—I— H-i +- =1
die gesuchte Lisung unserer Gleichung. (Die Losung ist eindeutig.)
Nach den Entwickelungen des § 5 ist fiir die Potentinlgleichung 49, = o:

- fur? oy _ hr
J.F] — -

5 -
o - "

n? o nd
(Der Kiirze halber haben wir filr & fiir & gesetst.

Um die zweite Gleichung 44, -ad, behandeln zu kionnen, miisste man die trigono-
mefrisehen Reiben fiir @ und ¢, miteinander multiplizieren und eine neue trigonometrische
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Reihe hilden. In der Potenzreilie, die dann den Koeffizienten won
n
alle Glieder positiv zn nehmen. So erhilt man ad,. Nun sei

o
&=y 1)+ X au(r) cos ng 40, (r) sin np,
=1
X 1 +
h =aylr)+ Xa, (r) cos ngp -+ 5, () sin ng,
=1

o
ailly = polr) 4+ Xy, (r) cos ng + &8, (r) sin nep.

f=1
a und 9, sind analytische Funktionen. Ist
h k
1.|' : al A.-"'-:
nd ne
80 folgt
. 20RE
.IF.., = g 7
n?

wie ich in meiner Dissertation pg. 16 und 17 gezeigt habe.

o0
a1, =&+ Xeu(r) cos ng 4+ L, () sin ne,
1

]

80 181
1":,.- = h _|:I{. :

n*-

Wir diirfen nun ohne weiteres
o

i

g =
e

annehmen, da a (u, v) eine analytische Funktion ist,

worfen ist. Dann wird
t 20 f2
@ty < le
1
Nach § 5 ist fir die Gleichung 49, = ad,
" n n
- Aadyr? dit,  lad r
i, = - o ¥
x = o T
I"’r‘} = : = . (e, ;'} A =
verbiilt sich immer so wie - } also sicher
U o
i
n
hrt o O, hoe :
ily — M) iRy 2 20 2] 2,
= n" o "
Weiter ist
: n
athy < 20 % 20 x4 K3,
und ans A9y = ad, folgt
n
n a
fire2 s 2 dik fer =
i 3 (202182 ; —— < — (201K .
e ®

. 7

[Hitte man

die keinerlei Randbedingungen
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Ebenso erhilt man

" A r
i ] I hir . b
O = 20 ziRY ;- = (20 22 B2) 5
e : o =
"
= hir® ; did,  hr :
P == —— (20t ==l < (202l =)™ -
i ot e
Demnach wird
i o fir? - . 2 J 3
<< ¥, =-— || —+ 20 24 = + (20:AR8%) +20:248% ... |
Ti=1 e

Wird B geniigend klein gewiihlt, so dass
20xiR: <

ist, so haben wir

an
f; fii 1 | ot fi v 1
i = - und — < —
nt 1 —20x1K° o nt 1 —=20zik"
Setzt man endlich
|
e 'Jf":
] — 204K
s0 wird
"
n o i
, filer® ot hkr
.l.f - — - = =
n R -

Die Gleichung
Al = aidt + b,
wo a(u,v) und bw,v) analytische Funktionen in % und » sind, soll fiir die Fliche eines
Kreises R so integriert werden, dass & im Innern des Kreises endlich nnd stetig ist und auf
der Peripherie willkiirliche Randwerte annimmt, die wiederum Differentialquotienten der drei
ersten Ordnungen zulassen. Unser Niherungssystem lautet:

.h'JL =h
AP, = aidy,
19, = ad,,

']‘H.I — HU::.

Wir integrieren die erste Gleichung so, dass &, auf der Peripherie die willkiirlichen
tandwerte anmimmt, die anderen Gleichungen so, dass #,, ¥y, @, ... auf der Peripherie ver-
schwinden. Dann stellt

R Y WOE TE VR
wicder das Integral unserer Gleichung dar. (Die Losung ist wiederum, wenn der Kreis
geniigend klein ist, eindeutiz.)
Setzen wir
i T,




go ist dm—o mit den gegebenen Randwerten, Jdy =06 mit den Randwerten o zn integrieren,
Wir erhalten

n n
1 "] n - 1 ! -
=~ = Ab ; e, h¥t  1by?
T oy W -1 i - e
nd’ & n? ! 1= g ne

blw,t) ist analytische Funktion ohne Einschriinkung; wir kinnen daher, wenn p eine Konstante

i

bedentet,
n -y
b=
nt
annehmen. Damn ist
T
— _ (h-dy)re i} (ht-Ay)r
P o e AU
nt di nt

Fiir die anderen Gleichungen des Niherungssystems erhalten wir wie oben

n
n 7 oA Y, F 1
(h4-23)7r* Lt dil (h+2y)r e
Py << Je L 205k e e A SR g e
n? ; o n*
i
i 1% .9 ] i f P &
(h-4Ay)e? = = il (hAy)r . 5 g
r'-";l < * L (20xAK%) 5 o gl ,: (20 x4 R%) ;
(g i ot n* :
||
T 4 T o Y, = .
(h-dy)rs ot i) (h=Avir . . &
Wy <= = 20xAR%) ; L ! (2024 K% ;
' ol -

Wir finden

#l

llj (RAy) Br® di _(h-Ay) kr

nt du e

Dass die Liésungen der Gleichungen A4# =ad und 49 =ad 4+ b analytische Funktionen
sind, folet aus der Konvergenz ihrer trigonometrischen Reilien. Diese besitzen die analytische
Form, weil beim Nitherungsverfahren alle Differentialgleichungen nur Lisungen von analytischer

Form der triconometrischen Reihen zulassen,

§ 7. Der Konvergenzheweis.

Nach den Entwickelungen von & 6 finden wir fir die Gleichung

A = = ai)y
die unter beliebigen Randwerten fiir eine Kreisfliche mit dem Radius K integriert wird,
it T
o hkr? 8, _ hkr a9, _ hkr
s ey ou - i’ éo " mt’

wo nar vorausgesetzt wird, dass die Randwertreihe dritte Ableitungen bhesitzt. Nun ist
_ o) _ g
=U—+ 4Vt

e = ;
ot o

1

Diese Gleichung ist wieder filr eine Kreisfliche £ mit einer willkiirlichen Randwert-
reihe zu integrieren; die Randwertreihe soll aber Ableitungen bis zur vierten Orduung besitzen.
6
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Das Integral ist gleich einer Potentialfunktion, welehe diese Randwerte besitzt; vermehrt um

die Lisung der Gleichung selbst fiir die Randwerte o. Nach den Bemerkungen iiber

den

Koeffizienten von cos sp in einer Reihe, die das Produkt von zwei trigonometrischen Reilien

darstellt, haben wir
n n
0 _af - o
fl, = 2 —|— | 2 : < B — l’
L oy LEy
wo x ans der zu verbiegenden analytischen Fliiche entspringt. Nach § 5 ist daher

"
.l il .
S TR
R nt £ J=
Fihren wir
.fl'
39, _hler
du  n?
ein, 8o wird
' A Rehiler®
1= nt

und wenn wir
Alh 4 =hk) = ¢,
setren:

&y =< f|:| .
1
Dann wird nach § &
il " it
iy : C 7 . . Cy ' R
e~ md duz ~ pt’ "0

Wie diese Ableitungen verhalten sich alle Ableitungen der gleichen Ordnung.
selben Ungleichungen, die filr @, und seine Ableitungen gelten, sind auch fiir y, und 2z
deren Ableitungen giiltiz. Nach § 4 ist

nnd wir haben

Nun 1st aber

d.: h:

nnd

Die-

. und
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Wir haben
de, i, 0,
3 1 1,
i du  du?
120 Fi A4 a2
f{_,_ \1!'.;J ooy \_'\f £y .
du? = dy dud T < \du?
also
fi

A 1
o n

n

] 92 20 1 2a8
ofey _ 2%.60.f ¢ ;
d® n*

Ebenso verhalten sich die anderen Ableitungen von ey, f; und g, derselben Ordnung. Es ist

: “ 5 d o . O
4 B, ”: + €, ":r + 0, %

. - 02y ";.ff-:- r:" -a-
by=Ae,+ Bfy+ Cgy+ 4, 7=+ 4, ; + B, r{t

o

dude du? du?

4o ‘e, o (",u"l_u rf"—’f':") iy ':":Hg’

dudy

on

wo die Koeffizienten ans der zu verbiegenden Fliche stammen, also :11|.'L|}'1i.-.¢ci| sind.

kiinnen daher x, so bestimmen, dass

i . - T

by < % ( 3¢, + 6

Fithren wir die oberen Grenzen ein, so wird

= 60 5, »2 ) B r
- eyt | g & L) 2
fg = - 7 Oy -"1- 2.6 ) + 22
R 1 n

nnd wenn

: r\? (r '
60 5 '[E’y(- 2.6 22,9
3052, | J-’J - h( J +

gesetzt wird,

P 5
by << — f¢,°
s
Dasselbe Resultat erhalten wir fiir o,:
n s
— 1 1l ~ 8
i - 3L .
2 J‘!,A 1

Die Gleichung
Ay =ad, + b,

wird fiir die Fliche des Kreises B mit beliebizgen, dreimal differentiierbaren

tegriert. Haben wir das Nihernngssystem
Ay, = b,
Ay, = adyy,
A, = atys,

und

=0 FH TP+ .oy

Randwerten

Wir

in-




go ist nach § 6

mn
n o R e T |
T fir Abyr !
Vil = 8 s
] n
|
und wenn wir
ft
%
b=y i
= = l

einfithren:

iFe ' ¥
2 =
und
L] 7 ‘_“ 1 . 2 .
- _ (- Ayrd et kr
(19 -
H n’
|
Setzen wir
T ]
h-+Ayrde [
g0 wird
n mn
;I g hq_]'lu'fﬂ dil, a ;?.,.I'lfl' ofl, . I, oy
Vo <= F 5 - . — — = .
& n? du 1 i n*
Jetzt ist die Gleichung
i, it
e = LR B
o o ot + i |
|
unter heliebigen Randwerten, die vierte Ili”t‘l't'nll:l|r|11nT'[E‘.nI:‘|1 hesitzen sollen. zu i||1L!]_-'|'il'I't'Lt, |
Wie oben haben wir
] n
dily ol ail, 2ty ko1
Jr = —|— = = 3 .. »
o' ol o 1
Da |
" et |
glesite L I'.e :
2 nt 3 :
ist, finden wir i

und wenn wir

sefzen:

Ca T
Ty = ".
< 't
Nach § H haben wir dann wieder
e 1) n
r-',.r_'2 — Col _Cy¥ r'"'.'.i'2 _ g
- -~ 3 ] e 2 .
o n* " di® )
Nach & 4 ist
A oy H.-:'E.
2 ou du
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T n 1
du, di
21052 90 nt
o ou e o

ist, erhalten wir, entsprechend wie ohen

Ferner wird

und da

18t,

Ebenso 1st

]II ll'l'TH‘“IL']I

Wir finden

und wenn wir

setzen

Fitr

finden wir

- 60 ¢, ¢,
€y < =
nt
N M
de, 2.60¢, eyt
- : ’ =
o n?
] i
n i/ n y

n i W
EH i;_: :--

by < ]

] n-

n -r;i

(PPl e
n?

n
A

Op = O O,
e .

Weise behandeln wir die Differentialgleichung

19y = addy + baa

(b4 .H-.;"J"(‘: Cg) kr

"

=4 dyre g = hy

iljl ] e
o " (Y n= o
: did, - !,!”;
I T4 V=4 n,
(eyT) o'y -
= AR sk 4 ye o) r®
e - - ;
L nt
Alh -4 m"a'uf.' -+ :'1.'Lt'9:' = Cyy
L v ael
0t
Ly = ai ¥
1’
n Tl n
iy o Gyt o8,
o e 7t opt

T

g, oo 20 ¢, oo gk
oy 0my _ 20 Cy?

22 .““e'i Cg e

s

-3




26

§ 4 haben wir

Nach

< {8 e
S8 ‘E‘:Elj f_-! S -‘1[{::2? §
: o du L= o
8 wird
T 60t —_—
7
de, 2 60p8 Sy 28 602
: T b, 2 <
o il el 1=
nnd
il e
f.l1 << == [ C4Cy -- l -_':,\'J'ui
n®
n
iy o | N
O, < == 16, Ca T % Ca" )
4 pE 148 7 Lg
Ganz entsprechend finden wir aus den Gleichungen
1, = ad 4 by,
f-flJ ;‘-‘ﬂ
mOl e
layi= ==~V =]y
(5 /! oy
die Ungleichungen
Ti
4 bt o) hler
- v ] i
“ll ol - . : 4 3
nd o n*
Wi
: hy = h 4 dyr(e,c Lyt
ist, und
o i 1|’,-I
iy }
i
wenn
: Alh+z=h e+ vie e, 4 1 e,? ¢y
18t.
Fiir @, finden wir
i . r':'
o - 3
5 l
Wi
Cp = Al zh e 4y (e e, + oty
: = fe—|—.f_:'i'_ Cy€y - C4Cy)
iat, u. 8. w.
I'iir die Reihe
X(u, u, 8 o (7
haben wir demnach

wenn wir
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getzen, was immer angeht, da @ (u, ») eine analytische Funktion von # und » olme Rand
hedingung ist. Wenn nun die Reihe
¢+ ¢t + cot® 4 e t% 4
. konvergiert, ist nach den Entwickelungen des § 5 X (u, v, ) cine analytische Funktion in
' mnd . Dasselbe wilt ohne weiteres fiir ¥ (w, v, £} und Z (w, v, t).
Wir haben
¢, = Al Axhik,
ey = Ah— dxhli 4+ 1y de?,
ey = Al Auhgle 4 Ay ¢ 6,
Gy = Al .-".I-f!ﬂlJ[.' + Ay (CqCy 1 5 r'._,'-‘j‘
Cg-— Al + r;.H;F:-I-'r" —'—;" Gy Gy —'—J.'!:':, s

| € = Al kel Ay (e ci—adegCiat Coti s+ o i) &y

Fithren wir

: hy = T4 Jyr 1%,

hy = h 4 dyr ey,

hy, =l + Ay (e, 6y + 5 C57)s
he = k- 4yr (ce, + c96q);

I|IIFI f + ":,‘ I-':']"." I—ll_L.:,J".J 2 -I_r':i"--'.; 5 -I_ il e o Ci—1 "-'|] ;Iar

ein und setzt
ARl 4=k =p, iy(14izkr)=q,
: ergibi sich
(vl P
'- Co =Pt qie’
| Cy p + q ¢;Cq;
¢, = pqleey +ie?),
Cy = P+ q (€164 T CaCy)y

ci=p _I_"_r‘ '\.(-I]J-.f--i -1- Cglq I+".1"J' gt e "i_ ti—1Cy ) -:1

Wenn wir p=>2 und ¢ > 1 annehmen, so wird die Anssicht anf Konvergenz offenbar ungiinstizer,

| wenn wir setzen

¢, =
=P q) 4 (i
tg = (P -+ q) c1Cq,
e, =(p+ g leges + i)
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Wir wollen pt+g=s
setzen. Wir kionnen eine Grisse s, derart wiihlen, dags
ae
gl 23'\_ )
&8, )¢
L= 28 H
'f.-ﬁ'.?fll“
C G ?
. |58, )4
€4 {2,
ist, Es sei bis n—1
o LY
Cn—1 =

(r—1)%¢
Nun 1gt
Cn<< 8(C1Cp—1 FCotns+Cscn_a+. ..+ caicy) 1.

Fithrt man die Ungleichungen fiir c;, ¢, ¢y, ... ¢4 ein, so erhiilt man

(88, )" ] 1 1 I ]
Cp < T e i e e e T |
! 8 {2{;‘: —1)® 24 n—2)° 3 (n—3)° n—1)222| 2
oder
(58, " [ n n? ne ne 1
o et
U< —— = T ST ST S : 5
= nis | 22(n—1)°F ° 28 (p—2)t ' 33(p—8)¢ (n—1)22¢ | 2
Da aber
n—1
t—1 2 I 2
n n
Al T = — i,
—u (N —)" J TEm—x)* x
1
oder n—1 n? dlog (n—1)
* — :
s & (N—a)* N
ist, wird MELRE "* 4 dlog(n—1 I
d n's | 2 {n—1)* i | 2
Fir n>1 ist stets
|| ne dlog(n—1)] _ [
2| 22 (n—1) n !
also haben wir (88"
C i
n-x

Demnach ist das Gesetz filr die Koeffizienten allgemein giltig.  Wir haben also

i s w5, 1 (58, 0)* (s8,2)%  (8s,2)} |
X < T cs -+ 53 == ot -+ 33 e 42 +J

Wiihlt man ¢ geniigend klein, so dass
s8,t<1
ist, so konvergiert nnsere Reilie. X ist ejne analytische Funktion in » und ». Ebenso ¥ und Z.
Man kann auch Konvergenz fiir beliebige Werte von ¢ erzielen, wenn man die Rand-
wertreihen der Differentialgleichungen fiir die 9, und w, unterhalb bestimmter Grenzen hilt
nnd diese Grenzen konvergente Reiben bilden lisst.




Schlussbemerkung.

Ist die zu verbie

sende Fliche © = w(u,»), y=y(u,v), 2=z(w,r) von positiver Krlimmung
nicht-analytisch, so lisst sich doe

1 die Konvergenz der obigen Entwicklungen zeizen, d. b,
man kann die Biegungsflichen bestinnuen.

Sollen die Biegungsfliichen einer Fliche von negativer (faussscher Kriimmung untersucht
werden, so bleibt der Gedankengang derselbe und die Gleichungen behalten dhnliche Formen wie
oben.  Doeh ist ein  durehereifender Unterschied vorhanden. Die Bestimmung der Grassen
fiihrt niamlich anf Gleichungen

a2
- 1 e rlll %

oo Z

r_.'rr'a'.. 9 _'_’
as = ity 2d
oo y :
¢

o2},

3 it r'J.: -T- JIJ... -
cuoy ) '
a2

e =7 ar_f b s
dude .'|'+ n

Da diese Gleichungen vom hyperbolischen Typus sind, lassen sie, anch wenn die zn
verbiegende Fliche analytisch ist, nicht ana

ytische Integrale zu. HEs lisst sich zeigen, dass
eine analytische Fliche von negativer Gaussscher Kriimmung auch nicht-analytische Biegungs-
flachen besitut.

Die Konvergenz des Verfalirens lisst sich fiir die Verbiegung von Flichen mit negativer
Totalkriimmung immer zeigen, aunch wenn diese Flichen nicht-analytiseh sind, d. h. man kann
die Biegnngstlichen stets hestimmen,
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