Hon den Gubifdien Velten und Widjteeften,

ﬁ[r eine Babhl a in ver Differens der Jablen b unb ¢ oline Jeft enthalten, jo werben die beiven
letiteren Bahlen b und ¢ L'L‘u,n'zu‘l;r in Bezug auf vie evjte Fahl a genannt; a felbjt beipt ber
Ptodbulud ber Congrueni, jede der beiben Jablen b und c ein Meft dber anbeven. — Nt bageqen- bie
Habl a tn der Differeny der Bablen b und e nidyt ohne Rejt enthalten, jo find b und e widit co ngruent
in Bequg auf a, und jede von ibnen beifit ein Midtrelt Der anderen.

Diefe Weseidinungen gelten von allen gangen, forobl pofitiven, ald uegativen Bablen: nur Ger

Dtodulus ift offenbar immer abjolut, b. O. obne Borjeidien au nelmen. — So find 3 B. -~ 3 wnp - 11
congruent (ober - 3 Meft von - LI, und 4 L1 NReft von -+ 3) in BVegug auf en Modulus 4, weil
ibte Diffeveny burdy 4 obme Mejt theilbar iff. Ghenjo find — 3 wnd — 11 congruent (ober — 3 Meft
pon — 11, unb umgefebet) in BVejug auf den Dodbulud 4: fermer - 3 und — 11 bvedaleichen — 3

unb - 11 congruent in Beyug auj den Wodulud 7. Dagegen fiud - 3 und -~ 11 nicht congrient
(ooer -+ 3 Fidtveft von - 11, unb — 11 Ridbejt von -+ 3) in Begug auf ten Wodbulud 5, tweil
ilre Differens durdy 5 nicht obne Reft theilbax ift.

Die Songrueny der Hablen foll (nodh Gaup) turd dag Deidien

—+ 3 = 4 11 (mod. 4); — 8 = -~ 11 (mod, 7).

Jft eine bon ben beiven congruenten Bablen b und ¢ eine Kubiliabl o heifit bie anbere ein
tubijcher Meft in Veyug auf ben Mobulus a, die Congrueny cine (veine) Fubifde und dvie Grundiabl

= Dbejeichnet mwerden. Yo

ped Rubud eine Wurzel der tubijden Congrueny. So ift = | 5% (mod. 11), — 7 = - 5%
(mod. 11), — 4 = — 5% (mod, 11), 4+ 7 = — 5* (mod. 11); . L. + 4 — 7 — 4 4+ 7

fint fubijhe Mefte ven 11.

St dagegen eine Jabl b teiner Kubifiabl in Vejug auf den Modulus a congruent, fo beifit b ein
tubijder Nidytreft von a. So find 3. B. bie Bablen 2, 3, 4, 5, jerooBl pofitiv, ald negativ genommen,
tubijhe ichtrefte von 7, weil fie feiner Kubitzabl in Besug auf ven Movulud 7 congruent find.

Sm Folgenven joll nun Bauptiadlidh unterfudit mwerben: 1. weldhe Cigenjdafjten oie (veinen) fubijden
Congruengen Daben; 2. welde Fablen fubijde RNejte over Ftidhtrefte einer gegebenen Jabl find; 3. melde
Begiehungen Jwijden den fubifhen Reften und RNidytreften ciner gegebenen  Babl ftatifinden; 4. welder
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RKubitiabl ein beftimmier tubijder Meft einer gegebenen Jabl conguuent iff. — Diefe Untefudhungen jollen
aunddit i Bejug auf eine Primgahl, damn in Bejug auj eine jujammengefehte Babl ald Modbulus

angeftellt rwerben,
I. Der Modulud jei eine Primzahl (p).

l. Sjt a®=Db (mod. p), fo jinb a und b enfweber beibe durd) p theilbar, cber beibe nidyt
turdy p theilbar. — Denn ba a’==b durdy p obne Reft theilbav ift, for muf, renn cine vbon Ten Bablen
a%und b durdy p theilbar ift, audy die andere durdy p theilbar fein. Jjt a burd p theilbay, jo ijt ed
audy a® mithin aud b; ift b duedy p theilbay, fo ift e8 audy a® mithin aud a. — Jjt bagegen a niche
burdy p theilbar, jo ift e8 audy a® nicht, und bann faun audy b nidt durd) p theilbar fein: it b nidt durdy
p theilbay, jo Fann aud a® nidt dburdh p theilbar fein, mithin audy a nidt.

jt b= o, fo ift a enttveber audy = o, ober eine burd) p ibeilbare Habl

Nm Folgenden foll mur von foldben cengruenten Jablen bie Mede fein, bie nidt burd) ben Viobulud
p theilbar jind,

2. At a*=1b (mod. p), fo ift audy a® = b == np (mod. p). — Demn ift a®— b buxd) p
theilbar, aljo etva = fp, fo ift a®* —b==np=fp = np= (f1=n) p, aljo a®—b = np aud) durd)
p theilbar, b. h. a*=h == np (mod. p).

Yt aljo eine Babl b Fubijder Yeft vou p, fo ift e8 and jede anbere Fahl ¢, die ven b um ein

Viclfadhes von p verfdieden ift.

3. Qft a*=b (mod. p), jo ijt audy (a np)* =1b (mod. p). — Demm (a = np)* ift
— a% ﬂ:l.:l'][J —-3a (np)*® = t'_np']:"
— a? - p (== 3a’n - 3an *p =n°p*)
Da nun a®="hb (mod. p), b. h. a®*—b=1fp, aljo a®*=Db+1p ift, 1o ift

{a =np)*=b -+ p (£ 3a’n - 3an®p £ n'p*)
ober (a=t=np)®—b durd) p theilbar,

D. . (a = np)*=Dhb (mod. p).

At alfo eine Fabl a Wurzel der Congrueny x*=Db (mod. p), fo ift ¢ aud) jede anbere Habl,
bie von a um ein BVieljadyed von p verjdiieben ift.

4, St a®*=D0b (mod. p), o iit a®=—Db und (np— a)*=—"> (mod. p), — Denn da
a*—b buvdy p theilbar ift, jo ift ¢8 audy — (a® —b) ober — a®—4-b, b. b —a’*=—">b (mod. p).
Da ferner np —a von —a um ein Biclfaced von p verjdyicben ift, fo ift aud (np—a)*=—>b

(mod. p).

it alfo eine Babl b fubijder Meft von p, fo ift ed audy —b, indbefondere die Babl, welde
b jum Mobulug p ergingt, aljo p —b, wenn b pofitiv und Heiner ald p ijt.

. Bt a’=b unb e’=d (mod.p), fo ift (ac)’ = bhd (mod. p). — Denn e a*=Dhb -
b od=d - gp ift, jo ift a’e? ober (ac)® = bhd 4 p (bg -+ df - fgp), d. B. (ac)*=Dbd (mod. p).
Dad Prodvutt sweler (alfe audy mehrever) fubifdien Mefte einer Brimgahl 11 ift mithin ebeujall8 ein fubijdier
Reft ven p.

Hicraud fjolat aud, daf jebe Poteny cined Tubijdien Nefted von p ebenjalld ein fubifdher Mejt von
p ift. Demn jebt man ¢ =a, und d="b, jo ift (a®)*=0>?* (mod. p). Ebenjo exgicht jich, Daf (a%?

= b* (mod. p), (a) *=b* (med. p) u. {. w. ift.

= E‘l}
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6. [t a’=0b wnd e¢*==d (mod. p), io it (a:c)®=(b:d) und (c:a)*= (d:b) (mod. p).
[t a:e cine gange Fabl, etwa g, alie a=e¢.q, fo ift e*.q’=b (mod.p). Fwm jei gqi=r

(mod. p); baun ift, weil ¢*=d (mod. p), (mad) 5) ¢’q* = dr (mod. p), mithin b dr, obex
(b:d)=r (mod. p), folalid) (a:e)?=(b:d)=r (mod p).

Kt a: e feine gange Jabl, jo [Gft fid immer eine gange Zabl m von der Bejdaffenheit finden,
baf a == mp burdy o ofne Meft theilbar, alfo (a == mp): e cine gange Jabl, etwa q ijt. Damn ift (nady 3)
audy (a == mp)® = b (mod. p); alie, weil a &= mp = eq, cbenfalld ¢?q? = b (mod. p) Jft nun
q*==r (mod. p), fo ift ¢’q®>=dr (mod. p), mithin b==dr ober (b:d)=r (mod. p), folglidy q°
D 11’:1 = mp) : r'.I;; = (b:d) (mod. p), und va azEmp=a (mod. p) ift, aud (a:e)’=(b:d)
=1 (mod. p).

Gbenfo ergiebt fidy, baf (e:a)®=(d:b) (mod. p) iit.

Beifpiel: 6§ ift {auf‘:- _-u':fn - th = 4f = li‘ : (mod, 13).
b 32 = (32 — 26)* =67 g

Bier ift 69 - 7.13=05,82 unb 5*=28 (mod. 13), alje 69 = (69 -7 .13} =5". 38*=H 5,
jolglih 12=8.8 unb (12:8) =18 (mod. 18). Demnad ift (69:32)* =8 (mod. 13}, — HUnbrer:
jeitd ift 32 1 40.13 =8.69 und 8*=5 (mod. 13), aljo 32° = (32 |- 40. 13)°* =8%.60°=5.12;

felglidy 8=05.12 und (8:12)=5 (mod. 13). Demnady ift (32:69)° =5 (mod. 13).

Der Duotient aiveier fubifden Mefte ciner Primzahl p ift vemnaddy ebenfalld ein fubijder Heft von
p ober einem fubijdien Mefte von p congruent. — Hievaud crgiebt jidy aud), vaf, toenn cine Qtuadbratiabhl
fubifdier Meft von p ift, aud) bie Quadbrvaturzel tubijder Reft von p ift. Denn ijt b*==a® (mod. p),
io it (madh H) b* ober h?. b= (a®)® mithin b= (a*:b)? (mod. p).

7. Die Anzabl der pofitiven FWurzeln ter Congrueny x*=hb(b > 1) (mod. p), welde tleiner ald
ber Modulug p find, ift aleid ver Ungalhl ver pofitiven Wurzeln (<Ip) der Congrueny x*==--1 (mod. p).

Bt a*= b und e¢® = 41 (mod. p), we a und c pojitiv und < p find, fo it (nad 5)
(ac)* = b (mod. p), alfo, temr c¢ von - 1 verjhicten ift, ac ebenfalld ecine Iurzel ver Eongrueny
x*=Db (mod. p). 9tun ift ac entiweder <" p ober >p, nie =7p ober cinem BVielfadien von p, weil p
cine Primzabl ift.

It ac >p, etwa =mp-d, wo d pofitiv und <p ift, jo it (nady 3) audy d*=b (mod. p).
®iebt e8 nun aufer -+ 1 und e nody anbere pofitive Jahlen << p, veren Kuben = —+ 1 (mod. p) find,
jo giebt ¢8 bemgemdf aud) nod anbere pofitive 3ablen < p, und jwar ebenjo biel, beren Huben = b
(mod. p) finb. Demn, wenn aud) e = + 1 (mod. p) ift, fo it audy (a.e)®=b (moed. p), und
foenn a . e = np -+ £, o f pofitiv und << p ift, fo it audy £* = b (mod. p). Die Fablen a, d, £

finb aber von ecinanber veridhieben, wenn e undt e von einanber wund ven - 1 verjdiecven fino. Daf d
unb £ bon a verfdicven jind, gebt baraus [erbor, vaf d=ac—mp unb f=a.e —np if. Wiren

namlich d und £ = a, jo mifte einerfeitd mp — a (¢ — 1), andrerfeitd np = a (e — 1) fein, wad nidit
miglidy ift, da a, ¢ undb e pofitiv unb <" p, e und e von - 1 perfdyicben, und p eine Primgabl ift.
Aber anch d unb f finb bon cinanber berfdiicben, wenn e und e won einanbder berjdieden find. Denn
wire d =1, aljo ac — mp = ae — np, fo mitfte a (¢ — e) = p (m — n} jein, wad aud ben obigen

®riinben cbenjalls nidht mbglicy ift.

8. Die Congrueny x*= -1 (mod. p) Bat eine eingige pojitive Wuvgel < p, ndmlidhy 4 1,
foenn p =3 ober cine Primgahl von ter Form 3n — 1 ift, und drei verfdicbene pojitive Wurgeln < p,
enn p eine Primgabl von ver Form 3n -1 ift




x®=-1 (mod. p) bebeutet, daff x* — 1 burdy p obne Rejt theilbav ift, ober baf x* —1 efn
Bielfadyed von p, etwa =1p ift, wo £ audh O ober 1 fein tann. Fhun iff x®—1 = (x—1) (x*—-x-}1).
Daber ijt x* — 1 aunddit und immer durdy p theilbar, wenn x — 1 — fp ift. Da ed fidhy bier aber nur
um pofitive Jablen <" p Handelt, fo fann x nue ven Werth - 1 haben.  Demnadh ift —= 1 in allen Fallen
eine Wurgel ver Cangrueny x*=-1 (mod. p).

Sewner ift x*— 1 burdy p theilbay, wenn x* 4 x -1 durd) p theilbay, b. § = fp ift.  Winlti-

blicivt man alle ®licder ber Gleidimg x2 - x L 1 — fp mit 4, fo echalt man 4x2 - 4x -4 — 4fp
oter (2x - 1) + 3 = fp. Dicle Gleichung it aleihbedeutend mit der Eongruens (2x - 1) = 3

(mod. p), toelde, wie aud ber Lebre von Dden quabratijben Meften fidh ergiebt, ledbav ift, menn p eine
Primgabl von ver Fovm dn—-1 ift, bann aber audy immer [886ar ift und ftetd stwei von 1 verfdiiebene

bojitive Wurgeln < p bat. It p =3, fo ift diefe Congrueny soar audy [38bar, aber mir durdx — -1,
Die Songtueny x* F1 (mod. p} Bat demnady nur vie pofitive Wurgel x=-11, wenn p=3
coer eine YPrimiahl von ber Fovm 3n — 1 ift: wenn aber poeine Primzall von ber Form 3n L 1 ift, fo
qiebt o8 jtets drei verfchicbene pofitive Jahlen < p, bavunter immer - 1, welde ber Eongurueny geniigen.
E8 bat baber (nady 7) audy bie Congriteny x*==0 (mod. p), o b bon -1 berf :
mue cine pofitive Wurgel < p, wenn p=23 oder von bder Form 3n —1 ift, bageqen brel verjdiebene
pojitive uxzeln < p, wenn p von ter Form 3n-- 1 it
9. Die Congriteny (2x--1)2=—23 (mod, p). beven IWuvgeln, wenn p von der Fovm 3n - L

ift, augleich TWurgeln ver Congrneny x*==--1 (mod. p) find,
] . |

Bt fich einfachy auf folgende Leife aujléfen.
Jeve Primzabhl von ber Fovm B3n -1 [Ept fidy, wie fid aud ber elire von Den quabratifdien

giebt, ftets unter ber Form. u®- 3v® darftellen, 9. B, ¢3 iff u2= — 3v? (mod. p). mithin

Meften ex

(u?; v*) ober (u:v)® — o (mod. p). G§ ift paler 2x l === (uiv), ober (Bx - I)v==t1
(mod. p), und dieje Congr tie in Begug auf vie unbefannte x pom 1. Grabe ift, giebt inumer
(ivenn man namlidy w einmal pofitiv, bann negaliv. -annimmt) gwei und nidt nelr pofitive  MWerthe
p it x,
Heijpiele: p 67 it 8% 4= 3, alfo 8% = — 8 (mod. 67): mithin 2x -1 = =& 8, aljo
P - 1 8 (mod. 67).
Daber ift cinmal 2x = - 7 ~=T4, folglidy xr = -L 37,
Ox=— 9 =158, folglih xs =929,
0653 0667 41, aljo. 3Ti= I (mad, 67),
24389 = 364, 67 4 1, aljp 293 = 11 (mod. 67).
0% 3. 2% aljo 5= —3 .2 und (5:2) = — 3 (mod. 37). Mithin ift
2(2x+1)=zEb"(pod. 37). Dann ift einmal 2 (2x | 1)==1- 5 =49,
-+ 20, jolglih xe=-4-10. Ferner ift 2 (2x—+1) = — 5= —19, alio
=— 22, felglih x2 =— 11 = 26 (mod, 37).
107 ift 1000 = 27.37+ 1, alfo 10°=4-1 (mod. 37).
267 ijt 17576 = 475. 37 4+ 1, aljo 26°== -1 (mod. 37).

Die 3 Wurgeln ber Congrueny x* ==+ 1 (mod. p = 3n - 1), welde pofitiv und < p finb,
follen im Felgenben bie fu bifden Wurgeln der Ginheit genamnt, und bie- beiben, teldie > 1 find,
mit o und § begeidnet werben.

10. 3Jjt 7 (<<p) eine Wurgel der Congrueny x2="b (mod. p =3n-1), alfo 1*=b (mod. p)
fo find Dbie beiben anvern (wie v pefitiv und < p), tie im Polgenven mit & und = begeidhnet terben follen,
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ben Producten aud biefer Wirgel v und ben beiven fubijhen Wuvgeln der Ginbeif, welde > 1 finb, con:

gruent; alfe s=<o unb e =@ (mod. p).

Da einerfeits *==b fein foll, anbdrerfeitd a’=-1 md =41 (mod.p) ift, fo ift (nad 7)
ool %23 ober (y2)®==h, ald audy 735°® ober (yf)*=Db (mod. P

Beijpiel: €8 ift 8°=31 (mod. 37), weil 8°=>512=13.37 4 31 ift, aljo v=8. Da
nun, wie in 9 gefunben, o=10 und =26 i, jo it 5=8.10=6 unb :=8 . 26=—=93 (mod., 37).

6% ift = 216= 5.87-+31, alfo 6%°=31 (mod. 37).
237 it = 12167 — 328, 37 + 31, alje 23%==31 (mod. 37).

11. Die Swnme ber orei pofitiven MWuvzeln einer veinen fubifdien Eengrueny, beren Modbulud cine
Primzabl p von ber Form 3n—-1 ift, ift durd) ven DModulus theilbar und jwar enttveber —p ober = 2p.
Stady 8 ift, renn o und £ vie beiven Wurgeln der Congrueny x® == 1 (mod. p) find,
foroobl a® a1, ald audy 2§ 1

burd) p olme Meft theilbar, mithin aud
(a®fa1)—(F24 B4 1) ober e —fB24 o0 —§
pbex (o —B) (2B - 1).

Da nun o und § beibe pofitiv und < p find, fo fann o« — B nidht durdh p theilbar fein; wmithin
ift a—-F-1, 0. b. bic Summe der fubijdyen Wurzeln ber Einbeit durdy p theilbar.

Herner ift fowohl «, ald audy B<p—1; e p—1 ijt feine Wurzel ver Congrueny x*==--1
(mod. p), weil (p —1)*=p®—3p? +3p—1=—1-+p (p?— 3p+4-3); aljp (p— 1) = —
(mod. p) ift. Daber ift a4 f < 2p — 2 und

a-+B41<2p—1;
mithin ift «— -1, dba diefe Summe << 2y, aber durd) p theilbar ift, —=p.
Bon ben 3 pofitiven Wurzeln ber Congruen; x*==b (mod. p = 3n -+ 1), welde < p fink,
b. B. von 7, 4, = ift =70 undb e =+f (nady 10); mithin ijt
T8 tes=1(l+4 - B) (mod. p),
folglidy, weil 1 42 4§ burd) p theilbar ift, aud
7T 8-} = burd) p theilbar.

Da nun jebe der 3 Balblen v, 8, = < p ift, Jo ift ihre Summe < 3p, mithin, ba -84 ¢
burdy p theilbar ift,

t-I-& + s =7 ober = 2p.
Hieraud jolgt toeiter nody Folgenbed:

(1) Jjt eine ber beiven fubiffien LWurgeln der Ginbeit, bie > 1 find, betaunt, fo ift 8 audy bie
anbere, und jmar erglnat diefe die um 1 vermebrte exfte jum Wodulud, b. b Bit =p—(a-+1) und
a=7p— (f+ ).

Demn B9 ift =p® —3p2 (2 1) 4 3p (2 + 1)* — (2 + 1)%, alfo

=— (o4 1P =—a*—8a0*— Ju—1 } ko)
=— (a4 1) (1) — (2% + =) ol
und ba o+ a -1 durd) p theilbar ift (nady 8), fo ift 3> = — (2 4 &) unb a2+ a=—1 (mod. p),

mithin § =1 (mod. p), b. b B eine fubifdie Wurzel der Ginleit.

(2) Sind bon ben brei pofitiven Wurzeln (<Tp) ber Gongrueny x* ="' (mod. p) swei Gefannt,
fo ijt 8 audb bie britte, und jwar ergingt biefe bie Summe bder beiven erften gu p ober 2p, je' nadbem
izl Summe << over > p ift.

2
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At P*=Db unb ¥ =1b (mod. p), fener v F &=1p —¢ jo ift e=p —(xr+ 9), alfo *
=— (748 =— (1" 3726 382 1 &%) = — 2b — 348 (1 + 8) (mod. p). 8 fei mm i=ya
(mod. p). Damn ift e?=—2b —3v*a (1 4 2), dljo, ba y¥*=b b a(lfa)j=—1 (mod. p)
ift, e8?=—2b 4 3b==b (mod. p), folgliy = cine Wurzel ver Eongrueny x*=0Db (mod. p). Dajfelbe
ergicht fidy, mwenn & =1f, ober y== 8o, ober v = of (mod. p) angenommen wird.
Sft --3>p, alfe -} 8=2p—¢, mithin ==2p—(v-+9), fo ift ¢* ebenfalld = — (v4-9)%

mithin 2® aud) = b (mod. p).
12. Dad Probuft gweier pefitiven TWuvieln einer rveinen fubifden Eongrueny, beren Mobulud
p=3n -1 ift, ift bem DQuadrate ber britten Wurzel congruent. :
Da vie Summe ber drei fubijdien Wurzeln der Ginbeit, 0. H. 1+o-F=p ift, o ifta(l 4-a-4F)
—op, ober of=— a(l - 2) (mod. p), aljip, weill 2 (l4-a)=—1 (mod. p), sf=-+ 1= 12

(mod. p). Hieraus folgt fermer o =83, alip, ta P=-+1, a =p2 (mod. p). Gudlidy ift, weil
sfi= - 1, o =a? folglid, weil d=-F1, f=«2 (mod. ph
Sind 7, 8, = bie pofitiven Wurgeln der Congrueny x*'="b (mod. p) wd =1y, :=4§, fo il
=1l =qPi=(1f)*=¢*
e =1t = (12} =28" } (mod. p).
g = =4
13. Dad Predbuft ver brei pofitiven Wurseln einer rveinen Hubijden Congrueny, Deven Wobulud
p=3n- 1 it ift bem Kubud einer jeven congruent.
Denn 10z it =7y qeqf=1 e =41} alio, weil ¥P=h, #F=hb, d=bijt, y8 aud
= g8 = (mod. p).

14. Der Quotient stveier pofitiven Wuvieln einer reinen fubifden Congruens, deven Wiodulus p
— 8n - 1 ift, it einer ver beiben Fubijden Turzeln ber Ginbeit, neldie > 1 find, und dem Quabdrate Der

anbern biefer beiven Bu

cengruent.

Rady 12 ijt —+ 1, ferner a®*=§ und f*==a (mod. p). Daber ijt
l =f=n0k E;‘x;—ﬁ-‘
o ; [ ]
o (mod, pl
o " S e
—=f=uf f=a=}"
] T
Ferner it =y und s =4f (mod. p); mithin ift
I I - 2 T 1 n
= = p == 0" = == I.j-
B o g A
ARG I 3 O S
— = a=p% —=—==F=ua) (mod p)
I i i
E ; g B
- = f=u? = =a=}
o b o

15. Die Summe ber Duabrate ber brei pofitiven TWuvieln einer veinen Tubifdien Congrueny, beven
Modbulud p=3n - 1 ift, i|t ourd) den Viodbulud obne Rejt theilbar.

Bunddit ift (- D* 42 +*=1 -+ 2® 4 o (weil B2 =), und dba 1 4 2* | 2 obet
14 a~+a? (nady B) burd) p theilbav ift, fo ift e8 audy (- 1)* 4 o® G2

Bevner ift 12 4 8% e =42 2P0 =12 (1 4 «® +PB?), aljp, ba 1 4 a4 B°
burdy p theilbar ift, audy v* - 8% ==




—_— ¥

16. Die Summe ber Produfte je jwweier pojitiven Wuvzeln (< p) ift durdy ven PModulud obne
NReft theilbar,
l.a—1.40f it =24 F-+1 (mod. p), alje vurd) p theilbax.

g j mn

18 =z F e it (mah 12) ==+ ¢*~4* (mod. p), alfo (nadh 15) burdy p theilbar.

17. St fowobl bdie Summe bdreier pofitiven Fablen, bie tleiner al8 eine Primgahl p von der
®orm 3n -1 § ald awd bie Summe ibrev Duabvate burdy diefe Primzabl obue MReft theilbar, fo find
biefe Drei Bablen bie urgeln einer veinen fubifden {“..L‘l'q?l'l:lﬂ-'{,. Deren obulud jene Primzabl ift.

(58 jeien 7, 8, = bofitive Bablen <p (= 3n , ferner fei Torobl pt-2-f-2, alg ¢*—- 5% 4-2?
buvd) p obune Seft theilbar.
Femmer fel S:p=o b 2:1=={

—
B } (mod.
x5

pher 6 =o. UMD ===y

e o unb B << p finog, wad immer moglidh iff. Denn ba ¢ burd) p nidht theilbay ift, jo fann audy feind
per Propulte viefer Fahl mit allen Jablen von 1 bid p—1 burdy p theilbar fein, b. h. alle biefe Produfte,
beven Ungahl p—1 ift, geben, burdy p vividict, Mefte. Dicje Nefte find fammilidy von einander 1:c1‘1d_~icrm
(Denn giver Probulte Fy und hy, die, dburdy p dividict, denfelben Meft gdben, mitften congruent, ibre Differens
alje buedy p theilbar fein, wad nidt mbglidy ift) und ven Hablen von 1 bisg p— 1 gleidy; mithin gibt ed
immer 3wel Peodulte o und B, bdie, ovurd) p Ddividivt, & und = al§ Mejte haben, b. . bie & unnd =
congruent ift. :
Damn ift einevfeitd 1 +8 F= =4 (l4+a ) } stk
anbrerjeitd LB '

2_5_ 52| .:;!__..J,;{‘:I -+ ,;__;_
unb ba fewobl v 8-z ald ¢#8% -F == vurdy p theilbar find, = aber nidht, fo mup audy einerjeitd

143, andvevfeitd 1 - o® - 3° buvd) p theilbar fein. Jhun fann 1 - o -8, weil o unb B < p
find, durch p nur dann theilbar fein, wenn 1o - F=p ober L f-a=p—f ift. Dam ift (1--2)*
=p?—2pR 4 B% alfo (1 -o)*=f" (mod.

Da femer audy 1 -2 4B burdy p-theilbar, 0. b. B*= — (1L -+ 2% (mod. p) ift, fo iit
pennady (L a)*=— (142, over (1+2)*+(1+2%, b . 2(L+a+a? durd p theilbar,
mithin audy 1-a—+a? ferner aud) a(l--a—ta?) oder a-ta®+fa® b h a’=— (2 -+ 2*) (mod. p),
und oa srr—i- 2?=—1 (mod. p) ift, fo ift 2®==-1 (mod. p), aljo = cine Tubijde TWuriel ber Cinbeit.
Da ferner f=p — (=4 1) ift, fo ift (nody 11) aud £ eine fubijde Turzel dev Ginleit.

]'t nm *=D>b (mod. p), fo ift i =q1%=y*=Db . %5
3 ey (mod, P),
umb =4 l=4"=h
alfo 7, & = bie pofitiven TWurgeln ber Lnn:qrueu.;.
x*=Db (mod. p).

18. Jft p=23 ober eine Primgalhl von der Fovm 3n — 1, jo find alle gangen Fablen Fubijde
Nefte bon p.

Nady 8 bat jebe veine fubijdhe Congrueny, mwenn ber Mobulud p=23 ober cine Primgall von Der
Fovm 3n — 1 ift, nur eine eingige pofitive Wurgel < p; mithin ift jede pofitive gange Jabl einem Kubus
congruent, alfe (nady 2) ibechaupt jebe ganze Fabhl,

19, Die Wurgel ver Congrueny x* = a in Bejug auf ven Modbulud p =3 ijt congruent a,

Stady bem Fermat'jdien Safe ijt, wenn p eine Primyahl ']', bie (p — L)te Poteny jeder gangen
Bahl =-+1 (mod. p). Mithin ift, wenn p=3 ift, x*—! ober x*=-11 (mod. 3), folglih x*=x,
unb, weil x*=a (mod. 3) fein joll, =a (mod. 3).
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Ulle: gangen Bahlen find enttoeder burdy 3 theilbar, aljo Bielfadhe von 3 (3 mit einbegriffen), ober
bon ber Fovm 3n £ 1. Jft a burd 3 theilbar, etwva = 3n, jo mufp x audy burd) 3 theilbar, alfo
= a (mod. 3) jein; benn ber Kubud jeber durdh 3 theilbaren Jahl ift chenfalls burdy 3 theilbar;
Dagegen ift ber Kubud jever nidht burdy 3 theilbaren Fabl audy night burdy 3 theilbar, — Jft a=3n-4-1,
fo muf x*==—-1 (mod, 3) fein, alje (nadh 8) x=—+1, b. h. x muf ebenfalls von ter Fovm 3n--1
ober =a (mod. 3) fein.

It a=3n—1, fo mufj x®* = — 1 (mod. 3) ober (—x)? =41 (mod. 3) fein. Da nun
(+1)’=-41 (mod. 3) ift, jo muf —x=-+1, ober x=— 1 (mod. 3) fein, b. b. = von ber
Gorm 3n —1 over =a (mod. 3).

20. Die TWuvzel ver Congrueny x*==a (mod. p), wo a < p und p von ber Fovm 3n — 1
ift, ift congruent b" =1, wo ab=—+1 (mod. p) it.

Jadh vem Fermatiden Satie ift xP—!'=-+ 1 (mod. p), aljo, wemn p=3n—1 ijt, xi—¢t
= -1 (mod. p). Da nun x*=a (mod. p) fein foll, fo muf (nady 5) audy (x"—1)* ober x%n—3
=a""!, alfo x*—2==a"—1, x, mithin an—1.x = -+ 1 (mod. p) fein. Jjt nun ab=-1 (mod Pl
mwad (nady 17) immer mglich ift, fo ift audh av—1 pr—1== =+ L, mithin a*~1. x=ar—1. b2=1, folglidy
x=Db"""1 (mod. p). — Seft man diejen Werth fiir x in x3==a ein, jo erhilt man b¥—3=a, unp
enn man auj beiben Seiten mit b multiplicict, b¥»—2==ab, und ba einerfeitd b*" 2= 1 ijt (nadh
bem Fevmat'jdien Sabe), andrerjeitd ab = + 1 fein foll, jo ift in ber 2hat b*=2=ab (mod. p).

Bu bemjelben Hefjultate gelangt man audy auf folgenbe Feife. Stad) bem Fermat|den Sape ift
a®—f=41, cber a.(a" 3=+ 1 (mod. p) 3t mm ab=+1, dio audy (an—1)% (ho—1)8
=1 fo it, wenn man x fiir b1 fept, (a"—1)0x% = 41, folglih x*=a (mod. p).

68 fann jebod) audy fdyon eine nicbrigeve Poteny von a, ald bie (p—1)te, =+ 1 (mod. p)
Jein. Jn biefem Falle ift ver Grponent ein genauer Theil von p—1, unb dba p=3n—1, aljo p—1
= 3n — 2, mithin nidt burd) 3 theilbar ift, fo fann audy ver Ggponent ber niebrigeren Roteny von a,
welde = + 1 (mod. p) ift, nidt durd) 3 theilbar jein; ex ift baber entweber von ber Form 3m - 1
ober 3m — 1. — St ad»+1 ppey a¥n  a=_1 1 (mod. p), ferner ab==—-1, mithin audy ad», hdn
=1 (mod. p), jo ift a=b*, aljo x =b" (mod. p).  Jit bagegen ad"—!= L1, aljo aPr=a
(mod. p), fo ift x==a™ (mod. p).

Beifpicle: Soll x*=17 (mod. 17) fein, jo ift, meil 17=3.6 — 1 und T.6=-41 (mod. 17)
iff, x="5% (mod. 17), b i. x=14., (148 it =161. 17 -7, folgli 14%=17 (mod. 17).

Soll x*=9 (mod. 17) fein, fo ift, weil 9. 2=+ 1 (mod. 17) ift, x=2°=15. (16%ift
=198.17 49, folgliy 15°=9 (mod. 17). G8 ift aber audy 9°=- 1 (mod. 17), aljo, ba
8=3.3—1, x=9%=—15.

Goll x*=4 (mod. 17) fein, fo ift, weil 4. 13=+1 (mod. 17) ift, x=13*=13.(18%
ift=129.17 + 4, folglidy 13*=4 (mod. 17).

G8 ift aber aud 4*==-1 (mod. 17), alfo, ba 4=1.3 =+ 1 und 4. 13 =41 (mod. 17)
iff, x=13" ober 13.

21.  Jft p eine Primsabl von ber Form Sn—1, fo ift bie Unzahl ber (pofitiven) fubijden Refte
bon p, welde Heiner al8 p find, = ]J—J_— 0. . =n, und die Anzabl ver tubifden RNidtrefte (<p)=2n.

Da (nady 8) jebe. veine fubijde Congrueny, beven Mobulud eine Primgahl p von ber Form 3n--1
ift, Drei verfdicbene pofitive Wurgeln < P bat, b. D. jeber tubijdie Meft einer joldhen Primgahl ven Kuben
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brefer berjdicdenen pofitiven Bablen < p congruent ift, fo fonnen vbon ben Jablen von 1 bid p—1 nur

T‘_':;'_] — n fubijdie Mefte von p fein; die {ibrigen 2n find baher fubijde RNiditrefte von p.

Belipicl: Bon ben Jabhlen, die < 19 find, find folgende 6: 1, 7, 8 11, 12, 18 fubijde Refte
pon 19: venn 1t = 1°= T'=11% T=4'= 6= 93
8 = 2'= 3= 14 1l =5*= 16" 173 ) (mod. 19).
12 EIEJ*ZH’-'—E [8=8=12%== 184,
Die fibrigen 12 Jablen, bie < 19 find, namlld\;
UGS el T e s W R eSS
find feinem Subus in Begug auf ven Dodulud 19 congruent, aljo tubijde Ridirefte von 19.
99 Gine Bahl a ift tubijder MReft einer Primahl p = 3n--1, wenn ber Crponent ber niebrige

]I—l

ften $Boteny von a, welhe = -+ 1 (mod. p) ift, == 5 b. I. n ober ein Faftor von n ift; anbernjalld

ift a fubifder TNiditreft von p.

Soll a=x* (mod. p— 3n -1 1) jein, fo muf, ba nady bem Fermatjden Sabe xP=", hier alfo
x3 pper (x*)"=-+1 (mod. p) ift, a" =1 (mod. p) fein.

Sjt fdon eine nicbrigeve Poteny bon a, ald bdie nte, efwa a™=-1 (mod. p) und m cin Haftor
von n, alio n e¢tva — tm, fo ift (a™)! ober a'™, b. i a® ebenfalls = -1 (mod. p), alfo a FTubijder
HReft von p.

ait 'tc:qmcn a" it = -1 (mod. p), ober ift ber Gxponent m Dder niebrigiten Poteny von a,
weldie == -+ 1 (mod. p) ift, feln Faftor von n, fo ift a fein tubijder Rejt von p.

Denn it a=b (mod. p) und b von -1 verjdieven, fo miifte, wenn a==x°* (mod. p),
alfo a® = x* mwire, x*==b (mod. p) fein, wad dem Fermatijden Safe tiberjpride. qr m < n unb
tein Faftor von n, alfe etwa n=tm -+ u, wo u << m ift, fo ift a*» =a'+"=(am)'. a® “f'lr nn a™
=+ 1 (mod. p), fo ift aud (™)== 1, mithin a”" = a®. Da nun a™ bie nicbrigfte *Loteny bon a
fein joll, welde =+ 1 (mod. p), ift, fo ift a® nidt =+ 1, mithin audy a® nidht = -+ 1 (mod. p),
alfp a fein tubifder Meft von p.

Beifpiele: T ift fub [inn Sejt von 19, weil 7= 1 (mod. 19) und 3 ein Faftor von 6 it
Seft man T=x% jo it x*= 4+ 1, mithin audy x'* =41 (mod. 19), was t‘cm germat'fdien Sale
entipridht. — 12 ijt fubijder Reft von 19, weil 12°=-11 ift. Sept man 12=x7 fo it x*¥* =1
(mod. 19},

Dagegen ift 2 fein Mubifdher Meft von 19, weil erft 28 =41 (mod. 19) ijt. 2° it =T
(mod. 19). Geft man 2=x?*, fo mifte x1*=7 (mod. 19) fein, wad nidt méglihy ift, weil nady
pem Fermatfden Sape x¥= 4 1 (mod. 19) ift. — Gbenfo ift 4 tubifdher RNidtreft von 19, mweil erft
9= 1 (mod. 19) ift. 4% ift =11 (mod.19). Wire mun 4=x? fo mifte x'®=11 (mod.19)
fein, wibrend nady bem Fermat[den Sake x*=-+1 (mod. 19} ift.

923. Dad Prodbuft aud ecinem fubijfien MRejte unb einem Fubifden Nidtvefte einer Primzabl p
— 3n -+ 1 ift einem anberen tubijden RNichtvefte berjelben Primgabl congruent.

Xt a ein fubifder Meft von p, alfo a" = -+ 1 (mod. p), und b ein fubifder RNidtrejt von p,
aljo b nidt =-1 (mod. p), jondbern etwa b* =e¢ (mod. p), fo ift a®. b" ober (ab)"=c¢ (mod. p)
alfo nidht = 41 (mod. p), folglidy ab fein Tubifder Meft von p.

3
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24, Der Quotient eined fubifdien Mefied und cinesd tubijchen Michtreftes ciner Primzahl p=38n—-1
ift einem anberen Pubifchen Itichtrefte Derfelben Primsabl congruent,

dft a* =41 unb b* = (mod. p), {o ift a":b" pber (a:h)r = (+1:¢) (mod.p). Da
nm - 1:e nidt =+ 1 (mod. p) fein fann, rwenn ¢ bon =~ 1 verfdicben ift, fo fann audy a: b fein
fubijdier Meft von p fein. — Dajjelbe qilt von b:a. Denn Ho: a® ober (b:a)" ift = ¢ (mod. p),
mithin ift b:a fein tubijder Reft von p.

25, Bon bven bdrei Wurzeln einer veinen fubijdien Congrueny, deven Mobdulus eine SPrimzahl p
= 3n 1 ift, ift bie eine cin Tubifder Meft, die beiden andern aber Fubijdie Ridytrejte von p, wenn n
nicht purdy 3 theilbar ift; bagegen find alle bdrei uvieln tubifve NRejte obder Ridtrefte von p, wemn n
purch 3 theilbar ift.
Bon ven drei tubifhen Wuvieln dev Ginbeit <1, o B ift <4~ 1 immer sugleidy Fubifder Heft bed

PModbulud; vagegen find « und §, weil a®=1 und B3= 4 1 (mod. p), tubijde Fidytvefte von p,
toenn 3 fein Fafter bon n ijt, da bann " und B nidht = - 1 find; ift aber 8 cin Faftor bon n, jo
find audy o und "=+ 1 (mod. p), aijo « und § ebenfalls Fubiidse Refte vou p.

Da von den drei Wurzeln 4, &, = der Congrueny x* = b (mod. p = 8n 4 1) & = o und

s=q0 ijt, fo find, wenn n durdy 3 theilbar ift, aljo o und & fubijde Hefte vou p find, entroeber alle
brei Wurgeln tubijde Refte von p, wenn ¢ tubijder Reft ven p ift (ben 5 und = find dann den Produlten
tubijdier Nejte congruent, alfo (nacy 7) cbenfalls fubifdhe Mefte), ober alle brei Wurgeln Tubifde Midtvefte
bon p, wenn ¢ fubijder Iidtrelt ven pift (venn & und = find dann den Produlten aud cinem Mefte und
einem RNihtrejte, aljo (nady 23) cbenjalld Nidhtreften tongruent).

3jt n nidt durdy 3 theilbar, alfe « und B Nidytrefte von p, fo find & unb 4, wenn ¢ Tubijdier

Reft von p ift, nady 23 Fubijdhe RNidtrefte ven p. it aber ¢ tubifder Nidtrelt von p, fo find & unbd
7 ben Broduften Fweier iditrefte congruent. Da v Tubijder Tbfreit von p ift, o Fann 4" nidt

= -1 (mod. p) fein; anbrexjeitd ift abec 7 immer =-- 1 (mod. p) (nady bem Fermat'fhen Sabe):
alfo muff y" =a ober = (mod. p) fein, venn bann it Pr= -+ 1 (mod. p) 3t =a, ol
o =1yat =a"t1 und =" =yE" =of"; wenn abey 1" =F it o it g==a"f unb e=p"+! (mod: p).

3t nun n=3m 1, jo ift im etften Falle & =¥ +2= (2% a2=0=F (mod. p)
(nahy 12) unb & afffm+1 = pPi"=uf =1 (mod. p), b. b. & ift tubijder Ridtreft, = Da:
gegen fubijdier Meft von p; fm geiten Falle ift 3" == ol +1 F== (g¥)m, = 1 (mod. p) (nady 12)

wip &t = fin+2 = (3 %)m, B* = o (mod, B,
0. h. 3 ift fubijder MNeft, = dagegen Tubijder Nidtreft von p-
Jft aber n=38m — 1, fo ift im etften Falle " =od"= 41 (mod. p) und =t =apin—
= . ()" =5=p (mod. p) (nady 14), b. B. 5 ift Fubijder Meft, = fubijder Tidytreft von ps im
F: P
gtoeiten Falle it 0" =P, B = (a®) . '; _-; =0 (mod. p), unb " =p"=-4-1 (mod. p), alfo

6 Hubifder Nidtrelt, = tubifdier Meft von p-

Mithin ift in allen Fallen eine Wurjel ber Congrueny x*==1b (mod.p —=3n -1, wo n nidyt
burdy 3 theilbar ift, ein tubijdher Reft, bie beiven anbern aber tubifdie Nidtrefte won p-

26. Dad Probult sweier Fubifden Ttidtrefte von p=3n-1 ift ebhenfalls cin Fubijder Nidtrejt,
tenn ihre nten Potengen jugleich ==a ober B (mod. p) find, bagegen ein fubifder Heft, wenn die nte
Poteny bed einen = o, die nte Poteny bed anbern = = B"ift

L
“
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Denn find a und b fubifde Midtrefte von p, o find (wie oben geseigt tworven ift) ihve nten

Potengen entrocder = cber =F§ (mod. p). Jft fowohl a®, ald aud bP=a (ober =3), o ift

pan )

(ab)" = a® (ober = %) = (ober == ), aljo ab ein fubifber Ridtvelt von p. — “i’ Dagegen
a'=g wb b"==§ jo ift (ab)=sfi= -+ 1 (mod pl. felglidy ab ein tubijder Reft von p.

27 Der Quotient gweier [ubifden Nidivefte von pP=238n 4 1 ift einem Tubifden MNeite ober
ginem antern fubifdhen Niditrefte von p congvuent, je nadivem ihre nten Potengen jugleih == o ober §,
pber Tie eine =2, bie anbere =§ ijt.

Denn, wenn a” und b jugleidh = 2 (oder =73) Jind, fo ift fomwobl (a:b)*, a8 aud (b:a)n
= -} 1 (mod. p), mithin forobl a:b, ald audy b:a einem fubijden Rejte congruent. — It dbagegen
a' =a und b*=4 fo ift (a:b)"=(a:f)=F und (b:aP = (Bio)=2a (nah 14), mithin fomwebl
a:b, ald b:a einem fubifdien Ridhtrefte von p congruent.

28. Sammtlidye pojitive Jablen << p (= 3n -~ 1) lajjen fidh in Drei Gruppen von je n Jablen
bringen, ndmlid):

1) vicjenigen Jablen, beren nte Potengen == 1 (mod. p) find;
2) bicjenigen Jablen, deten nfe Poteny 1 == (mod. p). find;
3) bicjenigen Bablen, beren nte Potenjen = £ (mod. p) find.

Die erfte Gruppe enthilt vie fubijhen Mefre, bvie beiben anveven bie fubijdien RNidtrefte von p.
Die Ridytrefte efner OGruppe follen im Folgenden gleidartige, bdie Ridtrefte  vevjdiedener Gruppen
ungleidartige MNidivefte genannt mwerben.

Daft biejenigen Jablen, beren nte Potengen == 4 1 (mod. p) find, fubijde Mefte, bdiejeniger
Bablen, veven nte Potengen nicht = - 1 find, Iubijde Nidtrefte vou p finb, ift fden wnter 22 nady:

gewiefen.  Fewner it unter 21 nadgewicfen, daf die Unzabl fimmtlicher pofitiven Eubijdhen Refte vor p, bie
fleiner al8 p fino, =mn, bie Unzabd jdmmtlider Nidtrefte — 2n ift. Gnblidy ift unter 25 nadigerviefen,
baf bie nten Potengen der fubijden Nidhtrefte entrweber =, ober =3 (mod. P) find. — Daf nun aud

bie Anzall der Midytrefte jeber ber beiven Gruppen =n ift, b b. vafi ed n verjdicdene Nidtreite, beven nte
Potenjen == a, und n verjdievene Niditrefte, deren nte Potenyen == find, qiebt, laft fidy Folgenber:
mafen naditoeifen.

' B4 qicbt immer foldie Bablen < p. beven (p— 1)te Potenmy exit =-4-1 (inod. p) ift (ober bie

gum Grponenten p — 1 gebdren). Solde Bablen Deifen primitive Wurseln ver Primzabl p. Denft man
fidy fammtlidhe Potensen einer jolden primitiven Bursel von dex etjten Bi8 gur (p—1)ten gebilvet, fo find
piefelben Den bofitiven Balhlen von 1 bis p—1 in Begug auf p congruent.  Denn wdren, twenn o eie
joldie primitive $Burzel ven p bebeutet, ivgend atvei Potenjen bderfelben, efiwva g* unb o™ wo k 1'21'11‘ m
berfdyiebene gange pofitive Jablen << p — 1 find, verjelben Jahl h cru,qrm:r; fo miifite audy ok = gm
(mod. p) fein, alfo, W k>m ift, g¢—m=-1 (mod. p), wad nidt mdglich ift, roeil Ii--—n;'--'f P ]

und et gP—'=-41 (mod. p) ift. )

Bon biefen p— 1 Potengen ber primitiven Wursel g haben, wenn p=3n-1, aljo p—1=23n
iff, n ourdy 3 theilbave Grponenten, ndmlidy: o2 gf g oo 2% eine ameite Nu-";_L bon Potenien
bon g, beren Wmzahl ebenfalls = n ift, ndmlid: ghogt g% ..., 8%—2 hat Ggbonenten von der worm
Sm - 1; bie fibrigen n Potenzen von g endlidy, ndmlidy: o2 g’ g% ..., g™=1 Daben Grponenten
bon ber Form 3Im — 1. — Qft nun die Jabl a einer Der Potengen ber erften Gruppe congrient, alfo
a=g" fo ift, teil gim= (g™)% a ecin fubifder Reft von p - Died gilt natiielich von allen Bablen,
bie ben Potengen bdex Lzrtm Gutq:;m congruent jind. — [t ferner die Babl b einer ber Potenzen ber jtoeiten




Gruppe congruent, alje b=g>*+, fo ift b" =g'™".g"

== i f_Dﬂ nun erft ghh=--1 ﬂ
(mod. p) ift, fo ift g", mithin aud b einer der beiben fubijdien LWurgeln der Ginbeit 2« ober [ congruent. il
— St envlih ¢ einer ber Potengen ber britten Gruppe congruent, aljo e= g™ =", jo ijt

(i mn ot = 1: 0" aljo, wenn g" =a ift,

ez

=§ (mod. p), und wenn g = B ift,

;g’:;
L
_-"1
|

" = —=ua (mod. p).
¢ :

Demnady find die Jahlen, die den Potenzen ber primitiven LWurzel mit Exponenten von der Form
8m--1 congruent find, Fubijde Nichtvefte ver cinen Gruppe, und die Hablen, bie ben Potenzen der primitiven
Wurzel mit Erponenten von der Form 3m—1 congruent find, fubifde Nidirefte der andern Gruppe. Da
nun bie ¥nzabl ber Potengen jeder der beiden Gruppen =n ift, fo ift aud) dbie Anzabl ber Nidtrefte jeber
®Gruppe = n.

29. St cine Jahl a (< p) tubifder Neft ober Nidtreft einer Primzahl p=3n--1, fo ift aud
p—a, 0. . bie Babl, welde a u p erglinmt, mithin aud) —a tubijcher Meft ober Niditreft von p, unbd
swar im lebtern Falle Midytreft Dexjelben Gruppe, au der a gehort.

Daf p—a und — a ebenfalld ftubifhe Mefte von p jind, wenn a tubifder Meft von p ift, ijt
fdon unter 4 nadygeroiefen.

Xt a fubifder Nidtreft von p, jo ift (nadh 28) a® entiveber = o ober = § (mod. p). Jjt
a"==un, fo ift (p —a)" == (— a)" (mod. p); benn alle Glieber de8 Polpnoms, dbad = (p — a)" ijt,
finb bi§ auf vaé lebte, (— a)*, burdy p theilbar. Da nun n, weil p eine Primgalhl, alfo p — 1 ober 3n J
eine gevabe [ahl ift, ftetd cine gevabe Fabl ift, fo it (—a)* = a"; folglid ift (p—ayr=a"=au,
b. . p—a und a fubijde MNidtrefte derjelben Gruppe, u ber®a gebort. — [t a" =4[, fo it
(p—a)=(—a) =a"=f {mod. p); folglih p—a und — a chenfalld Nidtrefte dexfelben Grupbe,
At ber a qebort.

30. Dic Swmme jammtliher pofitiven tubifden Mefte einer Primgahl p=3n L 1, welde < p
find, und bie Summe fimmtlider pofitiven Tubijden Nidytrefte einer Gruppe, welde < p finb, ift durd) p

. W ‘ I L
theilbar, nimlich = I—H——) S p-

Sdammtlide pofitiven fubijdien Mefte < p, beren Unzahl =n ift, laffen fih (nady 29) paariveife
fo orbnen, taf bic Mefte, Die ein Paar bilben, einanber u p erglngen, ©. h. baf bie Summe ber Refte
jebed Paared = p ift. Die Unzahl diefer Paare ift = ok alfo dle Gumme fimmtlicher pofitiven Hefte

1

"

; I —1 - et o i - :
(< p)= ; & E‘_i__ ) .p- — Daffelbe it fidh auf bdiefelbe Weife von ber Summe jdmmtlidier
= - 1

pofitiven fubifdien Ridytrefte (< p) jever Gruppe nadyweifen.
Beifpiel: Sammtlidhe pojitiven fubifden NRefte von 19, welde < 19 find, find (wie unter 21

: e : : L 19 —1
angegeben) paarieife geordnet: 1 unb 18, 7 und 12, 8 und 11; ibre Swmme ift =3.19= —= ) 19.

— Die pofitiven fubifden Tidtrefte von 19, welde <19 find, find paariveije georbnet:

.

1. ®ruppe: 2und 17, 3und 16, 5unb 14 (benn 28 =17"=13°=16°=5=14°==7); ilire Summe=3. 19. 1
2. ®yuppe: 4unb15, 6und 13, 9und 10 (venn4°=15°=6°=13°=9%=10°=11); ilre Summe=3.19.




W b

31. a8 Provult aud einem fubifhen Mefte wund eivem Hubijden Nidbtrefte ciner Primgahl p
— 3n — 1 ift einem gleidhartigen Nidytvefte congruent.

Jft r ein fubijdber Meft und a ein fubifdher RNidtveft von p, jo ift o =--1 und a" =u (ober §)
(mod. p), mithin (r.a)* =a (obex §) (mod. p), alfo r.a ein Ridtreft berfelben Gruppe, 3u ber a gehbrt.

Demnady laffen fidh, wenn jammtlidie pofitiven fubifdien MRefte <p und ein pofitiver Nidhtreft < p
befanut find, bie {ibrigen pofitiven Nidtrefte derfelben Gruppe durd) Multiplitation januntlicher Refte mit
jgnem Ridytrefte finben.

Beijpiel: Die pofitiven fubijden Refte vou 19 find: 1, 7, 8, 11, 12, 18. Da fidh unter diefen
bie Fabl 2 nidyt vorfindet, fo ift 2 cin Nidtveft. Dann find die {brigen Nidytrefte derfelben @ruppe:
2.7=14, 2.8=16, 2.11=3, 2.12=15, 2.18=17. — lUnter biefen legteven finbet fidy bie
Jahl 4 nicht vor; daber ift 4 ein Nidtreft der anderen Gruppe. Die iibrigen Nidyteefte dicfer @ruppe finbd:
40T =9, 4£.8=13, 4.11=6,4.12=10, 4. 18 =15.

32. Der Quotient eined fubijden Nidytveftes durd) einen fubijdien Reft ift ecinem gleidhartigen
Ridytrefte congruent.

Denn, e a" =a (ober B) und r" =1 (mod. p) ift, fo ift audy (a: r)' =u (ober F)
(mod. p).

43.  Der Quotient cined fubijden Neftes durdy cinen tubiden Nidteeft ift einem ungleidiavtigen
ichtrefte congruent.

: o, by 1 1
Denn, e " =41 unb a® = (ober §) (mod. p) ift, jo ift (r:a) = ---(L‘trr, ) —f
oL i3

(obere), b. . ria ift einem RMidirefte congruent, dev nidht ju verfelben Gruppe gehbrt, qu welder a gelhdrt.

34, Dad Prodbuct jweler gleidartigen Nidbtrefte ift einem ungleichartigen TMidytrefte congruent.

Gind a und b gleidartige Nidtrejte, aljo a® und b =a (ober £), jo ift (ab)" =22 (ober B2
= (ober «); b. B. ab ift a unb b nidt gleidyartia.

Diithin it aud) dbad Quabrat eined Nidtrefted einem ungleidartigen Nichtrefte congruent, unb Dbie
Quabratiourgel aus einem Nidhtvefte ein ungleidartiger Riditreft.

35. Das Produft tveier ungleidhartigen Nichtvefte ift einem Refte congruent.

. @inb a unb b ungleidartige Nidtrefte, 0. b a®==a und b"=4¢, fo it (ab)' =afi= -1,
mithin aby einem Refte congruent.

36. Der Quotient jiveier gleidhartigen Nidtrefte ift einem Refte congruent,

Sjt a®==a (ober f) undb b"=a (ober B), fo ift forobl (a:b)*, ald aud (b:a)* = - 1.

37.  Der Quotient jweier ungleihartigen Ridytrefte ift einem Nidbtrefte congruent, ber dem Divifor
gleidartiq ift.

It a" = unb b =g, fo it (a:b) =a:8=8 und (b:a) = fro=a.

38. Die Summe der Quabrate jorohl aller pofitiven Refte einer Primyall p=3n—+1, alé
audy aller pofitiven Nidtrefte einer Gruppe, welde < p find, ijt durd) p ohne Meft theilbar, aufer, wemn
p— ifi.

Die Ffubifden Refte find (nady 28) benjenigen Pofengen einer primitiven Wirrzel g bon p, beren
Grponenten durd) 3 theilbar find, congruent. Mithin ift die Summe ver Quabdrate aller fubijden Hefte < p
!_J;'; ‘_-gtin LR

e e R o — i T (mod. p).
Da mm g% = 4 1 ift, toeil gh =4 1 ijt, jo ift g™ — 1 burd) p theilbar, mithin, ba

+
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immer eine ganze Jabl, wnd g® — 1 dburd) p nidht theilbar ift (aufer, tvemn i

—— buxih p theilbar,

Die Summe ver Quabrate aller Fubifdien Niditrefte < p ber cinen Gruppe ift = o’ o8| ol

-2 B
g-ip

- 1) it : ] i
— (mod. p), mithin, aud bven borber angegebenen Griinben, bduvd) p

_i ROt el LS = "Ll;li____ 1

theilbar (aufier, wenn p = 7 ift).

Die Summe ver Quabrate aller Tubijhen Nidtvete < p ber andern Gruppe ift = g* + o10
e | s S _Il_ orlin - — 2
i = D

(mod. p), mithin durd) p theilbar (aufer, wenn p= 7 iit).

It p=T, o ift bie Summe bder Quabrate der Hefte (<7 7) =2, bie ber Ridhtvefte ber ecinen
Gruppe = 1 und bie ter Nidytvefte ber andern Gruppe =4 (mod. 7).

Denn, ba 7T=2.3 -+ 1 ift, fo ift bic Summe ber Duabrate ter Mefte = .:j'*'_ L-—-'—'
= g° (g° + 1), bic SGumme ber Quabrate ber Nidtrefte ber cinen Gruppe = g2 (gf ) und die
Gumme der Quabrate ber Nidvtrefte der anbern Gruppe = ot (¥ 1-1). Da mun (mod. T)
ift, jo ift @ ber einen, o' ver anbern fubijdien Wurgel ber ECinbeit in Vegug auf 7 conaqruent. Dicie
find 2 unb 4. — Die fubijdben Refte von 7 finb: 1 wnd 6, und bie Suwmme ibrer Duiabrate iff =2
(mod. 7). Die Nidytvefte der einen Gruppe jind: 2 und 5, und die Summe ihrer Duabrate ijt=4.2=1
(mod. 7). Die RNidtrefre der anvern Gruppe jinb: 3 und 4, unb vie Sumne ihrer Duabdrate ift = 4
(mod. T).

39. Die Summe ter Produlte fowobl je aweier fubifden Nefte einer Primgahl p=3n -1,
ald audy je aweier Nidivefte einer Gruppe, welde < p find, ift durdy p obme Neft theilbar, aufer, wem
p=171 ift.

RNady jammtlicdher pofitiven Refte < p burdy p theilbar, mithin audy dad Duadbrat

bicjer Summe. e gleidy ber Swmme der Vuabrate ber Fefte und ber veppelten Probukte je
iteier von fhnen, und (uah 38) vie Swnme ber Duabvrate jammtlider Refte durd p theilbar ift - (aifer
e p =7 ift), fo mufi audy vic Summe der dobpelten Brobulte je weier Refte, mithin audy bic Summe
per Prodbutte je grocicr Mefte burd p theilbar fein. — Cbenjo 1oird Dewiejen, taji die Summe der Produkte
je steeier Midtrefte ciner Gruppe dburdy p (aufer, wenn p= 17 ift) theilbar ift.

St p=7T, fo jind nur goei pofitive Mefte <7 und 3wei Paar pofitive Nidtvefte <7 wvorhanven.

Diefer Fall finvet dedbalb im Folgenden feine Grledigung.

40. Das Produft fammtlicher (vofitiven) fubijden Mefte einer Primgahl p=3n--1, weldie <p
jind, ift = — 1 (mod. p), bad fammtlider Nihtrefte (< p)=-+1 (mod. p).

Dad Probutt jammtlidier NRefte < p it (nady 28) = o?. o8, 0. .., of == ¥+ 64050 200
(g d : dn 7 g A E dn
= pd(l 243 St — h [L\_] . Ba nun ex —+ 1 (mod. p) ift, jo muf o3

= — 1 (mod. p) fein, mithin, da n -+ 1 ungerabe ift, audy (,-_--_ = — 1 (mod. p).
Das Prodoutt fammtlider Nichtrefte << p it (nady 28) iy Lo e L ) P 0

Lot I 1)

et — 1y = gl &b T, b 0 —2) - (B4 BB e B0 — 1) : - = (g = 4 1

(moid. Pl

S

R W

%‘.




e,

e,

e — g T

v

3

R s

e ! . b . : oz n{dn—1) 'l?, =eh |
Das Proouft [immilider Ridbtvefte ver cinen Gruppe {jt =g~ 3 , ober, bu “-[---—%——) — 1

1 — 1] dr
, mithin, ba g~

30 tgl:?:!_} =

(roefl audy n—1 cine ungerade Jabl ift) =—g", aljo, ba g"==a ober £ ift, = — 2 ober — .

ebenfo, mie o

= — 1 (mod. Pl ift,

TR | In =L 1)
: - i z = n (4n )
Dad Probult jammtlidher RNidyirefte der anderen Gruppe it = p=a . Snter g .;)..'_
3“ e 1} B : ."i:-.[ll_-- |_} = ; A
— 9n + ___.F.._ ——= jft, = H_J” : -.'.:"; 2 —— r_,_,.'_'.l = w2 pher — i —— L’: pher — =,

2

Hievaud ergicbt jich auch, daf jowohl dad Produft jammtlicher tubifden Refte < P, ald aud basd
Reoputt jammtlider fubifden Ridtrefte < p ftetd ecivem fubijden Mefte congruent ift. Dageqen  ift bad
Rrobuft jimmtlicher Ridytrefte ciner Gruppe nur bann cinem Fubifden Mejte congruent, wemn n durd 3
theilbar ift, weil vann o und 5, mithin aud) — o and = § (nadh 25) Ffubijde Mefte von p fine.

Jft aber n nidt burdy 3 theilbar, Jo find « wnd F wmithin audh —a wnd —B (nad25) Fubijde
Stichtvefte von p, und awar (mady 35) wngleidartige, tweil ihr Probult = —+ 1 (mod. p), b b. einem
Fubijdien Sejte congritent ift.

I piefem Falle ift baber bad Produft jammtlider Miditrefte einer Gruppe einem ungleidyartigen
Fidytvefte congruent.

41. Dic Uufgabe, jimmilide pojitiven fubifdien efte und Niditveite einer Rrimiahl p=3n—1,
foeiche fleiner al8 p find, su finben, Lt fich mit Hilfe ver meiften vev bisher gefundenen Sate leidht [Bien,

Sunidift fint immer einige tubijhe Nefte von vownbercin befannt, nimlid bie erften natiitlidien
Rubifyahlen: 8, 27, 64, 125 w. i ., cder bie ahlen, bie diefen in BVeug auf ven Mobulus p congruent

finb, fernter] bic Bablen, bie biefe su p ergingen, und, wenn n durdy 3 theilbar ift, die fubifden uraeh

per Ginleit wnd beven Grglngungen u p. Die anvern Nefte cvgeben fidh aus piefen burdy Wultivlitation,
Potengivung und Divifion. Die Nichtveite exbilt man durdy WMultiplifation fammtlicdher Refte mit einer Halhl
<, Dic nicht unter den Meften vorfommt, und mit bem Quabrate derelben ober ber Dabl p, Die bems
jelben in Vezug auj p congruent ift. Jjt n unidht durd) 3 theilbar, fo find die beiven fubifdsen Bureln

per Ginbeif o und 5 wie erfien ungleidartigen TMidytrefte.

Beifpiele: Jft p= 31, fo find vie Mubifden Wurgeln ter Ginbeit: 1, 5 u. 25. Vo biefen finb,

el n=—= 10, aljo nidyt buvdy 3 theilbay ijt, 5 und 25 unaleidartice Nidtveite. — Die sebue fubiidien
Hefte find: 1 und 30, 8 und 28, 27 wnd 4, 2 und 29, 16 unt 15, Die ebn tubifden idhtrefte
cinen Gruppe erhdlt man vurdh Multiplitation der ehn Mefte mit 51 fie fins: 5 und 26, 9 unp 22,

und 20, 10 unb 21, I8 unb 13, Dic sebn fubifdhen Riditvefte Der anbern ®ruppe erbalt man buy

Pultiplitation ber zehn Refte mit 25 ober 6 (over durdy Multiplifation der Nidvtreite ber erften Ghruppe
mit 5); fie find: 25 und 6, 14 wnd 17, 24 wnd 7. 19 und 12 28 b 3

St p=387, fo jinv die fubijden urseln ver Ginbeit: 1, 10, 26 unb die jablen, Yweldie bie-

oL
felben 3u 37 ergdngen: 36, 27, 11, ugleidh tubijdhe Nefte von 37, weil n=12 ourd 3 theilbay ift. Die
fibvigen: jedhd Mefte finbet man durdy Multiplitation ver beveits befaunten mit 6 (oot oo o6 = 62 ein

tubtjder Meft von 37 ift, fo ift ed audy 6); fie find: 6, 23, 8 und 31, 14, 29. — Da iy wnter Biejen
prodlf Meften die Babl 2 nicht vorfinbef, o ift 2 ein RNidtreft von 37 bie Nidtrefte ver ecinen Grubbe ik
baler: 2, 20, 15, 35, 17, 22, 12, 9, 16, 25, 28, 21. — Die Nidhtveite ber zrveitan ®Gruppe erbilt

ma,
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toenn man bie Mefte mit 4 ober bie Nibtvefte ber erjten Gruppe mit 2 multivlicict; dann exhdlt man: 4, 3,
30, 33, 34, 7. 24, 18, 32, 13, 19, 5

42.  Gine ber brei MWurgeln der Eongrieny x*=a mod. p=23n -4 1, o n nidht ourdy 3 und
a nidt durdh p theilbar ift, ift ==a* over =b!, wo b durd) bie Congrueny ab=--1 (mod. p) beftimmt
ijt, je nadbem n =3t — 1 ober =8t 4+ 1 it

Die Gongrueny x*=a [mnd p=3n--1) ift nur bann [88bar, wenn a ein fubijdier Meft von p,

allo a®* = -1 (mod. p) ift (nady 22). It bied Der Fall und n=3t—1, jo ift a® =" ober a¥ : a
= |1, mithin a®==a, aljo 2™ ober (a')*=x"*(mod. p). Diefer Eengrueny geniigt offenbar x=a' (mod. p).

It n=2=8t-11, jo ift a®+! pber a®.a=--1 (mod. p). it nun ab=-|1, alfo aud
a¥, b= 11 (mod. p), jo it a*.a ober a®*, x¥=a%. b®, mithin x*=D0b*. Dicjer Congruens

geniigt offenbar x =hb' (mod. p). a
Sft fdhon a” == -~ 1 (mod. p), wo m cin Faftor von n ift (nadh 22), fo ijt, je nadydem

m=—38t— 1 ober =3t 1 ift, chenfalld x=a' L‘PL‘I' ="' (mod. p).

Die beiben anbern Wurzeln ber Eongrueny x* = a (mod. p) finb (mady 10) =a'. o b a'.p
in pem ecinen Falle, im anbern Falle =D, a unb b*. § (mod. p).

Beifpiele: 2 ift ein tubijdier Meft von 43, el 21i=--1 (mod. 43) ift. Damun 14=3.5—1
ijt, fo it x=2%=32.

Die beiben anbern Wurzeln finb, ba =6 unp f =36 ift, =6.82 b =36.22, pber

=M} 1 =34,

(328 ift — 32768 = 762,43 42, aljo 32?=2, mod. 43;
209 ift = 8000 186 . 43 - 2, aljo 20° = -2, mod. 43;
349 ift = 39304 = 914 . 43 42, aljo 34* =2, mod. 43).
4 it ein fubifder Seft ven 43, teil 7= -1 (mod. 4-5_| it Da minw T=3.2- 1 umb
1. 11=-+1 (mod. 43) ift, fo it x=112=35. Die beidben andern Wurzeln find =6, 35 und
— 36.35, ober =38 und =15, — (36% it — 492875 —997.43 - 4; 383 =54872 — 1276 . 43
4. 18°—2197 =51.43 1+ 4).
43, Wenn ber Mebulus p einer tubifden Congrueny x>==a (mod, p) von ber Form 3In-4-1

und n durdy 3 ober burdy cine Poteny von 3 theilbar ijft, fo Lafit fidh p, da n immer eine gevabe Babl it

unter ber Form 2k, 3m-E 1, wo k nidht burdy 3 theilbar ift, varjtellen. Damn ift n=2k.3m="; aljo
h : o i s e 1 : ; £ o Sin—2
ift, Da a ein tubijder Meft von p ift, a7 = 41 (mod. p). Died ift ver Fall, wemn a<?
e ¥ . i i . % ; il 3
enttoeder == 1 ober = o ober =F ijft.  Der exfie diefer 3 Falle tritt cin, mwemn ak-d ehtioeber =
pber = o ober =0 ift. Scebt man dicje Vetvadytung fort; jo gelangt man dalin, daf
entieber a*™ =1 ober = o pber =,
pber a3 =oa pter ={ (mod. p),
o T cine pofitive gange Fabl << m — 1, ijt.

[ 3ft a*=1 (mod. p), fo ift (wic in 42) x==a' ober ih" wo b burd bie Eongrueny
ab= -1 (mod. p) bejtimnt ift, je nadypem 2k (ober, wenn jdion a*=-+1 (mod. p) ift, s) =
1 eber — 3 -1 ift.

Beifpiel: G8 ift 33' = <~ 1 (mod. 109), aljp, ba 4 - 141 und 33.T6=+41

(mod 109) ift, 33 = 76® (mod. 109). (769 ijt = 438976 = 4027 . lﬂ‘.l—!—BS}, Die anbern Wuraeln

finb, ba = =45, f =063 ijt: 41 und 101,

R e T

e

A, S, ST ——

o

-

i1 o

r y




P

R s O —ed,

4

-

Al L R T e

—

- o » - - = = H - m—1
IL 3Jft a®=a ober § (mod. p), fo fei b ein Ftidhteeft, alfo (nach 28) br, b. i. Hk.9
=a ober B (mod p).
h o 3 - - e e 1 B oy g Mi—1
Jn dem Falle, dag a®* unp be augleih =a (ober §) find, ift aljo a—p2.3 ober
= (IF* 3" h) Sft mm 2k (ober, wemn fhon a'=a ift, s) — 3t 1, fo ift a¥+! pper adt, a
m—23 8 i o1 gt — 2 (A% i g e—2 i e ’
= (h-_n.-.;s } ol a = (_I:J‘ it 18 ) s mithin x = ':.h-“ 8 ra ) (mod. p). — It aber 2k
: 3 o = = A — 2 = i gl 2% 8 Rt ¥ i aar v
(oper s) =3t— 1, jo ift a® '-:-(b"'“" ) , aljo at*=a, (h“- 2 ) ; mithin x =(;t':rr'--" J
(mod. p).
Sn bem Falle, baf a* (ober a®) = a (ober B), bagegen b* =f (ober a) ift, ift a? = p2
{obet o®), b B, a¥ = h — (},1!.-_3'"_ )
" A i . : ey 4 JIII. -1
Dann iff, wenn 2k (ober 8) =3t - 1 iff, x= (l:‘ .-:n'),
£ j o — 2
und, wenn 2k (ober 8) =3t —1 ift, x = (:l'.‘ hakad } (mod, p).
St fdon eine niedrigere Potens, ald die nte, von b, efioq b =— o per B, jo ift x
im exften Falle entroeder == (b1 :a') ober = (a': h1),
im jweiten Falle entweder = (b2 a') ober = (a': h?).
Beijpiele: Die fubifhen Wurzeln der Ginleit in Bejug auf 109 jinb: 1, 45, 63; alje 46 ein
fubijdier Reft von 109, ba 46 — 109 — 63 i — Feener it 3' =063, wd 31 =45, mithin 327
- x Sl 109 — 1 y i
=-1 (mod. 109), aljo, da 27 fein Faftor von — T 36 ift, 3 ein RNidtreft von 109, — Nun
ljt 46* =63, alfo 46'=3°=(3%% Da mm 4=23.1 + 1 ift, fo ift x=(3%:46) =93, —
(937 = 804357 = 7379 . 109 + 46; mithin 93° = 46 (mod. 109). Die anbern Wurzeln find 43
(= 93 . 45) unb 82 (= 93 . 63). — Ferner it 64* = 45, aljp 64t = 318 — (39)% mithin ift

x=(3°:064)=71l. (71%®= 357911 = 3283 . 109 - E64; mithin it 71% = 64 (mod. 109). Die
anvern Wurgeln find 34 (=71.45) und 4 (="T71. 63).
m —-1

e ' ol = B : ok = X Vil i =~ Sm—1

IIL. 3ft a®% =4q unb o == H2-3 , oo boein Ridteeft ift, fo ift a2 =px.8
St W o E b T . | . o a—1 " 3t + 1 gyt g =1 X =1
Segt man mm a®™* =b* (mod. p), jo ijt h* T = |tk 8 , alje b i ; D1 b2

phot |
oy g —1T — 2 o T - : o o " . ; ‘

=3 Ja—;g =l aljops B e 8 =——1 ] (mod. p) ift, 3=+1, (y —2k,3n—r—% =9 gm
ober einem BVielfaden bavon. 68 fei balier 3r+1, (y —2k.8m=r=3 —2k gu._ - " Dan ift, toeil
r<m—1, alfe v < m ii, ¥—2k.3n=r=2—=0) A gu—r—1 5 ar, y-—==8k f8n—rla
o A e b e S L S C DR Y 7 Werth von z ift durdy bie Congrueny a?k = L&
= p2. 2" T

) (mod. p) beftinmt.

" ~ - o n® o - =1 = O T
Somit ift ber Fall, vaf a¥ % = 4 ift, gurinctaefibet auf ven unter IL angegebenen Fall, unbd

Diejem analog toeiter ju behanbeln,

3 i T 1] . i — 1 - . e AlEd : = s Lo
Sft 8% =p und a=b%:3 " o bein Ridytreft ift, Jo ift, roeil f==a? a2 3 =htk.3

—1
'

und man gelangt burdy die eben angejtellte Betradytung su vex Congrueny a2 == p#.3"
bie Dann, wie unter IT. angegeben, teiter zu belanveln ift.
Beijpiel: €8 ift 21°=63 (mod. 109), aljo, da 63=3? (mod. 109) ift, 21*==3% (mod 109).

ol
@2+ (mod p)

=

Set man nun 24 = 3%, fo ift 212 = 3% qalfo 3%==37 pper 320 =41 (mod. 109). Da nun
3




20

g% =1 (mod. 109) ift, fo ift 9(y —1) =27z over y —1 =3z, aljo y =32+ L Mithin i
94 — 33 @+ gher (397,39, aljo, el 3'=63=21*% ift, 2*=2%.3% Nun ijt 2% ober 16
=33 45, qlfo, ba 45 =032 =2 ijt, 2¢=2%1,3% und beShalb 2% . 3°= 22 3% tworaud fidy
fiir z ber MWerth 2 ergiebt. Demmach it 24=3%7==(37)9 ober 29.2=(37% woraud 2 =(3":2)°
folgt. Ttun ift 37=7, aljo 3%:2==7:2 b. i. =58. Within it 2=58% (mod. 109). (F83=105112
—179.109--2). ©ie beiben anvern Wuzgeln ver Eongrueny x*==2 (mod. 109) find: 103 (=58.45)
und H7 (= 58. 63).

1. Der Modulud jei eine jujommengejehte Jabi.

14, ©ic Congrueny x*==a (mod. p*), wo p cine Primgahl iff, Apt fidy nue aufléjen, tenn
x¥==na {:nuhl, iﬂ legbar ilt:

Denn+bic Congrueny x*==a (mod. p") iit gleichbedeutend mit ver Gleidung x* —a=m.p"
Dicfe Oleidhung 14t fih aber audy jdreiben: x* —a—=(m.p"~'l.p, und viefe ift gleihbeneutend mit
x¥=a (mod. p). 3Jft x* —a nidht durd) p theilbar, ©. b, x” niht = a (mod. p), o fann natirlid
x5 — a qud nidht vurdy p* theilbar, b b x? nidt =a (mod. p") fein.

Gine BBl fann demmady mux dbamn fubijder Meft einer Potens einer Primgabl fein, wenn fie
fubiider Meft ber Peimzahl felbit ift.

45. Die Wurgel der Congrueny x*==a (mod. p") it eine dburd) p theilbare Babl, wemn a
ebenfalld turd) p ober cine %Poteny ben p theilbar ift; ijt dagegen a nidt burd p theilbay, o ijt ed
audy x nidt. i

Qft a="h.p", wo b cine gange, von o verjdicdene und nidt burd) p theilbave Ball bebeutet,
fo ift ofe Gongrueny x*="h.p™ (med. p*) nuv logbar, wenn x audy burd) p theilbaxr ift,. Deun oa
biefe EGongrien gleidbeveutend mit ber Gleifung x*=Db.p™ A-£.p" ift, fo leudtet jofovt ecin, bafj x
burdy p theilbar fein muf.

E3 Tei nun qunddft m < n, aljo x¥=p. (b -£.p" "), Danw mufl offenbar m durdy 3
theilbar fein.  Jft vaher m = 3k, fo ift x®=7p*.(b-£.p"—%). Gebt man mun x= pYzy 00z
nidht durdy p theilbar fein foll, fo ift p™.2®=p™. (bf.p*=%) oder 2'=Db - 1.p" Lo
z%="1 (mod. p"—*). St viefe Congrueny [o8bay, jo ift ¢8 audy bie gegebene.

Xt ferner m n, fo ift x*=1p". (b 4 £). Died ift mdglidy, teenn x = p' ijt, mo t jo
befdafien ift, baf 3t= ober >n ift. Denn bie Gleichung p¥=p" . (b -+ ) obex pit—2=h 4 £ift

unter ber angegebenen BVebingung immer [86bay, ba [ eine beliebige ganze Fabl ijt.

it endlidy m > n, alfe x*=p".(b.p" =" 1L), jo it vied ecbenjalls miglidy, wenn x= i
unb 3t= ober > n ift. Demn vamn ift pr=p.(b.p" " 4f) over p*—rt=Dh.p" "1, wid
aud bem vorber angegebenen Grunbe immer méglidh ift.

46. Die Wurgel ber Congrueny x*==a (mod. p?) (o a eine ganie, bon o verjdiebene, nidht
purdy p theilbare abl, und p nidt =3 fein foll) ift =y -+ =zp, wo y Wurgel dex Congrieny y*== a

(mod. p), unb z durdy Die @ongrueny 3zy” - f=o (mod. p), in fweldier £ = T ift, beftimmt ift.
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Die Congrueny x*=a (mod. p*) ift (nady 44) nur 8bar, wenn a fubijder Neft von p, aljo
a=y® (mod. p), ober y?=a—fp ift. Sefit man mmn x*=a -+ vp?, jo ift x> — y? ober (x—y)
(x2+xy + y*)=rp (vp — £).

Dicfer Gleichung witd  gendigt, twenn x —y=—zp ober x=y{zp ift. Durdy Subftitution
blejes Werthed flie x gebt fie fber in z (3y® 4. i.ﬂ.p -+ 2*p?) = vp —f ober 3zy® 4 f=p (v — 3z%
_|_;;3£:}_ Dieje Gleichung it gleidbebeutend mit ber DILULEE N 3?.",':—{— f=a0 (mod. p)- HAud Ddiejer

laft fid, da y und f dburd) y*=a - fp beftimmt find, 2z, und baun aud x beftimmen.
Gubitituivt man in ber gegebenen Cengrueny x*==a (mod. p?) ten MWerth v 4+ zp fiir x, fo
qebt jie fiber in: yi == 3yfzp 4 3yz"pf 4+ 2°pP =a (mod. p?), b. b. ba bie beiben [eten Glicder auf

ber linfen Seite vurd) p* theilbar jind, y* - 3y*zp oder y2(y 4 3zp) = a (mod. p?). Uudy aud viefer
Gongrueny lafit jid) z beftimmen.
et man in Dicfer lebten Congrueny x —y fiir zp, fo exhilt man: y¥(3x—2y)=a (mod. p?¥,

woraud fidh x unmittelbar beftimmen Iaft.

Beifpicle: W die Congrueny x*=12 (mod. 52) aufsuldjen, muf man juecft dic Eongrueny
y* =12 (mod. 5) aufléfen. Da 12 =2 (mod. 3) ift, fo ift audy y*==2 (mod. 5). Da ber
Mobulusd b cine Primjabl von der Form 3o — 1 ift, o ift (nadh 20), dba 2.3=-+1 (mod. 5) ijt,
y=3 (ba 5=3.2—1, afo n=2 ub n—1=1 if). Run ift 3°=12-3.5, aljo £—=23.
Jept ift nody die Congrueny 3.3% 4 3=o0 (wod. 5) ju Bfen. Diefe geht durdsy Divifion mit 3 fber
in 9z-+1=o (mod. b), woraus fidy z =1 exgicbt. Dithin ift x=3+5=8. (89=512=20.25
=12, aljo B*=12 (mod. 5%).

m =z aud ber t\u:n;u'nm-'. 33(3 4 152) =12 (mod. 5%) su Deftimumen, Ddibibive man bicjelbe

[

etft oieber buvdh 3. Davurdy erhilt man 3(3 4 15z) =4 ober 9 -} 4bz==4 ober 5 45z=0
(mod. 57), tworaud fidy ebenfalld z =1 exgicbt.

Wnmittelbar Lifit fidh x Deftimmen aud ver Congrueny: 32 (3x — 2. 8)==12 (mod. 53). Durdy
Divifion mit 3 erbalt man 9x — 18 =4 ober Ix =22 (mud. .'a-'lf foraud fih x =8 ergicbt,

tm bie Gongrueny x* =15 (mod. 7%) aufuléien, muf man erjt dic Congrueny y*== 15 ober
y*=1 (mod. 7) aufléjen. Iady 8 und 9 Dat diefe Congrueny, ta ihr Vodulud eine Primzahl von ber
Fomm Sn —— 1 ift, brei Wurgeln. Diefe find 1, 2, 4. Dann ift junddit, toenn ¥y =1 gefelst toich,
sx — 2 =15 ober 3x=17 (mod. 7%, worau® fih x — 22 ergicht. — Seht man ferner ¥ =2, o
ift 4 (3x —4)=15 oder 12x — 16 = l-J ober 12x =31 (mod. 77), woraus i x=23 ergicht. —
Gehit man enclidh y =4, fo ift 16 (3x — B =15 ober 48x — 128 =15 ober 48x = 148 (mod. 7%,
woraud fid) x =4 ergiebt. — G ift aljo 22°=15 (mod. 7% (22%= 10648 = 217. 72} 15),
frl‘nrr 23° =15 (mod. 7%} (23° = 12167 = 248 . 72 L 15) und 4% = 15 (mod. 7% 4° — 64
— 72 15).

47.  Gine bejondeve Befraditung evforbert die Aufléfung der Congrueny x3=a (mod. 32). Diefe
fet sunddhjt toicder die ufléjung der Eongruengen y'=a (mod. 3) b 3z.y*+ f=o0 (mod. 3)
poraud. Die lefitere aber ift, weil dasd crfte Glied durdh 3 theilbar ift, nur bann [é8bar, wem audy f

burdy 3 theilbar ift. Da nun f=*

ift, o muf y*—a nidt blod dburdh 3, fonbern audy duvdy 9

pber 32 theilbar fein. Wenn a, tvie Died nethwendig ift, Iubifder Nejt von 3 und nidt burd 3 theilbar

: —l—--Jn

T 3

fein joll, fo mufy a entweber die Form 3n—-+1 ober 3n—1 Baben. Jft a=3n-1, |
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: . ] 5 inop 1 —1 =1 :
Diefer Gleidhung wird geniligt durd y—1; Dénn hann = —ﬂ—— —n. Da nun L burdy 3

3
theilbar fein muff, fo muff 8 aud n fein; b b. a ift in diefem Falle von ber Gorm 9n 4+ 1. — St
‘ Sy el —dn s i
a=3n—1, jo it f=2— ] und twenn man y=-—1 feft, f=—n. Da nun £ aljo aud
n burdy 3 theilbar jein muf, fo ift in diefem Falle a von ber Form 9n — L. — Die Congrueny x*=a

(mod. 3%) ift bemnad) nur [68bar, wenn a von der Form 9n - 1 oder In — 1 ift.

Da nun f in diefen Fallen durdy 3 theilbar ift, fo erqiebt fich aus ber Gongrueny 3z.y%--f=o
(mod. 3) fein bejtimmter Werth fiiv z; denn berfelben wird durd) jeden gangaabligen (pofitiven ober nega:
tiven) ¥erth fiiv = geniigh.  Mithin ift jeve Wurzel ver Congrueny x*==a (mod. 32, wo a bden oben

angegebenen Vebingungen geniigt, i y - 3z enthalten, aljo, da y in bem ecinen Falle = -1, in bem
anbern = — 1 ift. in 2= 1 3z.  Hievaud ergicht fid nun, baf die Congrueny x*==a (mod. 32) brei
berjdievene pofitive Wureln < 32 Lfat, ndmlidy: =1, =13, =+ 1 -+ 6, ober in bem einen Falle,
wenn a=9n - 1 ift, die Wurgeln + 1, + 4, -~ 7, im andern Falle, twenn a = 9n — 1 ift, bic Wurzeln
+8(=—1) 42 45 (%=1 4°—64=7.941, 73=2343-—38.9 =il 88— 12
=97.9—1, 28=8=9—1, 5*=12—=14.9—1).

48.  Die Wurgel ver Congrueny x*==a (mod. p?) (o a eine gange, von o verjdicdene und

purd) p nidt theilbave Zabl und p niht =3 ijt) it =y 4 z.p", wo y burdy die Congrueny y*=a

2 ; - g i : 5 5 V s Eo -
{mod. p"), und z durdy bie Congrueny 3y . z1-f=o0 (mod. pth i welder f=*—— |(j, beftimmt ift.

o

Diejer Sat, ber nuv eine Verallgemeinerung ved Sales unter 46 ift, wird aqud gany chenfo, mwie
jener, bemiefen.

Der Werth von z [Gft fidh (wie in 46) auch aud ver Congruen; yi(y -+ 3zp") = a (mod. p*),
unb ber Lerth von x wnmittelbar aud ber Congruen; y* (3x — 2y) =a (mod. p*) bejtimmen.
Beifpiel: Um ver Congrieny x*== 187 (mod 5%) aufsultfen, bat man erft bie Congrueny y*
= 187 (mod 5%) ober y® == 12 (mod. 5%) aufjuldjen. Dicje Congrueny bat (wie jdon unfer 46
gefunven) bie Wuczel y 8. Dann [3ft fidy x unmittelbar beftlimmen aud ber Congruens: 82 (3x —'16)
— 187 (mod: 54 S it 18T =11 . 17 = (— 614) (— 608) = 614 . 608 = 82 . 307 , 19

= 8¢, 208 (mod. 5%, aljp 3x — 16 = 208 ober 3x = 2924 (mod. 51), wovaus x — 283 folgt.
(283 % = 22665187 = 36264 . 5* - 187; aljo 283°= 187 (mod. 54).

49. Die Wuvgel ber Congrueny x*=a (mod. p==1), wo p nidt =3 iff, ift =y+z.p"
o y durd) bie Congrueny y*=a (mod. p*) und z durd) bie Congruen; 3y*z 4 f=o0 (mod. p"—1),

v : ¥ (: =
in toeldier £f==—— ift, beftimmt ift.
1!

Die Congrueny x*=a (mod. p2—1) ift gleidibebeutend mit dex Bleidung x* =a -} m ., pto—1
€8 fei nun y'=a (mod. p') ober y*=a--f. py o t <2n—1 fein joll. Dann ift x>*—y? ober
(x—y) (x*+xy4y*) =p' (m.p™—1-t L ). G§ lann baber x — y durdy p' theilbar fein. Seft
man nun X —y=z.p, alfo x=y-z.p', o ift x®*=y34 3y®. zp' 4 3y.z:. p* 423, plti—ia
~m.p*?, alfo, ba y*—=a | f. p' ift, 4p'—3y®.zp' 4 Byz*p* 4 2%p*=m. p™—1 ober, emn
man burdy p* bividiet, £+ 3y*z - 3yz¥pt - 2%p¥=m, pl—1—1,

Der Grponent t 1aGt fidh mwm jo twiblen, Daf t= obert > 2n—1 —¢, alfo 2t = pber > 2n
— L ift. Died ift ber Fall, wenn t=n genommen wird, was der obigen Bebingung, daf t<<2n—1 fein foll,

s

T

e -




T

23

nidit wiverjprisht.  Segt man aljo t =n, o gebt vie lete Gleidhung itber fns £~ By % & 3yzp®
~i—-:-£""|1'-’"=m prmh oo b f4-3y*Z =0 (mod. p' =), Dieraud [ft fid z beftimmen, wnd x ift bann
=y-z.p" wenn y'=a (mod. p") ijt.

Subitituitt man fiv x ven Werth y 4-z. p® in der gegebenen Congruen; x*==a (mod. pla=1)
jo exbdlt man: y* < 3y®. zp" 4 3y . 2p* 4 2% = a4 (mod. p*=1), obver, va bvie beiven letiten ®licher
auj wver linfen Seite durdy p—?! theilbar jind, ¥* 4 8y*. zp" =a (mod. p™—1), und, toerin man x —y
v zp® fefit, y* -+ 3y®(x —¥): bt yt(Ex — 2y)=a (mod. p¥—1). Aué Ddiefer Gongrueny [apt
fidh x unmittelbar beftimmen.

Beifpicle: Soll x? =37 (mod. 5%) fein, fo mufp ¥'=387 (mod. 5% ober y*=12 (mod. 5%)
jeiir.  2Rie in 46 gefunven, ijt y==8. G& it taber B2(3x —16)=37 (mod. 57), ober, ba 37=_88
(mod. 59 ‘:]-t, 24x — 128 — 11, pber 24x = 117, ‘pber 8x == 39, ober Sx = 164, ober 2x=—41]
(mod. 5%), weraud jidy x = 83 ergiebt. (83 =0571787 = 4574 . 5% 1 37).

Goll x* = 37 (mod. 5% fein, o mufi y?

y*=37 (mod. 5% fein. Htun ift foeben gefunden
worben, bap 83 Wurzel diejer Congrueny fft.  Mithin ift 832 (8x — 166) == 37 (mod. 5%. Hieraus
ergiebt fi) x =458, (458° =96071912 — 30743 . 55 - 37; aljo 458 =37 (mod. 5%,

- a0, St p =23, jo evleiven die beiven Sake unter 48 unh 49 einige Abdnvertingen. Die TWurgel
Der Eengrueny x?-

=a jotvobl in Besug auj den Dodulug 32, alg iy Begug auj ben Mobulug 3201
ift chenfalls Y+ z. 3% y aber ijt $Burzel ber Eongrueny v¥=a (mod, 30+ Y unb z it beftimmt

in pem exrften Falle durd) vie Congrueny y*z - £= o (mod. 8°—1), im anvern Falle durd) vie Gongrueny

: o v YR —E

Yo tf=o (mod. 3" %), wo f=: — ifk:
A . CTE

Seht man ndmlid x =y 2. 3%, jo ift x>=y* L 3y*. 5 3 & By . z*. 3% 4 2. 3% qlje

v ylzldn+tl=an, ober yt—a=— Yz.3"+ L fowohl mod. 3% ald mod. 3—1 G3 muf;

baber, da y*z.3"*! pen Faftor 3" +! hat, qudy v — a durch o1 theilbar, 0. §. y*=a (mod, 30+1)

] 4 (& i : ]

fein. Jjt mun yP—a=r 32+ jo ift £, 30 t=—y Ju+1 o got (y*z<-£) in vem exjten Falle

purdy 32, fin anvern durdy 32 —1, aljo ¥z fim erften Falle ourh 3" ' im anvern galle burdy 3% —2 theilbar,

Beijpiel: Wenn x*=62 (mod. 3Y) fein foll, jo muf v =062 (mod. 3*), alfe 72==8 (mod 33)
jein.  Dicjer Congrueny genfigen die Wevthe y=2 11, 20, unv biefen SRerthen won v entfpredien bie
Werthe F=—2, 47, 294, woraud fidy fitr z vle Werthe 2, 4, 6 und fiir x pie Werthe 20 (— 92 L 2595
di(=11-+-4.8%, 74 (= 20 -+ 6. 9%) ergeben.  (20% = 8000 = 98 | 34 62, 47 = 103823
= 1281 .32 - 62, 747 — 405994 — 8002 , 3+ -1 62).

ol. Die Unzabl der pofitiven Wurseln der Gengruen x*=a (mod. p*), melde < p" fine,
ift gleich der Angabl ver pejitiven Buvieln < p berfelben Congrueny in Begug auf ven Wodulus P, aufiex
enn p =3 ift; dann Bat bie Eongrueny x*=a (mod. 3) (n>>1) immer drei pefitive Wurieln =— 2 5

Da dle Congrueny x*=a (mod. p") (nad 44) nue [B6bar ift, mwenn bie Eongrueny y*==a
(mod. p) [88bar ift, o [&RE fich aud jeve Wurgel ver erfteven Congrueny duvdy eine Wurgel ber lehteren
parjtellen, b swav it immer x - =Y z.p, Wo ¥y <p und z < p*—1ijt, ba andernfalld X > pt miite,

G3 jei mun x =y - vp cine anbere Wursel ber Congrueny x*==a (mod. p*). Dam ift

einerfeitd y* 3y . 2°p® 4 zpt=a (mod. )
anbrevjeits _L"I'-E -":_\ 1 ‘."'FJ: 1 T:‘[l:t- =a (mod. PRl
mithin 3y * (z — v) P8y iz — v p? {22 —vH) pP'= 0 (mod. pt
oDt (2 v [ ;'3.\"" - :-3-',' {z - v) P (2% L zy -t v-) ];3; = 0 (mod. P")

G




Da nun z— v nidt durdy pe tieilbar ift, meil jouft z cver v = pi=", alio x> p* e,

fo mifte, wenn z — v nidi o e,
sunddft y oburch p theilbar, ® 0. y >p fein. ©a aber y <p fein jell, jo faun y nidht durd) p theilbar

fein, unb big lekte Gongrueny fann pann nuv jiat

3y (z 4-v) p + (22 2zv 4 v7) p® burdh p" =1, alfo

inoen, wen z— v =ao, aljo z= v ijt; dann ift aber
y ~+zp nidt von y - vp verfdicden. Ginem Dbeflimmten Werthe von y entjpridht alfo nur ein einjige:
TWerth bon x, b B vie Ceungrieny x*=a (mod. p") Bat ebenfo viel pofitive Muvieln < pt, ald bie
Gongrueny y*=a (mod. p) pojitive Wurzeln’ < p hat.  Die Angabl dicjer ijt unter 8 angegeben.
Ynderd verhdlt cd fidy, wenn p=-«

turedy 3, fonbern aueh burdh 32 theilbar, 0. . y*=a (mod, 3%) fein, unb ba wieje Gongrueny Drel

ift. Denn in diefem Falle muff (mady 47) y*—a nidt blod

splitive Turieln = 32 bat, fo bat audy pic Congrueny x*=a (mod. 37) brei pojitive Wurgeln < 34

Demnady hat vie Congrueny x*=a (mod. p") nur ‘eine pofitive Wazel < p", wenn p eine

PBrimzahl ven ver Foom In — 1 ijt, jen Drei pofitive Wurzeln << p», wenn p =3 ober eine Prim:
] I ]

aabl von ber Form 3n - 1 djt.

52. Die Eongrueny x° == a (mod. pg), we p und q verjdicvene Primzablen find, it nux
[B8bar, wenn a fubijder eft jorechl ven p, ald ven q ijt.

Denn bie Co
ed mufp aljo x?®
bon q feln.

Dicfer Beweis qilt offendar aud, wenn der Motulus ausd mebr ald ywei veridicoenen Brimzahlen

1eieny x? a (mod. pq) it gleidhbeveutend mit per Gleidnmg x¥— a = fpq;

— a fowobl durdy p, ald turdh g theilbar, b . a fubijder Mejt jorvebl von p, ald

aufammengefeht it

53. Der Conguieny x*=a (mod. pq) witd geniigt bed) x = y -+ mp =z +-nq, e y
und z ben Gongruenien y*=a (mod. p) unb z¥=a (mod. q) geniigen.

Stach ift bie Gongrueny x* =a (mod. pg) nur [66bar, wenn jowell x*==a (mod. p), al8
audy x¥==a (mod. q) ijt. 68 fei nun y*==a (mod p) b z*=a (mod. q). Wenn mun x*=a
(mod. pq) und y*=a (mod, p) ober x®=a 4 fpq ud y*=a-t gp ift, jo ift x*—y° over(x—y)
(x*bxy+ y)=pHqg—g) Diedift ter Fall, wenn x—y vurdy p theilbar, b h. x =y mp ift.

thin ift y -+ mp =z + nq, o fid m unb n beftimmen lajfjen.

Ehenjo ergicht fiy x =2z 4 nq. Wi
B =a (mod. pg), welde < pq find,

b4, Die Unzalbl ver pefiriven. Wuvzeln ber Cengrueny x?
ift gleidy pem Provult aud ber Anzabl ter pofitiven Wurgeln < p ver Congrueny x*=a (mod. p) unbd
per fnzabl bey bojitiven Wurgeln <7 q ver Congrueny x*=a (mod. q).

RNadh B3 i x=y+mp==z-+nq, ajp y — = ng — mp.  Hievaud ergeben fidy immer
pofitive gangzablige Werthe fiiv m und n, und gwar ift ver Heinjte Werth won m fretd < q unb ber Heinjte

@erth von n ftetd < p. Demuady ift, wenn man fitv m unb n ihre EHeinjten Werthe febt, ba aud) y<p
und z < q ift, x ftetd < pq. Jft nun dbie WUnzahl dev verjdyievenen pojitiven Werthe ven y, welde < p
find, = u, unb die Hnzabl ber verjdiedenen pofitiven Werthe von z, twelde < q jinb, = v, {0 ergeben

jidy aus ber Combination jeved Ter u Werthe von y mit jebem ber v TWerthe von z offenbar u. ¥
perfdicbene pofitive Werthe fix x, die <T py jind. Denn it

Xx=y—+mp=z-+nq ud x =y 4 m'p=znlg
fo wmiifte, wenn X' = x 1l

einerfeltd vy +m'p=y 4+ mp ober y —y=(m—m)p,
anbrerjeitd z 4+ n'q=z -+ nq ober 2 —z=(n — n’)q
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£ : "Mfi_[_lr "h{.".i _"]L"z]l"b‘ o p und q Primgablen, y und y' <p, z b 2 < q, ¥ von y und
Z ‘bon z verjdiecen jinp.
A 55. Die G onguien) xt=a (mod. z), wo z=p™, q".r'.... unb p, q, r.... derjhicbene
ﬂ;r[n_u.al_!lcu fing, ift nue [88bar, mwenn a Tubijdier Heft jeber ber Primzahlen By qpien e il Sie oich
a e man: e et § il B o : i (EES ¥, 3
4 ﬂr[.ﬂ[’ “Ebfr.” man- jle gunadit i Begug auf p, q° o, ..., aufléft und dann, wie in 54 angegeben ift,
mweifer berfalrt.
L
I'
d

¥
o
\?







	[Seite]
	Seite 4
	Seite 5
	Seite 6
	Seite 7
	Seite 8
	Seite 9
	Seite 10
	Seite 11
	Seite 12
	Seite 13
	Seite 14
	Seite 15
	Seite 16
	Seite 17
	Seite 18
	Seite 19
	Seite 20
	Seite 21
	Seite 22
	Seite 23
	Seite 24
	Seite 25
	[Seite]

