
Dun öcn fmlnfdjm leSleit «nb

(X
-3ft eine 3^1 a in ber ©ifferenj ber 3«t)Ien b nnb c o fj n e 9teft enthalten, fo tberben bie beiben

festeren 3«f)Ien b unb c congruent in 33ejug auf bie erfte 3af)I a genannt; a felbft fjeifd ber
äffbbitluS ber Songruenj, jebe ber beiben 3nl+n b unb c ein 9teft ber anbeten. •— Sft bagegen bie
3aI)I a in ber ©ifferetijj ber b unb c nidjt of)ne 9teft enthalten, fo finb b unb c nid)t congruent
in 33e3itg auf a, unb jebe bon if)ncn Ijcifit ein Sftidjtreft ber anbeten.

©iefe S3ejeict)nungen gelten bon allen ganzen, fomofi pofitiben, als negatibeu ; nur ber
SftobuluS ift offenbar immer abfolut, b. b. oljne SSorjeictjen ju ilhmen. — ©o finb 3. 33. —j- 3 unb —f- 11
congruent (ober -f- 3 SReft bon +11, unb + 11 9teff bon + 3) in 3+ug auf beu SftobuIuS 4, toeit

if)re ©ifferenj burd) 4 ot)nc ffteft tfjeübar ift. Gbenfo finb — 3 unb — 11 congruent (ober — 3 SRcft
bon — 11, unb umgefefjrt) in 3+ug auf beu SRobuIuS 4; ferner + 3 unb — 11, beSgleidfen — 3

unb +11 congruent in 33epg auf beu SftobitluS 7. ©agegen finb + 3 unb +11 nidjt congruent
(ober + 3 SRid+cft bon +11, unb +11 9ticf)treft bon + 3) in S3epg auf beu SJtobuiuS 5, tbeil
i()re ©ifferenj burd) 5 nidjt oljne 9left tijeilBar ift.

©ie ©ougrueuj ber 3d&fen foE (nad) ©auf;) burd) baS 3eidjen == bejeidjhet tberben. Sllfo:
+ 3 = + .11 (mod. 4); — 3 = + 11 (mod, 7).

3ft eine bon beu beiben congruenten 3<tf)Ien b unb c eine ÄubiE+d, fo Ijeijjt bic anbete ein
fubifdjer ffteft in Sejug auf beu SRobuIuS a, bie Eongruenj eine (reine) fubifd)e unb bie ©runbjaijl
bcö SUubuS eine SBurjel ber fubifdjcn Songrucnj. ©0 ift + 4 = + 5 3 (mod. 11), — 7 = + 5 3
(mod. 11), — 4 = — 5 3 (mod. 11), + 7 ee= — 5 3 (mod. 11); b. 1). + 4,-7,-4, +7
finb fubifdje tiefte bon 11.

Sft bagegen eine 3^1 b feiner Äubifjal)! in 33ejug auf beu SJtobuiuS a congruent, fo Ijeifit 1) ein
fubifdjer Stidjtreft bon a. ©0 finb 3. 33. bie 3nI)Ieu 2, 3, 4, 5, fotooljl foofitib, als negatib genommen,
fubifdje 5Rid)trefte bon 7, trocil fie feiner ßubifjaljl in Öejug auf ben SEobuIuS 7 congruent finb.

3m golgenben foE nun I)auptfdd)Iid) unterfudjt tberben: 1. toeldje ©genfdjaften bie (reinen) fubifdjen
Eongruenjen Ijabcn; 2. tbeldje 3al)Ien fubifdje fRefte ober Slidjtrefte einer gegebenen 3al)I finb; 3. toeldje
Sejieljungen jtbifdjen ben fubif+en Steffen unb SRicf) treffen einer gegebenen 3 a f)I ftattfinben; 4. tbeldjet



Äubifjcif)! ein beftimmter fubifeber Sftcft einer gegebenen 3 a bl congruent ift. — Sicfc Uttterfud)ungen follen

junädjft in SJejug auf eine fßrinyabb bann in ©ejug auf eine jufammengefe^te 3«I)I «13 SJtobuluS

angeftellt treiben.

I. $ev fölobitfuS fei eine ^rimjafjl (p).

1. 3ft a 3 =b (mod. p), fo finb a unb b enttoeber beibe butdj p tbeiibar, ober beibe nidjt

- butd) p tbeiibar. — Senn ba a 3 ^b bureb p obne 8Reft tbeiibar ift, fo muf), trenn eine bon ben 3 a b(ert

a 3 unb 1) bureb p tbeiibar ift, auet) bie attbere burci) p tbeiibar fein. Sft a bureb p tbeiibar, fo ift eS

auet) a 3, mitbin aueb b; ift b bureb p tbeiibar, fo ift cd aueb a 3, mitbin aucl) a. — 3ft bagegen a niebt

bureb P tbeiibar, fo ift eS auet) a 3 niebt, unb bann fann auet; b niebt bureb P tbeiibar fein; ift b niebt bureb

p tbeiibar, fo Eanit aueb a 3 niebt bureb P tbeiibar fein, mitl)in aueb a niebt.

3ft b = o, fo ift a enttreber audj = o, ober eine bttref) p tbeilbare 3«b)t-

3m ^olgenben foli nur bon foleben congruenten 3"bien bie Siebe fein, bie niebt bureb ben äJIobuIttd

p tbeiibar finb.

2. 3ft a 3 = b (mod. p), fo ift auet) a 3 = b±np (mod. p). — Senn ift a 3 — b bureb p

tbeiibar, aifo ettra =fp, fo ift a 3 — b ± np =■ fp ± np— (frfcn) p, alfo a 3 — b ± np aueb bureb

p tbeiibar, b. I). a 3 = bdrnp (mod. p).

3ft alfo eine 3^1)1 b fubifd)cr SIeft rou p, fo ift eS auet) jebe anbere 3 ab I c, bie Don b um ein

SSielfaetjeö bon p berfetjieben ift.

3. 3ft a 3 = b (mod. p), fo ift auet) (a±np) 3 = b (mod. p). — Senn (a ± np) 3 ift

= a 3 dt 3a 2np -f- 3a (np) 2 ± (np) 3

= a 3 -)- P 3a 2n -f- 3an 2p ± n 3p 2)

Sa nun a 3 = b (mod. p), b. !)■ a s — b = fp, alfo a 3 = b -j- fp ift, fo ift

(a ± np) 3 = b -j- p (f ± 3a 2n -f 3an 2p ± n 3p 2)

ober (arfcnp) 3 — b buret) p tbeiibar,

b. [)• (a±np) 3 ^b (mod. p).

Sft alfo eine 3«t)I a SSurjel ber Eongruenj x :! = b (mod. p), fo ift cd auet) jebe anbere 3«bb

bie bon a um ein SßicifadjcS bon p berfdjicben ift.

4. 3ft a 3 = b (mod. p), fo ift —a 3 = — b unb (np — a) 3 =.— b (mod. p), — Senn ba

a 3 — b bureb P tt)eilbar ift, fo ift c3 aud) —(a 3 —b) ober —a 3 -f- b, b. I)- —a 3 = — b (mod. p).

Sa ferner np — a bon —a um ein SSicIfacfjeö bon p berfd)iebcn ift, fo ift aud) (np — a) 3 = — b

(mod. p).

3ft alfo eine 3 a bl b fubifeber Slcft bon p, fo ift eS aud) — b, inSbefonbcre bie 3ed)i, lbcld)e

b jum SilobuIuS p ergänzt, alfo p—b, tbenn b pofitib unb fleiner als p ift.

5. 3ft a 3 = b unb c 3 ^d (mod.p), fo ift (ac) 3 ^ bd (mod. p). — Senn trenn a 3 = b —f—fp

unb c 3 =d-|-gp ift, fo ift a 3c 3 ober (ac) 3 = bd-f-p (bg —j—df —(—fgp), b. !)• (ac) 3 ^bd (mod. p).

SaS fßrobuft jtüeier (aifo auet) mehrerer) fubifeben Sleftc einet fßrimjabl p ift mitbin ebeufaüS ein fubifdjcr

Stcft bon p.

§ierau3 folgt aud), bajj jebe $ßotenj cincS fubifdjen SlcfteS bon p ebenfalls ein fubifdjet SIeft bon

p ift. Senn fc(?t man c = a, unb d = b, fo ift (a 2) 3 = b 2 (mod. p). (Sbcnfo ergiebt fid), bafj (a 3) 3

= b 3 (mod, p), (a 4) 3^ b 4 (mod. p) u. f. ir>. ift.



(mod. 13).

6. 3ft a 3 =b unb c 3 = d (mod. p), fo ift (a : c) 3 (b : d) unb (c : a) 3 = (d : b) (mod. p).
3ft a: c eine ganje 3<4l)l ettba q, alfo a = c.. q, fo ift c 3 .q 3 =b (mod. p). 5Run fei q 3 = r

(mod. p); bann ift, frei! c 3 = d (mod. p), (nad) 5) c 3q 3 = dr (mod. p), mithin b = dr, ober
(b:d) = r (mod. p), folglid) (a : c) 3 = (b : d) = r (mod p).

3ft a : c feine ganje 3 a 1)I/ ff läfit fid) immer eine ganje 3ul)l m bon ber 93cfd)affenl)cit finben,
bajj a + mp bttrdj c oljnc 9teft tljeilbar, alfo (a dr mp): c eine gatije 3«f)l ettba q ift. ©antt ift (nad) 3)
aud) (a zfc mp) 3 b (mod. p); alfo, tbeil a zh mp = cq, ebenfalls c 3q 3 ^ b (mod. p). 3ft nun
q== r ( m od. p), fo ift c 3q 3 ^dr (mod. p), mitl)in b = de ober (b:d) = r (mod. p), fofglid) q 3,

b. i. ^(a zfc mp): cj 3 ^ (b : d) (mod. p), unb ba a ± mp = a (mod. p) ift, aud) (a : c) 3 ^ (b : d)
r (mod. p).

Gfbcnfo ergiebt fid), bajj (c: a) 3 (d : b) (mod. p) ift.
Söeifpiel: @8 ift 69 3 = (69 — 65) 3 == 4 3 = 12

unb 32 3 = (32 — 26) 3 = 6 3 = 8
.gier ift 69 + 7 . 13 = 5 . 32 unb 5 3 = 8 (mod. 13), alfo 69 3 = (69 + 7 . 13) 3 = 5 3 . 32 3 = 8 . 8,
folglid) 12 = 8.8 unb (12: 8) = 8 (mod. 13). ©cutnad) ift (69:32) 3 = 8 (mod. 13). — §lnbrer=

feitö ift 32 + 40.13 = 8.69 unb 8 3 =5 (mod. 13), alfo 32 3 == (32 + 40 . 13) 3 =8 3 .69 3 =5.12|
folglid) 8 = 5.12 unb (8: 12) = 5 (mod. 13). ©cmnad) ift (32:69) 3 = 5 (mod. 13).

©er Quotient jtoeier Eublfcben 9tefte einer fßtimjal)! p ift bemnad) ebenfalls ein fubifdjer 9tcft bon

p ober einem fubifd)cn 9teftc bon p congruent. — gierau8 ergiebt fid) aud), bajj, tbcnn eine Quabratjal)!
fubifdjer 9teft bon p ift, aud) bie Quabrattourjcl fubifd)cr 9teft bon p ift. ©enn ift b 2 = a 3 (mod. p),
fo ift (nad) 5) b 4 ober h 3 .b = (a 2) 3, mithin b = (a 2 :b) 3 (mod. p).

7. ©ie SInjal)! ber pofitiben Söut3eln ber Eongruenj x 3 =b(b>l) (mod. p), lueldjc fleiner als
ber fötobulue p finb, ift gleid) ber Slnjal)! ber pofitiben SBurjeln (<p) ber Kongruenz x 3 = + l (mod. p).

3ft a 3 ^ b unb c 3 ^ + 1 (mod. p), reo a unb c pofitib unb < p finb, fo ift (nad) 5)

(ac) 3 ^ b (mod. p), alfo, Ibcnn c bon +1 bcrfdjicben ift, ac ebenfalls eine SÖUQel ber (Eongruenj
x s ^b (mod. p). 9tun ift ac enttbeber <( p ober > p, nie =p ober einem S5ielfact>cn bon p, mcil p
eine ffSrimjaf)! ift.

3ft ac>p, ettba =mp + d, tbo d foDfitilo unb <p ift, fo ift (nad) 3) aud) d 3 =b (mod. p).
©iebt e8 nun aujjer + 1 unb c nod) aubere pofitibe 3^b)Icn < p, bereu Gliben = + 1 (mod. p) finb,
fo giebt cd bemgentäjj aud) nod) anbere pofitibe 3«l)tt'U < P< unb jtbar ebenfo biet, bereu .tuben = b
(mod. p) finb. ©enn, tbenn aud) e 3 ^+ 1 (mod. p) ift, fo ift aud) (a . e) 3 = b (mod. p), unb
tbenn a . e = np + f, tbo f pofitib uub < p ift, fo ift aud) f 3 ^ b (mod. p). ©ic 3ableu a, d, f
finb aber bon einanber berfdiicbcn, tbenn c unb e bon ciganber unb bon + 1 bcrfdjicben finb. ©af) d

unb f bon a berfd)iebcu finb, gcl)t barau8 Ijcrbor, baf) d = ac — mp unb f=a.e — np ift. äöfiren
nämlid) d unb f = a, fo nuifte einerfeite mp = a (c — 1), anbrerfeitö np = a (e — 1) fein, toa8 nidjt
moglid) ift, ba a, c unb e pofitib unb < p, c unb e bon + 1 berfdjieben, unb p eine fßrimjaljl ift.
Slber aud) d unb f finb bon einanber berfdjieben, Ibenn c unb e von einanber berfdjieben finb. ©enn

toäre d = f, alfo ac — mp = ae — np, fo müfjte a (c — c) = p (m — n) fein, tbad aud ben obigen
©rünben ebenfaHä nidjt möglid) ift.

8. ©ie (Eongruenj x 3 ^ + l (mod. p) Ijat eine einzige pofitibe SBurjel < p, nämlid) +1,

tbenn p = 3 ober eine fßrimjal)! bon ber gorm 3n — 1 ift, unb brei berfdjiebene pofitibe SBurjeln < p,
tbenn p eine fßrimjaljl bon ber gorm 3n + 1 ift.
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x 3 = + l (mod. p) bebeutet, baß x 3 — 1 burd) p otjne Dteft tljeilbar ift, ober baß x 3 —1 ctn
SSielfadjeS Don p, cttoa — fp ift, too f audj 0 ober 1 fein tann. §Run ift x 3 —l = (x—1) (x 2 + x+l).
©aljer ift x 3 — 1 junadjft unb immer burd) p tljeilbar, toenn x — 1 = fp ift. ©a c3 fidj Ijier aber nur
um ßofitibe 3at)Icit < p (janbelt, fo tann x nur beu SScrtt) + 1 I)aben. ©etnnadj ift -j- 1 in allen gäHen
eine SBur^cI ber Sangruenj x 3 = + l (mod. p).

gerner ift x 3 —1 burcfi p tljeilbar, toenn x 2 + x + l burd) p tljeilbar, D. I). == fp ift. 3Jtülti=
flickt man alle ©lieber ber ©leidjung x 2 —f- x —j— L = fp mit 4, fo erßcilt man 4x 2 + 4x + 4 = 4fp
ober (2x —f- 1) 2 —(- 3 = fp. ©iefe ©leidjung ift gleidjbebeutenbmit ber Eongntenj (2x + l) 2 = — 3
(mod. p), loeldjc, toie auS ber Seljre Don beu quabratifdjen Steffen fidj ergiebt, lösbar ift, toenn p eine
fßrimjafjl bon ber gorrn 3n + l ift, bann aber audj immer lösbar ift unb ftetS jtoei Don —(-.1 berfdjiebene
pofitiDe SSurjeln <p Ijat. 2>ft p = 3, fo ift biefe Songruenj jtoar audj lösbar, aber nur burdjx — + 1.

©ie ©ongruenj x 3= + l (mod. p) Ijat bemnadj nur bie pofitibe SSurjel x=+l, toenn p = 3
ober eine jßrimjaljl Don ber gorrn 3n — 1 ift; loenn aber p eine jßnmjaljl Don ber gorrn 3n +1 ift, fo
giebt eS ftetS brei berfdjiebene fofitioe galjlen <p, barunter immer +1, toeldje ber Eongruenj genügen.

@0 Ijat baljer (nadj 7) audj bie Eongutenj x 3 ^b (mod. p), too b Don + 1 D+djicben ift,
nur eine pofitibe SSurjel < p, loenn p = 3 ober Don ber gönn 3n—1 ift, bagegen bre' Derfdjiebene
pofitioe SSitrjeln < p, toenn p Don ber gönn 3n -j- 1 ift.

9. ©ie ©pngruen.} (2x+l) 2=— 3 (mod. p), bereit SBurjeln, toenn p bon ber gorrn 3n-f— 1
ift, jugleidj Sßitg|eln ber Songruenj x 3 = + l (mod. p) finb, läßt ftdj cinfadj auf folgenbe SSeife auflöfen.

Scbe tprimjaljl Don ber gorrn 3n -f- 1 laßt fidj, toie fidj auS ber Seljre Don ben quabratifdjen
Steffen ergiebt, ftetS unter ber gorm. u 2 -)- 3v 2 barftelten, b. Ij. e3 ift u 2 =— 3v 2 (mod. p), mitljin
(u 2 :v 2) ober (u:v) 2 =— 3 (mod. p). @3 ift baßer 2x + 1 = rb (u : y), ober (2x -f- 1) v = -ir u
(mod. p), unb bicfe Songruenj, bie in SBejug auf bie unbelannte ©röße x Dom 1. ©rabe ift, gicbt immer
(toenn man nämlidj u einmal pofitib, bann negatiD annimmt) jtoei unb nidjt meljr pofittDe SBcrtfje
< p für x.

Sciffiele: p = 67 ift = 8 2 —j—3, alfo 8 2 = — 3 (mod. 67); mitljin 2x -)- 1 ^ + 8, alfo
2x^—-1±8 (mod. 67).

©aljcr ift einmal 2x = -f- 7 = -j- 74, folglidj xi = -f- 37,
unb bann 2x — — 9 = -J- 58, folglidj X2 = + 29.

37 3 ift = 50653 = 756.67 + 1, alfo 37 3 = + l (mod. 67),
29 3 ift =24389 = 364.67 + 1, alfo 29 3 = + l (mod. 67).

p — 37 ift = 5 2 + 3 . 2 2, alfo 5 2 == — 3 . 2 2 unb (5 : 2) 2 = — 3 (mod. 37). äpitßin ift
2x+l = ±(5:2) ober 2(2x+l) = ±5 (rpod. 37). ©ann ift einmal 2 (2x + 1) = + 5 = + 42,
alfo 2x + l = + 21, 2x = + 20, folglidj xi = + 10. gerner ift 2(2x+l) = — 5 = — 42, alfo
2x + 1 = — 21, 2x == — 22, folglidj x 2 == — 11 = + 26 (mod. 37).

10 3 ift = 1000= 27.37 + 1, alfo 10 3 = + 1 (mod. 37).
26 3 ift = 17576 = 475 . 37 + 1, alfo 26 3 —+ 1 (mod. 37).

©ie 3 SBur^elnber Songruenj x 3 = + l (mod. p = 3u + 1), toeldje fofitio unb <p finb,
follcit im göjgenben bie fubifdjen SBurjeln ber ©iuljeit genannt, unb bie beibeit, toeldje > 1 finb,
mit a unb ß bcgcicEjnet toerben.

10. Sft y (<p) eine SSurjel ber ©ongruenj x 3 =b (mod. p =3n+ 1), alfo y 3 =b (mod. p)
fo finb bie beiben anbern (toie y fofitib unb <p), bie im golgenben mit 5 unb s bejeießnet toerben follen,
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ben tßrobucten auS biefer SBurjel y unb ben beiben fubifc^cn SBurjeln ber Einheit, toeldje > 1 fitib, con--

gruent; alfo 8 = 7« unb e = Yß (mod. p).

©a eincrfeitS Y 3 =b fein foQ, anbrerfeitö a 3 =+l unb ß 3 = + l (mod.p) ift, fo ift (nadj 7)

fotooljt y 3a 3 ober (7a) 3 = b, atS audj 7 sß 3 ober (7ß) 3 = b (mod. p).

ffieifpiel: (§8 ift 8 3 = 31 (mod. 37), toeil 8 3 = 512 = 13 . 37 + 31 ift, alfo 7 = 8. ©a

nun, toic in 9 gefunben, a=10 unb ß = 26 ift, fo ift 8 = 8. 10 = 6 unb e = 8. 26 = 23 (mod.37).

6 3 ift = 216= 5.37 + 31, alfo 6 3 = 31 (mod. 37).

23 3 ift = 12167 = 328.37 + 31, alfo 23 3 = 31 (mod. 37).

11. ©ie Summe ber brei pofitiben SBurjeln einer reinen tubifdjen Songruenj, beren 5tRobuIu8 eine

tßrimaatjl p 0011 ber gorm 3n + l ift, ift burd) ben SttobuluS tljeilbar unb jtoar entloeber =p ober = 2p.

tftadj 8 ift, toenn a unb ß t>ie beiben Söurjeln ber Songruenj x 3 = +l (mod. p) fitib,

foiooljl a 2 + a+ 1, alö audj ß 2 + ß + 1

burd) p oljne SReft ttjeilbar, mithin au et)

(a 2 + a + 1) — (ß 2 + ß + 1) ober a 2 — ß 2 + a — ß

ober (a — ß) (a + ß + 1).

©a nun a unb ß beibc pofitio unb <p finb, fo !ann a — ß nidjt burd) p ttjeilbar fein; mitbin

ift a + ß + 1, b. t). bie Summe ber tubifdjen Söurjeln ber Einheit burd) p ttjeilbar.

gerner ift folooljt a, alö audj ß<p — 1; beim p — 1 ift feine SBurael ber Eoiigruenj x 3 = + l

(mod.p), meil (p — l) 3 = p 3 —3p 2 + 3p — 1 = — 1+ p (p 2 —3p + 3), alfo (p — l) 3 = — 1

(mod. p) ift. ©atjer ift a + ß < 2p — 2 unb

a + ß + 1 <f 2p — 1;

mittjin ift a + ß + 1, ba biefe Summe < 2p, aber burd) p ttjeilbar ift, = p.

$011 ben 3 pofitiben SSurjetn ber Eöngrueiij x 3 = b (mod. p = 3n + 1), ioeldje <p finb,

b. b- bon 7, 8, e ift 8 = 7a unb e ^ 7ß (nadj 10); mittjin ift
7 + 8 + s = 7 (1 + a + ß) (mod. p),

folglich, tocil 1 + a + ß burdj p ttjeilbar ift, audj

T + S + s burdj p ttjeilbar.

©a nun jebe ber 3 3otjten 7, 8, e < p ift, fo ift itjre Summe <3p, mitbin, ba 7 + 8+ s

burd) p ttjeilbar ift,

Y + S + s = p ober = 2p.

.£>ierau8 folgt lociter nodj golgeitbeö:

(1) 3ft eine ber beiben tubifdjen SBuraetn ber Einheit, bie > 1 finb, befannf, fo ift e8 audj bie

anbere, unb amar ergäbt biefe bie um 1 Oermefjrte erfte aum Sftobuluö, b. b- ß ift =p —(a + 1) unb

a = p — (ß + 1).

©enn ß 3 ift = p 3 — 3p 2 (a + 1) + 3p (a + l) 2 - (a + 1)', alfo

== — (a + l) 3 = -a 3 — 3a 2 — 3a— 1 j , , .

= — (a 2 + a + 1) (a + 1) — (a 2 + a) ) (m ° d " p)

unb ba a 2 + a+l burdj p ttjeilbar ift (nadj 8), fo ift ß 3 = —(a 2 + a) unb a 2 + a=—L (mod. p),

mittjin ß' = + l (mod. p), b. b- ß eine fubifdje SBurael ber Einheit.

(2) Sinb Don ben brei pofitiben SBuraeln (<Cp) ber Songrucna x 3 ^b (mod.p) a*oei befannt,

fo i;t c8 aueb bie Dritte, unb atoar ergänat biefe bie Summe ber beiben erften a« p ober 2p, je nadjbem

bief: Summe < ober > p ift.
2
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3ft y 3 = b unb S 3 = b (mod. p), ferner y -{- 8 = p — e, fo ift s = p — (y + 8). «tfo e '3
= — (y -f S) 3 = — (y 3 3y 2 S -f- 3yS 2 -)- o 3) = — 2b — 3yd (y -f- 8) (mod. p). fei nun 8=ya
(mod. p). Sann ift s 3 = — 2b — 3y 3 a (1 -f- a), alfo, ba y 3 ==b unb a (1 -j- a) = — 1 (mod. p)
ift, e 3 = — 2b -f- 3b = b (mod. p), folglich s eine Söur^el bcr Kortgruenj x 3 = b (mod. p). ©affelbe
ergiebt fictj, toeun 8 = yß, ober y = Sa, ober y = 3ß (mod. p) angenommen toirb.

Sft y-fS>p, alfo y —j—S=2p — s, mithin s=2p —(y-j-S), fo ift e 3 ebenfalls = —(y-fS) 3,
mitfjin e 3 aud) = b (mod. p).

12. ©a3 sßrobutt jtroeier bofitiben SEßurjeln einer reinen fubifdjen Eongruenj, bereu SRobutuS
p == 3n -j- 1 ift, ift bem Quabrate bcr britten SBurjel congruent.

©a bie Summe bcr brei fitbifd)en SSurjeln bcr (Einheit, b. [). 1-f-a-j-ß —p ift, fo ift a(l-f-a-f-ß)
= ap, ober aß =— a (1-j-a) (mod. p), alfo, toeil a (1 - j a) = •—1 (mod. p), aß ~-j-1 = l 2
(mod. p). |)terau§ folgt ferner aß 3 = ß 2 , alfo, ba ß 3 = 1, a = ß 2 (mod. p). Snblid) ift, toeil
aß = -f- 1, a 3ß = a 2, folglich, toeil a 3 = -f 1, ß = a 2 (mod. p).

Sinb y, 8, s bie pofitiben Söurjeln bcr Songruenj x 3 =b (mod. p) unb 8=ya, s = yß, fo ift
yS = y 2a = y :2ß 2 == (yß) 2 == e 2 \

ys^y 2ß y 2a 2 (ya) 2 8 2 | (mod. p).
8e=y 2aß==y 2 )

13. ©aS ^robutt bcr brei foofttiben SSurpn einer reinen fubifeffen Eongruenj, bereu SJtobuIuS
p = 3n -f 1 ift, ift bem ÄubuS einer jeben congruent.

©enn y8s ift = y . ya . yß = y 3 . aß = y 3, alfo, toeil y 3 = b, S 3 = b, e 3 = b ift, ySs aud)
8 3 ==Ez e 3 (mod. p).

14. ©er Quotient jtocicr foofitiben Sßur^eln einer reinen fubifcfjen Eongruenj, beren SütobuIuS p
= 3n -)- 1 ift, ift einer ber beiben fubifdjen Söurjeln bcr @inf>eit, toclcfje > 1 finb, unb beut Quabrate bcr
anbertt biefer beiben SBurjeln congruent.

91ad) 12 ift aß = -(- 1, ferner a 2 = ß unb ß 2 = a (mod. p). ©al)er ift

«= = 2 i3 — =2 P) '
- == ß = a ; = a = ß J

gerner ift 8 = ya unb e = yß (mod. p); mitbin ift

p == - = ß = a ; — = p- = a = ß |
Ö _ n 0 GC _ gl, . s

- = a = ß 2 ; J = p- = ß = a 2 ) (rnod. p).

e p ^2 ^ ß . ^ ß 2 l
y ' " 8 a I

15. ©ie Summe bcr Quabrate bcr brei bofitiben Sßurjeln einer reinen fubifc^cn Eongruettj, bereu
SRobuIttS p = 3n -j- 1 ift, ift burd) ben SJtobuIuö ohne Dteft t£>eilbar.

3unäd)ft ift (+ l) 2 a 2 ß 2 == 1 -f- a 2 -f a (toeil ß 2 = a), unb ba 1 + a 2 -f- a ober
1-j-a-f-a 2 (nad) 8) burd) p tljeilbar ift, fo ift eö aud) (+ l) 2 -f- a 2 -)- ß 2.

gern er ift y 2 -f- S 2 -j- s 2 = y 2 -j- y 2a 2 -f- y 2ß 2 = y 2 (1 -j- a 2 -j- ß 2), alfo, ba 1 -j— a 2 —)—ß 2
burd) p tt)cilbar ift, aud) y 2 —8 2 —}- s 2.



10. ©ie ©umme ber fßrobutte je jtoeiet pofitiüen äßurjeln (< p) ift burd) ben äftobttluS o!)ne
SReft tbeilbar.

1. a. -f 1 . ß -f- aß ift = a -f- (3 -j- 1 (mod. p), alfo bittet) p tbeilbar.
yS -j- ye -j- de ift (nact) 12) = s 2 -f- S 2 -f- y 2 (mod. p), alfo (nact) 15) buret) p (heilbar.
17. 3ft fotDof)! bie ©umme breier pofitiben 3dblen, bie fleiner als eine fßrimjabl p Pott ber

gorrn 3n -f- 1 finb, als aiut) bie ©umme ibrer Quabrate bittet) biefe SßrimaabI oTjtie Steft ttjeilbar, fo ftnb
biefe brei 3eiI)Ien bie SSurjeln einer reinen fubifetien Gongruenj, bereu SRobuluS jene Ißrintjabl ift.

GS feien y, S, e pofitibe 3ciE)Ien <p(=3n-j-l), ferner fei fotool)! y..-j-5-j-s, als 7 2 —(-S 2 —f-£ 2
bittet) p ot)ne Steft tbeilbar.

gerner fei §: y = a unb e : y = ß 1 , .
ober S = ya unb e = yß I (-m ° ' P ^'

too a unb ß < p fi nb , toaS immer möglieb ift. ©entt ba y buret) p niet)t tbeilbar ift, fo fann aud) tcinS
ber fßrobufte biefer 3^1)1 mit alten 3nl)Ien bon 1 bis p — 1 buret) p tbeilbar fein, b. I). alle biefe fprobtifte,
beren Slnjabl P — 1 ift, geben, buret) p bibibirt, Stefte. ©iefe Stefte finb fämmtlid)bon eitianber berfd)iebcn
(benn poci fjkobufte fy unb liy, bie, buret) p bibibirt, benfelben SReft gäben, müßten congruent, if)re ©ifferenj
alfo buret) p tfjeilbar fein, toaS niefjt möglieb ift) unb ben 3at)Ien bon 1 bis p — 1 gleiet); mitbin gibt cS
immer ätoei fßrobufte ya unb yß, bie, buret) p bibibirt, 8 unb s als SRefte baben, b. [)• bie § ttnnb e
congruent ift.

©ann ift einerfeitS y -f- S + $ = y (1 + a -f ß ) 1 , , ,
anbrerfeitS y 2 -)- S 2 -|- s 2 = y 2 (1 -f- a 2 -j- ß 2) )

unb ba fotoobl y + S-j-e, als y 2 -j-S 2 -|-e 2 buret) p tbeilbar finb, y aber niet)t, fo mujj auef) einerfeitS
1 —j—ot —)—ß, anbrerfeitS 1 —(—a. 2 —j- ß 2 buret) p tbeilbar fein. Stun fann 1 —f—oc -)- ß, toeil a unb ß <p
finb, buret) p nur bann tbeilbar fein, trenn 1 —j—c. -)— ß = p ober l-j-a=p—ß ift. ©ann ift (1-j-a) 2
= p 2 —• 2pß —ß 2, alfo (1 -j- a) 2 = ß 2 (mod. p).

©a ferner aud) l-f-a 2 + ß 2 bttrd) p-tbeilbar, b. !)• ß 2 =— (1 —f- a 2) (mod. p) ift, fo ift
beiniiad) (1 -j- a) 2 = — (1 -f~ a ")/ ober (1 -j~ a )" "I- (1 a2 )/ b. i. 2(1 —)—c. —)—a 2) burd) p tbeilbar,
mitl)in aud) 1-j-oc-j-a 2, ferner aud) a(l-|-a-j-a 2) ober a-f-a 2 -j-a 3, b. !)• a 3 = — (a-f-a 2) (mod. p),
unb ba a-j-a 2=—>1 (mod. p) ift, fo ift a 3 = -j-l (mod. p), alfo a eine fnbifd)e SBurjel ber Gint)eit.
©a ferner ß = p— (a+l) ift, fo ift (nad) 11) aitcb ß eine fubifdje SBuraet ber Ginbeit.

3ft nun y 3 = b (mod. p), fo ift S 3 = y 3a 3 ~y 3 = b 1 ,
unb s 3 = y 8ß 8 = y 8 = b I { PJ '

alfo y, 8, e bie pofitiben SBurjeln ber Gongruenj
x 3 b (mod. p).

18. Sft p = 3 ober eine tprimjabt bon ber gorm 3n — 1, fo finb alle ganjen 3abl en lubifd)e
SRefte bon p.

SRad) 8 bat jebe reine- fubifdje Gongruenj, toenn ber SJtobuItiS p = 3 ober eine fßrimjabl bon ber
gorm 3n — 1 ift, nur eine einzige pofitibe SBurjel < p; mitbin ift jebe pofitibe ganje 3ul)l einem ÄttbttS
congruent, alfo (nad) 2) überhaupt jebe ganje 3^1)1.

19. ©ie SSurjel ber Gongruenj x 3 = a in Sejug auf ben SflobitluS p = 3 ift congruent a.
Stad) beut germat'fcben Sa^e ift, toenn p eine fßrimjabl ift, bie (p — l)te fßotenj jeber ganjett

3al)l = + 1 (mod. p). SJiitbin ift, toenn p = 3 ift, x3_1 ober x 2 =-j-l. (mod. 3), folglid) x 3 = x,
unb, toeil x 3 = a (mod. 3) feilt foll, x^a (mod. 3).
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Slßc ganzen 3<il)Int finb cnttrebcr burd) 3 teilbar, alfo ffiielfadje bon 3 (3 mit einbegriffen), ober
bon ber gönn 3n et 1. Sft a buref) 3 theilbar, ettra = 3n, fo mufj x auet) burd) 3 teilbar, alfo
= a (mod. 3) fein; beim ber ÄubuS jeber burd) 3 teilbaren 3al)t ift ebenfalls burd) 3 teilbar;
bagegen ift ber Äubuö jeber nid)t burd) 3 tf)eilbaren 3«t)t au d) nietjt burd) 3 ttjeilbar. — 3fta = 3n + l,
fo mufj x 3^+l (mod. 3) fein, alfo (nad) 8) x= + l, b. t). x muf) ebenfaüS bon ber gorm 3a-f-l,
ober = a (mod. 3) fein.

3ft a = 3n — 1, fo mujj x 3 = — 1 (mod. 3) ober (— x) 3 = -f-1 (mod. 3) fein, ©a nun
(+1) 3 = + 1 (mod. 3) ift, fo muff —x = + l, ober x =— 1 (mod. 3) fein, b. ()• x bon ber
Sonn 3n — 1 ober ^ a (mod. 3).

20. ©ie SBurjel ber ßongruenj x 3 ^a (mod. p), too a <" p unb p bon ber gorm 3n — 1
ift, ift congruent b n — 1, too ab ^ + 1 (mod. p) ift.

Stadj bem germat'fdjen «Safje ift x ,>— '^+1 (mod. p), alfo, trenn p = 3a — 1 ift, x3n — 8
== + 1 (mod. p). ©a nun x 3 = a (mod. p) fein foll, fo mufj (nad) 5) aud) (x 11-1 ) 3 ober x 3n_3
= a 11_1 , alfo x3n_2 = a"- 1 . x, mitl)in a n_1 .x = +l (mod. p) fein. 3ft nun ab = +l (mod p),
roaS (nad) 17) immer möglich ifb f° ift aud) a n_1 . b" _1 = -j- 1, mitl)in a n_1 . x = a 11_1 . b n_1 , folglich
x^b" -1 (mod. p). — Se^t man biefen SBertlj für x in x 3 = a ein, fo erl)ält man b 3n ~ 3 ^a, unb
trenn man auf beiben Seiten mit b multiplicirt, b 3n ~ 2 = ab, unb ba eiiterfeitö b 3u-2 =-)-1 ift (nad)
bem germat'fdjen Sa^c), anbrerfeitS ab = + l H n folt, fo ift in ber &l) a t b 3n-2 = ab (mod. p).

3u bemfelben fltefultate gelangt man and) auf folgenbe SBeife. 91ad) bem germat'fdjen Sage ift
a3n-2 = + 1, ober a. (a n_1 ) 3 = -f- 1 (mod. p). Sft nun ab = + l, alfo aud) (a n_1 ) 3 (b n_1 ) 3
= + 1, fo ift, trenn man x für b'— 1 fcfct, (a"- 1) 3 x 3 = + 1, folglich x 3 = a (mod. p).

ßS tann jebod) aud) fchon eine niebrigete jßotenj bon a, als bie (p — l)tc, = +l (mod. p)
fein. Sn biefem galle ift ber ßjponcnt ein genauer Sl)eil bon p — 1, unb ba p = 3n—1, alfo p — 1
= 3n — 2, mithin nicht burd) 3 theilbar ift, fo Eaun aud) ber ßjponent ber niebrigeren (ßotcnj bon a,
trelche = + 1 (mod. p) ift, nid)t burd) 3 theilbar fein; er ift baljer enttreber bon ber gorm 3m +1
ober 3m—1. — 3ft aSni + 1 ober a 3,".a = -fl (mod. p), ferner ab — + 1, mithin aud) a 3m . b 3m
=j= + 1 (mod. p), fo ift a = b 3m , alfo x = b m (mod. p). Sft bagegen a^-^s + l, alfo a3m =a
(mod. p), fo ift x^a m (mod. p).

Srkifpiele: Soll x 3=7 (mod. 17) fein, fo ift, weil 17 = 3.6 — 1 unb 7.5 = +l (mod.17)
ift, x = 5 5 (mod. 17), b. i. x = 14 . (14 3 ift = 161. 17 + 7, folglich 14 3 = 7 (mod. 17).

Soll x 3 = 9 (mod. 17) fein, fo ift, treil 9.2 = + l (mod. 17) ift, x==2 5 ==15. (15 3 ift
= 198.17-)-9, folglid) 15 3 = 9 (mod. 17). ßS ift aber auch 9 8 = +l (mod. 17), alfo, ba
8 = 3.3 — 1, x = 9 3 = 15.

Soll x 3 ==4 (mod. 17) fein, fo ift, treil 4.13 = + 1 (mod. 17) ift, x == 13 5 = 13.(13 3
ift = 129. 17 + 4, folglid) 13 3 = 4 (mod. 17).

ßS ift aber aud) 4 4 = + 1 (mod. 17), alfo, ba 4 = 1.3 + 1 unb 4 . 13,==+ 1 (mod. 17)
ift, x = 13* ober 13.

21. Sft p eine $rimjal)I bon ber gönn 3n+1, fo ift bie Slnjaljl ber (pofitiben) fubifdjen SRefte

bon p, treldje fleiner als p finb, = ^ ^ \ b. h- =n, unb bie Slnjalil ber fubifdjen Slidjtrefte (<p) = 2n.

©a (nad) 8) jebe reine fubifdje Eongtuenj, beren SRobuIuS eine ^rirnjahl p bon ber gorm 3n + l
ift, brei berfcfjicbcne pofitibe SBurjeln < p hat, b. h- jeber fubifdje Dteft einer folchen jßrimjahl ben Äuben



breicr betriebenen pofitiben 3^)Ien < p congruent ift, fo fönnen bon ben 3nl)ien bon 1 bid p — 1 nur
1

2-j— = n fubifdje «Hefte bon p fein; bic übrigen 2n finb bafjer fubifdje «Ric^treftebon p.
O

Seifpiel: ffion ben 3at)Icn, bie < 19 finb, finb folgenbe 6: 1, 7, 8, 11, 12, 18 fubifcfje Sfefte
bon 19; benn 1 ift = 1 3 = 7 3 =11 3 ; 7 = 4 3 = 6 3 = 9 3 ; v

8 == 2 3 e= 3 8 = 14 3 ; 11 = 5 3 = 16 3 = 17 3 ; (mod. 19).
12 = 10 3 = 13 3 = 15 3 ; 18 = 8'3 = 12 3 = 18 3 ; ?

Sie übrigen 12 3af>Ien, bie < 19 finb, nämlid) :
2, 3, 4, 5, 6, 9, 10, 13, 14, 15, 16, 17,

finb feinem Jlubuö in Scjug auf ben SRobuluS 19 congruent, alfo fubifdje 9M)trcfte bon 19.
22. (Sine 3af>I a ift fubifdjer SReft einer $rimjal)I p —3n-fl, bjenn ber ßjponent ber niebrig*

ften Sßotenj bon a, roeldjc = -f- 1 (mod. p) ift, = E-y\ b. i. n ober ein gaftor bon n ift; anbernfaflS

ift a fubifdjer SRic&treft bon p.

Soll a=x 3 (mod. p = 3n -)- 1) fein, fo mnf), ba nad) bem germat'fd)en Safte x?- 1, ftier alfo
x3n ober (x 3) n ^-f~l (mod. p) ift, a n -j- 1 (mod. p) fein.

2>ft fdjon eine niebrigere Sßctenj bon a, als bic nte, ettoa a m = + l (mod. p) unb m ein gaftor
bon n, alfo n etwa = tm, fo ift (a m ) 1 ober a tm , b. i. a n ebenfalls = -f 1 (mod. p), alfo a fubifdjer
Dleft bon p.

3ft bagegen a" nid)t =+'1 (mod. p), ober ift ber ßjponent m ber niebrigften «ßotena bon a,
meld)e = -f 1 (mod. p) ift, fein gaftor bon n, fo ift a fein fubifeber Dieft bon p.

Senn ift a"==b (mod. p) unb b bon +1 berfdjicben, fo müßte, toenn a = x 3 (mod. p),
alfo a n =x 3" tbäre, x 3n = b (mod'. p) fein, tbaS bem germat'fdjen Safte föibcrfpradje. Sft m<n unb

fein gaftor bon n, alfo etroa n = tm + u, too u<m ift, fo ift a n =^iä lm + u = (a m)'. a u . Sft nun a™
=-f-1 (mod. p), fo ift aud) (a m )' == -f- 1, mitbin a" = a\ Sa nun a m bie niebrigfte «ßotena bon a

fein foll, meldje g=j-f-l (mod. p), ift, fo ift an nid)t = + 1, mitbin aud) a n nid)t = -f 1 (mod. p),
alfo a fein fubifd)er 9feft bon p.

Seifpielc: 7 ift fubifd)er ffteft bon 19, roeil 7 3 = -|-b (mod. 19) unb 3 ein gaftor bon 6 ift.
©eftt man 7^x 3, fo ift x 9 = -f~l, mitbin aud) x 18 ^-)-l (mod. 19), toaS bem germat'fd)cn Safte
entfprid)t. — 12 ift fubifdjer ERcft bon 19, iceil 12 6 =-j-l ift. ©eftt man 12 = x 3, fo ift x 18 = -f~l
(mod. 19).

Sagegen ift 2 fein fubifdjer 9tcft bon 19, toeil erft 2 18 —j—1 (mod. 19) ift. 2 e ift =7
(mod. 19). ©eftt man 2^x 3 , fo müßte x 18 ^7 (mod. 19) fein, tbaS nid)t möglid) ift, toeil nad)
bem germat'fd)en ©afte x 18 = -f 1 (mod. 19) ift. •— (Sbenfo ift 4 fnbifcf)er ?ftid)trcft bon 19, toeil erft
4 9 ^-j-l (mod. 19) ift. 4° ift ^11 (mod. 19). Sßcire nun 4^x 3, fo müßte x 18 =ll (mod. 19)
fein, tbäbrenb nad) bem ^ermat'fcben Safte x 18 = -f-l (mod. 19) ift.

23. SaS $robuft auS einem fubifeben Sftefte unb einem fubifdfen ffidjtrcfte einer $ßrimjal)I p
= 3n + 1 ift einem anberen fubifd)en 5tid)trefte berfelben ^rimjabl congruent.

3ft a ein fubifd)er 0deft bon p, alfo a n = -f- 1 (mod. p), unb b ein fubifeber 97id)treft bon p,
alfo b" nid)t ^-f-1 (mod. p), fonbern ctfra b" = c (mod. p), fo ift a n . b" ober (ab)" = c (mod. p)
alfo nid)t = -)-1 (mod. p), folglich ab fein fubifeber Sfteft bon p.



24. ©er Quotient eines fubifdjen fRefteS- unb eines fitbifdjen StidjtrefteS einet fßrimjafjf p = 3n-)-l
ift einem anbeten fubifdjen fRidjtrefte betfelben fßrimjaljf congtuent.

Sft a n = -f" 1 unb b" = c (mod. p), fo ift a" : b n ober (a: b) u = (-J- 1: c) (mod. p). ©a
nun -f - 1 : c nidjt — -f- 1 (mod. p) fein fann, Wenn c bon +1 berfdjieben ift, fo fann auet) a:b fein
fubifdjer fReft bon p fein. — ©affelbe gilt bon b: a. ©enu b n : a" ober (b : a)" ift = c (mod. p),
mitbin ift b : a fein fubifdjer fReft bon p.

25. SSon ben brei SBurjeln einer reinen tubifdjen Kongruenz, beren SRobuIud eine fprimjaljl p
= 3n -)- 1 ift, ift bie eine ein fubifdjer fReft, bie beiben anbertt aber fubifdje fRidjtrefte bon p, tbeun n
nid)t bitrcl) 3 tfjeilbar ift; bagegen ftnb alle brei SBurjeln fubifdje fRefte ober fRidjtrefte bon p, tbenn n
burd) 3 tbeilbar ift.

SSon ben brei fubifdjen Söurjeln bet Sinfjeit -)- 1, a, ß ift -f- 1 immer äugleid) fubifdjer fReft bcö
SRobuIuS; bagegen finb a unb ß, tbeif a 3 = -f-l unb ß 3 = -|-l (mod. p), fubifdje fRidjtrefte bon p,
tbenn 3 fein gaftor bon n ift, ba bann a n unb ß 11 nid)t =-f-1 ftnb; ift aber 3 ein gaftor bon n, fo
finb aueb a n ttnb ß n = -)-l (mod. p), aifo a unb ß ebenfalls fubifdje fRefte bon p.

©a bon ben brei Söurjelit y, 5, e ber Eongruenj x 3 = b (mod. p = 3n -(- 1) 8 = ya unb
s = yß ift, fo finb, tbenn n burd) 3 tbeilbar ift, aifo a unb ß fubifdje fRefte bon p finb, entWeberäffe
brei SSur.jeln fubifdje fRefte bon p, tbenn y fubifdjer fReft bon p ift (beim 8 unb s finb bann ben ffkobuften
fitbifdjer fRefte congruent, aifo (nadj 7) ebenfalls fubifdje (Refte), ober alle brei SButjeln fubifdje fRidjtrefte
bon p, wenn y fubifdjer fRidjtrcft bon p ift (beim 8 unb s finb bann ben fßrobuften aus einem fRefte unb
einem fRidjtrefte, aifo (nadj 23) ebenfalls fRidjtreften congruent).

3ft ii nicfjt burd) 3 tfjeilbar, aifo a unb ß fRidjtrefte bon p, fo finb 8 unb y, Wenn y fubifdjer
fReft bon p ift, nad) 23 fubifdje fRidjtrefte bon p. Sft aber y fubifdjer fRidjtreft bon p, fo finb 8 unb
y bett fßrobuften jWeier fRidjtrefte congruent. ©a y fubifdjer fRidjtreft bon p ift, fo fann y n nidjt
= -f- 1 (mod. p) fein; anbrerfeitS ift aber y 3" immer 1 (mod. p) (nadj bem gerntat'fdjen ©at^c);
aifo muff y n = a ober =ß (mod. p) fein, beim bann ift y 3n =-j-l (mod. p). 3ft y n = a, fo ift
S n =y na" =a 11+1 unb e" ^y nß" =aß n ; Wenn aber y n =ß ift, fo ift S = a"ß unb s=ß n + 1 (mod. p).

Sft nun n = 3m-(-l, fo ift im erften Salle 8" = a 3m + 2 ^ (a 3)'". a 2 = a 2 = ß (mod. p)
(nadj 12) unb, e n == aß 3m + 1 = aß . (ß 3)"' = aß = -f- 1 (mod. p), b. Ij. 8 ift fubifdjer fRidjtreft, e ba--
gegen fubifdjer fReft bon p; im ^Weiten B'aKe ift 8 n = a 3m + 1 . ß = (a 3) m . aß = -j- 1 (mod. p) (nadj 12)

unb £»^ß 3«'H-2 = (ß 3)" 1 . ß 2 = ß 2 a (mod. p),
b. I). 8 ift fubifdjer fReft, e bagegen fubifdjer fRidjtreft bon p.

3ft aber n = 3m — 1, fo ift im erften Salle S n = a 3m ^-f~l (mod. p) unb e n = :aß® ni — 1

— ^ • (ß 8) m =j = ß (mod. p) (nadj 14), b. fj. 8 ift fubifdjer fReft, -e fubifdjer fRidjtreft bon p: im
ß ß

jWeiten §mfle ift 8" = a 3"1-1 . ß = (a 3)" 1 . - = ^ ^ a (mod. p), unb s n =ß 3m =-|-l (mod. p), aifo
8 fubifdjer fRidjtreft, e fubifdjer fReft bon p.

SRittjin ift in allen Süllen eine SBurj'el ber Eongruenj x 3 ^b (mod. p =3n-j-l/ Wo n nidjt
burd) 3 tfjeilbar ift, ein fubifdjer fReft, bie beiben anbern aber fubifdje fRidjtrefte von p.

26. ©aS fßrobuft zweier fubifdjen fRidjtrefte bon p = 3n -j-1 ift ebenfalls ein fubifdjer fRidjtreft,
Wenn ifjre nten fßotenjen juglcidj ~a ober ß (mod. p) finb, bagegen ein fubifdjer fReft, Wenn bie ntc
fßotenj} beS einen = a, bie nte fßotenj beS anbern = ß ift.



Senn flnto a unb b fubifcpc üftid)trcfte bon p, fo finb (toie oben gezeigt toorben ift) ihre ntcn
sßotetijen enttoeber = a ober = ß (mod. p). 3ft fotoohl a n , alö auef) b n = a (ober = ß), fo ift
(ab)" = a 2 (ober — ß 2 ) = ß (ober = a), alfo ab ein tubifdjer SRid)treft bon p. — Sft bagegen
a" = a unb b" = ß, fo ift (ab)" = aß = -j- 1 (mod. p), folglich ab ein fubifd)er fRcft bon p.

27 ©er Quotient ätocier fubifdjen9tid)trefte bon p = 3n -j- 1 ift einem fubifchenSRefte ober
einem embern fubifdjen9tid)trcfte bon p congruent, je nad)beui ihre nteri fßotenjen jugleid) = a ober ß,
ober bie eine = a, bie anbere = ß ift.

©enn, toenn a" unb b" jugleid) =a (ober = ß) finb, fo ift fotoot)l (a:b)", alö aud) (b:a)"
= -j- 1 (mod. p), mitljin fotoobl a:b, alö aud) b:a einem fubifdfenStefte congruent. — 3ft bagegen
a" =a unb b"sß, fo ift (a : b) n = (a : ß) = ß unb (b:a) n = (ß:a) = a (nad) 14), mithin fotoopl
a: b, alö b : a einem fubifchen 9tid)treftebon p congruent.

28. ©dmmtlidjepofitibc 3al)fen < p (= 3n -f- 1) Iciffen fid) in brei ©rubren bon je n 3dl)Ien
bringen, ndmlid):

1) biejenigenSo&fen, beren nte (ßotenjeu = -f- 1 (mod. p) finb;
2) biejenigen 3 a t)Ien, bereu nte (ßotenj n ~a (mod. p) finb;
3) biejenigen fohlen, beren nte fßotenjcn = ß (mod. p) finb.

©ie erfte ©nippe enthalt bie fubifchen SRefte, bie beiben anbeten bie fubifchen 5Rid)treftc oon p.
©ie 3tid)trefte einer ©ruppe follen im golgenben gleichartige, bie tRidjtrefte berfdjiebcncr ©nippen
ungleid)artige 9iid)treftegenannt toerbeu.

Safj biejenigen3«t)Ien, bereu nte (jJoten^en = -|- 1 (mod. p) finb, fubifdjc 9ieftc, biejenigen
3al)len, beren nte (ßotenjen nid)t ^ -)- 1 finb, fubifdje üftid)treftc bon p finb, ift fdjon unter 22 itadp
getoiefen. gerner ift unter 21 n'gchgetoiefen, baf; bie Slnjaljl fämmtlidjerpofitiben fubifd)en 9tefte bon p, bie
fleiner alö p finb, =n, bie Slnjah* fämmtlidicrjjfHd) treffe = 2n ift. ßnblid) ift unter 25 naepgetoiefen,
bafi bie ntcn (ßotenjen ber fubifdjen9M>trefte entmeber =a, ober =ß (mod. p) finb. — ©afj nun aud)
bie SInjähl ber ültid) treffe jeber ber beiben ©nippen =n ift, b. [)• bajj eö n berfd)iebenc§ftid)trefte, beren nte
(potenten = a, unb n bcrfdjiebene9?id)trefte, beren nte Sßotetijen — ß finb, giebt, leiht fid) folgenbev
majjen nadjtoeifen.

ßö giebt immer foId)e 3af)Ien < p, beren (p — l)te fßotenj erft = -f-1 (mod. p) ift (ober bie
jum ßppouenten p — 1 gehören). 6oId)e Sohlen heißen primitibe SSurjeln ber fjkimjahl p. ©enft man
fid) fcimmtliche (ßotenjen einer fold)en primitiben Söurjel bon ber erften biö jur (p — l)teu gebilbet, fo finb
biefelben ben pofitiben 3a|Ien bon 1 biö p — 1 in Sejug auf p congruent. ©enn todren, toenn g eine
foldje primitibe SESurjel bon p bebeutet, irgenb jtoei ^otenjen berfelben, ettoa g k unb g m, too k unb m
berfepiebene ganje pofitibe 3af)len <P — 1 finb, berfelben 3«hl b congruent, fo müßte aud) g k = g m
(mod. p) fein, alfo, tofnit lc>m ift, g k - m ==-j-l (mod. p), toaö nicht möglich ift, toeil k — m<p — 1
unb erft g I,—1 ^1 (mod. p) ift.

95on biefen p — 1 (ßotenjen ber primitiben SBurjel g hoben, toertn p = 3n-j -l, alfo p — l = 3n
ift, n burcp 3 tl)ei!bare (Exponenten,ndmlid): g s, g 6, g 9, , g 3"; eine jtoeite ©ruppe bon sßotenjen
bon g, beren Slnjapl ebcnfallö =n ift, ndmlid): g 1, g 4, g 7, , g 3"- 2 hat (Exponenten bon ber gorm
3m+ 1; bie übrigen n fßotenjen bon g enblid), nämlich: g 2, g 5, g 8, , g 3" -1 , haben (Exponenten
bon ber gornt 3m — i. — 3ft nun bie 3 llhl a einer ber ^otenjen ber erften ©ruppe congruent, alfo
a==g 3m , fo ift, toeil g 3m = (g m) 3, a ein !ubifd)er 9teft bon p ©ieö gilt natürlich bon allen Salden,
bie ben Ipotenjen ber erften ©ruppe congruent finb. — 3fr ferner bie 3al)l b einer ber fßotenaen ber jtoejfen
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©ruppe congruent, alfo b=g 3m + 1, fo ift b n ^g 3mn .g" = (g 3n ) m . g n =g n . ©a nun crft g 3n =-j-l

(mod. p) ift, fo ift g n , mithin audj b einet bet beiben fubifdjen SBurjein ber (Einheit a ober ß congruent.

— 3ft cnblidj c einer ber ^otenjen ber britten ©ruppe congruent, alfo c = g 3m_1 , fo ift

c n = g 3mn : g n = -f- 1: g", alfo, trenn g n = a ift,

c n ^ ß (mod. p), unb toenn g n = ß ift,a

c n ss p- a (mod. p).

©emnadj finb bie 3flt)len/ bie ben fßotenaen ber primitiben SBurjel mit (Exponenten bon ber gornt

3m-f-l congruent finb, fubifdje STtictjtrefte ber einen ©ruppe, unb bie 3cd)Ien, bie ben fßotenjen ber primitiben

Sßurjel mit (Exponenten bon ber gorm 3m — 1 congruent finb, fubifdje SRicfj treffe ber anbern ©ruppe. ©a

nun bie §lnjat)I ber ^otenjen jeber ber beiben ©ruppen = n ift, fo ift audj bie Slnjabl ber SRidjtreftc jeber

©ruppe = n.

29. Sft eine 3ctf)l a (< p) fubifdjer Steft ober Siidjtreft einer fßrimjabt p —3n-)-l, fo ift aud)

p —a, b. I). bie 3al)I, meld)e a au p ergeinjt, mitbin aud) — a fubifdjer SRcft ober Sttcfjtrcft bon p, unb

älbar im letjtern gälte fftidjtreft bcrfclben ©ruppe, 311 ber a gebort.

©aft p — a unb —a ebenfalls fubifdje Stcftc bon p finb, wenn a fubifdjer Stcft bon p ift, ift

fdfon unter 4 nadjgetbiefcn.

3ft a tubifdjer IRidjtrcft bon p, fo ift (nadj 28) a n enttoeber = a ober = ß (mod. p). Sft

a n = a, fo ift (p — a) n = (—a) n (mod. p); beim äffe ©lieber bcS IßoltjnomS, baS = (p— a) n ift,

finb biö auf baS lebte, (—a) n , burd) p tbeilbar. ©a nun n, tbeil p eine fßrimjafjl, alfo p — 1 ober 3n

eine gerabe 3 fl bl ift/ ftctS eine gerabe 3«bl ift/ fo ift (—a) n = a n ; folglid) ift (p — a) n = a" = a,

b. b- P — a unb —a fubifdje SRidjtrefte berfelben ©ruppe, äu ber*a gebort. — 3ft a n = ß, fo ift

(p — a) n = (—a) n =a n = ß (mod. p); folglid) p — a unb —a ebenfalls SRidjtrcfte berfelben ©ruppe,

au ber a gebort.

30. ©ic Summe fdmmtlid)er pofttiben fubifdjen SRefte einer fßrimaafjl p = 3n-|-l, toeldjc <p

finb, unb bie Summe fcimmtlidjer pofttiben fubifd)en Stidjtrefte einer ©ruppe, toeldjc <p finb, ift burd) d

(.) i -v »g j . p.

Säinmtlidjc pofitiben fubifdjen Stcfte <p, beren Slttjaljl =n ift, laffcn fid) (nad) 29) paartoeife

fo orbnen, baft bie Scefte, bie ein Ißaar bilben, einanber 31t p ergäben, b. fj. bafj bie Summe ber SRefte

jcbcS fßaareS = p ift. ©ie SInjabI biefer $aare ift = alfo bie Summe fdmmtlidjer pofttiben SRefte

(< p) — ^ . p = 0' ^ . p. — ©affelbe Iäjjt fid) auf biefetbe Söcife bon ber Summe fdmmtlidjer

pofitiben fubifdjen Sfidjtreftc (< p) jeber ©ruppe nadjtocifcn.

SScifpicI: Sdmmtlidjc pofitiben fubifdjen SRefte bon 19, toeldje < 19 finb, finb (tbie unter 21

(19 pA—6— ) '

— ©ie pofitiben fubifdjen fftidjtrefte bon 19, toeldje < 19 finb, finb paartoeife georbnet:

1.©ruppe: 2unb 17,3unb 16,5unbl4(benn2 6 =17 6 =3 6 =16 6 =5 6 =14 6 =7); ifjreSumme=3.19.

2.©ruppe: 4unb 15,6uttb 13,9unbl0(benn4 6 =15 6 ss6 6 =13 6 ^9 e =10 6 =ll); i[jreSumme=3.19.
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31. ©aö fprobuft auä einem htbifchen 91cfte unb einem fttbifd)cnSlidjtrcftc einer Ißrimjahl p
= 3n -f 1 ift einem gleichartigen 9tid)treftecongruent.

Sft r ein tubifeper fReft unb a ein fubifdjer 9tid)trcft Don p, fo ift r" =-)-l unb a n = a (ober ß)
(mod. p), mitbin (r.a) n =a (ober ß) (mod. p), alfo r.a ein 9M)treft berfelben ©ruppe, p ber a gel)ort.

©emnadf laffen fid), toenn fämmtlidjepofitiben fubifdfenDtefte <p unb ein pofitiüer 9M)treft <p
befannt finb, bie übrigen pofitiben Sticbtrcfte berfelben©ruppe burd) äRultiplitation fänimtlidjer Dtefte mit
kjiem 91id)trefte finben.

SSeifpiel: ©ie pofitiben fubifdfen IRefte bou 19 finb: 1, 7, 8, 11, 12, 18. ©et ftd) unter biefen
bie 3al)I 2 nicht borfinbet, fo ift 2 ein fRidftreft. ©ann finb bie übrigen Sfiditrefteberfelben ©ruppe:
2.7 = 14, 2 . 8 = 16, 2.11 = 3, 2 . 12 ^ 5, 2.18 = 17. — Unter biefen lotteren finbet fid) bie
3al)l 4 nidft bor; beider ift 4 ein fRidftreft ber anbereu ©ruppe. ©ie übrigen §Ric£)trefte biefer ©nippe finb:
4.7 = 9, 4 . 8 = 13, 4.11 = 6, 4 . 12 = 10, 4. 18 = 15.

32. ©er Quotient eines fubifepen Dtidftrcfteö burd) einen fubifdfen fReft ift einem gleichartigen
•sRidftrefte congruent.

©enn, toenn a" = a (ober ß) unb r" = -j- 1 (mod. p) ift, fo ift aud) (a : r) n ^ a (ober ß)
(mod. p).

33. ©er Quotient eineö fubifdfenSReftcS burd) einen fubifd)en9M)treft ift einem ungleidfartigen
9lid)trefte congruent.

©entt, tbcnn r n = -)- 1 unb aD = a (ober ß) (mod. p) ift, fo ift (r : a)" = ^ober ^ =ß
(ober a), b. f). r:a ift einem Stidftrefte congruent, ber nicht ^u berfelben ©ruppe gehört, 31t toeldfer a gehört.

34. ©a3 sprobuet stbeier gleichartigen 97id)trefte ift einem ungleichartigen9fid)trefte congruent.
Sinb a unb b gleichartige .SRichtrefte, alfo a" unb b" = a (ober ß), fo ift (ab) n =a 2 (ober ß 2)

= ß (ober a); b. !)• ab ift a unb b nidft gleichartig.
SRithin ift aud) baS Quabrat eiueS §RidjtrefteS einem ungleichartigen9tic()trefte congruent, unb bie

Quabrattcurjel au3 einem 9tid)trcfte ein ungleichartiger9tid)treft.
35. ©a3 Ißrobuft jtbeier ungleichartigen sRicptreftc ift einem SRefte congruent.
Sinb a unb b ungleichartige fRidftrefte,b. [)• a" = a unb b" = ß, fo ift (ab)" = aß =-j- 1,

mithin ab einem Oiefte congruent.
36. ©er Quotient jtoeier gleichartigen SRidftrefte ift einem fRcfte congruent.
3ft a" = a (ober ß) unb b" = a (ober ß), fo ift fotoof)l (a:b) n , alö aud) (b:a)" = -f-l.
37. ©er Quotient ^freier ungleichartigen5Rid)trefte ift einem 5Rid)trefte congruent, ber bem ©ioifor

gleichartigift.
Sft an = a unb b" ^ ß, fo ift (a : b) n = a : ß = ß unb (b : a) n ^ ß : a ^ a.
38. ©ie Summe ber Quabrate fofoopl aller pofitiben Sicfte einer ^rintjapl p = 3n-j-l, alö

aud) aller pofitiben SRidftrefteeiner ©ruppe, rocldje <p finb, ift burd) p ol)nc 9Reft tfjeilbar, aujjer, toenn
P -7 ift-

©ie !ttbifd)en SReftc finb (nach 28) benjenigen fjJotenjen einer primitiven SSurjel g bott p, bereit
ßjponentcn. burd) 3 tl)eilbar finb, congruent. SDRitlfin ift bie Summe Per Quabrate aller fitbifcheu 9tefte <p

= g 6 + g 12 + g 1S +...■+ g Gu = ' (ß _ p ^ (mod. p).O

©a nun g 6n = -f- 1 ift, toeil g 3n = -f 1 ift, fo ift g ün — l burd) p tljcilbar, mithin, ba
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er 6 1) _
-— g 1— immer eine gange 3<h)l/ unb g G — 1 bittet) p nidjt tpeitbar ift (auger, toeun p = 7 ift),g 1

er 6 (fr*' 11
ift — t— bnref) p thcilbar.

g — 1
Sie Summe ber Quabrate alter fubifdfen SRid)trefte <p ber einen ©rupfte ift = g 2 + g 8 + g 14

P' ^ c p^ n — x)
+ .... -j-gC"- 4 = & ° [— (mod. p), mitljin, auö ben borg er angegebenen ©rünben, buret) pg t
tt)eilbar (auger, toenn p = 7 ift).

©ie Summe ber Quabrate alter fubifdjen SRidjtrefte < p ber anbern ©ruppe ift = g 4 + g 10

-f- g 16 -f- ..... -f-g Gn- 2 = s—~—(mod. p), mitlfin buret) p tl)eilbat (auger, trenn p.= 7 ift).g
3ft p = 7, fo ift bie Summe ber Quabrate ber SRefte (< 7) ^2, bie ber SRidjtrefte ber einen

©ruppe = 1 unb bie ber §Rid)trefteber anbern ©ruppe ^ 4 (mod. 7).
er ^ (er 1 ^ X)©enn, ba 7 = 2 . 3 -4- 1 ift, fo ift bie Summe ber Quabrate ber SRefte — —%

g — 1
= g G (g 6 + 1), bie Summe ber Quabrate ber SRidftrefte ber einen ©ruppe = g 2 (g e -f- 1) unb bie
Summe ber Quabrate ber SRidjtrefteber anbern ©ruppe = g 4 (g :e -j-1). ©a nun g G ^-f~l (mod. 7)
ift, fo ift g 2 ber einen, g 4 ber anbern fubifdjenSSürgel ber ßinbeit in SScgua auf 7 congruent. ©iefe
finb 2 unb 4. — ©ie fubifdjenSRefte bon 7 finb: 1 unb 6, unb bie Summe iljrcr Quabrate ift =2

(mod. 7). ©ie SRidjtrefte ber einen ©ruppe finb: 2 unb 5, unb bie Summe ihrer Quabrate ift =4.2 = l

(mod. 7). ©ie SRidjtrefte ber anbern ©ruppe finb: 3 unb 4, unb bie Summe ihrer Quabrate ift = 4

(mod. 7).
39. ©ie Summe ber Sprobitfte fotüol)! je gitteret fubifdjen SRefte einer Sprimgal)! p = 3n -)-1,

alb auef) je gtoeier Stieb trefte einer ©ruppe, Ivel die <p finb, ift buret) p otjne SReft tgeilbar, auger, toenu
p = 7 ift.

Stadl 30 ift bie Summe fammtlidjerpofitiben SRefte <" p buret) p tljeilbar, mitbin auch b a 8 Quabrat
biefer Summe, ©a bicfeS nun gleich bei' Summe ber Quabrate ber SRefte unb ber hoppelten Sprobufte je
gtoeier Pon ihnen, unb (nach 38) bie Summe ber Quabrate fciimntlidjer SRefte burd) p tfjeiibar ift (giiger
toenu p = 7 ift), fo mufi auet) bie Summe ber hoppelten SProbufte je gloeier SRefte, mithin nud) bie Summe
ber Sprobufte je gtoeier SRefte bitrd) p tljeilbar fein. — (Sbenfo toirb beroiefen, bag bie Summe ber Sprobufte
je gtoeier SRidjtrefteeiner ©ruppe burd) p (auger, toenu p = 7 ift) tljeilbar ift.

3ft p = 7, fo finb nur gtoci pofitibe SRefte <7 unb gtcei SPaar pofitibe SRidjtrefte <7 bortjanben.
©iefer galt finbet beöpalb im golgenben feine Srlebigung.

40. ©a8 Sprobuft feimmtiidjer (pofitiben) fitbifd)cn SRefte einer Sprimgal)! p = 3n-j -l, toeldje <p
finb, ift = — 1 (mod. p), bat) fämmtiidjerSRidjtrefte (< p) = -j- 1 (mod. p).

©a3 Sprobuft fcimmtttdjer SRefte <p ift (nach 28) ='g 3 . g°. g°.... g 3n = g 3_l" G"i" 9 + """ f" 3n

g3 (i -f- 2 3 -) -+ g >2 • (»+ 0 ^ (gx) " +1 • ®a nun erft g 3" = -f-l (mod. p) ift, fo mug g~2"

— 1 (mod. p) fehl, mithin, ba n + 1 ungerabc ift, audj (g2"J n + 1 =—1 (mod. p).
©a3 Sprobuft fammtlidjerSRidjtrefte <C p ift (und) 28) = (g 1 . g 4 . g- 7 .... g 3"~ 2). (g 2 . g 5 . g 8

.... g 3" — l) = g'0 H- 4 + 7 + ,... + 3u — 2) + (2 -P.5 +>8)+ + 3n — 1) == f,,—— + —1—Q—i =: (g,3n ) 11 = -f- 1
(mod. p).
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©a3 Sßrobutt fämmtlidier Sftiäjtreftc ber einen ©ruppe ift = g" (3n2 !) , ober, ba —— = u
Li

q„ n 3P (" —1) 3" (" - 1) 3n (n + 1)

-}- v ^ ift, = g n -g 2 - mit!)in, ba g 2 ebenfo, trie g 2 == — 1 (mod. p) ift,

(treii aud) 11 — 1 eine ungerabe 3afjl ift) == — g n , alfo, ba g n = a ober ß ift, == — a ober —ß.
n <3" + !) T1 (3n 4-11

©ab ^ßrobult fämmtlidjer 5Rict>treftc ber anbeten ©ruppe ift = g 2 , ober, ba —-——■—-

»3 r 1 \ 3n (n — 1)

= 2n -f- " 2—— ift, = g 2'1 • g' 2 = — g' 2n = — a 2 ober — ß 3 = — ß ober — a.

§icraub ergiebt fid) aud), bafj fotrot)l ba8 sßrobuft fämmtlidjer tubifdjen Sicftc < p, al8 auch ba3
Sßrobutt fämmtlidjer tubifdjen 9tid)trefte < p ftctb einem tubifdjen Sfefte congvnent ift. ©agegen ift ba8
sjkobutt fämmtlidjer Stiel) treffe einer ©rttppc nur bann einem tubifdjen Stefte congrucut, trenn 11 burd) 3
tl)eilbar ift, treii bann a unb ß, mithin aud) — a unb — ß (nad) 25) fubifcEje Stefte bon p finb.

Sft aber 11 nidjt bnrd) 3 tbeilbar, fo finb a unb ß, mitbin aud) —a unb —ß (nad) 25) fubifdje

9tid)trefte bon p, unb 3trar (nad) 35) ungleichartige, treii if)r fß-robuft •— -j- ;1 (mod. p), b. [)• einem
!ubifd)en Stefte congruent ift.

Sit biefem Satte ift bat)er ba8 sßrobutt fämmtlidjer Stidjtrcfte einer ©ruppe einem ungleichartigen
Utidjtrefte congruent.

41. ©ie Aufgabe, fämmtlidje pofitiben tubifdjen Stefte unb Stich treffe einer $rimjat)I p = 3n-j-l,
treldje Heiner als p finb, 31t finben, Iäjjt fid) mit £ülfe ber meiften ber bisher gefunbeneu ©ä&e leicht lofen.

3unäd)ft finb immer einige tubifdje tRefte bon boruherein befaunt, nämlidj bie elften natürlichen

Äubifjahlen:" 8, 27, 64, 125 u. f. tb., ober bie 3at)Ien, bie biefen in Sejug auf ben SRobuluS p congruent
finb, ferner' bie 3at)len, bie biefc 31t p ergäben, unb, trenn n burd) 3 tbeilbar ift, bie tubifdjen äBurjeht
ber @int)eit unb bereu ©rgdnjungeu 31t p. ©ie auberu fieftc ergeben fid) aus biefen burd) SJtultiplifation,
jßotcnsirung unb ©ibifion. ©ie Stidjtrefte erl)alt man burd) SRutfipIifation fämmtlidjer Steftc mit einer 3 a t)l

< p, bie nicht unter ben Steffen borfommt, unb mit bem Quabrate berfclben ober ber 3atjt <p, bie bem--
felben in 8)0314 auf p congruent ift. Sft 11 nid)t burd) 3 tljcilbar, fo finb bie beiben tubifdjen ©urseln
ber (Einheit a unb ß bie elften ungleichartigen Stidjtrefte.

öeifpiele: Sft p —31, fo finb bie tubifchen SSu^elit ber Gintjeit: 1, 5 u. 25. SSott biefen finb,
treii 11 ==10, alfo nicht burd) 3 tbeilbar ift, 5 unb 25 ungleichartige Sticbtrefte. — ©ie gehn tubifdjen
Stefte finb: 1 unb 30, 8 unb 23, 27 unb 4, 2 unb 29, 16 unb 15. ©ie 3et)n fubifd)cu Stidjtrefte ber

einen ©ruppe erhält mau burd) SRuItipIifation ber jelju Stefte mit 5; fie finb: 5 unb 26, 9 unb 22, 11
unb 20, 10 unb 21, 18 unb 13. ©ie 3ef>u tubifchen Stidjtrefte ber anbern ©ruppe erhält man burd)

ältultiplitation ber 3et)n SRcfte mit 25 ober 6 (ober burd) Sftultiplifafion ber Stidjtrefte ber erften ©nippe
mit 5); fie finb: 25 unb 6, 14 unb 17', 24 unb 7, 19 unb 12, 28 unb 3.

Sft p = 37, fo finb bie tubifdjen SBurgeln ber ginheit: 1, 10, 26 unb bie 3ct)Ien, lueld)e bie»
fetben 3U 37 ergötzen: 36, 27, 11, 3ttglcid) tubifdje Dtefte bon 37, treii 11= 12 burd) 3 tbeilbar ift. ©ie
übrigen fedjd Utefte ftnbet man burd) Sftultiplifation ber bereits betanuten mit 6 (beim ba 36 = G 2 ein
fubtfdjer Steft bon 37 ift, fo ift cS aud) 6); fie finb: 6, 23, 8 unb 31, 14, 29. — ©a fid) unter biefen
3troIf Steffen bie 3ahl 2 nicht borfinbef, fo ift 2 ein Stidjtreft bon 37; bie Stidjtrefte ber einen ©ruppe finb
bafjer: 2, 20, 15, 35, 17, 22, 12, 9, 16, 25, 28, 21. -— ©ie Stidjtrefte ber streiten ©ruppe erhält man,



toeitn man bie Stcftc mit 4 ober bie 9'tid)tvefte ber erften ©ruppe mit 2 multiplicirt; bann ert)ält man: 4, 3,
30, 33, 34, 7, 24, 18, 32, 13, 19, 5.

42. (Eine ber brei Sßnrjcln ber ßongruenj x 3 ^a mod. p = 3n + 1, too n nidjt burd) 3 unb
a nidjt burd) p tl)ciibar ift, ift = a' obcr=b', too b bnrct) bie Eongruenj ab = + l (mod. p) beftimmt
ift, je nactjbem n = 3t — 1 ober = 3t -f- 1 ift.

Sic Songruenj x 3 =a (mod. p = 3n + l) ift mir bann lösbar, toenit a ein fubifdjer 9teft bonp,
alfo a "=+l (mod. p) ift (nacf) 22). Sft bieS ber galt unb n = 3t—1, fo ift a 3' -1 ober a 3t :a
=+1, mitbin a 3'=a, alfo a 3t ober (a') 3=x 3 (mod. p). Siefer Songruenj genügt offenbar x=a' (mod.p).

3ft n = 3t + l, fo ift a 3t + 1 ober a 3t .a = + l (mod. p). Sft nun ab = +l, alfo au et)
a 31 .b 3t =+l (mod. p), fo ift a3t .a ober a 3t . x 3 = a3t . b 3t , mitljiu x 3 = b 31 . Siefer Eongrueuj
genügt offenbar x = b' (mod. p).

3ft fetjon a m = -j- 1 (mod. p), too m ein galtor bon n ift (nad) 22), fo ift, je nadjbcm
m = 3t — 1 ober = 3t —j—1 ift, ebenfalls x = a' ober = b' (mod. p).

Sie beiben anberit SBurjcIn ber Songruenj x 3 =a (mod. p) ftnb (nad) 10) = a'.a unb a'. ß
in bem einen gälte, im anbern gälte = b'. a unb b'. ß (mod. p).

33cifpicle: 2 ift ein fubifdjer 9teft bon 43, med 2 14 =+1 (mod. 43) ift. Sa nun 14 = 3.5 — 1
ift, fo ift x= 2 5 = 32,

Sie beiben anbern SSurjeln finb, ba a = 6 unb ß = 36 ift, =6.32 unb = 36.22, ober
= 20 unb = 34.

(32 3 ift = 32768 = 762 . 43 + 2, alfo 32 3 = 2, mod. 43;
20 3 ift = 8000 = 186.43 + 2, alfo 20 3 = 2, mod. 43;
34 3 ift = 39304 = 914.43 + 2, alfo 34 3 = 2, mod. 43). —

4 ift ein fubifdjer Dtcft bon 43, tocil 4 7 ^ + l (mod. 43) ift. Sa nun 7 = 3.2+1 unb
4.11 = + 1 (mod. 43) ift, fo ift x = ll 2 = 35. Sic beiben anbern SBurgeln finb =6.35 unb
= 36.35, ober =38 unb = 13. — (35 3 ift =42875 = 997.43 + 4; 38 3 = 54872 = 1276 . 43
+ 4; 13" = 2197 = 51. 43 + 4).

43. SBenn ber äJlcbuluö p einer fnbifdjenSongruenj x 3 = a (mod. p) bon ber gorm 3 n.-j— 1
unb n burd) 3 ober burd) eine fßotenj bon 3 tljcilbar ift, fo lägt fid) p, ba n immer eine gerabe 3al)I ift,
unter ber gorm 2k.3 m +l, too k nidjt burd) 3 tijeilbar ift, barftellen. Sann ift n = 2k.3 m ~ 1 ; alfo

ift, ba a ein fubifc^cr Steft bon p ift, a 2k - 3 = + 1 (mod. p). Sieb ift ber galt, toeun a 2k - 3

enttoeber =1 ober =a ober = ß ift. Ser erfte biefer 3 gälte tritt ein, toeun a 2k - 3 enttoeber=1
ober a ober = ß ift. ©ejjt man biefe Söetradjtungfort, fo gelangt man bal)in, baff

enttoeber a2k 1 ober = a ober ^ ß,

ober a 2k - 3 ^ a ober ^ß (mod. p),
too r eine pofitibe ganje ^al)! < m — 1, ift.

I. 3ft a 2k ^l (mod. p), fo ift (toie in 42) x^a' ober" = b', too b burd) bie Songruenj
ab = + 1 (mod. p) beftimmtift, je uad)bctu 2k (ober, toeun fdjon a s = + 1 (mod. p) ift, s) = 3t
— 1 ober = 3t + 1 ift.

SSeifetel: @8 ift 33 4 = + 1 (mod. 109), alfo, ba 4 = 3.1 + 1 unb 33 . 76 = + 1
(mod 109) ift, 33 = 76 3 (mod. 109). (76 3 ift = 438976 = 4027 . 109 + 33). Sie anbern S&uqeln
finb, ba a = 45, ß = 63 ift: 41 unb 101.
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II. Sft a 2k = a ober ß (mod. p), fo fei b ein 9tid)treft, alfo (nact) 28) b", b. i. b 2k - 3"' 1

^ a ober ß (mod p).

Sn bem galle, baß a 2k unb b n ^ußleid) = a (ober ß) finb, ift alfo a 2k = b 2k ' 3 " ' ober

= (b 2k 3 "' ") 3. Sft nun 2k (ober, Wenn fdfon a s = a ift, s) =3t-fl, fo ift a 3'" 1* 1 ober a 31 . a

= (b 2k - 311' 2 ) , alfo a = (b 2k - 3 ~:a) ; ntitl)in x = (b 2k •3'" ": a) (mod. p). — Sft aber 2k

(ober s) = 3t—1, fo ift a 3t_1 =(b 2k - 3 )', alfo a 3t =a.(b 2k - 3 2) ; mitl)in x=(a':b 2k - 3 '" 2 )

(mod. p).

Sn bem gatle, baß a 2k (ober a s ) = « (ober ß), bagegen b u = ß (ober a) ift, ift a 2k = ß 2

(ober a 2), b. I). a 2k ^b 2n ^ (b 4k - 3 } .

Sann ift, toenn 2k (ober s) ==3t-j-l ift, x=(b 4k - 3"' 2 ;a l),

unb, tbcun 2k (ober s) = 3t — 1 ift, x = (a*: b 4k - 3"' 2) (mod. p).

Sft fdjon eine nichtigere fßotcnj, alö bie nte, bon b, etloa b 3c<=(x ober ß, fo ift x

im erften galle entoeber = (b q : a') ober = (a': b ,J),

im jmciten galle enttoeber = (b 2ci : a l) ober = (a l : b 2i).

öcifpielc: ©ic fubifdfen Sßur.jeln ber 6inl)eit in 33ejug auf 109 finb: 1, 45, 63; alfo 46 ein

fubifdjer SReft bon 109, ba 46 = 109 — 63 ift — gerner ift 3 9 = 63, unb 3 1S = 45, mithin 3 27

= + 1 (mod. 109), alfo, ba 27 fein gattor bon ——- =36 ift, 3 ein 5Rid)treft bon 109. — 97un

ift 46 4 == 63, alfo 46 4 = 3 9 = (3 3) 3. ©a nun 4 = 3.1 —f- 1 ift, fo ift x = (3 3 : 46) = 93. —

(93 3 = 804357 = 7379 . 109 -j- 46; mitl)in 93 3 ^ 46 (mod. 109). ©ic anbern SBurjeln finb 43

(= 93 . 45) unb 82 (== 93 . 63). — gerner ift 64 4 = 45, alfo 64 4 == 3 18 == (3 6) 3 ; mithin ift

x = (3 6 :64) = 71. (71 3 = 357911 = 3283 . 109 -f 64; mithin ift 7i 3 = 64 (mod. 109). ©ie

anbern SBurjeln finb 34 (= 71. 45) unb 4 (= 71. 63).

III. Sft a 2k - 3 — a unb « = b 2k - 3 , too b ein 9tid)treft ift, fo ift a 211- 3 * =b 2k - 3'n \

Sefet man nun a 2k = b 3y (mod. p), fo ift b 3' + 1 -r- = b 2k - 3 " \ alfo b 3l i '- y - 2k • 3"' ~ l, b. i. b 3l + 1

•^- 2k -3 ) = _)_i, a i|"D/ p a p2k. 3 s _j_ j ( moc p p) ift, 3 r + 1 .(y — 2k. 3 m-r —2 ) = 2k. 3 m

ober einem SBielfacEjen babon. @3 fei bafjer 3 r +1 . (y— 2k . 3 m ~ r ~ 2 ) = 2k. 3 m . z. ©ann ift, tbeil

r < m — 1, alfo r -J- 1 < m ift, y — 2k . 3 m -r- 2 _ 2k . 3m-r-i_ Z/ a ^ 0 y __ 2k . 3m-r-i _ z

-f-2k . 3 m - r >- 2 = 2k . 3 m - r - 2 ..(3z-f-1). ©er SSertl) bon z ift burd) bie Eongruenj a 2k = b 3,r

= b 2k ■3 (3z+ i) ( moc i. p) beftimmt.

Somit ift ber gaO, baß a 2k - 3 =a ift, jurüdgefiißrt auf ben unter II. angegebenen gaH, unb

biefem analog toeiter ju beßanbeln.

Sft a 2k - 3 ^ß unb a= p2k.3 , mo b ein Stidjtreft ift, fo ift, Voeil ß=a 2, a 2k ■3r =b 4k ■3"' \

unb man gelangt burd) bie eben angeftellte Sctradjtung ju ber Kongruenz a 2k =b 4k -3 '" ' 'c^+O ( mo d p),

bie bann, »bie unter II. angegeben, toeiter <$u beßanbcln ift.

Seifpiel: @9 ift 2 12 =63 (mod. 109), alfo, ba 63 = 3 9 (mod. 109) ift, 2 12 =3 9 (mod 109).

Sefct man nun 2 4 = 3 3b fo ift 2 12 = 3 9>', alfo 3 9>"=3 9 ober 3°b--o==-f- i ( moc p 109). ©a nun5



20

3 27 = 4"1 (mod. 109) ift, fo tft 9 — l) = 27z ober y—1 = 3z, nlfo 7= 3z -}- 1. SOhtbin ift

2 4 = 3 3 <3z + 1) ober (3 9) z .3 3 , alfo, treil 3 9 = G3= 2 13 ift, 2 4 = 2 12z .3 3. 9htn ift 2 4 ober 16

= 3 3 .45, alfo, ba 45 = G3 2 = 2 24 ift, 2 4 = 2 24 .3 8, unb |§[}alb 2 12z . 3 3 == 2 24 . 3 3, trorauS fieb
für z bet SB evtl) 2 ergiebt. ©emnad) ift 2 4 = 3 3 - 7 ^ (3 7) 3 ober 2 3 .2^(3 7) 3, trorauS 2=(3':2) 3

folgt. 9hm ift 3 7 =7, alfo 3 7 :2=7:2 b. i. =58. SJtitlfin ift 2=58 3 (mod. 109). (58 s = 195112

= 179.109-f-2). ©ie beiben anbern SBurjeln ber Eotigvuenj x 3 =2 (mod. 109) finb: 103(=58.45)

unb 57 (= 58 ■ 63).

IL 3)er 9JlobuI«8 fei eine jitfammengefe^ie $al)L

44. ©ie Eongruenj x 3 = a (mod. p u ), 100 p eine Sßritrtjjliljl ift, lägt fid) mir auflöfen, trenn

x 3 = a (mod. p) lebbar ift.

©enn-bie Eongruenj x 3 = a (mod. p n ) ift glcid)bcbcutenb mit ber ©leidjung x 3 —a = m.p".

©iefe ©leidjung lägt fid) aber and) fdjreiben: x 3 — a = (m . p u_1 ) . p, unb biefe ift gleidjbcbeutenb mit

x 3 = a (mod. p). Sft x 3 — a nidjt buref) p tfjcilbar, b. I). x 3 nidjt =a (mod. p), fo fann natiirlid)

x 3 — a aud) nidjt burd) p" ttjeilbar, b. I). x 8 nicht — a (mod. p 11) fein.

(Sine lun» bemttadj nur bann fubifdjcr 91cft einer Ißotenj einer jßrimjaljl fein, trenn fie

fubifdjcr fRcft ber fßrimjaltl felbft ift.

45. ©ie Söurjel ber ©otigtuenj x 3 = a (mod. p") ift eine burd) p tbeiibare 3nt)L trenn a

ebenfalls burd) p ober eine ^otetjj bon p ttjeilbar ift; ift bagegen a nid)t burd) p tljeilbar, fo ift eS

aitd) x nicht.

Sft a = b.p m , tro b eine ganje, bon o toerfdjiebeite unb nidjt burd) p tljeilbare 3^1) 1 bebeutet,

fo ift bie Eongruenj x 3 = b.p m (mod. p") nur lösbar, trenn x aud) burd) p tlteilbar ift. ©enn ba

biefe Songruenj gleidjbebeutenb mit ber ©leiefung x? -- b. p m -|~f. p n ift, fo leuchtet fofort ein, bafj x

burd) p tljeilbar fein muff.

(SS fei nun gunädjft m<n, alfo x 3 = p m . (b -|- f. p n ~ m ). ©ctntt muft offenbar m burd) 3

tl) cilbar fein. Sft bal)cr m = 3k, fo ift x s = p 3k . (b -f~ f. p"- 3k ). 6e|t man nun x = p k .z, tro z

nicht bitrcl) p tljeilbar fein foH, fo ift p 3k . z s = p 3k . (b-|-f. p n - 3k ) ober z 3 = b-ff. p n_3k , b. b.

z 3 = b (mod. p n_3k ). Sft biefe Songruenj lösbar, fo ift eS aud) bie gegebene.

3ft ferner m = n, fo ift x 3 = p" . (b -f- f). ©ieS ift möglid), trenn x = p l ift, tro t fo

hcfchaffen ift, baft 3t = ober >n ift. ©enn bie ©leidntng p 8l = p" . (b -f- f) p 3t — 11= b —f- f ift

unter ber angegebenen Sebingitng immer lösbar, ba f eine beliebige ganje 3crl)l ift.

Sft enblid) m > n, alfo x 3 = p" . (b . p'"-" -j- f), fo ift bicS ebenfalls möglid), trenn x = p'

unb 3t = ober >n ift. ©enn bann ift p 3t = p n . (b . p m — " -f- f) ober p 3t — n = b . p m_ n -f- f, traS

auS bem rort)er angegebenen ©runbe immer möglid) ift.
46. ©ie SB uqc I ber Eongruenj x 8 ^a (mod. p 2) (tro a eine ganje, bon o berfdjiefcene, nicht

burd ) p tljeilbare 3nl)l, unb p nidjt =3 fein foll) ift = y-j- z P/ tro y SBurjel ber Eongruenj y 3 = a
3 ^

(mod. p), unb z burd) bie Eongrueuä 3zy 2 -j-f=o (mod. p), in treldjer f =- ift, beftimmt ift.
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Sie Gongrueuj x 3 = a (mod. p 2) ift (uacti 44) mir lööbar, tnenn a fubifdjer 9teft bon p, alfo
a = y 3 (mod. p), ober y 3 = a + fp ift 6e^t man nun x 3 = a+vp 2, fo ift x 3 — y 3 ober (x — y)
(x 2 + xy -f- y 2 ) = p (vp — f).

Siefer ©leidjung toirb genügt, trenn x — y = zp ober x = y + zp ift. Surd) ©ubftitution
biefeö 2ßertl)eö für x gebt fie über in z (3y 2 + 3zyp + z 2p 2) = yp — f ober 3zy 2 + f = p (v — 3z 2y
-)- z 3p). Siefc ©Ieicijung ift gleidjbebeutenbmit ber (Songruenj 3zy 2 + f=o (mod. p). Sluö biefer
läßt fiel), ba y nnb f burd) y 3 = a-f-fp beftimmtfinb, z, unb bann aud) x beftimmen.

©ubftituirt man in ber gegebenen Gcngruenj x 3 ^a (mod. p 2) ben Sßertf) y+.zp für x, fo
gel)t fie über in: y 3 + 3y 2zp + 3yz 2p 2 -j- z 3p 3 = a (mod. p 2), b. f). ba bic beiben legten ©lieber auf
ber linfen Seite burd) p 2 ttieilbar finb, y 3 + 3y 2zp ober y 2 (y + 3zp) = a (mod. p 2). Sind) auö biefer
Gongruenj lügt fid) z beftimmen.

Seijt man in biefer Icjjtcn (Songruenj x—y für zp, fo erljält man: v 2 (3x — 2y) = a (mod.p 2),
trorauö fid) x unmittelbar beftimmen lägt.

Seifpiele: Um bie (Songrueiij x 3 = 12 (mod. 5 2) aufptlöfcn, muff man. juerft bic Gongruenj
y 3 ^ 12 (mod. 5) auflofen. Sa 12 ^ 2 (mod. 5) ift, fo ift aud) y 3 2 (mod. 5). Sa ber
SftobuIuS 5 eine fßrimjal)! bon ber gorm 3n — 1 ift, fo ift (Iiad) 20), ba 2 . 3 = -)- 1 (mod. 5) ift,
y = 3 (ba 5 = 3.2 — 1, alfo n = 2 unb n— 1 = 1 ift). 9tun ift 3 3 = 12 + 3.5, alfo f=3.
Scfjt ift nodj bie Eongruenj 3.3 2z + 3 = o (mod. 5) ju löfen. Siefc gel)t burd) Sibifiou mit 3 über
in 9z + l = o (mod. 5), trorauö fid) z = 1 ergiebt. äftitfjin ift x=3+5— 8. (,8 S = 512 = 20 . 25
+ 12, alfo 8 3 = 12 (mod. 5 2).

Um z auö ber Songruenj 3 2 (3 + 15z) = 12 (mod. 5 2) ju beftimmen, bibibire man biefclbe
erft trieber burd) 3. Saburd) erl)dlt man 3 (3 + 15z) = 4 ober 9 +45z = 4 ober 5 + 45z = o
(mod. 5 2), trorauö fid) ebenfallö z = l ergiebt.

Unmittelbar lägt fid) x beftimmen auö ber Eongruenj: ,3 2 (3x — 2 . 3) = 12 (mod. 5 2). Surd)
Sibifion mit 3 er 1)alt man 9x—18 = 4 ober 9x^22 (mod. 5 2), trorauö fid) x = 8 ergiebt.

Um bie (Songruenjx 3 ^15 (mod. 7 2) aupulofen, mug man erft bie (Songrucnj y 3 =15 ober
y 3 =l (mod. 7) auflofert. 97ad) 8 unb 9 Ijat biefc Songruenj, ba iljr SKobuIuö eine jßrimjaljl bon ber
gorm 3n + 1 ift, brei SSurjeln. Siefc finb 1, 2, 4. Sann ift aunädjft, toenn y = 1 gefegt toirb,
3x — 2 = 15 ober 3x = 17 (mod. 7 2), trorauö fid) x = 22 ergiebt. — Sefjt man ferner y — 2, fo
ift 4 (3x — 4)^15 ober 12x—16 = 15 ober 12x = 31 (mod. 7 2), trorauö fid) x=23 ergiebt.-—
©cfjt man cnblid) y = 4, fo ift 16 (3x — 8) = 15 ober 48x — 128 = 15 ober 48x= 143 (mod. 7 2),
tnorauö fid) x = 4 ergiebt. — (Sö ift alfo 22 3 = 15 (mod. 7 2) (22 3 = 10648 = 217 . 7 2 + 15),
ferner 23 3 = 15 (mod. 7 2) (23 3 = 12167 = 248 . 7 2 + 15) unb 4 3 = 15 (mod. 7 2) (4 3 = 64
— 7 2 + 15).

47. (Sine befonbere ^Betrachtung erforbert bie Sluflöfung ber (Songruenj x 3 =a (mod. 3 2). Siefc
fefjt jutiäd)ft tnieber bie Sluftofung ber Kongruenzen y 3 ^a (mod. 3) unb 3z.y 2 + f=o (mod. 3)
borauö. Sie letztere aber ift, tneil baö erfte ©lieb burd) 3 tl)eilbar ift, nur bann lösbar, trenn aud) f

3

burd) 3 tl)eilbar ift. Sa nun f — ^ — ift, fo muf: y 3 — a nid)t bloö burd) 3, fonbern aud) burd) 9
ober 3 2 tl)eilbar fein. SBenn a, tnie bieö nodjtreubig ift, fubifd)er 9tcft oon 3 unb nidit burd) 3 tljeilbar

y3 J 3^
fein foH, fo muf) a enttoeberbie gorm 3n + l ober 3n — 1 Iiabeit. 3ft a'=3n +l, fo ift f=- „——
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1 1 3 ii
Diefer ©leidjung trirb genügt buref) y = 1; benn bann ift f = ^ = — n. Da nun f buret) 3

teilbar fein ntufj, fo muff e3 aud) n fein; b. I). a ift in biefem gälte Don ber gorm 9n -j- 1. — 3ft
y 3 _L ^ 3 n

a = 3n — 1, fo ift f = ^ , unb trenn man y — -1 fcjjt, f= — n. Da nun f, alfo auef)

n butdj 3 tt)ciI6ar fein muff, fo ift in biefem gälte a Don ber gorm 9n— 1- — Die Songruenj x 3 ^a
(mod. 3 2) ift bemnaefj nur lösbar, trenn a Don ber gönn 9n-f 1 ober 9n— 1 ift.

Da nun f in biefen gälten buret) 3 fljeilbar ift, fo ergiebt fid) auS ber Songruenj 3z.y 2 -)-f=o
(mod. 3) fein beftimmter Sßertt) für z; benn berfetben trirb burd) jeben gangja^ligen (pofitiDen ober nega--
tiDcn) SScrtlj für z genügt. SJtitfjin ift jebc ttöur.jel ber Songruenj x 3 =a (mod. 3 2), tro a ben oben
angegebenen 33ebingungcn genügt, in y-f-3z enthalten, alfo, ba y in beut einen gälte = -j- 1, in bem
anbern =—1 ift. in dt 1 -f- 3z. hieraus ergiebt fieb nun, baf; bie Songruenj x 3 ^a (mod. 3 2) brei
Derfd)iebcnc pefitibe Söurjeln < 3 2 bat, nämlid): ± 1, dzl-f-3, dz 1 -j- fi, ober in bem einen gälte,
trenn a = 9n -f 1 ift, bie SBurjetn —)- JL, —f- 4, -)-7, im anbern galle, trenn a = 9n — 1 ift, bie Stßurjetn
+ 8 (= — 1). -f 2, +5. (1 3 = 1, 4 3 = 64 = 7.9 -f-l, 7 3 = 343 = 38 . 9 -f 1; 8 3 = 512
= 57.9 — 1, 2 3 = 8 = 9 — 1, 5 3 = 125 = 14. 9 — 1).

48. Die SBurjet ber (Eongrucnj x 3 = a (mod. p 2n ) (tro a eine ganje, Don o rerfdjiebenc unb
burd) p liidjt tl)eilbarc 3al)l unb p nicfjt =3 ift) ift =y-{-z.p n , tro y burd) bie Songrucnj y 3 ^a

y 3
(mod. p n ), unb z burd) bie ©ongruenj 3y 2 .z-j-f=o (mod. p"j, in treldjer f = ift, beftimmt ift.

Diefer ©aß, ber nur eine SSerattgemeinerung beb ©a|e8 unter 46 ift, trirb aud) ganj ebenfo, trie
jener, betriefen.

Der SSertt) Don z täfit fief) (trie in 46) aud) auS ber Songruen) y 2 (y -f- 3zp") = a (mod. p 2"),
unb ber SBertf) Don x unmittelbar auS ber Songructtj y 2 (3x — 2y)^a (mod. p 2n) beftimmen.

33eifpiet: Ilm ber (Songruenj x 3 = 187 (mod 5 4) aufjulöfen, t)at man erft bie Sottgruenj y 3
= 187 (mod 5 2) ober y 3 = 12 (mod. 5 2) aufjulöfen. Diefe Songruenä t)at (trie fdjoti unter 46
gefunben) bie SB utjc I y = 8. Dann lägt fid) x unmittelbar beftimmen auS ber Songruenj: 8 2 (3x—'16)
= 187 (mod. 5 4). 9tun ift 187 = 11 . 17 = (— 614) (— 608) — 614 . 608 = 8 2 . 307 . 19
= 8 2 . 208 (mod. 5 4), alfo 3x — 16 = 208 ober 3x ^ 224 (mod. 5 4), trorauS x = 283 folgt.
(283 3 = 22665187 = 36264. 5 4 -f 187; alfo 283 3 = 187 (mod. 5 4).

49. Die SBur^el ber Songruenj x 3 = a (mod, p 2n_1 ), tro p nidjt =3 ift, ift = y-|-z.p n,
tro y burd) bie Songruenj y 3 = a (mod. p") unb z burd) bie Songruenj 3y 2z-j-f=o (mod. p n_1 ),

y ^ — ci
in treldjer f =— ift, beftimmt ift.

Die Songruenj x 3 = a (mod. p 2n_1 ) ift glcidjbebeuteub mit ber ©leidjung x 3 = a -f- m. p 2n_1
@3 fei nun y 3 ^a (mod. p') ober y 3 = a-j-f.p', tro t < 2ti — 1 fein fott. Dann ift x 3 — y 3 ober
(x — y) (x 2 -J- xy -f- y 2) =p' (m . p 2n_1_l -)-f). @8 fann bat)er x — y burd) p l tl)eilbar fein, ©e^t
man nun x — y = z . p', alfo x = y -)- z . p', fo ift x 3 = y 3 -f- 3y 2 . zp' -)- 3y . z 2 . p 21 -f- z 3 . p 3t = a
-f-m.p 2" -1 , alfo, ba y 3 = a-)-f.p' ift, fp' -f- 3y 2 . zp' -f- 3yz 2p 2 ' -f- z 3p 3l = m . p 2n—4 , ober, trenn
man burd) p' biDibirt, f-j- 3y 2z -f- 3yz 2p' -f- z 3p 2 '= m . p 2n ~ 1 —

Der ©jponent t lägt fid) nun fo trätjlen, bajj t= ober > 2n — 1 — t, alfo 2t = ober > 2a
— 1 i ft. Dic3 ift ber gaH, trenn t = n genommen trirb, traS ber obigen SSebingung, bajj t<2n—1 fein fott,



nidjt mibcrfpridjt. ©efet man alfo t = n, fo gebt feie kjjte ©Teicbung über in: f -|- 3y 2z -|- 3yz 2p"
-f z 3p 2n = m . p n_1 , b. 1). f-]-3y 2z = o (mod. p" -1 ). £)ierau8 läfjt fid) z beftimmen, unb x ift bann
—-y-f-z.p' 1, toenn y 3 =ba (mod. p n) ift.

©ubftituirt man für x ben SSSertf) y -f- z . p n in ber gegebenen Songruenj x 3 = a (mod. p 2" -1 ),
fo crl)ält man: y 3 -|- 3y 2 . zp" -j- 3y . z 2 p 2n -|- z 3p 3n = a (mod. p 2 " -1 ), ober, ba bie beiben legten ©lieber

auf ber Unten ©cite bitrd) p 2n 1 tl)eilbar finb, y 3 -j- 3y 2 . zp n = a (mod. p 2ll_1 ), unb, trenn man x — y
für zp n fefjt, y 3 + 3y 2 (x — y), b. ift y 2 (3x —2y) = a (mod. p 2"- 1). Sluö biefer Songruenj läfjt
fid) x unmittelbar beftimmen.

öeifp'iele: ©oll x 3 ^37 (mod. 5 3) fein, fo nutft y 3 ^37 (mod. 5 2) ober y 3 =12 (mod. 5 2)
fein. Sßie in 40 gefunben, ift'y =====8. (Sö ift baffer 8 2 (3x — 1G) = 37 (mod. 5 3), ober, ba 37 = — 88
(mod. 5 3) ift, 24x — 128^ — 11, ober 24x^117, ober 8xss39, ober 8x^164, ober 2v = 4l
(mod. 5 3), toorauS fid) x — 83 ergiebt. (83 3 = 571787 — 4574 . 5 3 -)- 37).

©oU x 3 = 37 (mod. 5 5) fein, fo muff y 3 = 37 (mod 5 3) fein, üftun ift foeben gefunben
toörben, bajj 83 SBnrjel biefer Songruena ift. 3Jiitt)in ift 83 2 (3x—106) = 37 (mod. 5 5). f)ierau3
ergiebt fid) x = 458. (458 3 = 96071912 = 30743 . 5 5 + 37; alfo 458 3 = 37 (mod. 5 5).

50. 3ft p = 3, fo erleiben bie beiben Sä&e unter 48 unb 49 einige Slbänberungen. fDie'SBurjel
ber Songruenj x 3 = a fotooi)! in S'eaug auf ben SftobuluS 3 2n , als in S3ejug auf ben äJiobuluS 3 2"- 1
ift ebenfalls ==y-)-z.3 n ; y aber ift Söurael ber Songruena y 3 = a (mod. 3 n + 1) unb z ift beftimmt

in bem erften galle burd) bie Songruenj y 2z-f-f=o (mod. 3"- 1), im anbern galle burd) bie Songruenj
3

y 2z-j-f=o (mod. 3 n ~ 2 ), mo f = + / l ift.

©c|t man nämlidt x = y -j- z . 3", fo ift x 3 = f* -f 3y 2 . z . 3" -j- 3y . z 2 . 3 2n -f z 3 . 3 3", alfo

y 3 + y 2z . 3 ,I+1 = a, ober j a — a = — y 2z . 3 n+ i , fotoo^I mod. 3 2n , nl8 mod. 3 2"- 1. 68 mujj
bat) er, ba y 2z.3" + 1 ben gaftor 3" + 1 Ijat, aud) y ;i — a burd) 3 n + 1 teilbar, b. ff. y 3 =a (mod. 3 n + 1)
fein. 3ft nun y 3 — a=f.3 n + 1, fo ift f.3" +* = —y 2z.3" + 1, b. (). 3 n + 1 (y 2z-j-f) in bem erften galle
burd) 3 2n , im anbern burd) 3 2n_ alfo y 2z -ff im erften gälte burd) 3"- l , im anbern gälte burd) 3 11- 2 teilbar.

Säeifpiel: SBeuu x 3 = 62 (mod. 3 4) fein foil, fo mujj y 3 =62 (mod. 3 3), alfo y 3 = 8(mod3 3)
fein, ©iefer Songruena genügen bie Söertlje y = 2, 11, 20, unb biefen äöertljen bon y entfpredjen bie
Söertlje f= — 2, 47, 294, morauS fid) für z bie Söertl)e 2, 4, 6 unb für x bie Söertbe 20 (— 2 -f 2.3 2),
47 (= 11 -f 4 . 3 2), 74 (= 20 -f 6 . 9 2) ergeben. (20 3 = 8000 = 98 . 3'* -j- 62, 47 3 =. 103823
= 1281. 3 4 -f- 62, 74 3 = 405224 = 5002 . 3 4 -f 62).

51. ©ie Slnaal)! ber pofitiben Söuraeln ber Songruena x 3 = a (mod. p"), tneldje <p n finb,
ift gleich ber 8lnaal)l ber pofitioen Söuraeln < p berfelben Songruena in ©ejug auf ben SOlobitluS p, aufjer
toenn p = 3 ift; bann bat bie Songruena x 3 =a (mod. 3") (n>l) immer brei pofitibe Söuraeln <3 U.

©a bie (Songritens x 3 = a (mod. p") (nad) 44) nur lösbar ift, toenn bie Songruena y 3 =
(mod. p) lösbar ift, fo läfjt fid) aud) jebe Söurael ber crftcren Songruena burd) eine Söurael ber lefcteren
barftellen, unb atoat ift immer x = y + z .p, mo y <p unb z<p"- 1 ift, ba anbernfaKS x>p n märe.
68 fei nun x = y -f vp eine anbere SBurael ber Songruena x 3 = a (mod. p n ). ©ann ift

einerfeitS y 3 -f 3y 3zp + 3y . z 2p 2 -j- z 3p 3 = a (mod. p")
anbrerfeifS y 3--]- 3y 2vp -j- 3y . v 2p 2 -)- v 3p 3 = a (mod. p"),

mitbin 3y 2 (z — v) p -f 3y (z 2 — v 2) p 2 + (z 3 — v 3) p 3 = o (mod. p n )

ob r ( z — v ) P )3y 2 —f- 3I(z + v ) P ~r 0 3 -f zv-j- y 2) p 2j = o (mod. p n )
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Sa nun z—v nidft burd) p n_1 tbeilbar ift, Weil fonft z ober v>p" - ', alfo x> p n Wcire,

fo müßte, wenn z — v nidjt =o wäre, 3y 2 -f- 3y (z 4" v) pj -j— (z 2 -)-zv + v 2) p 2 burd) p n_1 , alfo

junäd)ft y burd) p tbeilbar, b. I). y>p fein, ©a aber y <p fein fett, fo fann y nid)t burd) p tbeilbar

fein, uub bie lejjte (Sougruenj fann bann nur ftattfiuben, Wenn z — v = o, alfo z = y ift; bann ift aber

y -)- zp nid)t bon y + vp berfdfieben. (Einem beftimmten Sßertbe bon y eutfpriebt alfo nur ein einziger

SBertf) bon x, b. b- bie Songruenj x 3 ^a (mod. p n ) bat ebenfo biel pofitibe SSitrjeln <.p", als bie

Kongruenj y 3 ^a (mod. p) pofitibe äSuiqelu <p bat. Sie Slnjaljl biefer ift unter 8 angegeben.

SJnberS berl)ält eö fiel), Wenn p = 3 ift. Senn in biefent gafle muß (nad) 47) y 3 —a nid)t bloS

burd) 3, fonbern auet) burd) 3 2 tbeilbar, b. !)■ y 3 = a (mod. 3 2) fein, uub ba biefe Songruenj brei

pofitibe SSurjeln <3 2 b^t, fo Ijat aud) bie Songruenj x 3 ^a (mod. 3") brei pofttibe SBurjeln < 3".

Scmnad) bat bie (Songruetij x 3 ^a (mod. p n) nur eine pofitibe SBurjel <p. n , wenn p eine

sßrimjaljl bon ber gönn 3n — 1 ift, bagegen brei pofitioe SBurjeln < p n , Wenn p = 3 ober eine *ßrim-

gal)I bon ber gorm 3n -f- 1 ift.

52. Sie Eongruenj x 3 ~ a (mod. pq), wo p unb q berfdEjtebene Sßrimjablen finb, ift nur

lösbar, Wenn a fubifdjer ffteft fowot)l bon p, als bon q ift.

Senn bie Eongruenj x 3 ^a (mod. pq) ift gleicbbebeutenb mit ber ©ieidjung x 3 — a = fpq;

eS muj) alfo x 3 — a fowol)! burd) p, als burd) q tbeilbar, b. b- a fubifdjer Sfteft fowol)l bon p, als

bon q fein.

Siefer SeWeiS gilt offenbar aud), Wenn ber SOJobuluS auö rpbr als jWci berfdiiebeueu fßrimjablen

äufanunengefefet ift.

53. Ser (Songruenj x 3 = a (mod. pq) wirb genügt burd) x = y -f- mp = z -f- nq, wenn y

unb z ben Songruenjen y 3 ^a (mod. p) unb z 3 = a (mod. q) genügen.

SRad) 52 ift bie Songruenj x 3 =a (mod. pq) nur lösbar, wenn fowol)! x 3 eheb (mod. p), als

aud) x 3 = a (mod. q) ift. (ES fei nun y 3 = a (mod n) unb z 3 = a (mod. q). Söenn nun x 3 =a

(mod. pq) unb y 3 = a (mod. p) ober x 3 = a -+- fpq unb y 3 = a -f- gp ift, fo ift x 3 —y 3 ober (x — y)

(x s -|-xy-j- y 2) = p (fq — g). SieS ift ber gafl, wenn x—y burd) p tbeilbar, b. b- x = y+ mp ift.

(Ebenfo ergiebt fid) x = z-f-nq. 9J!itl)in ift y + mp = z -j- nq, woraus ftd) m unb n beftimmen laffen.

54. Sie Slnjabl ber pofuiben-SSurjeln ber (Songruenj x 3 = a (mod. pq), Welche < pq finb,

ift gleid) bem fprobuft auS ber Sln^af)! ber pofitiben SSurjeltt < p ber Songtuenj x 3 = a (mod. p) unb

ber Slnjabl ber pofitiben SBurjeln <q ber Eongruenj x 3 = a (mod. q).

fftad) 53 ift x = y-f-mp = z-(-nq, alfo y — z — nq—mp. hieraus ergeben fid) immer

pofitibc ganjjablige Sßertbe für m unb n, unb jwar ift ber fleinfte SBertl) bon m ftetS <q unb ber fleinfte

Sßertf) bon n ftetS < p. Semnad) ift, Wenn man für m unb n itjre tleinften SSertlje fetjt, ba aud) y<p

unb z < q ift, x ftetS < pq. Sft nun bie Stnjaljl ber berfcf)iebenen pofitiben Sßertfje bon y, Welche <" p

finb, = u, uub bie Slnjal)I ber berfd)iebeuen pofitiben SBcrtfje bon z, Wcldjc < q finb, = v, fo ergeben

fiel) auS ber Kombination jebeS ber u SBertße bon y mit jebem ber v 2Bertl)e bon z offenbar u . v

berfcfjiebette pofitibe SSertlje für x, bie < pq finb. Senn ift

x = y -J- mp = z -j- nq unb x 1 = y' -f- m'p = z -j- n'q,

fo müfjte, Wenn x 1 = x wäre,

cinerfeitS y -f- m'p = y + mp ober y' — y = (m — m 1) p,

anbrerfeitS z -\~ n'q = z —f— nq ober z' — z = (n — n') q

fein.
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<Da8 ift nicT)t möglich, ba p unb q fprimaal)len, y uub y < p, z unb z < q, y bcm y unb
z bon z toerfc^icben finb.

55. ©ie Eongruenj x 3 = a (mod. z), mo z = p m .q".r' unb p, q, r berfcffiebene
$rimjal)[cn finb, ift nur lösbar, roenn a Jubifdjer Oieft jeber ber fßrintjaljlen p, q, r. .. . ift. Sic trirb
gelßft, inbem man fie junacbft in S3e^ug auf p m, q n, r l, aufloft unb bann, tbie in 54 angegeben ift,
meiter berfäl)rt.
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