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11eber die fort{diveitende Veraflgemeinerung der avithmetifdhen Operationdbegriffe

untd die Natur der damit sufammenbhangenden verfhiedenen Sabhiformen.

s ift nicdhis Seltenes, vaf bei der liquiben Matur ber Borftellungen, Veariffe und bem mebr ober
weniget favren Wefen bes Jeidbens, Budftabens, Worted der Vegriff oft ein gang anbever geworden ift, wih-
rend bag bejeidinende Wort . in feinem urfpriinglichen mateviellen Gebalte fidh gans unverdndert erbalten Hat.
Mannigmal evleivet audy bad Wort eine dem Wedfel feines Begriffed entiprediende Vevdnberung, erfdeint dann
gleidfam afé eine von bem Begriff abbingige Funftion. Sn vem Tegteven. Falle, ber befonderd ba aufivitt, wo
vie Sprade nod) in fugendlider Frifhe und Unmittelbarfeit, voller Leben, Viegfambeit und Schmiegfamfeit
bajtebt, wo nod ber gamye, frifde, geftalenve und umbilbenve Volfsgeift in ibr febendig wnd thatig ift, und
nodh) Teine Gebilde vem midytigen Strome bes ovganifivenven Geified ber Bolfsfprade entyogen find, da foiegelt
fidh bie ﬂ%cranberung eines Vegriffes in der Vevdnderung eined LWorted ab, und bie Gefdidte eines %eguﬁ:ﬁ
fann an ven Bevdnverungen des Wortes erfannt und frudict werben. Lo aber ein Wt diefem frifden, unmit=
telbaven, organifivenden Strome ded Spradilebens enfzogen, in bas Reidh der Reflerion, ber Wiffenfbaft und
Sunft verpflangt worven ift, va gefdicht e8 gor nidht felten, baf ber urfpriingliche BVegriff eines Wortes lingft
ein anderer geworben, fa oft in fein volfes Gegentheil Wbergegangen ift, wibrend bas Wort in feinen flaveen
Clementen wie ein Ueberbleibfel aud einer alten, fAngft vergangenen 3eit nod immer auf biefelbe Weife Obr
und Auge tifit. Jn foldem Falle faben etymologifdhe, Wort=Erfldrungen nur daun ein frudytbringendes e,
wenn man auf den Sinn, ber diefen Worten urfpriinglich ju_ Grunde gelegen bat, wenn man auf bden Augs
gangépunit einer Wiffeufdaft und Kunft juriitgeben, wenn man evmitteln will, welde BVevanderung im Laufe
per Jeit mit einem BVegriffe vorgegangen ift, wabrend der Trdger bes Begriffes gar feine Berdnverung exfitten
bat. Sebr verfebrt wirde ed fein, wenn man mit diefer etymologijden, Wort-Crilirung bas Wefen ded in
gegenivdrtigem Augenblicdt burd) das Wort beyeidmeten Beqriffs meinte exfafit qu Haben. So evinnert wobl das
Wort , Crdbefdhreibung” an die bem Wort bei ber Entfiebung ber entfprechenten Iiffenfdaft sugefommene
Beveutung, aber wer witrde bei- verdndertem Begriff der Wiffenfdaft bie Geograpbic nod) durd): Befthreibung
ber Grbe ober audy ver Grdoberfliche exfldren wollen? So evinnert der” Tame ,Saly” i ber Ehemie wobl an
ben in bem natiivlidhen Syfrem ber Orvftoguofie ober fm gewdbnlidhen Leben geltenben. Begriff von Saly, aber
ver Begriff bat im Laufe ver Seit eine fo grofie Uenderung exfabren, daf felbf wnfer Rodbjaly, von dem: bodh
ver Name Dbevviibrt, einmal von bder Gifie der Salje gefiriden werben mufite, und fest unter ven Saljen ber
Ghemic mandye Rirper vorformmen, bei demen an bie frither das Saly dharakterificenven. Eigenfdhaften fo wenig
gu benfen ift, als man Bei vem in Brauneifenficin umgerwanbelfen Sdiwefelficd ywegen ber fieben gl:b[lebenen
alten Form nody an einen unverdnderten gartbeﬁunb in bem chem. Gebalte denft. :
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So find aud in ber Matbemant, fpesiell in ber Avitbmetif, eine Menge von RNamen und Jeichen
unverdnbert fieben geblieben, wibrend bie Begriffe im Laufe der Jeit mit ver Ausbilbung ber Wiffenfdaft
wefentlich anbere geworben finb. So gebraudt man ned) immer pen Ausbrud ,,Gréfenlebre’, um einen der
Arithmetif abergeordneten Vegriff gu beseidmen, obfdon e8 eine Menge Sage in der Arithmetif giebt, die
purdiaus nichtd iiber Grifien ausfogen. Dian fpridt nod) immer von einer Jabl, wo gar nidt von einer Jabl

in ber urjpringliden Beveutung ves Worted bie Tebe jein fmn.  Der Duotient % ftellt fiiv ben Fall, vaf b

nidht in a aufgebt, geradbe fo wenig, eine 3abl wor, alé bie Differeny YRR E irgend einer: Jabl ober einem
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abfoluten Duotienten, afe V7 irgend einem friibern Ausovuet gleidrerthig gedadt werben fann, afld i v —1
mit {rgend einem von alfen vorangegangenen Ausdriicen vertaufden (@t Der urfpringlide Vegriff von Jakl
fennt nue Jablen alé Gliever ver natiiclichen Jablenveibe, alled andeve ift ibm fremd. Dev urfyritnglidhe Be=
auiff von | abbiven’, | jubtvabiven, , multipliciven”,  dbividiven, ,potengiven®’, ,vadicien, ,logarvithmiven” fest
immer voraus, baf man nur mit 3ablen, b. b Gliebern der natirlihen Jablenreibe ppevive, undb baf bad
Refultat feber eingelnen DOpevation wieder eine Jabl fei. DMan badte fidy die Jablen mur in anderer wnd
anbever MWeife, burd) anbere und anbere Jablem entjianven, aber Jablen blicben fie mmer. ,Gileid’ nwurbe
nur in’ Begiehung auf ein unb bicfelbe Jabl, auf ein und baffelbe Glied der natiicliden- Jablenveibe gebraudt,
wenn man fich biefe Jabl bald auj bie eine, balb auf bie anbeve LReife aué Jablen entftanden vorftellte.
+Erifer’ bie eie Jabl alé eine anbere, wenn man ju [egterer nod eine 3abl (3abl immer i dem urfpring-
lichen) Sing genommen) abbiven mufite, wm elne der erfien gleide Jabl (Summe) ju evbalten.  Jest joridt
man oft won Bevinebren, Avdiven, Multipliciven, Potenyiven, wo in der That eine Verminderung vorfomme,
unb von Bermindern, wo in der That eine BVermebrung vorfornmt.  Man fpridt von Enibaltenfein piner
grifiern 3abl in einer fleinern, von Duotienten gyoeier Jablen, die nidt ineinanber aufgeben, ja von Grdfen:
arvten und. 3ablarten; von pofitiven, negativen, gebrodnen, veellen und imagindren Gvéfen und Jablen, ivo
weber an @rofen nod Jablen: im urfpriimgliden Sinne gedadt werben barf nedy faun.  DMan fpridht von
JOleid, wo weber von Jablen nody von Grdfen, gejdiweige benn von einer und verfelben Jabl cber Grife
bie Meve ift.  (Gvife benfe i miv ven ver Jabl fo gefdieven, baf erfieve in jede beliebige Unzabl aliguoter
Theile gelegbar gedadit werder fann, was bei ber Jabl nidt ver Fall ift.) So lange man nody blos mit
beftimmeéen 3ablen, b. b, blog mit: Befimmten Glicvern ber’ natiivlichen Jablenveibe operivte, und jebed Refultar
ber eingelnen Dpevationen wieber cinem Gliede biefer Meibe gleih fom, wie eé im gewdbnliden Redmen mit
unbenannten und mit benannten gangen Jablen der Fall ift, blick man bei dem wrjpriinglichen, durd) ben
aevedbnliden Spradgebraud) fefigefteliten Sinue von 3abl, abbiven, wutltipliciven ., von Summe, Troduct,
Diffeveny (Reft), Suotient x., von gleidy, gudfer, femer feben.  Selbit pad Redinen mit fogenannten ge:
brodmen, benannten Jablen fonnte nody obne Uenderung der wrfpringlidhen Vegriffe audgefibrt werden, wenn
man, wie dad bei cinem griindlichen Kopfrecdmen ver Fall if, alle Opevationen an ven gemeffenen. Gegenftinden
felbfe ausfiibrte, unbd tad Nefultat feder eingelien Dpevation wieder ald ein Bieljadies, mibglider Weife audy
Einfached eined aliquoten: Theild ber der Redmung 3u Grunde gelegten Maafgrdfe, oder ald ein Bielfaded, in
befonbern: Fillen audy ald ein Einfaded diefer Manfardfe felbjt daviteltte. Aber fdon in dem Uugenblide, als
©anan anfing ven Mafzablen ju veven, und mit denfelben, getwennt von ber ibnen jugebivigen Maafigrofe, au
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eperiven, war man gendtbigt den alten Numen neve Begriffe untersulegen.  Anftatt ju {deeiben: 3 % mb
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sut fagen: 3 mal 4-!’:‘“ ober 3 Biertelthaler, fdrieh man 3/, Thaler und fagte 3/ mal einen Thaler, weil

man bei finf Thalern gejdrieben Datte: 5 Thaler, und gejagt: 5mal einen Thaler. Tollte man, weil man
in ber Multiplication ober ber NRegelvetri in gamgen Jablen gefogt batte: ,Teun 1 Pfo. 8 Sgr. fofiet, fo
foften 5 Pfo. (Smal 8) Sgv.”, in ver Multiplication ober Regelvetri in Briden nod gevade fo fpredien, fo
mugte man fagen: ,TWenn 1 V. 8 Sgr. foftet, fo foften 3/, Vv, (3, mal 8) Sgr.”, und fomit bier ben
Begriff bed Multiplicivens gevabe fo gut anbern, wic man fo eben fdon gendibigt war ben Vegriff ver Jabl
ju evweitern.  So lange man auf biejer unterften Stufe ver Avithmetif, bed gendbnlichen Recynend fteben blieh,
war ¢8 febe leidht, bie Begriffe vev 3all, ber Adbition, Multiplication, Subtvaction, Divifion, der Gleidhbeit
und Ungleidhbeit den gedacdhten Erweiterungen entfpreciend ju dnbern und bemgemdf ju defimiven. Nur wurde

man bierburdy in ven Dpevationen mit Jablen (gangen Jablen) auf feine bibere Stufe ber BVerallgemeinerung

geftellt, benn bie Bevithrte Bevallgemeinerung bewivkt blos, baf man bei Maafsahlen von Grifen, aljo bei
Borausfepung theilbarer Gegenftande, nidit mebr yu unterjdeiven hat, ob ein Gianjed ober ein aliquoter Theil
eines Ganien ber Redynung (einerlei ob gleidy im Unfang ober exft im Verlauf) ju Grunbe legt.  SKamen aber blod
gdblbare, tbrer Natur nady unthrilbare Gegenftinde (ehwa Punfte, Amben ) sur Betvadhtung, jo fonute von
Jablen in bem Sinne ber gebadten Vevallgemeimerung feine Rede mebr fein, da biefe BVevallgemeinerung ja
gevabe pon ber BVorausfegung audging, vaf die ju Grunde gelegten Grdfien in jealidhe belicbige Anzabl aliquoter
Theile gerlegbar gebadht werben fonnten. Die gedadite BVevallgemeinerung bielt fich, wie gefagt, gany umd gar
innerbalb ber (rdngen ber Redhnung mit unbefbrintt theilbaven Gegenftinven (Grdfen), {dhiof alle andere,
mir ver Angabl nady yur Vetvadtung fommende Gegenftdnde aud, und man way baer in allen anbern Fillen
gendtbigt, immevbin forgfaltiy dbavauf ju adfen, baf Dei fever Divifion der Divifor in den Dividend aufgebe,
bei jever Subfraction ber Subtrabend grdfer fei ald ber Minvend. So lange man, wie im gewdinliden
Jedmen, mit beftimmien Jablen eperivte, founte bdiefer Forbevung, wenn aud mit einigen Sdywievigleiten, tod)
immer @eniige geleiftet werden.  Aber fobald man, ohue bie gedadyte Borausfepung iber bie Avtk der yu Grunde
gelegten . Gegenfrinbe ju maden ober madien ju fonnen, allgemeine Jablieiden in bie Avithmetif einfibree, und
mm nedy foo fortoperiven wollte, ald wenn bas Mefultat feber Operation roieder eine 3abl, efne Jalbl im
urfpritnglidlen Sinne gewefen wadre, da mufite man bald einfeben, baf biefer BVorausjegung in den feltenfien
&illen genigt war, und mufite, wollte man nidt fofort auf jeves flave uud fidhere Fovtidyveiten versidhten, jidy
fragen, was man in bem Falle, wenn das. Nefultat ver Dpevation nidht wicder eine Sahl darfielle, 3u thux,
wie man fih bann bie Opevation und das NRefultat ju venfen, wie vor Wiverfprudy mit dem Frithern Fu
fichern Dhabe.

Wenn aud) fdon friber beim gewdhnlicden Nedhnen in ven Fillen, wo von feinen gebrodbenen Jablen,
weil von feinen unbefdyrdntt theilbaven Gegenjtdnben, bie Rebe fein fonnte, Do oft jo opevivt wurde, ald wenn
ber Borausfesung genitgt gevvefen wire, fo war bad allerdbingd ein Febler, mbem man Sdge, deren Augfage
fih auf eine gewifje Sphire befhrinfte, vhue befondern Veweis iber bdiefe Sphave binaus amvandte, aber man
eclaubte fich biefe Ueberfdhreitung ved logiiden Gefeses, indem man in fevem befonbern Falle feidht im Stanve
war, bie Ridtigleit bed fo gewonnenen Nefultated auj dem gefenlid suldjfigen, als richtig erwiefenen TWege
su beftitigen. Man fam u vidtigen Refultaten, nidt weil man vidtig abgeleitet Datte, fondern vielmebr trog
befien, baf man ungepbrig abgeleitet Datte. NAber felbft fange Jeit nadyber, nadbem man fdon angefangen
batte, mit allgemeinen Jablyeidhen su overiven, begniigte man fih nody fmmer mit diejen Sehlitffen nach ver
Analogie unb mit unyollfdndigen Suductionen, und acbeitete an ber Erioeitevung ber Wiffenidhaft beveutend fort,
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wabrend fiw bie Legrimbung, den fibern 2ufban und bie confequente Durdifithrung nur febr fparlid Sorge
getvagen vourve.  Grft fodfer, afé fich bie Febler piefes Verfabrens in den Ableitungen, Folgen ju erfennen
gaben, afe man auf Wiverfprilde gerieth, fieng man an, fich mit Entjchicbenbeit diejer Seite ber ﬂBtﬁ‘enﬁﬁﬁft
juguwenden.  Anfangd blicb e mehr bei einem blofen Grfennen und Hufiveifen erbaltener falfder Refultate und
SWiverforicde; bann empfabl man Borfidt bei Anwendung gewiffer Sage, aber nur aud bem Grunve, weil
man blos bei biefen bag Uuftveten falfdher Mefultate beobachtet batte, nidt befwegen, weil man biefe Sipe
an fid fir weniger begviinbet gebalten Détte, al8 jene anbere, bet beren 2nwendung man auf feine faljde NRe-
fultate geftofen war. Sage, veren Veweife an venfelben Mangeln Utten wie diefenigen, bei benen man auf
falfbe MNefultate gefommen war, lief man fijr wobfbegrindet paffiven, weil fich bei ifrer Anwendung nidhis
Bervidbtiges evgeben batte, Mur auf bie Sdge, welde auf A@iverforiiche fitbrten, batte man ein wadjomes
Auge. - So lange man fich mebr mit einem Grfennen unb Aufweifen ald mit einem Gfldven diefer Grfdheinuns
gen befapte, mufite e8 biufig vorfommen, taf man Sage, veven Ymwendung man lange Jeit fitr ungefabrlicy
gebalten Datte, bald in die RNeibe devjenigen ju fiellen gendthigt war, bei benen diefe ober fene Borfidt in bie=
fem ober fenem Falle anyuwwenden fei, wolle man nidt in Wiberfpriide mit allgemein ald ridhtig anerfannten
Wabrheiten gerathen. NIt jebem Tage vwuds bie Denge der entdecften falfben Ableitungen, TWiderfpriide 1.,
wuds bdie Jabl ver Vorfidtsmafiregeln bei Anwendung bald diefed, bald jened Sages, aber ber eigentlichen
Urfache viefer Grfdieinung fam man daburd) fajt wm feinen Sdritt ndber. So- batte fdhon Earnot bei ben
fogenannten negotiven @rifen aufmerffam gemadt auf den TBiverfprud) bed Sapes: ,vaf Kleinered durd
Girdferes bivivive fleineved gebe mit ber Wabrbeit: daff +1:—1 =—1:-+1 fei”, auf den Wiberfprud
ves Sapes: ,,vafi Kleineres mit Kleinevem multiplicict Kleineres gebe’’ mit ber Wabrbeit, bdaf (—4).(—4)
= (+3) (+3) fei. Gevave fo wurbe von den verjdicvenfien Seiten ber jur Borfiht ermabut bei Aniven-
bung bed Sages: ,Gleides durd) Gleides giebt Gleiches”, benn, wenn man in einer Budftabengleidung ivgend
cinmal vurdy cine Diffeveny, in welder, obne baf man es im Augenblice vev Ausfithrung wufte, der Minuend
uid Subtrabend eimander gleid) waren, bividivt batte, fo war man ber Gefabr audgefest, auf Dbie grifiten
MWiverfpride ju gevatben. Bor allen, bie dber biefen Puntt gefyroden baben, wollen wiv Lecvoir biven, ba ev
sugleidy fir verfdhicdene Fille die Mittel angieht, fidy vor foldyen LWiverfpriicen u bewabren, Sdion bie Avt,
wie er diefe Falle einfibrt, fo wie aud bie Berfdicbenbeit des evtbeilten Nathes, ber fih Blod nady ber Ber=
fdbievenbeit ber Folgen, bes Mefultated vidtet, jeigen, dap bier von unvermutbhet aufgetretenen Wiverfpriden,
falithen Mefultaten, und nur von Palfiatiomitteln, Symptomenbeilung, nidt von einem Angreifen ded Uebels
bei ber Wurzel vie Neve ift.  Unter den Gleidungen bed gweiten Grabed mit einer Unbefannten fithrt er beis

foicleweife cine Aufgabe au, bie ju fonvevbaren TWerthen fitbet, wenn man fie nad) ver allgemeinen -

Negel aufiPt.  Gben fo fpridht ev von ,verjdhicvenen SonbdevbavFeiten bei bev uflefung der Gleidungen
mit jwei Unbefannten 2. Glaivaut Gatte' die Aufgabe geldf't: ,Wenn der Abftand jwijden 2 fiditern von vers
fiebencr Sellung gegeben ijt, den Punft in der geraven Berbinbungslinie biefer Liter gu finden, in weldhen

beive Yiditer gleiche DHellung bevvorbringen” und fiir x erbalten: m_njl—a_t unb % , & file bie Maafizabl der
Gutfernung beiver Lidbter, x fiir bie ber Entfernung bdes gl.‘illd}[{'ll *]hm&eﬁ von efnem ber Lidier, 1:m? fir

fﬁr ben Fall, bafi m =1, nimmt Lacroir

bag Verbdltnif ber Lidbtftarfen genommen. An dem Elunbrud

gar Feinen Ynftof, indem er ifm obne TWeitered ven Werth — bﬂfeg: (0b —+ o ober-— @ fagt e nidt),
va (m—1) nad feiner Meinung mit unendlid Hein vertaufdht werden Bnne. Auf ven Widerfprud) bdiejer
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Bebauptung mit vem Sage, baf a.o0= o fei, a mag fo flein ober fo _gro§ gebadit werben, ald man will,
fommt, ex nicht gu fpreden.  Aber bad. finbet er fonderbar, buf}, wabrend bie quabrabifde @Iri@ung biefer Auf-

— m? burdy Rabicirung gleidy auf bie : il

e -—+m geﬁra@t file x giebt —— ober =1

2
gabe: _3‘_-—2
(a—x) +1

man’ auf gany anbere Werth fomme, wenn bie Gleidung nady bev ﬁ)i‘et!u:-bt ber AuflBfung wnrein quu‘omhﬁiwr '

¥ : ' g ;
Gleidhungen Iaepmtbelt wird, Aud ber Gleidung {__x;__:}_ = m? folgert er: x? = (a — x)? m?, baraué

am? -~ am? ’miI

x2 (m*—1) — 2am?.x =—a?m? ferner 13——2 (m’&i) ( 1) — =gy e
iy o amAma)
8 = ) (m—1)

Puf bie vorige LWeife Datte er exbalten: x =

‘Run. gebt ev: gu dem Fall fiber, wo m = i

M. ﬁﬂ’e-_ % unb _g_

am
mi 1’
gebe bann 2 ud & ber anbere

Der lepte Anuédrud ) 0! (m -|-1) (m—

+1-.

ﬂe[[t febe Jabl vor, aber nidht 1:!:4.- Sabl fann ber ?qug-:be E_K} = 1 Geniige Ielﬂrn, aud i T
weber mit ? nod) m‘tTJ“ vertaufdbar.  Un biefen Tiberfprud) (biefe Sondberbarfeit) ju lifen, fagt ﬂucro:r,
bafi man ben Divifor und ben Dividend bed Duokienten x = (maE B‘E}?J erft burd) ben gemeinfdaftlicden

Iy ey o am _am i Bt B
Hactor batte bivibiven follen, webmrdy x = S b = und fiilr m = 1 gefedt, 3 unb 0 geworben

wire, wie bei ber erfien Mufldjung.  Abgefeben davon, vaf Lacroir damit gav nidt bie wabre Urfacde biefer
Grideinung nennt, biefe vielmeby in ber bei -ber Unnabme m = {1 nidt mebr gitltigen Divifion ber beiden
Seiten. ber Gleidhung: x*(m*—1) — 2am?x = —a%m? burd) m? —1 =0 3u finben ift, fo wiicbe ung diefe

Regel aucd nidhtd gebolfen babem, wenn man in bem vovigen Ausbrud: x = e LY Eoed bie ﬂ)?aaﬁnaﬁl
, : - . (1) (m—1)
a3 2 umd m qu 1 angenommen bitte, bemm bann wire burdy Huslaffen ber gleidien Factoren im Divifor
unb Dividend x 3u :EE: ober ju % ober % gerdorben, wad nidt ﬂ'tmmen wiirbe mit 5 unb —%- TBollte
" _am (mt1)
man fagen, in bem MNusdrud itte man et bev Annabme a = 2 wndb m =1 fiiv am = 2
o CEE e : f

unb m -1 =2 erbalten, unb bei folden von O abweidenden Factoren finne bad blofe Auslaffen nidht juge-
laffen terben, da miiffe man vielmeby quf bie genwdbnlide %ci{c bividiven, und erbalte bann wieder in Uebers

Emﬂimmuug mit ben s,uerﬂ erbaltenen Eﬂc[u[tarm ~2u unb -. jo wirbe bad nur in biefem Ungenblide aud bex

ﬂSEﬂegmpm befreien, unﬂ aber in neme Eﬁiherfp,rﬂrbe mit ber Behandlung bes gany gleiden Falled bei ber

Aufldfung ver Gleidhungen vom erften Grabe mit 2 Unbefannten filbren. Hier fagt Lacvoir, und gany mit Redt,

bafi tenn in_mu-]—hny:c und a'x - biny =1¢’, % - % = %.-. ober, wad baffelbe fagt, ab’ — ba' = 0
. :
el — be! = 0 ift, bann with ber Ansdrud x = EGE, h:::)}: nidt 51:%01::1'1, fonbern ju %, wad angeigt,

2
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baf x unendlidy wertbig iff. Wenbet man baffelbe Raifornement auf den Ausdrud m-—%_]n, fiir ben

Fall, bafi a=2, m=1 ijt, alfo auf ‘3—8—%3 an, fo witb er % rher %, unb nidt % oder T:QT So bat

Qacroir wobl Wiverfpriibe, faljhe Refultate (Sonderbarfeiten) entdedt, aber bie Urfade der Crfdeinung bat

er nidt gemannt, wie aud feine fiic alle Falle ausreichende Regel jur Bermeidung foldier Wiberforiide gegeben.

Gerieth, man in einer Beftimmungdgleidung (algebraifhen) einmal auf eine Ableitung ax +b=ax 4-¢, wo
b

¢ nidht gleid b war, fo fegte man, wie cben, fix x = G% unbebenflidh einen unenblichen TWeeth (pofitiv

ober megatiy mufite man wobl unentihieden faffen, bda x in ber That aud = 13:‘;-0 gefest werben fonnte),

inbem man O fiir unendlich Fein anfab, und fid) mit ber Annabme Gerubigte, baf fitw ein unendlidhy grofes x
wirfli) ax b= ax-t-o gefest werden divfe. DHielt man aber diefe Annahme feft, unb leitete 3. B. qus
Xx—y=4a und cx— by=0 fir x ab ]:ITh[;' fir y= hil_%, unb gieng bann ju ber Annabme b= c dber, fo
fam man ivieder ju anbern Wiberfpriidhen, 3. B. u x —y=a und ugleidhy x —y = 0, wodird) a =10, oder
ju: ¢ (x—y)=0=ca. Dbjdhon man bie Urfacke der Erfdheinung nody nicht erfannt batte, o wufite man
fidy boch durdy dufiere Kennzeichen, Ginfblagen ungefibrlicher Wege, nadherige Proben fo giemlidh ficher ju fiel:
fen, wnbd fing an fid) diber bie Sadye ju berubigen. Lauter aber wurbe wicber die Klage Gber dag Erjdeinen
von falfden Refultaten unb TWiderfprithen bei Anwendung der Lebre von den unendlichen NReiben, den Potengen,
MWuryeln und Logavithmen. Der giindliche Matbematifer Abel ift e8, der befonderd iiber bie TWiderfpriidhe bei
Ynwendbung ber Cebre von ben bivergenten unenbdlidhen Meiben Flagt. Cr fagt: ,Laft man fie (e meint bie
bivergenten unendfidien Reiben) su, fo fann man beweifen, was man will, und biefe Neiben {ind ed, welde
fo viel parabore Behauptungen berosvgerufen Gaben. Dan wenbdet auf bdie unendblidhen Reifen alle Opevationen
fo an, alé bitte man 8 mit enblichen Neifen yu thun. Jjt das wobl evlaubt?” TWenn nun audy diefe Klage
nitht gang fo, wie fie Dier ftebt, gevechifertigt evfbeint, und man mit unenblidhen, nad) gangen (felbjt negativen)
Potengen von x fortlaufenben Reiben gevade fo wie mit enblichen Funklionen von x veffelben Fortidreitungs-
gefeted opeviven barf, fa in febr viel Fallen opetiven muf, da man i nidt immer vovber @her ifre Conver-
aeny ober Divergeny Kenninifi verfdaffen fann, gerabe fo yeie man bei ber Subtvaction und Divifion von
endlidhen Buchftabenformen i felten bariiber Gewifibeit verfhaffen fu, ob bad Refultat der Dperation nod
einer 3abl im urfpringlidhen Sinne gleidyfonmunt obér nicht, fo ift ed dody gany ridtig, dof, fobald diefe Reiben
it mebr den alfgemeinen Chavafter an fih tvagen, vielmeby durd) Specialifitung des allgemeinen x ihre Form,
affo ibr eigentlidhes MWefen afd Meibe eingebitft haben, fie nur nod) dann gebraudit werden biivfen, wemn fie
einen endlichen TWerth baben, wenn fie convergent find. Kramyp fagt dber die Wiberfpritdbe, die fid) ihm bei
ber Ymwendung ber Lebre von den Potengen mit gebrodmem Erponenten und ben Logavithmen von negativen

Jablen ergeben baben, fragt bann nad) ber Definition von (— 1}\” und weiter von (— 1) % wenn x fowoll
eine frvationale, imagindve, ald audy jeve anbveve 2Avt von Jabloevbinbung in fich fdliefen fonne. Kramp ver:
mutbet, baf bie game bamalige Theovie won ben allgemeinen Potengen, Wurzeln und Logarithmen in einem
Shiuffe vom Fejondern auf vagd Alfgeneine vube, und baf ev darin wenigftens dem groften Theile nady Redst
bat, fieht man, wenn man felbfi bie beften avithmetijben Schriften ber fritbern Jeit in diefer Vesiehung etwas
naber betradtet, Objon man den Sag: ,Cine Swmme ift multiplicict, wenn man die Producte aud fedem
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Summanben n ben. Veultiplicator adbivt” nur unter Borvaudfegung einwerthiger Audbriide erwiefen baite, fo
wenbete man in ohne Weiteres auf mebrbeutige Potensen, auf Potengen mit gebrodnen Erponenten, an, fefte
obne alfe Ginfdranfung 3. B. 4. ah 3, a'f‘—alf', unb verfiel in Wiverfpriide, fobald man verfaumte, unter
ben pielen Werthen nur bie gleiden ufammeniufiellen, wie bad 3. B. Guley und Lagrange verfaumt baben, ald fie
aud (Cosx+-Sinx. v’l—ijmfﬂosmx - Sinmx. Ve—1iu, (Cosx— Sinx. ¢—l)m—EDs mx — Sinmx.V —1

(Cosx—+ Slnx.\"—i)m -+ (Cos Xx—Sinx.V— 1)m 1

{dleffen: Cos mx =

2
(Cos x—i—S‘mx.V’—— 1)m — (Cos x—Sin x.V— 1)
2 —1
nun et ber Anwendung auf einen gebrodienen Erponenten nict bie gleidien Werthe biefer mebrbentigen Potenen
aufommenfielten.  Jn bem Befannten, an Kicge und Feinbeit audgeseichneten Beweife file bie Nidtigheit bes
Binominaltheorems bei gebrodenen Erponenten fommt Guler, inbem er fdlieft: ,LWeun [f(m)]n = ((mn),
i
fo ift f(m) = [I(mn]]nlr", unb nun fily £(m) einen einwerthigen Ausbvued einfiibet, aufj vie unvidtige Ablei-
: i
tmg (142) =1 + =z 4+ ————=— z% |- 1., wo bie linfe Seite ber Gleihung im S[Ilgememeu i

i
verfdhiebene EIBertbe barfiellt, wibrend bie vedite Seite emmmblg ift. Die Gleidhung (d—HJJ iy |-

1-2n
i—n = __.) ot
F“ n h—|—- X

m
¢ unbd

Sin mx =

b2 - 1. ift nur ridtig, wenn man bel ben uielmc:ipigen Husbriicten febedmal

1.2

fett. Taf mon felbit in Besiehung auf *]}ﬁtensm mtt gangen Grponenten, I:n ber alfgemein andgefprodenen

(m-fn)—n
Bebauptung, 3 feiz (p—q) -—(pu-q) rmf Wiverfpriide gevathen mufite, verfieht fidh von felbft;

benn wurde ivgend eimmal p=q, fo erbielt dev. erfie Ausvrud alle moglide Werthe, wabrvend bder lepte fidy anf
0 teburirte. Anfanglid glaubre man filv die Lebre von ben Votengen mit negativen wnd gebrodmen Erponenten
genug gethan ju Gabew, wenn man jeigte, bap jevem Multipliciven ver Potengen mit gleihen Grundzablen ein
Abbiven der Erponenten, dem Diviviten ber erfiern ein Subtrabiven ber leptern entjprad, ferner baf jebe Po-
tengiving einer Woteny mit einer Jabl auf eine Multiplication bes Erponenten, febe Jerlegung einer Poteny in
gleidie Factoven auf eine Divifion ded Crponenten filbrie. Dafi dabei vev wrfpringliche Bequifi ber Potens, der
alé Grponent ftetd eine (gange, pofitive) Jabl vovausfeit, in ben metften Fdllen, nebmlidy {mmer, went in
m—n E m
a bie Babl n grifer war a8 m, und in an bie 3abl n nidt in m aufgieng, verloven gehen mufte,
fornte nidt verborgen bleiben, und fo ecflavten biefenigen, welde nidht nady unvollftandigen Jnbuctionen ver
fapren, unb be Lehriage, welde filv Potengen mit gansen Erponenten evioiefen waven, midt ohne Weitered auf

. i (——1)
vie gleidwerthigen ujommengtellt, ober wenn man (a+b) =a (l |- -—. e e (—) -}- -\)

n n ;

biefe Sdeinpotensen ausvehuen wollten, am—n filr am : an, fo wie am fir Vam, und fudten nun ju jeigen,
baf man mit biefen fo difinicten Yusbriden gerade fo fortopeviven ditvfe, al8 wenn man ed nod immer mit
eigentlidien Potemsen yu thun gehabt batte. Db aber biefen Begriffen audy logifde Realitat yufomme, ob bie
Husddriide beftimmte, einwerthige ober viehverthige feien, dariiber war nivgendd bie Rede, nnd o darf man fid
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nidht wunbern, baf man bei ben TWurseln ober Potengen mit gebrodnen Crponenten 3u ben widerfpredendfien

Refultaten gelangte. So fagt Pagquid) gany alfgemein: TWenn 2 Bablen a und b gleid) find, fo miffen aud
alle gleidnamigen Dotengen und Wuvieln von ibnen gleidh feins ift aber a=h, fo mup aud jebe FWurgel und

Poten; von & gedfer fein al8 bie gleidnamige TWiegel unb’ Poteny vou b, Jhn :ft (v/ a)'“ - v"a v’n 5y
ui m.r
— Vam.. §iran fegtoer (an) 5 fite Va. V{a o= (V'a) ﬁtr an = an.r. Daam= bm,
4 np P l}
went a = b, fo iegt e aud a2 — a?oberanl =a . ‘;&aﬁquub mebt ald Girund bafiir, bafi I anp
I'I .
= am fein foll, cm, ed fet ia (_VR"I‘) gerave fo gut anp, alg :mq; (aﬁn')m = anp fei.  Francoeur fagt
fiiv biefen Fall: Die Wurgelaudgichung und die Potensivung fink gerabe fo einander entgegengefent afs vie Di-
vifion und bie Multiplication. Selbft acroir, ber diber bie Mealitdt und Bielwertbigheit ver Wurgeln febr flar
b wabr fpridt, unb unter den vielen TWertben eined Wurselausbruds ben Pofitiven von allen fibrigen unters
fdeivet, ben erftern Werth den arithmetifhen, bie dbrigen bie algebraifiben nennt, giebt nidht an, wie man mit
allgemeinen 2Wurzeln, bie bodh in ber Uvithmetif gevade fo gut wie i ber lgebra vorfommen, fidber operiven

Borme.  Nadvem Tobiad DMager in feiner bibern ﬁnah}ﬂi fite veelle x bGewiefen Dat, baf dll:-g 1-—}—1( iiji,
s V{ —1 ﬁx '-f— 1
fest er fite x obne Weiteres tang oV — 1, um auf die Gleidjung Sin x = 7 ju fommen.

; : 3
I 3 Xy —1 AL Il‘l_ == = ——x
Die Funftion e = 1--x¥ B 2 3 S 12,3

—~ . Dergeleitet, objdion Teiitere miv fiir veelle x ens:ne[en ift. So Dbat alfo fvaomp wobl rvedt, wenn er fagt,
baf er fidy vecgellich umgefeben Gabe nadh feften, Geflinmten Definitionen fite fo mande avithm. Ausdriide, 1nb
baf ed ibm feime, ein grofier Theil ber avithm. Lebriage rube auf einem Shlufle vom Befonbern aufd Allgemeine.

Wenn man ben Juftand der Avithmetif in biefer 3eit des blofien Erfennens und Auffucbens von Wibers
fpriichen, bed Slagens und Fragens vergleidt mit bem Juftanbe ber Geometrie, i welde nad Culibifher
Sirenge und Sicherbeit fein BVegriff eber eingefilbyt wiurbe, bevor feine Togifhe Mealitat durd) eine genetifihe
Definition nadgewiefen war, in ber feine Divifion eines Begrifies eher gegcﬁzn wurbe, bewor man jhre JRide
tigheit aug ber Definition abgeleitet hatte, in der man niemald die Gonverfe eines Lebriages obme vorbevgegans
genen Beweid als vidtig binjrellte, in der enblid) ein Lebrfag nie weiter ausgedehni wurde, ald bie Grangen
feines Veweifes veichten, und mun bedentt, daf es dem Lebrer nicht fowobl obfiegt die Wiffenfdaft su erweitern,
alé ben vorpandenen Scbag ber Wifjenfdaft aur formellen Bilbung feiner Schitler ju verwenben, bann darf
man fidy nicdbt fo febr rounbern, tvenn mander Sdulmann anfieng ver Aeithmetit (mit Ans{dluf bes gerwdhns
lihen Mechnens nach vev Metbode eined grimdlidhen Kopfredinend) fegliche bifdende Kraft absufpreden, und fie
ald e Grjeugnif ber neuern. Jeit und alé eine Abweidung von ber firengen Methode und geiftigen Judt ber
Alten aué dev Schule ferausyuwimfden. Dody gliidlicher MWeife find wiv nidt bei dem blofien Erfennen wnd
uffuden von Wiberfyrichen und falfden Refultaten, audy nidit beim blofen Rlagen und Feagen freben geblieben.
Die Avithmetif ift vielmebr in newever eit auf eine jolde Stufe wiffenidaftlicher Ausbilbung erhoben worben,
baj fie in Ridfidt mff ®runblage, Aufban wnd fyftematifhen Iufammenbang ibrer Lebren der Geometrie ber
Alten vorgufegen, in RNidjidt auf Bimbigleit ibrer Beweife bevfelben vollfommen gleid) su fiellen feinsmodte.
Dod) nicht auf einmal ift man ju bdiefem 3iele gelangt. Schon vie At ber Kiagen und die Natur ver Mittel,
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pem Llebel abjubelfen, jeigen gany beutlich, baf man ben Hebler oft gany andberdio fudite, afd wo er wivflid
fag, und baf man glaubte, nur an diefer oder fener Stelle wire nadjubelfen, alles fibrige Pabe gute Wege,
rufe auf bem befien Funbamente. o fuditen bie EGinen dad Uebel Dei ben fogenamnten negativen 3ablen, bie
npern in ber verfebrten Auffoffung unb Bebandlung ber Nulf, Eilice bei den Potengen mit gebrodmem Expo-
nenten, Ymbere in e Fefiftellung und Anwenbung bed Begriffd ber fogenannten irvationalen, befonbers bee
imagindren Gridfen.  Alle aber giengen von ber mehr ober weniger Har audgefprodnen Ynfidt aué, vaf bie in ber
yithmetif aufteefenten verjdhicdenen Jablfovmen, je nadhdan fie Jablen im gewdbnliden Sinne darftellten, ober
nidt, von einer Berfdyicdenfeit ey Begtehungen unter ben ber Redmung ju Grunde gelegten Grdfien. herribrten,
und dafi ben Dyperationen mit ben Jablen fiets eine Dperation mit ben durd) die Jablen veprdjentivien Grofen
entfypride. Darnady driidten bie Jablen (ganie, pofitive) die Mengen gejdbiter Dinge ausd, cbev jeigten an;
wie: oft eine Maafgrife in einer diefer gleihartigen enthalten feis die gebrodmen Jablen (Vriide und Diios
tienten) gaben an, wie oft ein aliquoter Theil einer Maafgrife genommen werben mitffe, wm eine ver ju mef=
fenben @Grifie gleihe yu echalteny bie entgegengefesten Sablengedfien dadte man {idh ald Maafsablen yweier in
cinem entipredienten Gegenfalt ftebender, geydblier over gemeffence inge, die Jrvationalen als Maafzahlen von
@rifien, bie gegen eine Dbeftimmte Maafeinbeit fid ald incommenjurabel verbielten. Die Ausfage fdber beren
Gleidbeit und Ungleichbeit vidtete fid nady ber Gleidibeit ober Ungleidhbeit der durd) fie bavgefteliten Grifen
(Mengen obee contivuitlichen Grofen). Die Aet der Opevation mit biefen fogenannten Jablen (aanien, pes
brodhnen, entgegengefesten, ivvationalen, ver 0) vidhtete fidh nachy ver Matur ber Eigenfdaften und Begiehungen,
bie man fid an und unter den geydblten unb gemeffenen Dingen gedadit batte. Nur bie imagindren Jahlen,
bie man gar nidt unter ven BVegriff der Grife frellen, ober an feine Gigenfdaft einer ju meffenven Grife
anfegen fonnte, und die mon befwegen fogar wnmdgliche Grdfen nanute, gloubie man nidt auf biefe TWeife
unterbringen ju fonnen. Lacroix meint daber, eé wire vidtiger au fagens ,imagindve Ausbriide ober Symbole”,
weil biefe Ausdrite feine Grdfen, alffo’ ands feine imaginave fefen. Aber feitvem Gaufi auf eine {dine An-
wenbung ber imagindren Musbritde in ber analptifben Geometvie aufmerfjam gemadit, und befonderd Hermr,
Siefiler in bem Werle: |, Ueber das Berhilinify der Avithmetif yur Geometrie, insbefonbere iiber bie geometrifde
Bebeutung der imaginaven Jablen” und in feinem: , Situationsfaleil” biefen Giedanfen am tweitefen unb frudt=
Barfien verfolgt hat, Daben Bicle geglaubt, baf fie damit aud) vas Wefen ber imagindren Grdfen genau
erfannt, unb benfellen ibre Stelle unter bew Gbrigen Grdfien ober allgemeinert Gigenfbaften ber Grdfen bine
veidhend gefidiert Datten. Dodh toiivde man bei biefer Anfidt {idy gevabe fo freen, wie man fid) frven wikede,
wollte man glauben, daf bamit bag Wefen ber allgemeinen Duotienten yweier Jablen evfafit fei, weil diefelben
au Maapsablen von Grdfien verwendet werden Tounen, und man 3 B. die Maafsabl eines Gamgen (einer
Summe) exbilt, wenn man die Maafzablen aller Theile biefed Glangen (ber eimjelnen Summanben) bei Bors
ausfesung deflelben Gemafes gevave fo abdivt, wie ed bie Arithmetif bei der Abbition ber formlofen Jablen ober
ber allgemeinen Duotienten vorfdreibt, 8 Pandelt fidh nehmlich bei diefer Gaufiijhen Anwendung ver imagis
niven 3ablen auf geometrifde, und mit diefen in Nidfidt auf Stetigheit, Theilbarfelt unb Ridtungdverfdicvens
beit gleidhartige @egenftinbe nicht wm eine genauere Ynfaffung unb Erffivung besd Wefend ber imagindven Jahs
len, fondern wm eine frudhfbare Aendeyung bed Uebertvagungdgefesed ber Spracde ber Avithmetif in bie ber
Geometrie und umgefeber.  Sonkt wurben blod bie veellen Jablen ald Mafizablen fiv bie geometrijhen Gegen-
ftdnbe eingefiibet, wnb bie geometeiffien Definitionen und Gefere duwvdh Gleihungen pvifden ben Maafizablen
ber bie geometvifdfien Giebilbe Dbedingenden Clemente audgefproden, und bie avithm. Ableitungen wicder in bie
Sypradie der Geomefvie iiberfragen. Nur in Mitte der avithm. Ableitung Tonnten unbd durflen, wenn nidts
3
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Unfinniged vorausgefept ober “geforbert war, imagindve Jablen auftveten. Mad) dem vevanberten Ueberiragungd=
gefes Mnnen forobl gleid im Anfang, ald aud beim Scdiluf ber aritbmetifden Avbeit imagindre Sablen vorfoms
n;::n, inbem man 3. B. die Maafisabl febed Perpentifels auf eine ald Abjeiffenadife gedadite Gevabe, beren Stitde man
blog mit ifren reellen Maafizablen einfiibri, mit V' —4 multipficivt, und biefes Product alé avithmetifdien Wevth bes
Perpenbifeld in bie Rechnung bringt. - E3ift Dier nicht ver Ort, weiter audufiibren, wie man durd) weitere Benuiing
ber imagindren Sablen, burd) Cinfiibrung bes Ridptungscvefficienten, durd) entfprechende Uenberungen in ven
Degriffen und Definitionen bed Ubbivens, Sublvabirend x. von gevaben Linien ver{dicbener Nidtung e, glaubt
babin 3t gelangen, baf man fic' jebe einjelne Opevation wid febes einjelne* Refultat in ver Redimmg aud
eine entfprecienve Operation und ein entfprediendes Refultat in der Gleometvie werbe aufweifen Hnnen, unbd
umgefebet. (&8 {ft fiir und genug geseigt su baben, daf mit diefer fdonen Anwendung ber imagindren Jablen
auf bie Gleometrie fiiv bie uffidvung fber bad Wefen berfelben gerade fo wenig getban ift, wie wir burd
bie Berwenbung der allgenteinen Duotienten gweier Jablen su Maafzablen dber biv Matur biefer Dustienten
nidhté Genaveresd erfabren haben, nod' evfabren fonnen. Wenn wir aber audy jugeben wollien, baf fid durd
eine begrifflide, avithm. Auffafung der Abhingigfeit raumlider Gegenftinde nady Grafe, Ovt, Ridiung bdas
Wefen ber verfdbiedenen Jablausbriide evfoffen liefe, wad-wirden benn alle diefe Ausbriide beveuten, wenn fie
fid ivgenbwo jeigten, wo ber Matur. bes Gegenftandes nadh gav nidht von einer unbedingten Theilbarfeit, nod
von {rgend einer Nidytung bie Rede fein fann¥ €8 Pandle fidh 3B, in ver Gleidhung x34+-9=12x um die
Befrimmung einer Angahl von Punften, Amben, dberbaupt von Dingen, e’ benen vweber von einey unbebingten
Theilbarfeit nod) von irgend einer H'til:bi“_u'uﬁ gefproden werben fanm.  Mag man un bie Ableitung bed x bis

3 3
au bem Husorud \/_Q +12/"— 12 4 \/_g— {— 175 over biefen Yugbrud felbft, ober feine Ums

3/ , 3
wanblung in -\/(?—-ﬂ;g)a + \/(-t@)a, ferner in 33 12/_ 5 ok g If_:_ 7, bann in

% -+ —g-, ober auIc-st in 3. anfeben, tferall wicde man auf etwad Unausfiibybares, Unmdglides ﬂ_o[icu, wollte

Jman mach dev dltern, fo eben angegebenen Anficht glauben, baf bie Divifion eine Theilung der gesablten ober
gemeffenen Dinge vovaudiepe, dad Jmagindve auf cine Ridhtungdver{dicbenbeit in ben gemefienen Dingen hine
weife.  Ditte man blod die Nidtigeit bed Endrefultaid ciner Aufdfung im Auge, fo Tonnte man Hfterd vers
mittelft ustauidh einer ver Redmung urfpringlidy ju Grunde liegenden Grife gegen eine anbere geeignefe bie
Operationen an biefer Gréfie ausfibren, dle an ber anfanglidhen gar nidt ausyufibren waren. Beydge fidh
eine Gleichung awifdben x, m, n 2. 3 B. auf untbeilbore Gegenftanbe, o liege fidh fragen; ob wir nidt ju
vemfelben TWevihe filv x gelangen twilvden, wenn wiv bie Gleidung fo auffaften, dba§ fie fid auf unbegranst
theilbare Gegenftdnde besiebe. Und ba ef nidht Lesweifelt werden fanm, baf wenn eine Gleidhung in Besiehung
auf Punfte, Amben 2e. vidtig ift, fie audy n Begiehung auf eine Linieneinbeit, einen Thaler 2. ridig fein muf,
unb wenn bei ugrunbelegung einer Linieneinbeit man fiir x eine beflimmte Sapl erhalt, wobnvd) ber afgebrai=
fiben ®leidhung Grdnge geleiftet wird, biefe Jabl dann qudy gilt, wenn man bie Gleidhung wicter auf Punte,
Amben s, Gegieht, fo ift durdy biefe Annahme die Nidtigheit bed Cnbdrejultated vollfommen gefidert, aber in
Begiehung auf bie Jwifdenvefultate i man um feinen Seyritt weiter gefommen, man hat vielmebr von vorn-
fevein auf eine Oyperation an ber wrfpriinglich su Grundbe gelegten Grdfie veryidiet.

Sollte man alfo and) bann wnd wann dwd Berhdfidtigung ver Theilbavkeit, ber Einflimmigheit und
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ves Gegenfaipes bei der Beveinigung, der Richtungdverfdhiedenbeit bei ver Eutfichung im Stande fein, bie arithm.
Oyperationen ald Operationen mit den ber 3abl ju Grunbe liegenben gesdblten ober gemeffenen Gegenftinben
einfiifren unb vegeln g fnnen, fo mifle bas dod) immer feblidlogen in allen benjenigen Gleidhungen, wo von
folden Grdfen, ober von folden Grdfencigenidhaften gar nidt bie Rebe fein famm, und ba ¢d nady bem Bos
rigen bodp genug Gleidhungen giebt, in benen folde Grdfiencigenfdafien und Grofenbeyichungen gav nidht vore
fommen, unbd fih dody alle bie avitbmetifden Formen jeigen, bdie man mit dem Namen: Bride, pofitive wund
negative, fvrationale unb imagindve Grifen belegt bat, fo mufl man auf bie Erfldnmg diefer Fovmen buvd) Subiilfes
nabme foldyer Unterfdicve in ben Grdfen gany und gar versidien, und fidh allein nady Hiilfe bei ber Eriveites
rung ber Oyperationen mit Jablen (pof., gangen, Glicvern ber natirl. Jallenveibe) umfehen, evwartend, baf bie
fo gewonnenen und fefigefteliten Formen fidy in allen andern Gleidungen ald Hucbriide avithmetifher Grofens
begiehungen werben vevivenden Toflen. @5 ficllen fid) bavnad) alle biefe verfdiiebene, in der Urithmetit vorfoms
menbe, fogenannte Grdfien gany einfad blod ald verfdiedene Dperationsformen, blod a8 Tvdger ber vev{hies
benen Dperationdthatigleiten dar, und bie imagindren Grdfen find dann nidt mebr und nidt weniger imaginde
alé bie Jrvationaliablen, biefe ald bie pofitiven und negativen Grdfien, biefe ald bie gebrodenen Jablen; fie
fteben alfe in gleider Meife. Was bad Auftreten unb Wefen ber eimen Art exflivt, esflivt in gany gleicher
MWeife dag Auftveten und Wefen ber andern.  IBar eimmal der gemeinjdaftlide Urfprung bee in der Aritbmetit
auftretenben  verfhicdonen Jablverfniipfungen und bamit ber innere Jufammenhang unter benfelben evfannt, fo
beburfte e8 nidi grofier Anfivengungen mehr eingufeben, baf bie frudbtbarfle Duclle ber entbecton Widerfpridie
in ber bem menfilidhen Geifte inwobnenven Neigung vom Befondern auf bad Algemeine ju {dliefen, Hege, und
baf in ber Arithmetif biefer Meigung befonders viel Nahrung uffiefe, weil in Hr die genannte Slufeife
meifiens auf vidiige NRefultate fiibrt. €8 ift befanntlidy Dhm, der diefe Anficht juerft in grofter Klavbeit aud=
gefproden, unb in firengfler Gonfequens filtr bie gane vithmetif durdgefitbet hat. Seitvem find iel Lehrbicher
ber Avithmetif, Aigebra, aligemeinen @rdfientebre wnd anbere mathematifhe Schviften exfbionen, bie fidh gang
und gar, manigmal mit fiiv bad gane Syflem, fiir bie Grumbanfiht unwefentliden Abweidungen, biefer Nufs
faffung Ohm’é angefdloffen halben. Auffallend aber ift e8, daf mande Matbematifer und Mathematiffehrer
geglaubt Daben, in biefen ober fenen Varthien bie alte Anfiche Beibebalfen ju founen, wibrend fie in anbern
qaug unb gav den neuen TWeg betrefen. So Bat fih der durd) wiffenfdaftlide Strenge ausgejeidnete Lehrer
und Gelehrie Stein in feinem vortvefflidhen MWerfe: |, bic Elemente ver Afgebra, Trier 1528”7 in Vejug auf
bie fogenamnten negativen Grdfien, anf bie Null, auf die imagindren Ausbride gany und gar ven Obm'fden
Anfiditen angefdloffen, wibrend er bie allgemeinen Duotienten in Herfommlidier MWeife als gebrodene Jablen,
Maafzahlen meint einfiifren und Gebanbeln su miffen. Daf man in ber Lebre von ben gebrodienen Sablen,
al8 Maafizablen unbegringt theilbaver Gegenfiinbe gedadt, redt grindlich verfapren fanm, ift fhon im Borigen
angegeben, unb theiliveife ausgefithrt, aber daf man von einer anbern alé einer Dperations - Bebeutung bdes
Brudes felbft in dem’ Falle fprac), wo nids gebvoden, in aliquote Theile gefbeilt werben fann, dad filete
su Ungereimtheiten und Widerfpriiden. So tweiff man wobl su fagen, was ¥/, Thaler bedeutet, aber was foll
%y eines Punftes, einev Ambe 1. bedeuten, ober was foll ‘e8 Beifien, twenn man fagt.3/; bebeute 3 mal ber
Ate Theil von 1, ba e8 gar feine abl giebt, die mit 4 multiplicive ein Prodbuct lefert, das gleidh 1 gefest
werden fann.  Bebandelte man aber andy die Lehre von den Bridien in ibrer Cigenjhaft als Maafzablen in
bev worbin angegebnen, juldfiigen Weife, fo wiltde man dadurdy, wie Profeffor RNadife in feiner treffliden Una-
19fi8 gany ridhtig Demerft, bodhy nicht ber Pficht entbunden fein, dle allgemeinen Duotienten gany unabbingia
von ben gebrodmen Saflen in einer ihrem Urfprunge wnd Wefen entfpvedienden Weife au bebanbeln, und fomit
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i ber eigentlidhen Uvithmetif nidt weiter gefommen fein.  So pat fih aud Grunext in ber Lebre von den
Poteusen mit negativen und gebrodnen Erponenten mebr cber weniger ben Anfidhien Dhm’s angejdloffen, dadurdy
aber bas Uebel mur aud einer Pofition in eine andere gebringt, obme ed in ber legten ju Deben. Tun find
aber folde eingelne Punfte iibeveinftimmender Meinung bei fonjtiger. Bevfdyicdenbeit der Anfihien befonberd geeigs
net, eine vollftandige, durdhgeeifenve Uebereinfiimmung, eine Ginigfeit in allen Punkten Derbeisufibren. Jn biee
fem Deteadt fagt Devbart an einer Stelle feines Lebrbuchs yue Einleitung in bie Philofopbie: ,Wenn in ciner
Wiffenfdhaft von einander Abweidenbe winjden, fidh ju vereinigen, fo fudben fie guerft bie Pimfe auf, bid ju
weldyen fie einftimmig benfens inbem fie vorausfesen, 8 gebe einen nothwendigen Fovtidritt im Denfen, welder,
fobatd er gefunben wire, bie getwinfdte Einfimmung Dervorbringen iwikrbe. Gienauigfeit tm Beftimmen und
Grwigen decfenigen Begriffe, von welden man qusgebt, ift vabei eine nothwendige Bebingung.” Wiv toollen
beffwegen von Sugeftanvenem, Uebereinflimmenbem ausgeben, und dann gujeben, wie fid) vie nidht in Uebereins
fiimmung Gefindlichen Meinungen wad Anfihien dagu fellen, logifd) verbalten.

Grhielt man in ciner algebraifden Gleidung, die fidy blod auf 3iblbare, gar Feiner Theilung in alie
quote Theile fibige Gegenfiinde beyog, fiie X Teine Jabl, fondern ctwa einen Teiner ahl gleidy fommenben
Suotientent, fo verwarf man bie Gleidung, over, was bier auf baffelbe inausfomme, bie der Gleidung ju
Gheunde liegenbe SAufgabe alé eine ctwad Ungereimtes in fidh fliefiende, Wiverfpredientes forbernbe, -indem man,
unb. gewif mit vollem Nedite fagte, daf ein Brudy wnd ein feinem Pegeiff nad) untheilbaver Gegenftand givei
einanber widerforedhende Borfteliungen feien.  Wive man mun nur. einen Sdvitt toeiter gegangen, und bitte
genaw baffelbe Maifonnement auf die Ableitung bed x angewendet, wad man bei bem Refultate x fo Har
einfab, und fo iberseugend geltend madjte, fo wilvde man in den meifien Fallen denfelben Widerfpriihen begegnet
fein, und nidt an cine Berallgemeinerung bes Grofenbegrific gedadt haben, wo ed {id) gang deutlich um eine
Berallgemeinerung e Operationdbegriffé und ber bamit jujammenbangenven Babloertniipfungen Dandelte. Er-
pielt man 3. B. aud ber Gleidung mx+-a==>b bei ju Grvunbde gelegien blof jablbaven Gegenfitinben fiir x
eine 3abl (pofitive, gange), ober ging m in (h—a} auf, fo Batte man nihtd mebr ju evinnern, obgleich, wemn

man I'Jn[ptﬂﬂmm[e fo abgeleitet batte: L+— , folglidy x—%— - -:,T, mithin x = h;a’ man fowehl I:l:ii

ald and Bﬂ = Fd; Détte fagen follen, dafi nad bem vorigen Raifonnement diefe Ableitung fedesmal hitte vere

toorfen ‘mnbcn milffen, wene m nidt gugleidh in a und in b aufgegangen wive. So fagt @rmzzrt et @elegens
Deit ver Qebre von ben Potengen mit bem Cxponenten 0z ,E8 iff a%=1, wobel nue ju bemerfen, Daf a® ein
Blofies Symbol ift, weldes erbalten wivd, wenn man, eigentlidy auf wnerlaubte TWeife, den Sap am : an = am-n
iiber feine Grdngen ausvehni,” ferner Gei ben Potengen mit negativen Crponenten: ,Die Formel am:an = am-n
unferliegt dec Vedingung m = 1, (e8 ift exft von ben eigentlichen Potengen und a® bie Rede gewefen). SRenben
wir aber diefe Formel quf einen Fall, wo m<<n ift, 3 V. auf dben Fall a%:a”, wenn aud) allerdings eigent=
m
lidy auf unerloubte Weife, an, fo erfalfen wir a%:a?=ad-T=a-*%" Jn Vejiehung auf an fir ben Fall,
n
baft n nidht i m aufgebt, gebt er in dbutider Weife su Werle.  Francoews fprict fidh) @Wher a® a-p, am gerabe
4 n

o aus.  Beive fibren biefe Symbole anf gleidywerthige Bierfpesiesformen gurded, inbem fie a® a-p, am beyiehlich

file 1, ;—p und i”am erflaven (bei &am freilich vovausfesend, bafi es immer einen Bierfpesiecausbrud Gebe,

\
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per, gur aten Poteny erhoben, gleidy am fe), und bann bie befannten Lehrfige dber die Dperationen mit diefen
Symbolen folgen Inffen. ZWenbet man nun confequenter TWeife gany baffelbe Raifounement auf bie Divifion bei
Gleidungen ait, in benen nur von untbeilbaren Gegenfiinden, etva vou Punften, Amben 1. die NRebe ift, fo
muf man in aflen ben Fillen, wo bie Diviflon nidt aufgebt, gerade fo fagen, daf man audy hier in unevs
Taubter SBeife von einer Divifion fyrede, ba tweber bie Grdfie (ber Punft, die Ambe 1) nod bie Jahl eine
: m
cigentlithe Divifion julaffe. Nun aber fonnte men fiir die Symbole a% a-p, an gleidwerthige Bievivesiess
formen fegen, wnb biefen Definitionen gemif im Sinne ber Opevationen mit Bierfpesiesformen weiter operiven,
aber wem barf man fir ben Folf, baf b nidt in a aufgeht, alfo 3 feine Bbl ausbeidt, bas Symbot -
glei ftellen, unbd wad will ed Deifien, wenn verlangt witd, man folle bie Symbole biefer Art abdiven, fubs
trafiven ic.

Qafit ung feftbalten, baf wiv fir den Augenblit ben Ausbrud: ,Jahlen” im gewdhnliden Sinne nebe
men, und barunter nidid weiter ald bie Glieder vev natiwliden Jablenveibe verfiehen, fevner mit ben Aus-
briidfen: Abbiven, Subivabiven, Tultiplicicen, Diviviven nod) feine andere Begriffe alé bie des gewdhnliden
Lebens verbinben wollen, fo baf jeber Subtrabend Fleiner a8 der bamit yufammengeftelite Diinuend fei, jeber

Divifor in feinen jugebdrigen Diviventen aufgebe, alfe (a—b), % fo gut, a8 (a—-b), ab wicber Jahlen bore
fiellen, nur nady ben verfbicdenen Opevationdarten verjdieden entftanben gedadt.  Miederholen wir nun bie Frage:
9Ba8 barf man in bem Falle, bafi b nicht in a oufgebt, bem Symbol % aleidifiellen, unb twad muf man unter dem

Avbiven, Subtrabirven 1. folder Symbole verfieben? fo ergiebt fid fogleid, baf, da foldhe Symbole und folde Opera-
tionen friier nod nidt ba waven, diefe Begriffe gans new gu bilben find, unb wir fie befiniven bdiivfen, wie wir motfen,_
wenn wir nur bdafic jorgen, daf bie Definitionen Feine Iogifde Wiverfpriide in fid aufnebmen. Sollen aber bie
Definitionen audp fiix ben Fall gelten, wo b in a aufgebt, fo muf man die Definitionen fo einvidten, baf fie
bie friipern von Gleidgheit, Abbiren, Subirabiven 2. ald untergeorbnete Vegriffe in fidh aufnehmen. MWir denfen
und ju bem Gnbe alle Sablen (immer bie Glieder ber nativliden Jablenreibe gemeint) in Dustienform gebradt.
Solde Duotienten biefen gleih, wenn fie biefelbe Jabl vorjtelten. €8 fragt fih mm, ob wir baé Merfmal:
oofeibe 3abl” nidt mit einem ombeyn Merfmale veviaufdhen fonnen, bas bei ben Duotienten, welde Jablen
vorfiellen, von gleidem Umfange fei, aber aud) an den Symbolen u:—, "2_’ bie feine Jablen, aljo andy Feine
H0leidbe Bablen” mebr vovyuftelfen brauchen, vorfommen fonme. Toiv wollen uné eined gewdhnliden BJelfpicls
aud ber Planimetrie erinnern. E8 ift gany einerlei, ob wir an bie Spige der Lehre von ben Pavallelogrammen
bie Definition flellen: Gin Pavallelogramm if ein Biered, in weldem fo 2 und 2 Seifen parallel finb, ober:
in welhem 2 Seiten gleidy und parallel find, ober: in weldem bie gegeniiberfiehenden Winfel gleich find, ober:
in weldem bdie Diagonallinien einanber balbiven 2.5 benn feber biefer Sage fdlieft alle die anbern ald Folge-
rungen in fih. So ift ed aud) einerlei, ob man foge: Fwei Duotenten (Sablen darfiellenbe) find gleid, wenn
fie biefelbe 3afl darfiellen, ober: fie find gleidh, wenn die Producte aud dem Divifor bed einen in bden Divi-
bend bed anbern gleidy find. Gebraudht man aber legteved Merfmal, fo fann man die Definition ber Gleidbeit

ber Duotienten aud auf bie Symbole %— 1nb %, bei benen man pon ber Forberung, bafi fie immer Sablen

varftellen follten, abfeben mufte, auddehnen. it den Begriffen: ungleich, grifer, Heiner hat e8 eine gleidhe
A
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Beroanbinif.  Jn Ritdjidt auf die Vegriffe: Adbiven, Subtrahiven 1. brauden wir nur gcrabg [u a,ﬁ netf'abren.

Mir benfen uné wieber alle 3419[:1: in Duohmfwm, unp erHaren bad Wbbiren ber Symbole -h— unb — far

bad Bilben cines Symbold aue- m:f t-ie[:l‘.b: TReife, twie man Dei ben Dueﬁmtm, m::@e Bahlen

vorftellen, einen Duotienten Mbcte, ber h:ﬁﬁ!ﬁe Babl vorfielite, ald bie Summanden au{ammm genommen, &8
ift wandthig iiber die anbern Operationen mif biejen Symbolen pu fprechen. Nur ift bei ber Unwenbdung ber
inbivecien Oyperationen auf biefe Eluﬁbriufe au fragen, ob ed fmmer, unb wenn biefes, ob e8 (bem Weribe nady)
nur ginen Suutu:ntm gebe, Dber fil but Differeny ober ben Duuhmtm aweier Duotienten gefest twerden fonne.

?Iﬂenn aﬁer h = d ; fo giebts einen Duotientmr, der, a,u avbivt, gleid "l_)" wird, gerabe o, ald wenn

-E—- T nod Blaﬁ n bem frft;wm Sinne genommen worben waver. Da ed fcrm:r immer einen, und (an ben

Werth gedadht) mur einen E:.uotmltm gu:bi,. ber, mit T multiplicict, gleidy d wird, fo entfieben bei ter An-

wenbung alfer bisherigen Dperationen auf bie S:luuhmten feine neue, felbftftanbige Symbole. Nur war ed fietd
ndthig, bei ber Subtvaction ben Minuenden grdfer angunehmen ald ben Subtrafenben.  Wenbet man confequenter
TBeife baffelbe Raifonnement auf bie Subtvaction in- alfen .ben Fillen an, wo ber Subtrabend nidit fleiner a8 ber
Minuend ift, vefut alfe, wm wieber mit Grunert . au fpredien, bie Subtraction anf eine unerlanbte - TWeife
aug, b. b. fyricht nod von einer Subtraction, wo von feiner Subtraction im fribern Sinne ded Worled mehr
bie Rebe fein fann, fo fragt fidh twicder, ba in diefem Falle a—b (a und b alé allgemeine Duotienten gedacdt)
feinem ber fribern Duotienten gleidhy gefest werden fann, wem Dag Symbol a—Db bann gleid) gefesst werben
biirfe, und twad ed beifen miffe, folde -Symbole abbiven 1., wenn man bdie Definition fo einvidten wolle, vah
fie aud) bie Fille umidlicfen, in denen a grdfer als b gegeben ift. Denfen wiv wnd ju biefem Enbe wieber
alfe frilbere Duotienten in Differensform, fo exgeben fidh bie Definition von Gleidheit, Avbiven, Subtvabiven o
folher Symbole gany in berfelben LWeife, tie wir bad frither bei ben allgemeinen uotienten gefeben Baben.
Bei benjenigen Differenjen nehmlich, in welden bev Minuend grofer war ald der Subtvabend, fagte man, fie
feien gleich, wenn fie demfelben aligemeinen Duotienten gleidy gefett werden fonnten.  Fiiv viefe Definition muf
nun eine i ibren Ableitungen gleidgeltenbe gefept werden, in welder aber nidts mehr von ber Borausfegung
vorfommen barf, daf bie Diffevensen nody ivgend einem aligemeinen Duotienten gleid) fein milffen. Da mun bei
Diffecengen,-in bdenen der Minuend grdfier ald ber Subtvabend ift, de Andfagen: ,,(a—Db) und (o—d) find
bemfelben Suotienten gleid” ober ,a--d und c-b finb einanber gleidh” gany von Demfelben Umfange find,
aber bie Tegtere Yudfage gany unb gar daven abjieht, daf bie einjelnen Differensen nod) einem Duotienten
gleidy fein miffen, fo fann man bie leptere Ausjage alé Definition fir bie Gleidbeit yweier gany aligeneinen
Differengen qufftellfen, obne nod an bie Enjdrintung gebunben s fein, baf bder Tinuend griofer fein miffe
al8 der Subfvahend, Gang fo wie friiber bei ben Duotienten eraeben fich biev die Difinitionen dev Abbition,
Multiplication 1c.  Die Null, fo wie die pofitiven und negativen Ausdride fellen fich blog ald bejondere Falle des
allgemeinen Symbols (a—b) bav. Nur bei ber QIummbung ber Divifion auf biefe allgemeinen Differensen eigt:
¢8 fidy, baf es dfters gar feine Differeny giebt, bie mit einer gegebenen multiplicit, einev andern gegebenen gleidy
wetbe, Ofters unendlid) viele vevfdicbeniwerthige. - Die Bierfpecies haben und aIio, wenn ivic von dem unbeftintmten

g— unb bem nidt weiter gu 5cﬁrauc§enbm -%- abfefen, folgende @pmﬁu[t geliefert: + a, — a, 0, wo a
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ferbt ein affgemeiner Duotient ift, fpegiell eine abl vorfiellen fann. Legt man diefe Symbole Avieber ald
@runbaabﬁ:n fidv Dotengen mit gangen Grponenten su Grunbe, fo gefangen wir evft bei ben inbirecten Dpes
rationen ver 2Rurselaussichung und Logavitbmation ju neven Symbolen, ju Si_:n ireationalen Wurieln und ben
imagindeen Musbritden, wie 17, |/ —a, bie fidh, da es weder einen pofitiven nodh einen negativen Duotienten
giebt, ber gur 2ten Poteny erhoben, gleid) 7 ober — a werbe, audy Teiner biefer Ausbride gleid) 0 gefept wevs
e fann, fid gevabe fo wenig auf alfgemeine Duotienten und Diffevengen uriidfiibren laffen, alé die allges
meinent Differensen auf Duotienten wnd bdiefe auf 3ablen fm gewdhnlihen Sinne gurlidfiihrbar waven, welde
fidh wielmebr gerabe fo gut wie bie Duotienten unbd Differengen alé felbfiftandige Symbole verbalten, bei beren
Bergleidhung und Behandlung gany biefelben Ueberlegungen anjufiellen find, weldje bet den Duotienten und Dife
fevengen angeftellt twerben mufiten, bei benen bie vationalen Wurjeln, unter welder Form alle fétifere Symbole
aufg:faﬁt werben fonnen, biefelbe vermittelnbe Molle yu fbeynehmen Gaben, wwie bei ben allgemeinen Diferenyen
biefenigen Diffevenzen, die einem Duotienten gleidy gefept werben fonnten, wie bei ben alfgemeinen Duotienten
biejenigen Duotienten, weldie einer Jabl gleid) waren.- €8 wicverbolen fich bier die Fragen: Giebt ed immev
einen Musbend, der jur nten Poteny evhoben gleih a wixd, und wie viele wnd welde, und: Gicbt eé immer
einen Mugbrud, mit bem a Potengict eine Poteny giebt gleidh b, und wie ‘viele und welde 2. (a und b gang
alfgemein gedbadt). Tan weif aug bem BVorigen, daf aus der Nidibeadtung viefed Tunfied bejonders viele
ver falfen Refultate gefloffen find, dber bie fo biufig wnbd frarf geffagt worben iff. - Fiir unfern Jwed bebarf
¢8 Blod ber einfacden nfiibrung, baf bie Anwendung ber verfdhicbenen Oyperationen auf vie genannten Symbole
feine neue, felbftfianbige Symbole Hervoveuft, fonbern alle i @ crgebende Augbriide auf bie frithern gurid-
gefifrt werben nnen.

Die Avithnetit at alfo fein andered Dbject, ald bie Jabl im gewdhnliden Ginne des Wortes, Durdy
Inwoenbung der Begriffe ver bivecten Operationen: Abbition, Multiplication, Potenzivung und ber indirectens
Subtraction, Divifion, Rabication, Logarithmation, in vem urfpringlihen Sinme genommen, wo nehmlich bas
Refultat jeder Operation twiever eine Sabl ift; bdenft man fi) eine Jabl blos fo ober fo entftanden, in biefer
oder jener Beyiebung 3u anbern gefiellt, bald ald Summe, balb a8 Vrobuet, bald ald Potens, bald ald Diffes
teny, bald alé Duotient, bald als Wuryel, bald ald Logarithmus. Diefe fo und fo geformieri Jablen fann
man mun nad benfelben Oyperationdbeqrifen wicber ju neven Summen, Differengen, Probucten . Yon Sums
men, Differenjen verbinden, ober in Summen, Differensen 0. von Ductienten, ober Differengen 1. wnfotmen,
fo fedody, baf fede meue Berbindung, feves neue Glement vieder eine 3abl im gevdbnlichen Sinne vorftelle.
Bei dem Gefdafte diefer Berbinbung und Umformung von ungeformien ober fdon geformt gedadten Jablen
tiitbe man fid aber in Der Amwenbdung ber indivecten Oyperationen gar bald bejdrantt und anfgebalten fehen.
Sa bei pem Gebraud) von allgemeinen, unbefiimmien Jablen, iiber beven gegenfeitiges Grdfienverhalinifi vorber
feine Borausfepungen gemadit worben find, witrbe bie Elnmnhung Diefer Spmtmneﬁegnne g[euﬁ pon pornperein

abgewiefen werden muﬁcn, ba man nidt weif, ob [a i:l}r b Vﬂ‘a,lug a nod) eine 3afl vorftellen ober nidt.

Um alfe 3. B. burd 'F nidht aufgehalten u werben, gebt man, wie bas im Borigen gejeigh worben ift, vor bem

Befonbern Fale, wo ber Divifor in den Divivend aufgebt, aus, unbd benft {idh alle Jablen in Duotienform gebradt, fudyt
bie Definitionen bey Gleichbeit, Ungleichbeit, Adbition, Subtraction . fo geformter'Jablen in ber MWeife wmaudndern,
baf vabei gar nidt mebhr an die Eurauﬁfcsung, alle biefe Duotienten flellen Jahlen vov, gedadit ju werben brandyt, und

man ber Ginjdranfung, bap Bei = i bie BaBl b in a aufgehen mitffe, fberboben ift, viefmebr mit dem ﬁpmﬁﬂ—
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gerabe o fortoperiren fann, ald wenn % nody twie friber nur eine 3abl, nebmlidh ecin Glied ber natinrlidhen
Bablenceife bejeidmete. Unflatt mit Sablen Haben wir ed alfo in ber Folge nur mit Symbolen %, -gu, bie
allerbingd in manden §illen Jablen bdarfiellen, eé nur nidt immer brauden, au thun, mit welden wir aber
gerabe fo opeviven bilvfen, al8 fiellten fie nod immer wirllide Sablen m Duotientenform dar. o wie bie
Divifion ben burdy feine Jabl gu exfepenben allgemeinen Duotienten bervorrief, fo fiibrte bie Sublraction bie
allgemeine Differeny ald neued, auf feine frithere Sablverfniipfung guriidfiibrbared, felbftjtinbiged Symbol in
bie Hrithmetit ein.  Snbem toir ju den ibrigen inbivecten Dperationen fortgiengen, entftanden, wie friber, bie
alfgemeinen Duotienten, Differengen’ (foeiell bie Rull, die pofitiven und negativen Ausbriide, bas unenbdlich

werthige %, bad nidt yoeiter ju geﬁmud;mbe%«) Dbier bie andern felbfiftindigen Symbole: die irrationalen

Wurzeln, bie imagindren usdbriide, und ed ift fomit evwiefen, baf alle biefe verfbicene Symbole aud vem-
felben Bebiirinifi entforungen, und nad)y bemfelben Berallgemeinerungdfyfiem gebilbet unb gefeglidh
verfntdpft find, |
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