Gleber div Brhondlong Yer nalyfilen Geametrip Hittel dyulen,

Bon Dr. Rudolf Sonndorfer,

AlS im Jabre 1637 ju Leyden ber berithmte Geometer Des carted feine Ymwenbung ber Nlgebra
auj bie Theorie ber Kurven verdffentlidyte, begann fifr die Geometrie eine neue Glangepoche, Diefer Geometer
gab baburd), bafi er bie Algebra mit ber Geometrie in Berbindbung bradyte, diefer lelteren eine toefentlidy
neue &eftalt; er rdumte bie Gis babin ber alten Geometrie nod anbangigen Hindernijie aus bdem TWege unbd
gab berfelben cine Algemeinbeit, welde jie von ber Geometrie ber Nlten ganlid) unterjdhied. dermat,
Roberval und De Beaune waren bie erften, weldhe ben @eift derfelben ecjaften wnb biefelbe weiter ayg.
bilbeten. @8 ift bier nidit ber Ort, bie rapiven Fortjrhritte berfelben wweiter 3u verfolgen; ed geniige 3u
eroahnen, baf fidy diefelbe feit jener Jeit zu einer Hobe in ibrer Zheorie ald Unwenbung  foroohi eMmporge-
[dhoungen bat, weldye mit hrex ut|uriinglichen Eaum mebe au vergleichen ift.

Diefe Geometrie bes Dedcartes ober bie jogenannte analytifdie Geometrie ift entjdhieden nicht
e eines ber interefjanteften, fonbern audy ber wichtigiten Rapitel ber gangen Mathematit, Nicht nur, &8,
bie fchomen Unterjudhungen ber bie ftrliimmung ber Fladyen mittelft Anmwendung ber miﬁereuiia[red}uuug find
angiehend, auch die einfacyen, elementaren @runblehren zeigen Gereits bon bem tiefen, eigenthiimlichen Geifte, der
perfelben inne wobnt. @erabe piefer Fheil ber analptifchen Geometrie, weldyer nody in bie Mittelfchule gehiet,
ijt befonbers geeignet bem jugenblidhen Geijte Lujt und LUeke fiir biefe Wiijenjchaft einjupragen, ibhn ju wecen
und gu fdydrfen — gerabe biefer ift s, toelcher burd) gejchickte Bermittlung des Labrers es mbglich madyt,
ven Schitler auf das ®ebiet ber Selbjterfinbung hingufiihren, ibm eine ber fdydnften fnmwenbungen ber
Algebra Fennen [ernen ju laffen, unb'in ibm badurd) bie Uebergeugung wadyzurufen, baf er feine wenigen
algebraifhen Senntniffe beveits ververten Eonne — ein Argument, weldyes Dei bem jugendlidyen Geijte nie
vernadhldffigt werben parf. Soll aber bie elementare analytijche Geometrie bieje Griolge bei bem Ynfanger
ecjielen, jo muf fie aud) ihrem Geijte entjpredyend von bem Lehrer behantelt mwerben. Die sreecEmafiafte
Behanblung. diefes Begenjtanbes von Seite des Yehrerd ijt eine abjolute Nothwendigleit und s moge mic
baber geftattet fein, in ben folgenben eilen efnige Winte an jubeuten, tie man allenfalls borgeben follte, um
bie beftmdglichiten Grfolge su ersielen.

Man hirt oft hie und dba von Edyitlern ber Mittelfchule bie bbdhjt naive Frage audfprecdien: Ja, was
niigt ed mir denn ju wiffen, bap bie Gleihung biefer ober jener Kuroe fo ober fo heifit? Diefe, vielleicht von
manchem Lebrer bem oberflachlidhen Wiffen bes Sdyiilers nue jugefchriebene Frage ift ein bejtimmter Finger.
jeug, dafi ber befreffenbe Seyiiler ben Geift ber analytijhen Geometrie nicht ecfafit habe, und es (&Rt fich mit
groper WahrjcheinlichPeit behaupten, baf wenigftens in den meiften biefer Falle nidht bas oberfladyliche Wiffen
ves Schiilers, fondern bie nicht geniigenbe Behanblungroeife bes Gegenjtanbes von Seite ves Lefrers bavan
Sdyuld fei. Nad) meiner Meinung  hat ber Lehrer boraliglicy an jwei Grunbjagen fejtyubalten, néamiich :
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fleipiges Distutieren und Konjtruieren der betreffendben Gleichungen; hingegen mit aller
Strenge ju permeidben, diefes fteveothppe Ableiten ber Gleichungen ber einjelnen furven auf fonthetijhem TWege
ohne weitere Grflarung, inbem gerabe baburd) bem &dyiler am erften ber Gebante eingepragt wird; bie
analytifthe @eometvie habe ecben feinen anberen Jwed ald fiir jebe Kurve bie entfprechende Gleichung
abjuleiten.

Der Sebiler mufi, joll er iiberhaupt einmal bie analytifdye Geometrie anwenben lernen, eine Gleidung
pigtutieren Eonmen; er muf auf analptijdem TWege im Stanbe fein 3u erfennen, weldyes geometrijhe Gebilbe
burch biefe ober jene Gleidung bargeftellt wird. Der Sehiler muf ferner dag durdy eine Gleichung reprifen-
tirte geometrifdye Gebilbe aud) fonjtruftiv barftellen Einnen; benn was nigt o5 ihm jonjt, wenn er 3. B. als
Refultat irgend einer analptifden Aufgabe bie Gleidhung einer Parabel erhalt und wenn er bann nicht im
Stanbe ift, dieje Parabel mit ihrem beftimmten Parameter und in ihrer bejtimmtien Lage ju Fonftruieren? —
Jcby will defihalb bie fynthetifche Methobe nicht gan aus bem MWege raumen. Der Lehrer wird vieleidht gut
thun, fie feinen Sdyiilern ebenfalls mitutheilen, aber 6 barf neben biefer ber Hauptioedt der analytijdyen
@ecmetrie, bag Distutieren ber Gleidjungen nidyt vergefjen werben. Ferner foll ber Sehiiler fobald als moglich
babin gefiibrt werben, einfadyere Aufgaben felbitjtandig su [Bfen, wnd ywar Aufgaben, wo er bereitd fber bie
ABabhl beé Arenjbftems ju entjdyeiven hat, wo er al§ Refultat jhon Gleidhungen exhilt, die er bisfutieren muf,
um bie burdy biejelbe bargeftelite Surve unb beren Gigenfhaften 3u erfennen . i- f. Gine roeitere Nothwen-
bigkeit ift, ben Sdyiiler fo viel wie mbglid) mit fpesiellen Beifpielen vertraut ju madyen, benn baburd) wird ex
insbejonbere im Konjtruieren ber Gleichungen eine gewiffe Sicherbeit exlangen.

Stad) diefen furgen Hauptbemerfungen mbge ef miv geftattet fein auf einige Partien ber elementaren
analytifthen Geometrie niher einugehen.

Gerodhnlich wirb, nachdem ber Vegriff ver analytijhen Geometrie, der Jujammenhang jwijhen ber
Algebra und Geometrie fefigeftellt rourde, bie Trandformazion ber Koordinaten vorgenommen. Hier genilgt es,
fich auf bad rechiwintelige Arenjyjtem gu bejhranken. MNach biefem Pormmt nun die Ableitung der Gleichung
per gevaben finie an bie Jeihe. G8 witd ndmlid) in einem redhtwinkeligen Arenfyfteme eine gerabe Linie
gegeichnet und mittelft bev Yehren ber ebenen FTvigonometrie fiiv mehreve belicbige Punfte baé Berhaltnis ibrer
DOrbinate yur Abfeiffe aufgeftellt; da nun bief {onderbarerweife fiiv alle Punkte basfelbe ijt, fo wirh baraus
ber Schlufp gesogen, bap biefes Verhaltnis die Gleidyung ber geraben Linie fein miffe, inbem man ja unter
per Gleidhung einer furve dberhaupt nichts anbered verjtebe, alé jene Relazion wifdhen ben Koorbinaten,
weldhe und file jeden Pundt der Surve die jugehrigen Koordinaten gibt. Ferner fdhlieft man: Da biefes
Berhalmis ober biefe Relagion eine Gleichung ded evjten Grades mit jwei verdnberlichen Grofen ift, fo muf
jebe Gleidpung bed erften Grabed woifdhen el verfubeclidhen Gedfen ung eine gerabe Linie vorftellen.

3 glaube wohl ohne mweiterd vorausfefen ju diicfen, bap man mir jugeben wird, baf auf biefe Art
ber ©dhiifer gevadbe nicht ben Eavjten Vegriff iiber bie geometrijde Bebeutung ber Gleidhung bdes erften
@rabes jroifhen jroel vexanbeclichen Grdfien betdmmt; er wird immer jened Dreiec vor Nugen feben, aus
weldem er biefed getviffe Bechaltnis ableitete, Die freie Auffafjung, die Aldgemeinheit der analytifden
Geometrie, einer ihrer Pauptcharaltere, wird baburd) gleidh) beim Beginn jerftdet. Warum biskutiert man
nicht die allgemeine Gleidyung ded erjten Grabed jwifdhen jwei veranberliden Grofien? it dod) biefes, blof
auf bie Erandformagionsformeln file bas rechtwintelige Arenjyftem geftiift, fo fdhon unbd einfad) moglich?

Dielleicht genligt folgenber Verfud).

Die allgemeine Gleidjung des erjten Erabes jwijchen 3wei verdnderlidhen Grdfien hat die Form

Ax4By+4+C=o0. .(1
biefe apt fid) immer auf folgende Form bringen
' y=ax—+b. (2
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Um nun ju untecfucden, weldyes geometrifche Gebilbe dieje Gleihung uné barjtellt, begichen wir diefelbe
auf ein neueé Arenfyjtem, weldyed wir fo wablen, baf biefe Gleidhung daburd) vereinfacht wird. Geben wir
namlidh auf ein Syftem iber, beffen Aren parallel find ben Aren bed urfpriinglichen Spftems, fo haben wit,

yoenn m und n bie Koorbinaten bes neuen Urjprunges begiiglich ed erften Syftemes finb, unb wic bie allge-
meinen Soorbinaten im neuen Syjteme mit x, und v, bejeidhnen, die befannten Trandformazionsformeln

X=X;-}m
o Y=7Y:+n

Diefe MWerte filr x und y in Gleichung (2 fubjtituiert, erbalten wir diefelbe besogen auj bas neue Syftem.
Die Subftitugion *) gibt '

v,=ax;4am4+b—n. . (3.

Da wir aber mund n beliebig wahlen tonnen, jo wollen roir biefelben jo bejtimmen, bafi bie von den Unbe-
fannten frefen Glieder verfdyvinben. Diefer Bebingung wird geniige geleijtet, wenn wir m =o und n="h
fegen, unb @leichung (3 geht bann itber in

yy=ax; . (4

Diefe leichung fagt uné bereits, bap bie burd) fie dargeftellte Surve durc) ben Urfprung bes Shftems
gebt, inbem ihr bie Soorbinaten bDed Nrjprunges x, = o und y, = o geniige leiften. lm aber nod) weitere
Gigenjchajten biefer Kurve auffinben ju Ednnen, um dberhaupt iber ben ihr eigenthlimlichen Gharakler etwas
su ecfabren, verfuchen rir biefelbe buvch ben lebergang auf ein brittes Mrenfyftem auf eine nod) einfadyere
Form 3u bringen; nur miifien wic biefes dritte Syftem fo wablen, baf eé benfelben Mrfprung bebalt, inbem
fonjt bie burd) bie erfte Transformagion eryielte Veveinfaciung wieber verloren geht. Wir wollen alfo ben-

felBen Stoorbinatenanfangspuntt beibebalten, unb nur ben Aren eine anbere Michtung geben. BVezeichuen i
fomit bie allgemeinen Soorbinaten fiic Diefes britte Syjtem mit £ unb » und nennen ben Winfel, weldien bdie
bfcifjenaren bed jweitern und britten Spjtemé mitjammen bilden, «, fo haben wir die befannten Transfor-
maziongformeln

X, =Efcosa —ysing|

g Esing4-rncosez |
mit beren Beriickfichtigung die Gleidhung (4, wenn wic gleich ordbnen unb redusieren, in folgente iibergebt
(eosa -} asina)n={(acosa —sinz)&
Dividieren wir diefe Gleihung durd) cos & unbd judhen 7, fo echalten wiv

a—lpga 1=
S S L
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@he wic nun fiber ben Wert von « entidjeiven, bevickfihtigen wir, dap, a mag was immer fiiv einen ceellen
Tert befigen, wir ftets einen MWintel finben Eonnen, befjen Tangente gleich a ijt. RNennen roir biefen @, fo ijt
a=tgy und Gleihung (5 geht nad einer befannten Helazion der @oniometrie iber in

n=E te(o—a). . (6.
*) Die Recymung wird hier abfichilidy im Detail burdygefiihet, inbem fie einen gany elementaren Ghavatter tragt und eben i

Sdyfiler an Mitteljbulen befimmt ift. Die Distuffion ber Gleichung bes exfien Grabed smoifdhen amwei veranberlidien Brofien
foll ndmlich Bier in jener Form gegeben merben, wie fie ben Borfenniniffen ber Sdilifer an unferen Wittel{dyulen entforicht.




Sepen wic alfo jebt

jo wird wegen tg (p —a)=0
'ﬁ=U iy (T

bie Gleichung unferer Kurve, beogen auj das britte Syftem, und biefe Tnmen wir nun bistutieren.

®leidung (7 verlangt namlid) von jedem Puntte der durd) fie reprdfentivien Kurve nichts als bie Gigen-
idhaft, baf feine Orbinate gleich Null fei. Nun Fommt aber diefe fpesiele Gigenfchajt ausidhlieplich nur jenen
Puntten 3u, welde in der Abfriffenare liegen; e6 geniigen alfo nur bie eingelnen Tounfte ber Jbjciffenare ber
burd) bie Gleidhung (T dargejtellten Kurve, . B. bie Nbfcifjenare ift felbft biefe Kurve.

Dic allgemeine @leichung Ded erjten ®rabes awifden jwei perdnberlidhen
®rdfen ift fomit der allgemeine Seprafentant ber geraben Linien in ber Ebene.

Dbige Transformazion gibt und aber aud) sugleich Muffchluf fiber bie Bebeutung ber in ber allgemeinen
®leichung vorfommenben Konftanten. Die Nbjciflenare bed britten Spjtemesd fhliept mit ben unter einanber
paallen Abfeiffenaxen bed erjten unb jiweiten Syjtems den Winfel p ein, welder uns gegeben ijt Durd)
a=tgp; ber Urfprung Des jweiten und britten Spftems liegt in ber Ordinatenare bes primitiven Syftems
von dejjen Urfprung um bie ®rdfe b entfernt. Daraus geht fomit hervor:

Jit bie allgemeine Gleidjung bes erjten ®rabes jwifden jwei verdnberlidien
®rbfien auf bie Form gebradt

y=ax-1b

fo bebeutet a bie trigonometrifdye Tangente des Steigunggmwinfels der Geraben mit
ber pofjitiven Abjciffenare unbd b bden AL fchnitt der Geraben auf der Drbinatenare.

(8 ift roobl nicht nothwendig, bie fich jerner aus obiger Diskuffion nod) exgebenden Edliifje hier weitex
su verfolgen. §cby glaube nidht ju viel ju fagen, wenn ich behaupte, baj HAnfanger auf biejem Tege wohl
einen anberen Begriff liber bie Vebeutung der analytijhen Geometrie und ben ihr inne wobhnenten eigenthiim:
lidhen ®eijte befommen. Peiné eigene, roenn audy nodh Purze Prarié im ehrfache bejtitigte diep mic bin-
linglic). '

9n bie Distufjion Der allgemeinen Gleidjung des evjten Grabes 3wijden jwei verdnbeelichen Grifen
werden fich nun felbjtverftandlich jene Aujgaben anceiben, welde fich auf bie gerabe Linie und ben Punkt
bestehen. Beiglich biefer Aufgaben fei e miv ehenfalls etfaubt, einige Bemerfungen binguzufiigen. Die Auf-
gaben ber analytijdyen ®eometrie [affen fid) im Allgemeinen in jwel Hauptpartien theilen. Die eine Partie
enthalt jene Aujgaben, oo man den Gharabter der Surve bereits fennt, unb wo ed fid) nur barum hanbelt,
berfelben beftimmte Bedingungen angupaffen. Die anbere PBactie hingegen befhaftigt damit, jene Nufgaben
ju [bfen, weldhe ald efultat der Wfung eine ober mebrere @leichungen geben, beren geometrijche Bebeutung
erft aufgefunben werben muf.

Die Aufgaben erfterer Urt find mm gewdimlich das Stectenpferd file bie Schule wnd fiiv die Schul-
biicher. So werben 3. B, alle hieher jahlenden Nufgaben in einem bei uns, wie ed fdheint jebr Deliebten
mathematifien Lehrbuch fir Mitteljchulen, fo mechanijd) abgethan, bafi man in Berfuchung gerath, wen man
Bebauern joll: ben Berfafjer, Der jo etwasd jdyceiben fonnte, ober bie @diiler, bie nach biejemn Buche lernen
jollen. Menn bei Aujgaben joldjer Art nur barauf hingearbeitet wixb, bem Schiuler dad Schluprefultat einzu-
pragen, wenn man vielleidt jpegielle Bablenbeifpiele audy nodh vernadlaffigh, Dann mag man e wobl be-
greiflich finben, wenn ein Schiler 3. B, mit geofier Jungengelaufigheit regitiert:
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»Die @leichung einer geraben Linie, weldye burch jwei Punbte qebt, beifit:

Vi —
¥ v, e LT
£ Xj =—Xg

(x—%)%

und wenn biefer bann nidht im Stanbde ift ju erbldven, warum eben dief die Gleichung einer Gerapen ift, welde
piefe Gigenjchaften befift. So lange bem Sebiiler nidht begreiflic) gemadyt wird, baf es fich barum bandelt,
bie in ber Gleidung der ju fudbenben fpesiellen Kurve vorfommenten fonjtanten fo ju beftimmen, baf ﬁr' ben
geftellten BWedingungen genilge leiftén, und baf dich gefdyieht, wenn man bieje Vedingungen in die analytijche
Spradhe Eleivet, wenn man fogenannte BVebingungsaleidhungen aufjtellt, aus twelden man tann’ biefe
fonftanten fo ju beftimmen fncht, baf fie bieje Bevingungsgleidungen realifieren — jo lange wirb bei pem
Ediiler aud) Bein Berftandnis fein, fo lange wird er immer nur bdiefe ftereotypen Sdlupgleidnmgen im Auge
haben unb fich beftreben, biefe feinem Gebadytniffe cinguprigen. Daf aber auf biefe Art der Sdiiler alles eher
leent als nur nidht annalptijdye Gleometrie ift entjchieben.

Invers verbalt ed fich mit ber jweiten Partie von Aufgaben. Diefe werden in nfjern gewdhnlichen
Yebrbiichern einjad) ignovict und in ber Schule gerabe audy nicht ju febr in Anfprud genommen. Man maa mir
vielleicht gleich & priori einwenben, dap hierzu nicht die ndthige Jeit vorhanden fei. Xy toeifi, baf bie biefem
Gegenftanbe an unferen Oberrealfchulen gegonnte Etunbenzalbl e8 nidit aulaft, bie elementare analptijdye Geo:
mettie bielleiht per longum et latum burdyjuarbeiten; allein bdief ift ja audy nicht nothmenbig. Fiic ben
Sdhiiler witd e8 gendigen, wenn der Lehrer eined von biefen Beifpielen volljftantig burdhfiibet: Denn gerabe
bie Aufgaben ber yroeiten Ant find e8, mitteljt weldhen ber Lebrer ben Edyliler auf cas @ebiet ber Selbjterfindiung
binitberfithren Eann. Hat der Schitler an einem ywectméfiq gewdablten Beifpiele gefeben, auf weldye MWeije man
joldye Aufgaben behanbelt, fo wird fein fieebjamer Geift Anhalispunkte genug haben, um abnliche Mujgaben zue
[fen, namentlich wenn ihm vielleicht, twenigftend im Anfange, der Lebrer ben Weq, weldhen er 2 betreten bat,
[eife anbeutet.

So wiirde 3. B. bie volljtandige Wfung der bebannten Aujgabe: '

» 86 ift ber geometrijehe Drt jener Puntie ju fuchen, weldye von jivei gegebenen Geraben aleichen Abjtanp
haben” gemwif bollfommen genitgen, um den Sciiler in biefes Gebiet von Aujgaben eingufiibren. Bielleidit ijt
ef fiir ben Jujammenbang biefer Vemerbungen nidht unpafjend, ibre Ljung in biefer Form :u geben, mie idy fie
oben ausdeinanberfefte.

lm biefe Aufgabe swecEmafpig su bjen, wablen wir bas Arenfyftem fo, baf bie Gleichungen ber beiben
gegebenen @evaben bie mdglidift einfadhfte Form erbalten. Dief ift ber Fall, wenn wir eine Gherabe jur Abfeiffen
are nehmen, unb ben Durd)fchnittdpuntt ber beiben Geraben als Koordinaten NAnfangspuntt. Die Gleichun qen
perfelben finb bann

Die ju fuchendben Puntte jollen nun die Eigenjchaft haben, daf ibre fenbrechten MAbjtdnde von den beiben
@eraben einanber gleid) find. Nehmen wiv daher einen beliebigen Bunt M mit ben Koorbinaten Xy Wb vy,
juchen auf bie Bereit8 befannte Weije beffen fenfredjte ABftande von ben swei Geraben unb feen bann bie
hiefite echaltenen Werte einanber gleich, fo erbalten wir jene Bebingungsgleihung, welde unjere geqebene
Bebingung in analptijhe Worte Feibet.

Der fentredyte Abftand bed PumPted M von ber cinen Geraben, ber Abfeiffenare, ift offenbar feine Or-
binate yy. Hm den fenfrechten Abjtand desfelben von ber jreiten Geraben ju finden, baben wir burd) benjelben
eine Hiilfsgerabe ju legen, weldye auf der Geraden (2 jentrecht ftebt, dann ven Durchjchnittapunts biefer beiven
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®eraben ju jucdhen unb enblid) die Gntfernung diefer beiben Puntte ju berechnen. Die Geidung der burd) den
Puntt M gebenben unb auf ber Geraden (2 fentrecht ftehenden Geraben 1) ift aber

y—yi=—l—x). . (B

Sudjen wir nun bie Koorbinaten bes Durdjdynittspunttes diejer Geraben (3 mit (2 und nennen biefelben
x unb j?r fo werben wir biefelben erbalten, wenn wir bie Gleihungen diefer jwei Geraben als jufammen:
geborig betrachten unb baraus bie fpeciellen, beiben Gleichungen gleidzeitig geniige [eijtenben Werte von x und v
beftimmen. Gine einfadye Redynung 2) gibt

oo ey
S T

= (25 |

Nachoem wir jet bie fKoorbinaten des Fufpunttes des von M auf die Gerade (2 gejallten Berpenbifels
fennen, fo finben wic bie ange dedfelben mit Hillfe ber befannten Formel filr bie Diftany jweier Punkte,

2= (x — x,) ' (¥ — y4)
ober wenn it fiic x unb y bie gefunbenen MWerte jubftituieven unb gehbrig rebugieren

e AYi—ax)*
Wi 1-+a%
folglidh
i Yi—ax

I=2yire

Da nun bie Entiernung d gleid) fein muf dex Entfernung bes Bunttes M von der Geraden (1, aljo gleid)
feiner Orbinate y, wie wir oben gejehen haben, o erbalten twic al8 bie gefucdhte Bebingungégleidyung

¥i —ax,

1-4- a2

¥y=

ober baraud yy beftimmt

a
Ve =ixvize - - &

Sepen toir in biefer Gleichung fiir x, cinen belichigen Mert, fo erhalten wir bad jugehdrige y,. @8 -
eriftieren aljo eine gange Reibe von Punkten, welde unjerer Bebingung Gentige leiften und ber Reprajentant
bed geometrifdhen Orted biefer Punkte muf fomit Bleidung (4 fein, inbem fie uns fiir alle biefe Punkte ibre 3u-
gehorigen Stoorbinaten gibt. Wir haben alfo die geometrifdhe Bebeutung diefer Gleidyung 3u erforfchen.

Diefe Gleichung gerfallt in Folge bed boppelten Beichens in jwei Gleidhungen, wovon uns iebe, toie wir
auf den erjten Blick ecfennen, eine gerabe Linie vorftellt, bie burd) ben Urjprung gebt. Um iiber bie Meigung

1) Die Senninis der Aufgaben ber ecflen Partie wie bie Bleichung einer Beraden burdh einen Puntt, bie Bedbingung ber
fentrechterr Bage gweier Gleraben, bie Beftimmung ber Hoorbinaten bes Durchfhnittépunttes w. { | wird Bier
felbftverftanblich vorawsgefest.

#) Beim Bortrage ift biefelbe im Detail ausaufibren.
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diefer 2 @eraben efwas Naberes ju erfahren, beriictfichtigen wir, baf bie trigonometrijhen Tangenten ihrer
Reigungswointel bejliglich ber x Are Funbiionen ber frigonometrijdien Tangente bed Neigungdwintel ber e
Geraben felbit find. Begeichnen wir diefe beiben trigonometrijdhen Tangenten mit A wnd A,, fo ift alfo

;‘Ez—v’:—r n=a

A 7"\
M e YT

obet foenn wir fiic a feine Bebeutung {dyreiben ndmlid) a=tg p

A frp E

T1—Vitige?
tge
..'11 = 1':'1"_1-%“:?2:

Diefe beiven Ausbrilcfe gehen wegen 1 4-1tg p* = see p2= in folgenbe iber:

cosy 2

K s SO0
T 1—cosy

_ _sing (
ﬁ=_1+nns? )

peren Bebeutung et leicht yu finben iff. Nad) ywei geometrifehen Formeln ift namlidy

ﬂﬂtﬁ'i‘l —_ ﬂ.)
b 1—coagp

: )
bR L
tg3 1+cbap5

folglich ijt
A —cotg% =tg [ BU+3,)

A—tgl

Wir erhalten jomit Hieburdy ben HODHft interefjanten Wufjhufi, dap biefe 2 @eraben, weldie uns den
geometrijdhen Ort ber gefuchten Punkte reprafentieren, auf einander fentrecht ftehen, inbem bie Diffeveny ihrer
Neigungdwintel mit ber X Are 900 betragt, und dap fie die beiben fich ju 1809 erganzenden Neigungsmwintel
ver ywei gegebenen Geraden gegenfeitig halbieven. Unfere Aufgabe ift aljo vollftanbig geldit.

Wenn id) bei ber eben entwidelten Aufgabe vieleicht su fehr ind Detail gieng, fo mag viep daburd) ge-
redptfectigt fein, Daf id) jeigen wolte, auf welde MWeife man an der Ditteljdhule vorgebhen follte, um jo mebhr,
alé ed [eiber noch hie unb ba vorfommt, dbaf man bie Mittelfhule jur Hodyjdjule emporfdrauben will und mit
pen Schitlern jo fpridht, alé wenn man auf bem Rehrftubl einer Hodjdyule figen wirbe.

J¢h) Pomme nun jur allgemeinen Gleichung bes jweiten Grades mit el verdnberlichen Grdfen,

Die Linien der jweiten Orbnung ober bie fogenannten Kegeljdnittslinien werden in der Regel auj folgende
Art abgethan. Man jitiect bie dyarabterijtijche Gigenjdhaft ber betreffenben Kegeljchnittslinie unb fud)t dbann, auf
biefe bafiert, bie @leidhung fliv biefe Kurve abzuleiten. Daf man zu diefem Jwedfe die fbezielljte Lage wablt,
braudye idy wohl taum ju ermwéabnen. Die Distufjion der Gleidhung bed jweiten Grabes mit Fwei verdnber.
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licjen @rdfien hingegen wid gedftentheils fibergangen. Namentlich ift diek in ben an unjern Mitteljchulen in
Berwendung jtehenden Lehrbiidhern der Fall.

Jch gebe 3u, baj e8 Baum mdglid fein bdiixfte, bie Brensen ber analytijhen Geometrie in ber Mitteldhule
big borthin ju erweitern; allein id) frage bagegen: wa# niist e, ben Schiilern bie gerabe nicht {ebr einfachen
fonthetijchen Ableitungen ber Mittelpuntts. 1mb Sdyeitelgleichungen ber Stegeljchnittdlinien ju seigen? Wird
burd) beren Senntnid der Sebiiler in ben Stand gefest, audh nur bie einfachiten jenec ufgaben au [bfen,
weldye ihm als Rejultat bie Gleichung einer Kegeljnittalinie geben? Gewif nicht. Man wird mir vielleicht
einwenden, daf bie Diskufjion ber allgemeinen Gleichung ber Segeljehnittslinien ju jdhwierig fei. G4 fei mir
geftattet in Sirie einen Weg anjubeuten, beffen praftijche Ausfiibrbarkeit idh bereitd theilweife erprobie,

Man [eite die fpesiellen Gleichungen der eingelmen Kegeljchnitt8linien auf die befannte funtbetijche Weife,
aber mit mdglichjter Riteze ab. Jjt dief gefcheben, fo verfuche man die allgemeine Gleidyung bes 3toeiten
@rabes mit swei veranberlichen Grdfen

Axt4Bxy4Cye4-Dx+Evy4F=0

auf folgenbe Art gu bisfutieren. Gbenjo wie bei ber Gleidyung es erften Grabes gehe man auf ein anberes
Arenjyjtem fiber, Defjen Uren dem urfprimglichen parallel find unb Beftimme m unb n fo, baf dic Glicder ber
unbefannten in ber erjten Poten; verfchwinben. Gine einfache Redhnung gibt uné fiir m und n bie Werte
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Piecan Eniipje der Lebhrer bie BVefrachtungen, unter weldyen Dlobalitaten biefe Transformazion mbglic) fei. Segen
wir B+—4 A C 2 0 voraus, fo erhalten m unb n endliche Werte und bie algemeine Gleichung gebt fiber in

Ax*+4Bxy+Cy:4F, =0

Diefe auj ein brittes Arenjyjtem bezogen, beffen Urjprung derjelbe, deffen Arenvidytung jebod) eine andere
ift, gibt mittelft ber bePomnten Trandformeagiondformeln bie neve Gleichung

(A cos «*+ Beos asin a4 Csin e ?) x4 (A sin «*— B cos asin a4 E cos «f) y2
+ {B(cosaz—sina®) 4 2 (C— A)sinacosa} xy + F1=0.

AWablen toir nun « jo, baf der Koeffisient von Xy verjdwinbet, jo wirb
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unb wir echalten alé Sdlufigleidhung
M _\;2-+. I{j-z_|_ Fi—0

(8 unterliegt nmun getwif teiner Sehwierigleit, den Seylilern ju zeigen, wie man aué den Konjranten A, B,
erfennt, wann diefe Gleichung einen Kreis, eine Gllipje ober Hyperbel davitellt. Hier wird o6 audy gleich am
Plage fein, bas Nothwenbige iiber bas jogenannte dyavafteriftijhe BVinom (Br—4 A C) einzujdalten.

Diefes wird geniligen, um ben Sehyiiler fo roeit 3u bringen, baf er eine ihm bei frgend einer Aufgabe fich
ergebenbe allgemeine Gleidyung bes yweiten Grabes beuten Ednne, daf er bie ndthigen Transformagionen durdy-
fithre, wm bie betveffende Segeljchnittdlinie auch fonjiruttiv su beftimmen. Der fleifige und wijibegierige Schiiler
with bann mit Leichtigleit und Sicdherheit bie weiteren MWege felbft verjolgen Eonnen. Bleibt bem Lehrer nod
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Reit, jo diicfte ed nidt unjwedmdpig fein, eine ber Mppollonijhen Aufgaben vbollftanbig burdzufiihren ober
abnliche Aufgaben, welde alé Refultat die Gleidyung einer Kegeljhnittslinie geben.

Durd) ben bier angebeutenden MWeg ift aber feinedwegd eine erdhopfenbe Distujjion bder allgemeinen
®leidjung des jweiten Grades verftanbden, gegen welche Unjhauung i) in vorhinein Verwahrung einlegen
miifte; fonbern o8 jollfe amit nur geseigt werben, anf wad man fidh in diefer Richtung Befdyranlen Ednnte, um
bod) nod) genigenbe Mefultate ju ergielen. Auj biefe MWeije wirb e gewip moglid) fein, bem Scyiler jene
Stenntniffe beijubringen, welche ihn fiic feine Hinftigen technijhen Stubien wenigftens fo vorbereiten, baf er auf
nidyt ju bebeutende Liicfen jtofit. Nad) den bi§ jest befiehenden Gefefen ift 8 namlich unjeven abjolvierten Real-
und Gymnafialjdilern gejtattet, gleich beim Uebertritt an bie polytedinijhe Schule bie Borlefungen iiber hahere
Mathematif ju hoven, G5 ijt aljo file fie Hodyjt nothwendig, in der analptijdyen Geometrie ber Gbene fich folde
Stenntniffe bereits erworben ju haben, welche fie in ben Stand {efen, bie hohre Geometrie aud) mit Grfolg 3u
frequentiecen. MWenn sufallig an einer unjerer polhtechnijhen Scdyulen bie analptifhe Geometrie in ber Ehene
pon ibren Elementen an in bad Bereich der Vorlefungen fiber hohere Mathematif gesogen wird, fo ift bief Fein
Brund gegen meinen Vorfdhlag iiber bie Grveiterung ber Grenen ber analytijdien Geometrie in bex Mittel-
fhule. Ja, im Gegentheil fpricht biep flir mid); denn gebt man in ber Mittelfehule fo weit, alé idy friher an-
veutete (und biep ift nad) meiner Grfabrung moglich), fo fann wenigjtend in jenen Vorlefungen bann nidht
qefagt werden, bafi man bief defibalb nod) in bas BVereich derjelben 3iehen miijje, weil die Juhbrer nicht bie
genfigenden Renntnifjfe aus ber Mittelfehule mitbringen,

Sdylieflid) jei nod) erwabnt, dbap man bie Gleidung bes erjten Grabes awifdjen drei veranderlidhen
Grdfen auf dhnliche Weife distutieren fann, wie die swijdhen jwei verdnberlichen Gredfen. Die allgemeine Form
berfelben ijt

Ax4+By+Cz4+D=0. . (1
Bejiehen wir diejelbe auf ein neues Arenfhitem, befjen Aren parallel bem urfpringlichen find, fo geht Gleichung
(1 mit Jickficht auf die hiersu nothwenbigen FTransformazionsformeln
X =x; +m 2
Y=¥yi+tn
2=24p ‘

iber in

Ax+By4+Cz+Am+4Bn4Cp4D=0
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Sepen wir nun m=n=0 unb p= —g [0 perfdywinben die von ben Unbefannten freien Glieder und wix

erhalten

Ax, 4By, +Cz,=0. . (2

Dasd burd) biefé Gleidhung dargejtellte geometrijhe Bebilbe gebt alfo burd) ben Urfprung. Durd) obige Beftim-
mung von m, n und p echiclt bas newe Arenfyftem eine foldie Page, bafi e8 mit bem primitiven die gemein-

fhaftliche Z Aare hat, unb daf fein Urfprung vom Urfprung ded exften Syftems im Abftanbe p = —% liegt.

Um iiber Gleidhung (2 nody einen ndberen Anfihlufy u evsielen, geben wic auf ein drittes Arenfoftem
iiber, weldyes mit bem jioeiten einen gemeinfdhajtlichen Urfprung bat, defen xy Ghene aber mit ber xy Gbene
bes jeiten ober rvefpeffive bed erften ©yjtems ben Winkel = bilbet. Da jebod) durdh biefe Annahme bie Lage
pes britten Spftems noch nidht volformmen beftimmt i, fo wollen wir nod) hingufiigen, dbaf die X Are bes
oritten Eyftems mit bex X Are bes jweiten Syjtems den Winfel  einfdyliefien foll.
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(8 wird bem Lebrer ein leichted fein, gejtiipt auf die Transformagion ber Koorbinaten in der Ghene bie
Zransformagionsformeln fir bdiefen Fall abjuleiten. Sie find folgende, wenn x’ ¥’ unb z' die Foordinaten
be§ britten Syftems bejeidynen.

Xy =2x'cosy — y'sing cosa — 2'singsinx !
yi =x'sing -4y’ cosy cos a 42’ cosgsina
%, =2 cosa— Yy sina

Diefe MWerte fiir x,, y; und z, in Gleidhung (2 fubftituiect und georbmet, erhalten mwir

(acosp+ bsing)x'+ (beos a cosy — asing cose —sin &) v/
+ (cosz—+bsinxcosy — asinasing)z'=0. . (3

wenn fiirze halber %= a unb %— = b gefest wird. Da wir nun « und w beliebig wablen tdnnen, o beftimmen

wir biefelben fo, baf fie ben Gleichungen geniige leiften

acosy~+bsing =10
beosacosy —asinwcosa —sina = (.,

Gine einfacdhe Nechnung qibt uns dbaraus

tgp=—§ =—

= S o
tga="Var4 be= ¢ VA2 B

ober aud) cosa= Die fir tg o unbd tg « erbaltenen Werte find beftimmt, jo lange nicht

VAT B (2
A unb B gleidyjeitig verfhroinben.

Mit Ritckficht auf diefe fpesiellen MWerte von & und ¢ gebt @leicdhung (3 nun fiber in
cos @ (14-a:4 b9z =0
ober ba, wenn A, B unb C von ber Rulle verjdhicben finb, der Koeffizient von 2’ nicht verjdhminben Fann
=

Diefe Gleichung tonnen roir nun diskutieren. Sie brilctt die darakterijte Gigenfhaft aus, baf bie z Koor-
dinate filr jeben Punkt beé burd) fie bargeftellten geometrijhen Gebilbes Rull fein muf. Dieje Gigenfdhajt
tommt aber audfchlieplid) nur jenen Punften au, weldhe in der xy Gbhene liegen; eb geniigen aljo nur die
Punkte bee xy Ebene ber in Gleichung (4 geftellten Forberung. Die xy Gbene muf alfo felbft bas burdy biefe
BGleidyung dargeftellte geometrijde Gebilde fein.

Die @leichung bes erften Grabes jwifden brei veranberlidhen Grdfen repra-
fentirt uné fomit bie allgemeine Gleidhung ber Ghene.

Beylglidy der Bebeutung der fonftanten A, B, C und D gibt uns bie Diskuffion jolgenden Auffdhluf:

1. Jjt D=0, jo wirtb p=0. Die Gbene gebt alfo durd) den Urfprung.

2. Der Neigungéwinkel der Ebene mit ber xy Gbene ift gegeben burdh bdie Formel

C

COs oo
VA + B2+ (0




3. Wirtb C=0, fo ift =900, die Gbene fteht alfo fenfeecht auf der Horijontalebene und ihre Glei-
chung heifit
Ax4+By4+D=0.

4. Wirb A=DB =0, {o ift =10 unb bie Ebene wird parallel yur xy Ebene. Jbre Gleichung ift

Cz4+D=0.

0. Der Neigungdwinkel, welchen die Schnittlinie ber Ehene und der xy Gbene mit ber X Are bilbet, ijt
gegeben durdy die Formel tgy = —u;;—’-. Wirk mun A=0, o it w=0, bie Sdnittlinie alfe parallel jur
X e und bdie Ebene fteht fentrecht auf ber yz Ghene. Jhre Bleichung ift

By+Cz+D=0uj f

Auf diefe Weife laffen fid) direlt, obne Bubilfenahme von Lehriigen aus der Stereometrie, alle fpesielen
Lagen dber Gbene ableiten. @6 ift ung ferner hier burd) biefe Distuffion bdivebt bie Formel filr ben MNeiqungs.
wintel bex Ebene mit ber xy Gbene gegeben, unb eé unterliegt feiner Befonderen Schmwierigeit, auch die Formel
filc Den Neigungéwintel jweier Ebenen auf biefem Wege direkt abyuleiten,

Die Distufjion ber Gleidung ded erfen Grabed jwifchen brei verdnberlichen Grdfen seigt uné alfo
abermal8 bie grofen Bortheile bed analytifden Weges. Ob Sdhiiler einer Mitteljdule, ob Hiver an einer poly-
tecdynifchen Schule — beibe werden durd) obige Diffuffion einen anbern Beqriff ftber bie Bebeutung der allge-
meinen @leidung bes erften Grabes jwijdhen brei verdnberlicdhen Grdfien befommen. I tann nody jugeben,
wenn man die Gleichung ber Gbene ableitet, inbem man ihr Entitebungsgejes ju Grunde leat, ndmlich: Die
Gbene entftebt, enn fic) eine Gerade, pavallel ju fich felbft bleibend, an einer jweiten Geraben o fortbemwegt,
bap fie ftetd einen Punft mit ihr gemein hat. Wie man aber beut ju FTage bei biefen imenfen Fort-
chritten biefer Wiffenjchaft die Gleihung ber Ehene noch ableiten fann, indem man fagt: ,Die Gbene befit
vie Gigenfhaft, baf alle ihre Puntte von ben Enbpunbten einer Geraden, durdh deren Mitte fie geht und auf
mweldyer fie perpenticular jteht, gleidh weit abjtehen” und nun mittelft der Formel fiic bie Diftan; sroeier Runtte
bie Gnifernungen beftimmt w. j. f. — bief beifit benn bod) bie Fortidritte ber Wiffenjdhajt adnzlich ignorieren,
namentlich wenn man e8 nicht mehr mit Sciilern einer Mittel{chule, fondern mit Schillern einer Hodhfchule ju
thun hat.

Mbge diefe turze Stizze fiber die Behanblung ber analytijhen Geometrie geeignet fein bei meinen Herren
Hacheollegen eine meitere Befpredyung biefer fo widitigen Frage ,iiber die Vehanblung bes mathematifchen
Untervichtes an Mitteljchulen” su veranlaffen.
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