trigonometrifdje Sliachendeftimmung

eined geradlinigen Poligond,

bon

3. Pranghofer.

m den Flacheninbalt eined Poligoné ju bejtimmen, audgebrudt durd) die Seiten und trigonometri-
fchen Funfyionen dev Winfel dedfelben, leitet man gerohnlicy juerjt bie Formel fiiv dad Dreie, dann
fiv bad Bieved, Fiinfed ab, und {dreibt endlich die Fovmel fiiv die Flache eined Polygong von
n Seiten vermdge der angemwandten gemeinen Jnbubtion nieber.

&3 Diivfte wobl niht uninteveffant fein, ecine divefte Ableitung Der Formel fiiv die Flade
eined nedd anjugeben.

San Fann nun diefe Aufgade auf folgende At [ofen:

8 fei Ay Ax Ag Ay ... Au_3 An 2 Ay Ay vin Polpgon von n eiten; die Wintel Ddedfelben
wollen mwiv mit Ay, As, Ay, . . . Au_z, Au_y, Aq . . . Dejeichmen und bie Seiten A; A, A A;, A5 Ay, ..
3 T e R R L T

Nimmt man nun die Seite a, ald Abfiffenare an, und fallt von den einjelnen Edpuntten des
Polpgons die Sentrechten (Ordinaten) As Py, Ay P, . .. Aoy P,_; auf biejelbe, jo wird daé Polvgon
purdygebends in Trapeze und Dreiecre geriegt. Bejeidynet man dad

A nod Mg

"4 . ,_.J.:!'rn_:g

Trapey AP P; A; mit L,

.’ll-; I-Jg Pﬂ. :"-4 (0 l-.'l.

Efﬁpf.s Ay aPo 4Py M3 mit to—s

.-\n_;;p“_,'tpn--xigin—'.! " tll—li

-',\n_zpn. -EPu—Iv""rl L w lJI 2
:‘:‘Jl‘t‘iﬂf "‘il -—Il]n~l-'5‘ll " l““
A, Ay P w by

"

]
ik i H h | i i el | i
L B A B 4 hofin foglas o

&

fo ift bie Fladye des Woligond, namlid
F = 1‘2. .Ji" t{l + t-i -—I:- e ety + 'l“_i —|— s — tn—~! — tll—l T I'i
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&8 fommt nun darauf an, ty, t, t; ju berechnen, und, da bdie Flade eines Trapejed gleid) ift der
Summe ber beiden parallelen Seiten multiplizievt mit ber halben Hobe, fo erfiebt man, bap mwir die Per-

penbifel A, P, = ps, Az P:
men miiffen.

Beriicfjichtigt man nody, daf wenn man A M; || PP, A; M || PPy, A M; || PoPs, .

bie Winkel

P, A, A,
A A M;
A MM,
AcAM,

jomit
sin A, A, P, =
sin A; A, M; =
sin (A%A; M) =

fonad
AP =1
AP; = ps

_‘l.al.)g == p;,

= A;A; sin (180
= A M, + MP,
= A.M, + M.P,
AR —
A aPy g
-\u—:tl"n—t =

Pn—s = @ Sin
R
Pn—2 =
Ay By = P e
AnBae—py ==

sin

ferner
Py P;
Py Py

= A M,
= A; M,
A
])n -:llju 2
pn—'dpn--t
]Jn—l Pn
AP,
A, Ay =

und fii

dy

ap = a; €08 A; — ay cos (A; -+ Ay) + peos (A + A A .-

sin A,
sin A,
sin A,

An My = & a,_ 08 (A; +
= A, oMy 5 =
A,
= an—1 €08 (4 -

2

= Pg, ."!»;p; o LN uno bIE @iﬁfe P‘ZPI[, PSPA,

= 180 — A,
= A 4+ A —n=
A —2a

= -‘J‘u —I— Az + 3
= A, + A 4+ A A, — 3n  find,

sin A
sin (Ay + A, — @) = —sin (A, 4 A,)
sin (A, + A - A; — 2x) = + sin (A + A 4 A))

.‘i:] l]g
A M,
A M, =

— cos A,
- cos (A + A.)
—E— cos {_‘h —l— i"s "}_ 5“.‘1:):

e0s Ay
cos A,
cos Ay

— A a, sin A,
AoPy T AN =
AP, - AN,

= a, 8in Ay

4, sin (A -+ Aq)

— a, 8in (A, +A) .. Fagsin(dy 4 -
—ag sin (A, + X))+ .- F

T oA,y sin (A 4 ...
—agsin (A - A) 4k angsin (A .
— ag sin (A, + A) + ...

oap_psin (A + ...
— a. sin (A, A b ook ey siniCAy ...

_'il
i,

- 2, €08 (A; 1 As)
—+ ag cos (A; -+ Ay - Ay)

e Bl Ty
cee+ Ap_3g)

gl = e

T fp..3 €08 {."\. -
i—aM,_y = s cos (A; +
iz s ety
cos A

finbet man febr leicht

k)

a, sin A, — a, sin (A; -+ A:) + a; sin (A

b e e
== -"‘n—-l}
+ Ans)
+ An2)
+ An_i) -

Pqps, .ie b ﬁefﬁn‘h

. . jteht,

+ A'z + A;]

+a,_ycos (A + .

. (3).
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Nun ift
2t, = (ps +ps) - PaPy = [2a, sin Ay —a, sin (A, + A.)] . [—ascos (A, + A.)]
2ty = (ps +ps) PaPy=[2aysind, — 2a,5in (A, - Ag) 42 sin (A, 4 As 4 A)] [ 25 eos (A, A4 )]
2, =(ps+ps) PiPs= [2a,sinA, — 20, sin(A; 4-A.)+ 2ag sin (A, A, )—aysin (4, A A A0
. [—ascos (A, 4-A A A0

2 tn s —{(pn—s-t Pa—s) PnsPos= |2 a, sinA; —2a, sin (A 4-A.) + . - - T % sin(A, + .. - 4+ Ass)
TG sin (&; + ... :’n,,_g)] : | apacos(Ay 4 ..o +r"ln—5)]

?in.-3=(p.._s—i—lJn_s)Pn—-nPu—*.r=[2 a,sinA, —2a, SiH(AI +A)+ .- +2a,asin(A, 4 ... + Ans)
Lﬂn,_3sill (:h + FU + :\1,_3)] i [1:1“,,_3 cos (_-'\1 —l- wlaine —I—-z'ln_r;:]l

2tn_2=(pn_g+11n_1)P1._an_l = [2a,sin Ay —2asin(Ay A+ .- - & 2a,_gsin(A; -+ . .. 4 Au_s)
Ta,psin (A 4+ ...+ As)] . [F fn—scos(A; + . - . +Au—s)]

2tyt = (Po—i+Pa) PaciPn = [2a, sinA,—2a, sin(A; +A)+ . .. ¢ 2a,_ssin(As + .. - + Aus)

a1 sin (.‘\1 —1-' v =+ .'!ln_i)ll . L;: ':ln_icl)ﬁ(:'ll + e +:"‘n_|;l1
2 = ps . APy = [a 8in Ay] . [— 2 cos Al

fonady ficrd, da aud (1) folgt:

OF = 2t 4 2t o 2t o 4 2hia - 265 — Btz — 2ty — 24
' 2 F
—[2a, as sin Ay cos (A, + Az) — alsin (A, -+ A; cos (A +A;)]
+[2a, 85 5inA, 08 (Ag +-As + A3) — 22 8 sin (A; 4 A;) cos (A + Ae+4s) + a: sin (A -+ Az - Ap)
cos (A + Az +45)]
—[2a,aysinA; cos (A + . - . 4 As) — 2 apag8in(Ag - As)eos (A +. - . +A) + 2 ay aysin (A +Ax4Az)
cos(Ay ... A —ajsin(A; + . .. + A )eos(A . .o A)]

-|-___._._..._.___.._.__._.___.__.___.

T[22, ssinA cos(A 4. .. FAns) - - - - 2a,_san_sSin(A; 4+ - .. +An_s)cos (A4 ...+4)
--‘- ii:l_; sin {_‘_.-"‘.1 + a il -{— "'ln.—--ij cos {;‘11[ + 3iraiiey —I'- AIJ--—'!--JII
4 [2aya,—38In Ajcos(A 4+ ... +Ang) - - - 24, atp_gsin(A .. 4+ A,y) eos(Ay 4. .- +Ana)
+ ap_s sin (Ay 4+ - . . + Ans)cos(Ay+ ...+ A,,I_gj;
F[2a,8,_psin A, cos(A ... AL s) . . . T2 32 s8in(Aq ... Ap_g)eos(Ag+ ... +Aus)
“i‘- 3?,,_2 sin [."h —!— o e -i— .!l“_g) C0s (—"\‘i —I-" Sirc] —l— A“—EJ.!
'I[Eainn_.,siuAicca(Ai P . PYT ) [P gy sin(Ay 4 ... FAuz)eos (Ao +A )
4 afoy sin (A .- + An_j)cos(A + ... + An_1)]
- af sin A; cos A;.

Orbitet man, und jwar o, daf man uerjt bie Glieder fdyreibt, in melden immer bad Dua-
Stat eitier Seite vorfommt, bann bdie Glieder, in tweldhen die Verbindungen von a; mit a,, a5 . . . VOL=
fommen, bievauf die Glieber , in welden oie Verbindungen von ag mit ag, g, - . . ftattfinden u. {. ., fo
erhalt man:
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2F

a,28in A, e0s A, -+ 2.2 sin (A, -+ A.) eos (Ay - As) + az2 sin (Ay -+-As -+ Ag) cos (A, +A. +4A) 4. .,
4 ap_g sin (Ay + .« -+ Aag) cos (A ... Ay)

[— 2a, 8, sin Ay cos (A + A,) + 20,0, sin Ay cos (A, + A +4) . . . . F 288,804,

cos (A, + . ..+ Auy)

— 22, a5 sin (A, 4-A,) cos (A, + A - A;) -+ 28,9, sin (a,4-2:) cos (A A 4 A3 +44) .

T 28,3 8in (A, A cos (A + ... 4 A p)

— 2a, 2, sin (A;+A;F-Ag) cos (Ag 4 ...+ Ay) +2apa5 sin (A, A +-Az)eos (A ... +4A5) . . .

-+ +2a;8,_3sin(A, +A; +A;)cos (A, 4 ... Avs)

— 2a,_ga, ssin(A -+ . .. FAs)eos(A ... +An_s)+ 2a,_gap_y sin (At _I‘-An—!!)
eos (Ay 4 ... + Auy)

—2a, yap qSin(A; 4 ... +Ao)cos (A4 ... FAy) (4). /
Das Gefes, an mweldied die doppelte Flade 2F in diefer Gleidung (4) gebumden ijt, ware
wobl beutlih aenug audgefprodhen, allein die Fovmel ift noch viel ju Fomplizive jur praftijdhen BVe-
redhnung. Durd) folgenden Kunjtguifi aelingt & ung, die Formel in einfader Form davjujtellen :
Wir erbielten fuiber die beiden Gleichungen (2) und (3)

ag sin Ay,—ay sin (A, Fa)Fa; sin (A, A +A) . .. Fa g sin(A ... 44 )=10 (2)
a; cos Ay —a, cos (Ay + A+ cos(Ay+ Aa+4y) . .. Faeos (A4 ... +A)=a, (3)

SMultiplisivt man biefe beiden Gleidiungen, und awar fo, daf man juerjt bdie Produfte nimmt,
weldye gebildet werben durd) a, mit a,, a., a; . . . dann die Produkte, in welden die Verbindungen
pon a, mit a., @y, . . . erfdeinen, fo erhalt man:

a2sinA, cosA; —a; azsinA, cos (A, - Ay) - ayagsin Ay cos (A, A +Aqx) . L L Fagite—y sin A,
cos (A4 .. A
I, —a, 2, c08 A, sin (A, +A) +aa; e0s A, sin (A +AsFAg) - . - D aacosd,
sin (A ... +4Ay)
a,2sin (A, 4- Ay) cos(A, +A,) —a, a5 sin (A, A cos (Ae-+As+A3) + - .. @8y sin (A +4s)
e0s (A4 .- . +Any) ‘
I, — g 25 €08 (A -As) sin(Ay FA+45) + . .. Fagan—gcos (A +4.) |
sin (A, = S ==Anly) J\

_I_ —— Tl S deteel ) L T s - =4 == =i R T N A T s S

»

i e sin l:"‘lI + e -'i-.’t“ _-_g.] cos ‘:A. T A --I-—.*'\“_t.) | | sin L;“{ + e +-'\u—2_) C0Ss [_"'A! —!— Sl +l1 .,.1]
P — Ap—28n—1 08 (A4 ... FAng)sin (A5, 'i'n—i)%

4

i an—y 8in (A, + ... +As_q)cos(A, ... -E—.-\.I_I)" 0

Inml j :
ober, mwenn man mwieder die Glieder juerjt fhreidt, in welden dad Ouabrat einer Seite vorfommt,
und dann die gweite Reibe von Gliedern inmevhald der Klammern, aljo die Glieder, die in der NReihe

I, L, ... T vorfommen, auf die vechte Seite dad Gleichbeitdseiden febt, mird

2 =
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al sin A, eos Ay a2 sin (A 4 a:*) eos (A, 4 A2) + 252 sin (A; 4 A, - Ap) eos (A 4 A, - Ap)

A+iow Fan_y sin (Ay .. FA) eos (Ag 4 .. Aa)

([ —a,8p 8inA; coS (A +As) - ayn;sin A cos (Ay+As+Ag) ... Fa,a, 1sind;e0s(A+ ... +Any) )

\ —aa;8in(Ay - As)cos(A A FA) - . . . Fasay gsin(AFAD) cos (A L L - Anad) z
e agsin(Ay s+ A eos (A A +Ae A+ . Faga, ,sxll(&,+&e+;\¢] eue(’.,—{— —|—i,. 1]

E__ﬁ.__________ i 2

i — dp—2dn—1 Si]l (*'\! + B O _I_-"‘II—E} cos ff'ﬁl + . + J‘I’I—']

ay 8, cos A, sin (A +As) —ayagcosAgsin (A A FA)+ . . Caga,geosA, sin (A, .. Any)
+azatcos (A, +A)sin (A, A 4-4) . . . .. . agag qcos (AAy)sin (A4 ... 4 Aay)
tagageos (A +As + A)sin(A A 44 - L ?aﬂ ap_g €08 (A, - AaF-Ay) sin(Ay ...+ Avy)
_1_ — — _ — — —_— e — J— p—— — — — - i —

- a.t_ea.._icus{-\. + . —l— An_z)sin (A, +A; Ao 1} (3)

9bdbirt man nun auf beiben Seiten biejer Gleichung (5) den in derfelben Gleidung auf ber

linfen Seite vorfommenden und in dboppelte Klammern l{ A efngejdhloffenen Ausdruc, fo ergibt fid)
nun auf ber linfen Seite ded Gleidhheitzeichensd

ac2sinAy cos A, --a,2 sin (A, M) cos (A, Ay) a2 sin (A, + A Ap) cos (A A FA) - .-

tah_y sin(A 4 ... FADeos(A .. HAy)

— %a, 9, sin Ay cos (A, X)) F2a, a5 sin Ay cos (A FAa+4;) .+ 2agay_gsind eos(Ay 4. L —+ A1)

Qa,a5in (A - Ag)eos (A A &) . . . oL F2a8, gsin(A -Ag)eos (A 4 .. +As—1)

— 2agagsin (A, +Ay+A;)cos (A, +A; A+ A)+ - 128 a,_ysin(A; A A eos (A - . . . H-Aar)

—2a, sy sin(dy 4 ... FAis)eos (A -+ ..o FAy) (=)

Bergleiht man nun bdiefen Andbrud (=) mit der Gleihung (4), fo bemerft man allfogleich,
baf («) nidytd andeves vorftellt, al8 die doppelte Flade 2F.
Wir erbalten Daher, wenn wiv gleid) jtatt («) die doppelte Flade 2F fubjtituiven
2F =
4y 8 coS A, sin (A +Ay)—ay a; cos Ay sin(A, + A, +4,)+ . . FaagcosAgsin(A ... An—a)
i 85 €08 (4, + \)ain(}qn] A +4p). . . . tagag_geos(A; A)sin (A4 . - - Any)
.:s.u,(ml-\, + Ao +Ay) sin (A A A . T agag—qcos(A, +A;+Ag)sin (A + ... T A y)

oy _any_geos(A A . Ay e) sin U- 4 ... Any) - bemAusdrude ff - - -, ober wenn man
fidh die Glieder innerbalb dev Rimnnmn e gnd;tieben benft und dann fo orbuet, daf man tmnter
biejenigen Glieder jufammen nimmt, wo basjelbe Produft aus ben Seiten a;, A, . . - 45—y vorfommt,

jo mwird

ay is [COS A sin(A; | Ay ) —sin A, cos (A, 4 A —aga; [eos A, sin (A, A 4-4;) —sin A, cos (A, A 4:) |

+ ... Fagiy_g[cos \l~i11L\f + . —1— J.n_ )—sinA eos (A - . .« - An )]

ag g | cos (&, -+ A sin(Ay 4 Ay 4 Ag) -—sin (4 + L} cos ( S, T . 1) [ PR ot T P [cos (A, 4 As)
sin(Ay 4+ ... 4-Au_g)—sin(A; - Ay) cos(A, 4 . . . A, )]
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a3 8y [eos (A F-Aa Ay ) sin (A 4+ A, As - Ay) — sin (A A, -4, ) cos (A, LA, LA, +44)] = s Fagiag
[cos (Ay 4-As 4 Ag)sin(A; + . . . +A, ) —sin(. . .) eos(. . .)|

_|_ — — e — T — — e e e e,

+ gy [eos(A; 4 . . . Ay _)sin (A4 ... A ) —sin(A 4 ... A _scos(A, 4. .. Any)]

Beriidfichtigt man endlich nod), daf sin « cos § — cos « sin f = sin («—f) ijt, fo erhilt man
fife die boppelte Flade bes Polygons

2F = a2 sin Ay — a;a, sin (A, - A;) +
+-8g 83 sin Ay — a, a; sin (A; +Ay) 4+ Ryiftnesy S (Aget-0 +Any)
+agay sin A, — a; a5 sin (A, +A;) + gty SN (Ay - . L Any)

+ —_ = e | e e e e - L e Sl

+ a8, 4 8in el o '|"An—1:|

i
-

-y _gan_q sin A,y (6)

Wir haben aljo die Fladye des Polygons audgedriidt durch (n—1) eiten, und burd) (n—2)
TWinkel.

Aus diejer allgemeinen Formel fann man nun durd) Shpegtalificung ded Jeigers n, b, i. der Angabl
ber Seiten ded Polygons die Formeln fiiv die Fldde des Bierects, Fiinfeds 2. hinfhreiben.*)

) Troh meined fleifigen Sudjens in ven Lebrbidiern und SFournalen ber Mathematit fand iy nirgenvd biefe allge
meine Methode. Audy mehreve Fachmlinuer, denen i biefe Hbhanblung vorlegte, Bemerften, daf ibnen ein dbnfider ey
nidht befannt fei. Grit naddem der Drud fdon vorbereitet war, erbielt idy von eimem tidjtigen Fadimanne die Madivicht,
vaf Dienger in feiner o« Bolygonometrie” einen dhnlichen TWey einfclug.
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