1leber bdie

vajionale Darytellung der Gleichungen,

pen

Profeffor Dr. Hartmann €. v. SFranyenshuld.

@inﬂuﬁrci@ auf dag @cbeiben der Wifjenfchaft ift bad Streben, bad Spftem der mathematifdhen Lehren durdy
swedmdfige Behandlung foldher allgemeiner Probleme, iiber beren Uuflbfung irrige Unfichten berrfchen, ju
pervollfommnen; Denn Dadurch erbalt die Wiffenfhaft offenbar einen reellen Gewinn und ¢d wird bderfelben
ibr cigenthiimlicdher Chavafter und ifhre Wiirde bewahrt. Gin Problem der genannten Urt ift die razionale
Darftellung der Gleidbungen. *)

Um ber an unferen Realfhulen ftudierenden Jugend, bei weldher die Vorliebe jur Mathentatit
unverfennbar ift, iiber die Behanblung bder ermwdhnten Aufgabe eine griindliche Belehrung zu gewdbhren,
wollen wir unfer Augenmert auf diefen Gegenftand ridhten, und bdie nflofung ded obigen Problems gur
wiffenfdaftlidhen RKlarbeit erheben. Die bicraus entfpringende Theorie ift fedodh su umfangreich, ald vaf
fie in Diefen Blattern cine crfthopfende Darffellung finden fonnte; 8 foll demmad) nur cin Haupttheil

unfever dieffalligen Grgebniffe bier entwidelt werden, und bdie weitere Wiirdigung dicfed Gegenftanded einer
pateren Gelegenbeit vorbehalten bleiben.

§. 1. Ragionale Darftelfung der fHleichung

V’_al +V_a¢ __!'V-ﬂ;g-!_ : . . +V‘a + I"'-a = 0
n—1 n
in welder a, a,,a, . . . a ,a feineBurzelgrofen enthalten.
=1 n

*) ©djon Fermat hat bem Dedcartes bie Gleidiung
¥V ab—at + V a+ab+zrt V_am-}-rm— ar+a® = ab
aur Befreiung von aller Jrrazionalitat vorgelegt (Kligels mathematifdes &Bértﬁtbud}, IL, Banb, Seite 95% unb Sdulz
voi Stradnidy, Lelirbud) ver Mathematif 1. Band, Seite 19%); allein bic Nujgabe blieh unaufgelist und Here
Profeffor Sduly fagt Hierber an fenem Orte; »Dedcartes Hielt bie Muflofung diefer Aufgabe fir fefe leidy,
worin er fid) aber fiacf drcie; benn bie vagionale Gubgleidung Hat nidht weniger als 350026206 Glieber.«

Der beriihmie Descartes fatte aber nidht fo gany unredit; benn aud § 2 diefer NAbhanblung geht Hae
fervor, baf die gejudite Gleidhung durd) finfmaliges jwedmagiges Gefeben jur yweiten Poteng qewonnen werbe
und im §. 3 ift vas BVerfahren wirflid) ausgefiifirt worben,
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€8 fei Der Kiirge wegen
Va+Va+...+Va=h;
fo ergiebt fich n
V"8, + b = o, baber ¥"a, = —b, alfo a, = b? (1)
bie von ¥ a, freie Gleidhung. Jft ferner
r33+r34+----+ra=6,
fo bat man offenbar b = ¢ + V" a,, alfo
M= o 20,
demnad) burd) Subftitugion diefes MWertes in die Gleidhung (1)
a,—8, + ¢* = — 2¢ V¥ a,, fomit
(g — 8+ c)f=4a, c*. . @
die von ¥ "a, befreife ®leidhung. Um aus diefer ¥ a, wegaufdaffen, wollen wir
Va+Va+...+ra=d
feben, 10100t 0= d - Fa; alfd ;
¢t =a; + d®* 4 2d ¥V a,
und bie ®leichung (2) geht nun in folgende ifber
(8, + a,—a, +d°+ 2dVa,)? = ha, (a; + d® + 2d Via,).
Drdnet man diefe Gleichung nach den Potengen ¥ a, fo folgt, wenn
(2 + 8a—a, + d%)? + & (2, 8—n, 8,—a, d%) = A und
bd(, + a,—a,—dH)=B
gefetst wird
A=BV g, dfoiff A*=a; B* (5)
bie V" a, nidyt entbhaltende Gleichung,
Ordnet man diefelbe nad) den Potengen von d fo ergibt fidh, wenn
a*+ 8, 4 8,"—2 (a; 8, + 8, 85 + 8, 8,) = C,
&o,"a; + 0,705 + 2, 8,° + 8, 8,° + 8 a,° + a,%2,—10 g, 89 83—a, °—a,°—a,%] = D,
6(*+a°+a%+5k(aa+aa+aa)= E,
—4&(@ +a, +2a,)=F
gefetst wied, die Gleidjung
C+Dd*+Ed+Fd*+d8=0 (&
Nun fei
F"‘35+P’_‘ﬂﬂ+ a Vg .+Vqﬂ:.-f,
fo wird
d = f+ V—a.u
und durd) Subftitugion diefes MWertes in die Gleidhung (4) folgt, wenn man die Potenzen von d gebidrig ente
wifelt, ferner

C+D(a, 4+ +E@®>*+6a, 2+ 4 +
+ F@’+ 1582+ 15a, f* + %) 4 a,* + 28a,° 12 +
+ 70 a2 f* - 284a, f¢ 15 = G
unp
; 2Df+ 4 Ef(a, + 12) + 2 Ff (3 a,% + 10 a, f2 4 3 [%)
+8f(a, +)(@,*+6a, 4+ =H

|
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fept, Der Ausbrud

G+ Hy a, = o, fomit G* = a, H®
die won ¥ "a, befreite Gleidhung.
Fabrt man auf die bier geseigte Weife fort, ift Blar, baf bie aufgeficlite Gleidhung
Va, +Va,+Va+ ... +Va=o

yon fammtlichen darin vorfommenden Wurgelgrofen befreit wird.
§. 2. Miirzere Darfiefung der enfwickelten Jietfode.

Die bereits betrachtete Gleidhung
Vea+Va+Vead ...+ a=o

gibt, wenn aug Dderfelben o, entfernt wird,
m—=0e, Tl e, . st lea)s

entwidelt man nun dad angeseigte Duabdrat, indem man die Summe
Va+¥a+...+Va=Vat+¢a+...+Va)
alg ein Binom betrachtef, dann die Gleihung nach den Potenzen von ¥ a, ordnet, fo ergibt fich offenbar ein

NAusdrud von der Form
A+BVa=o0

in welchem die von ¥ a, freien Grofen A und B burdy wirlidhe usfiibrung der genannten Operagion gefunben
werden, Grhebt man bdic hieraus folgende Gleidung

A= —BV
auf die ztveite Poteny, fo hat man die von ¥ a, befreite Gleicdhung
A — g He

in welher die Ausdriide A und B nur mehr die Wurzelgrofen
|l 0 ST T L

enthalten. TWerden die Duabrate von A und B entwidelt, und ordnet man Dhierauf die Gleidung nad) den
Potengen von ¥ ag, fo ergibt fidh, wie man fieht eine Gleidhung von ber Form

C+ D V.'El:; =0,
in weldher die leicht yu finbenben Grifen C und D blof bdie Wurgeln

Voa,Va,. . .Fa
enthalten. Aus diefer Gleihung folgt nun :

G2 = ;DA
Nuf diefelbe Art werden audy alle folgenden Wurgelgrofen nad) einander weggefdhafit, und b

geht nun aud biefer Methobe gany dDeutlich Hervor, daf burd) jebemaliges Duabriven eine Dder, in ber

®leichun
: Yoa, e - haag A= o

n

vorfommenben Wurgeln wegfilit, fomit durd) n maliges ywectmdfiges Erlheben gur groeiten Poteny die Glei-
dung in vollfommen ragionaler Form erfcheinen miiffe.

§. 3. Rojionale Darftellung der Jermatfchen Gleichung.

Betrachtet man die Gleidhung
V ad—e+V @ +ad+3*)+Vam+V ¢"—a*—V ar+a* = ab,
welche fiinf Wurgelgrofen enthalt, fo seigt fidh, daf fie durch fiinfmaliges ywemdfiges Duabriren, und war
i *
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gang nad) den in §. 1 und 2 gegebenen Belehrungen razional gemadt wird. Man Eann aber hiebei audh auf fol=
genbe Art verfahren.

Sepit man ber Kiirge wegen
ab—a?=A,a% +ad 4 32=B, am = C,
d*— a*=D, ar + a®* = E unb ab = F,
fo laft fih die aufgeftellte Gleidhung auf folgenbe Weife einfacher ausdriicken:

VA+VYB+FC+¥D—VE=F,
und aus diefer ergibt fich nun

VA+VB+¥Y¥C=F~¥yD+ VE
Bird nun dicfe Gleichung auf die yweite Poteny erhoben, und
4 =A+B+C—D—E_F°
gefetst, fo hat man
@ +2(AB + V" DE) =2 (Fr'E—FrD — ¥V AC — V"BC)
Durd) nodhmaliges Duadriren wird, wenn man
#, = ¢,* + & (AB — AC — BC + DE — DF* — EFH
fein [aft, die Gleidung
ty +4(e, —2C)V AB + 4 (¢;, —2F*) ¥V DE + 8 ¥ ABDE
= 8F (VACD — VACE + vV~ BCD — VBCE)
gefunden ; und aug diefer folgt, wenn fie auf die yweite Poteny erhoben, ferner wenn
% + 16 AB (¢, — 2C)* 4 16 DE («, — 2F%)?
+ 64 ABDE — 64 F* (ACD + ACE + BCD + BCE) = «,,
8 ay (¢, — 2C) + 64 DE (¢, — 2F% — 128CF* (D + E) = §3,,
— 8¢ (q —2F%) — G4 AB (¢, —2C) — 128 CF? (A + B) = 3,,
— 16 ¢, — 32 (¢, — 2C) (¢ ,—2F%) — 256 CF* = §,,
g + 8, ¥V AB = g, ¥ DE 4+ B, ¥ ABDE.
Das Quadrat diefer Gleichung gibt, wenn man den Werth
«;® + AB 8,® — DE g,* — ABDE 3."

gefet wird,

mif «, beyeidhnet, den Augdruck
w, =2 (DE 83 8, — oy 8) VAB,
und bicraus folgt nun die verlangte razionale Endgleicdhung
4® = 4AB (DE §, §, — a3 f,)*
welde alfo, wic man fieht, audh nady diefer Methode behandelt, durch fiinfmaliges awecdmagiges Crheben jur
aweiten Poteny gewonnen wurde.

§. 4, Behandlung verwickellerer Jille.

6 Eonnen nody weit fchwierigere Probleme der betradhteten Wrt eine vollfommen Jeniigende und

einfache Aufldfung finden, bevor wir jedoch unfere Aufmerffameeit auf einige derfelben rihten, wollen wir die
Potenzen

2n 20 4
(VAZV Byund (VAX }B)
entwickeln, und den fidy ergebenden Refultaten die swecEmafigfte Form ertheilen.
Begeichnet man die jur 2n ten Doteny cines Binoms gehorigen Binomial-Coeffizienten der Reibe

B3, 16T 2 e

nach durdh

a
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paber dem Sinne diefer Beseichnung gemd§ (37) = 1 angenomnien werben muf; fo cegibt fich, wie man leidit
fieht, fiir die Gntwidelung ded Auddruckes

A VB
wenn AP n—2 n—3
A+ (p)A B+ @) A B ACNA B . e B
uno =y —a —3
) A+ ("’-_,;“)AB-I- {25H}A‘Bu+' A =l

gefest wird, die Gleicdyung

(A £ V' B) = P = QVAB.
IBird aber die Pofeny

ALV B)
entwidelt, fo ergibt fich wenn nmﬂn s i
A+(?1';1}AB+(E";1]A1'1+. - =R
u"r n n=1 n—:k
[2u1+1]A+[2n3+t]AB +{2n5+1)AB'2+_ Avreeh =8
fetst, Dad Refultat '

2n 1
_ V~A:VB) = RA %S/ B.
Wir gebent nun gur Aufldfung einiger fpezicller Probleme fiber, wobei wir ung jedod nur gang Eury
fafjen voollen.
1. Hat man die Gleidung
Va+Vbhe+Fe—Vid =g
ragional barguftelen, fo entwidle man Sie porformmenden Potenzen, und b ergibt fich, wie aus dem Borhergeben-
ben erfichtlich if, fitr den Ausdruck
¥ "a + Vb
cin Refultat von der Form
p+q¥ab
in weldyem p und q ragionale Grofen vorfielen.
Auf gleiche Weife hat man fiir die Gntwidlung der Poteny
Vo—"rd)*
¢inen Audbrud von der Form
r—s ¥ ed
Die aufgeftelite Gleichung gebt alfo in folgende tiber
p+qrabfr—sked=g
beren weitere Behandlung bt einfadh 1.
2. Um bie Gleidung
Vat+vyhy—Fce—Vidi=g¢g
auf die einfachfte Weife von den vorhanbenen Wsurgelgrofien yu befreien, ift e8 ebenfalls gwecmaig die angeseigten
Potengen au entrwiceln, wobei der Ansdrud

: 0~a + Vb
su einem Nefultate von der Form
p¥ a4 qk b,
und die Poteny
e — ¥ d)?

auf ein Ergebnif von dex Form
r¥Vc—sk d




fitbrt 5 man erbalt demnad) bie Gleidhung
p¥atqkb—r¥e+skhd=g
beren ragionale I)arﬁz[[ung aud dem LVorhergehenden befannt ift.
3. Die rationale Darftellung der Gleidhung
Fa—F¥bhi+Fet+ Vid=¢g
wird am ywedmafigften ausgefiihre, indem man die vorfommenden Potengen entwidelt, woburdy die Ausbriice
p—qVabundr¥ e+ sk d
in weldyen p, q, r und s leicht 3u beftimmende rationale Jahlen begeidinen, erbalten werden; und mum ergibt fich
aus der aufgeftelten Gleidung folgende
p—q¥ab+r¥Ve+shd=g,
aus welder die Wurselgrofen ohne Miihe weggefdafft werden Eonnen.
4, Um bie Gleidung
(et ¥Vb+Vey+Fdtyiy=g
ragional ju madjen, fege man
V=bi+ ¥ ec=h;

{o ergibt fich
b+ Val+4 g d+¥rhHh =g
Die Entwidlung der vorfommenden Potengen gibt nun den Ausbruck
praglatriat st T=g¢g
in weldiem r und s ragionale Sablen vorfiellen, p und q aber nody die Grofe h enthalten. Diefe Cleihung laft
fih burdy dreimaliges Duabriven von ¥ a, ¥ d und ¥ f befreien. Wird bie erhaltene Gleidhung nadh den Pos
tengen won h georbnef und bann flatt h der entfprediende Werth fubfituirt, fo finbet man eine neue Gleichung,
weldye durdy weimaliged jwedmafiges Crbeben jur gweiten Poteny aud) von ¥ b und ¥ ¢ befreit erfdheint.
Auf dhnlidhe Weife wird audy die Gleichung
Fa+Vb4+Ve+Fd+VTi+¥rg®=h
ragional gemadyt.
5. Gleichungen von der Form

VatPa Einitc. . F¥a =b

Taffen fidy nun audy vazional barftellen, denn man erhalt
a=(h—FVa — V"ug—- . —V‘a)

einen Ausdrud, welder durd) n maliges Duadriven die ragwna[c Horm anmmmt
6. Hat man die Gleidhung

5
Fat+ Vb4V Fet+lVd+Vi)il=g
ragional 3u madien, fo exgibt fich aus berfelben
FVe+Vd+ViP =[g—(Fa + Vb
Diefe Gleihung wird, wie aus dem Vorhergehenden erfidtlich ift durd) fiinfmaliged Duabdriven von den barin
vorfommenben Wurzelgrofien befecit.
Audy Gleichungen von der Form

Ve e +r“a)'irﬁ*(rb Th e g

fo nnen auf bie geyeigte Art von fammtlicden %ur;crgwﬁen befreit werben.
Aus der Bebandlungsmweife der hier betradyteten wenigen Flle gebt bervor, wie audy anbere ahnlide
Probleme aufgeldft werden Eonnen.
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§. 5. Jleichungen, die Wuryelgrdfen Oes vierten Jrades enthalten,

Gleichungen weldhe unter der allgemeinen Form
4 4 4 4
Va+Va+Vat....4+Fa=o0

fteben, Fonnen nun audy ragional bargeftellt werben, wie hier gezeigt werden foll.
1. Sefit man
o =i s = i = et R

fo gebt obige @leidhung in folgende tiber :
G G S G HS N S e

weldye, wie bereits (§. 1 und 2) gelehrt vwurde, durd) n maliges Quabriven von den vorhandenen Wurgelgrofien
Befreit wird. Die fid) ergebende Gleichung ift aud den Grofen

Wy p gy Egpn s o & &

auf eine beftimmte Weife sufammen gefetit; daber enthalt diefelbe noch bie Wurzelgrofen
V-'ﬂ“ Vnﬂm V-'ﬁ;” il i ]"—a:

au Deven MWegichaffung bie Gleichung neuerbings n mal auf die gweite Poteny erhoben werden muf, worauf fich
bie gefudhte ragionale Gnbdgleichung ergibe.

Die aufgeftelite Gleichung wird alfo durd) 2 nmaliges wedmafiges Duadriven auf cine rationale
Forn gebradht.

2. Dag chen gegeigte Verfabren it jedod) nicht die eingige WMethode, nach weldher eine Gleichung der
Bier betradhteten Art razional gemadht werden Fann; denn e8 Eonnten noch verfdyiedene anbere cbenfalls zum
Biele flilhrende, erfldrt werden, von ywelden wir aber nur eine, nicht mindber ywecmafige, bier entwideln wollen,
Bevor wir aber jur Andeinanderfepung diefer Eﬂh:tbﬂbc {chreiten, ift e8 nerﬁ;u[bufﬁ die ragionale Darftellung der
Gleichung

4 4 4
bV a*tcekatt+dya=t
auggufiibren. Aus derfelben folgt
4 :
by a® dVH&:[—cV‘a
und bicraud, wenn man Ddiefe Gleichung auf die gweite Poteny erhebt und bie Va enthaltenden Glicher auf
cine Seite ded Gleidbheitd-Seichens bringt
(ab? + d®* 4 2f¢) ¥V a=ac*— 2abd+ %
Tird diefer Ausbruct nodymals zur yweiten Poteny erboben, fo ergibf fich die razionale Gleichung
a(ab®+ d* + 2fc)* = (ac*—2abd + %)%
neldie alfo burdh 3mcima[igeﬂ Duabdriren gewonnen wurbde,
Rehren wir nun jur ﬁctracbtung ber fruIer aufgefteliten @Ir:@ung
V‘a, +V‘an+}’”as+- --H’"'a—-ﬂ
suriidt, fo ergibf fich aus derfelben
4 4 4
a, =Fa,+Va+...+ }’*a){
Wird b:c angc@ngte vierte Poteny, mbem man ben ﬁuéhrutf

et T e +V‘a o+ (i, t . R
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q
al8 ein Binom betradtet, entwidelt und die auf Null redugirte Gleichung nad) den Potenyen von ¥a, geordnet,
fo finbet man eine Gleidhung von der Form
4 4 i
bV a® 4 eV et +dVa, + f=o
in welcher b, ¢, d und  MWerthe begeichnen , weldhe die Wargelqrofen
4 4 4

TP T P e

enthalten, und durch Ausfiihrung der genannten Dperationen gefundben werden. Diefe Gleicdhung wird num, wie
4

aué bem Vorhergehenden erfichelich iff, durdy yweimaliges Duadriren von der Grofe ¥ a, befreit. Drdnet man

4
die nun entftandene Gleidyung nach den Potengen von ¥ a; fo nimmt fic offenbar bic Form
1 4 4
gV a*+ hy a4+ kya +m=o0
an, in welder die Jahlen g, h, k und m nur mebr die Wurzelgrifen

4 q ]
P’Lau rﬂsr St R

n q
enthalten. Aus diefer Gleichung wird, durch yweimaliges Duadriven ¥ a, entfernt. Fahrt man auf Dicfe
Weife fo lange forf, bis fammliche Wurzelgrdfen wegfallen, was offenbar durdy n malige Anwendung ded ges
geigten Berfahrens ausdgefiihee wird; fo geht daraus hervor, daf obige Gleidhung auch nach diefer Mefhobe
behandelt, durd) 2 n maliges Duadriven die razionale Form erhalt.

3. Audh fomphyrtcrc Gleichungen der bier befradyteten Art Fonnen, wie chen erflart wurde, razional
Dargeftellt werben, wad wir an einem Beifpicl zeigen wollen.

€8 feien aus ber Gleidung

4 4 1 4

Fat+Vvb+ro+yrd=rf

fammtliche ﬂﬁnrac[grnﬁm wegsufthaffen. Selt man
Va=e Vbh=8Fec=7ubld =

fo ergibt fidy die Gleidhung

S et il Aol oy o Kl i

weldpe nadhy §. 4. durd) viermaliges Duadriren von allen vorhandenen Wurgeln befreit wird, Werden in dem

erhaltenen Ausdrude fiatt der Grofen «, §, y und & die entfprechenben Werthe fubftituirt; fo findet man eine
Gleidhung, welde, indem man fie newerdings viermal zur zweiten Poteny erhebt, in ragionaler Form

erfcheint.
8 Iafit fidh 5{59: baé Berfahren aud) auf folgende Art einvichten. Man ordne die gegebene Bleichung

nady ben Potengen von ¥ a und {dhaffe diefe WurselgroGe auf die bereits geseigte Weife weg; bievauf werden ehenfo
nad) cinander aud) die ibrigen Wurgeln aus der Gleichung entfernt. Die gegebene Gleichung wird alfo,
wie nad) ber vorigen Methobe, o auch nadh diefer, durch achtmaliges Duadriren von aller Srrazionali-
tat befreit,
G8 ift cinleudhtend, daf audy foldye Gleichungen, weldye befondere Falle der aligemeinen Form
}:;'a-Fl/La. +IJ"’HQ+. e +P!'_a = b
find, cbenfallé durd) Wnwendung des erflarten Verfahrens razional _;fmad}t werden Eonnen.

rmd
..

7
[
5

A S




S

e g

§. 6. Jleichungen die Wurselgrofen des achen Hrades entfalten.

G feien aus der Gleichung
8 8 8 .
Vay FY 0+ Vagte. o +HFKa=o0

fammtlide Wurzelgrofen ju entfernen.
1. Gefit man
Va=e,Va,=u0,Va =«,...FVa=ea

fo gibt die aufgeftelite Gleidhung fn[genbc gl
4
V"rul B l—"'-rcg = V-rz,, eV e=o,

weldye nadh §. 5 von allen vorhandenen TWurgelgrofen durd) 2n nm[igcnﬁ Duabrieren befreit wird, Subftituirt
nan in bie fich exgebende Gleichung ftatt

L P R
n

die entfprechenden Werte, fo wird cine Gleihung erbalten, welhe durdh) n maliges uabdrieren in ragionaler
Form exfcheint. Die gegebene Gleichung wird aljo durdy Snmaliges ywedmafiged Erheben gur gweifen Poteny

razional gemacht.
9. Das sur razionalen Darftellung erforderliche BVerfabhren [GFE fich aber aud auf folgende Weife

cinleifen.
Aus der obigen Gleichung folgt namlidy

H =
8= (K8 + AR e Va)

unbd diefe glﬁt wenn’ fie 1md) ben 5]Jotcng,cn von V_'u,, gwrbmt witd, emm ‘El.uﬁbtud' r-ml ber Form

b V”a.. + cV"l.. - d]—’"an ar f]/"eln4 4 Vilg" <+ h }’"ag' + k V"ﬂ.; + q=o,
wob,c,d,. . . BWerthe vorfiellen, mcld;e die %urchgrogcn

V"aq, V“a“ V"l” Fl
enthalten, und durch wirkliche Ausfiihrung der genannten Dpevazion gefunben werben. Aus diefer Glei-
dhung folgt
] 8 5 8 4 4 4
bV a?+dV a’+gl 8’ + kVa, = —cha®—f¥Va*—hVa —q,

wird nun diefelbe auf die yweite Poteny erboben, fo ergibt fid), wenn man
a,b*+ g2+ 2dk—2cq—2fh=A,

29, bd +2gk —a, ¢* —h*—2fq=B,

a,d* +k*+2a,bg—-2a,ctf—2hq=C,

2a,bk4+2a8,dg —a,—q*—2a ch=D
fetst, bie Gleichung

1 4
A rﬂ._."‘ + B V—“E + C V_'il,_: + D=o,
welthe nadh §. 5, 2 durd) Jweimaliges Duabdrieven razional gemacht wird. Ordnet man den exhaltencn Ausbrud
B

nad) den Potengen von ¥ a, , fo wird auf diefelbe Weife audy diefe Wurgelgrfe aus der Gleidhung weggefhafft,
und die ndmliche Methode wiederholt angewenbdet, fithet endlicy yur gefuchten razionalen Endgleidyung; diefe wird

alfo, wie vorbin, aud) nun durd) ywemapiges 3n maliged Duabdrieren gewonnen.
o

-
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Auch vermwiceltere bicher gehorige Fale wie 3. B.
8 8 B 8
G TN Y d =,
8 8 oz s 8 8
(V_EI + ¥ b’ _+ V- Vec—yid+ }’ﬁf.}s —— il

B

m ] 8
Vra el b i P b,
Fonnen auf dbnliche Weife behandelf mwerden.

§. 7. Ragionale Darfiellung der alfgemeinflen Yleichung der Getrachteten Art.

Alle bereitd behandelfen Gleidhungen, in weldhen fammiliche Wurzel - Grponenten Potengen von
2 find, Eonnen offenbar al8 befonbere Falle der aligemeinen Form

}‘r'n'a,+}5‘n2-|—l;ﬂ"a_.}+. o -+}:"a=h

wom = 2 ift, befradytet yoerden; und biefe wollen wir nun einer nahern Unterfuchung untergiehen.
1. Seit man

r—=1 s 5 # g
§ = 2 und rﬂ;':(i{,rﬂng‘g,rﬂa:%,- sirseRbi =
n n

fo gebt obiger Ausbruct in folgenden iiber
Koo SR o <k Va0 o o F ' e ="},

n
aug weldem durd) nmaliges Duabdrieren alle Wurgelgrofen entfernt werben. Die erbaltene Gleidyung ift aus
ben Grofen

(1 SEPRL A PSS
n

—1
gufammengefett, enthlt alfo blof Wurelgrofen bes Grades 2 . Auf dbnliche Leife werben diefelben auf

ben Grad 2 2rei:ug}irt, und fabrt man auf biefe Are fort, big die erflarte Methode r mal angemwenbdef ywurde;
fo ergibt fich die gefuchte razionale Gndgleichung, weldye alfo durdy nrmaliged Erheben ju gweiten Pofeny,
erbalten wird. -

2. Die vagionale Darftelung jener Gleidhung fann aber auch auf folgende Art audgefithrt roerden.
Aus derfelben folgt namlidy

8= (b -—I;Lag-ulf:'n‘aa—-. . .—VnLani
und bicraus ergibt fich, wenn die angegeigte Poteng entwickelt, dann die auf Null redugirte Gleihung nach
ber Grofe }T'*a.; georbnet wird, ein Ausbrud von der Form

m m—1 m m=3 m m—3

i MBSO e e S f‘af{-c Fe e =
m—; m—] m
in weldem die leidht ju beftimmenden MWerthe von

blof Pofengen ber Wurzelgrdfien

enthalfen. Diefe Gleidjung gibt nun
m m—i m  m—3 m m m—3 m  m—q m
AR T . A AR RS b TR SR N P T T 7 R

m—1 m—32 m

und aus diefer entjteht, mit Bertidfichtigung der friiber angegebenen Bedeutung von m, durdy r maliges wed:

i et

e e o
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s _iTm

mafiges Duadrieren, wic im §. 5 und 6 fiir r = 2 und r = 3 gegeigt wurde, die von ¥ a, freie Gleichung. Auf

diefelbe Art werden auh die ibrigen Wurgelgrofen aus der erhaltencn ®leichung nady einandber entfernt s und o

jeigt fich bemnady, baj aud) nach Dbiefer Diethode, die razionale Enbdgleidhung durd) nr maliges ywedmagiges
Grheben gur pweiten Pofeny, gerwonnen wird. Sind die Wurgelexponenten ber wegguidhaffenden Srofen: vers

fchiedene Potengen von 2, fo ift ¢8 weber nothwendig nodh ywedmapig, jene IBurzelgrofen gleidnamig yu maden,
fo wird 3. B. die Gleichung
4 o
Vat+kb4+ye=d
mit Beibehaltung der ungleichnamigen Wurselgrofen , durdy 6 maliged poedmafges Duadriven razional,

§. 8. Wenn die Wursel-Exponenten der in der Jleichung vorkommenden Jrofen, Geine
TPoteny von 2 find.

1. Das Droblem der ragionalen Darftellung ciner Gleidhung (afit fich, wenn die Wurgel = Grponenten
Feine Poteny von 2 find, durd) das Potengiven allein nicht auflbfen; und ed ift demnad) dann erforderlich, nod zu
anbern SHilfsmitteln feine Jufludt ju nehmen. St 3 B. die Gleichung
3 3 3
Vad+¥Vb+¥Fe=o0
von fammtlidien Wurzelgrofen gu befreien, fo exhdlt man, nady der gewdhnlichen Weife verfahrend
3 3 3
Va+Vbh=—Fec
und bicraus, wenn diefe Gleidhung auf die dritte Poteny' erhoben wird
3 3
Va4V hPE=—c
ober audh
3 3
3V atb+ 3¥ab?=—(a-+ b+ ¢
Man Fann fich nun fehr iyt die Ueberzeugung verjdaffen, daff diefe Gleichung, wenn fie audh nodh
fo oft auf den Gubug erboben wirb, denunody nie die razionale Form annimmt; vielmelhr die Wurelgrofen

3 3
¥ "a% b und ¥ ab? ftet8 in Derfelben verbleiben. Das Potengieven allein ift alfo jur Auflofung des befprodhenen
Mroblems nicht Hinceichend; wobl aber evreicht man ben beabfichtigten Jwed, wenn bas Berfabren auf folgende

‘Weife eingerichtet wird.

Berlegt man bad (infer Hand bes Gleichheitsyeichens ftehende Binom, inbem Dder gemeinfdhaftliche
Fattor Beraudgehoben wird, fo ergibt ficy
3 3 3
3yab(ra+v¥b=—(@+hb+ec),
und Bieraus folgt, wenn ftatt der Summe '
3 3
Vat+¥bhb
]
ver entfprechende Werth — V¢ fubftituirt wird
3
3V abe =a-+ b+ e
Dicfer Ausdbruct gibt nun, wenn man ihn auf die dritte Poteny exhebt, die gefudte razionale

Gnbgleidyung
(@+b+c)P—27abe=o.
2. MWenn audh in den genannten Fillen das Potengiren allein, nicht jur gwiinfhten razionalen
Gleidbung fithrt, fo ift dod), wie fdon aus dem cben behandelfen DBeifpiele hervorgeht, die Wnwendung des-
felben nicht nur vortheilhafe, fondern audy ftetd nothwendig; dadurdy wird audh nicht felten die Behandlung

verwickelter Probleme vereinfacht. Ift 3. B. die Gleidhung

9 #*
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6 & [
Voak Fbifyse=19
tagional au madyen, {o fefte man
Va=caVb=gumblec=y

woburd) fidy

3 3 3

Fetig 4y =
ergibf, und woraug (nady 1)

@+ 8+ 71)P—2Wepy=o0
folgt. Diefer Ausdruct gibt nun durdy Subftituzion die Gleichung
FFa+Vb+Ve)y—27Vabe=o

welde durd) dreimaliges gwedmdfiges Grheben aur gweiten Dotens, in tagionaler Form erfdyeint.

Durd) Anwendung ber erflarten Methoben laffen fich bisweilen Gleihungen auf eine cinfadhe
Weife aufldjen, wdibrend died ohne Gebraudh derfelben faum thunlid) wdre. Diefer Fall findbet 3, B, bei
Beftimmung der unbefannten Grifen x, y und z aud den Gleichungen
X+ y+ z=axyz
a4 3 3
Fx L Vg n=o,
cx }: z +d x' 2
ftatt, in weldyen a, b, ¢ und d gegebene TWerte vorfiellen. Gbenfo 16t fich audy die Aufgabe, aud den
Gleidungen
x(x+y)(x+2)(y +2) =3,
V_x-l-y + ¥V X-!-':%"" V]r-'-z + V‘2X=G,

x+V@E+2)—briFs=c
pie Werte der Unbefannfen x, y und z gu beredynen, febr cinfach aufldfen; wenn man vor Allem die geite
Gleidhung vazional barfiellt.

-.'-_s,pJ_. B
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