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UBER DIE AUFLOSUNG DER GLEICHUNG:
e i I,
wenn »(m) die Anzahl derjenigen Zahlen bezeichnet, welche
relativ prim zu m und kleiner als m sind.

(Von Prof. Alois Pichler.)

Die Anzahl derjenigen Zahlen, welche kleiner als eine gegebene
Zahl # und relativ prim zu m sind, ist offenbar nur von m abhingig
und durch s selbst vollstindig bestimmt; somit ist diese Amnzahl
eine Funcfion von m und wird nach Gawss mit © (7) bezeichnet.
Der Wert der Funetion e (#2) lisst sich, leicht berechnen, wenn die
Zusammensetzung der Zahl 7z aus Primfactoren bekannt ist.
Wenn namlich:

7 T L
e it

80 ist: w (12 =m (l —

#1 ;
Nehmen wir nun aber an, es sei uns o (m) gegeben und wir
hiitten daraus den Wert des Argumentes » zu bestimmen, d. h, die

(#leichung : : .
2 Tl e e R 1)

worin 7 eine gegebene Zahl bedeutet, anfzulésen, Dass diese Gleichung
nicht fiir jeden beliebigen, ganzzahligen Wert von # Liosungen besitzen
erhellt schon daraus, dass ¢ () immer eine gerade Zahl isf,

wird,
2  fiir welche der

ausgenommen die beiden Fille me—1 und
Wert der Function gleich der Einheit ist.
Es hat daher die Geichung:

w(x)=1
die beiden Lisungen: i— S S =

Fiir jedes andere ungerade » ist dagegen die Gleichung 1)
unméoglich.

Schliessen wir diesen einzigen Fall, in welchem # eine ungerade
Zahl ist, aus, so muss, damit die Gleichung 1) iiberhaupt Lisungen
besitzt, # eine gerade Zahl sein. Weil ferner:

o [2 (2m-t1)] =0 Bm+-1)

* > 14 * - 2 [y 1 = 1
ist, so erhalten wir aus jeder ungeraden Lisuung der Gleichung 1) durch
Verdopplung sogleich eine zweite Lisung. Weiters kénnen wir schon
von vornherein sagen, dass hauptsiichlich die Héufigkeit des Prim-
factors 2 in der gegebenen Zahl » fiir die Anzahl der Lisungen
der Gl. 1) ansschlaggebend sein wird,




[.) Betrachten wir zuerst den Fall, dass die gegebene Ziahl
eine Potenz von 2 ist, also die Gleichung:

" [t ] LA

12 - . & . . . . . . =

vorliegt. Die allgemeinste Darstellung der Zahl » ist gegeben durch

B-D

ot—1 ol

daher: o (x)=#, (pg—1) . ... =2

Da auf der rechten Seite des (Gleichheitszeichens nur der Prim-
factor 2 wvorkommt, so darf anch links kein anderer Primfactor
erscheinen; mithin muss:

fi=2und —1l_mp—1 =1 . =0,
also: Uo=0 =" v i =1 sein,

Die gesuchte Zahl » muss daher die folgende Form haben:

ot
d. h. die ungeraden Primfactoren diirfen nur in der ersten Potenz
vorkommen.
Die (leichung fir ©(z) nimmt nun folgende einfachere
(restalt an:
o —1 :
() =2 (pa—1) (pg—1). . :

Diese Gleichung ist erfiillt, wenn auller 2 kein anderer Prim-
factor in der Zahl ¥ vorkommt, mit anderen Worten, wenn & selbst
auch eine Potenz von 2 ist. Setzen wir also:

ot
#=9",

S0 MUss: u,,"-_'-i

mithin o =#-41 sein.
Als erste Auflésung der Gl. 2) erhalten wir demnach:

'.J"[": + 1

4=

Die Gl 3) wird aber auch durch f'{ylgr_-mle Annahme befriedigt;

3 I
A == ¢ 4 =&
po—1=2 | p.—1=2
8 " ¢
WOTraus: =2 —}—l? =72 |1 AT SR 1‘05,1_‘1;t.

Alle diese Zahlen haben die Form 2"-1—1 und miissen Prim-
zahlen sein. Damit aber eine Zahl von dieser Form eine Primzah]
sein kann, muss der Exponent k selbst eine Potenz von 2 sein.
[nfolge dessen schreiben wir gleich:

o
l‘ -'.ﬁ
o -
iy ® Je Sl Rl
go=2 1, p=2 |1 !
Die Zahl 1+ kann daher auch die Form haben:
o ", ¥ il
bt 5 2 l"_’m + | ) I.lJu %— | |

worin ¢« auch den Wert O haben kann, Dann ist:

tw ::..L]'—'ZI =1 =Tl SRS

7
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Da in dieser Liosungsform auch die oben erhaltene erste Auflosung
als specieller Fall enthalten is*, némlich fiiv 2 =n -+ 1, so kénnen
Wir sagen:

Die Gleichung: w (2
istimmer moglich; ihre Losungen haben die Form:
e \
a2l
a —{--1}(:! S [ B

worin: Ay e b L2 S sein kann.
y g - S AT
Fir a=0, muss : 242"+ .. = 71,

. o >0, = (=125 2 . L = sein,
Aunflerdem diirfen von den Exponenten f, ¢

nicht zwei einander gleich sein, we1l jeder
ungerade Primfactor nur in der ersten Potenz
vorkommen darf.

Da eine Zahl wvon der Form ‘igi—i-l fir v=0 bis ein-
sehlieflich v=4 eine Primzahl ist, so konnen wir mitfelst dieser
Primzahlen alle Potenzen von 2 bis einschlieflich 2%! aunsdriicken
und daher auch die Anzahl der Lésungen bis zu dieser (Grenze
angeben. Weil nimlich eine gegebene Zahl 7 nur auf eine elnzige,
oanz bestimmte Weise als Summe verschiedener Potenzen der
Zahl 2 dargestellt werden kann, so lefert jeder Wert von o nur
eine Auflosung. Somit erhalten wir so viele Aunflosungen, als es
verschiedens Werte von o gibt, namlich »-+ 2. Daher folgt der Satz:

Die Gleichung: o ()=2" hat fir #>32 2+2 Liésungen.

Tn diesem Satze ist anch der frithere Ausnahmsfall # =0 mit-
inbegriffen. Unter diesen » -+ 2 Auflosungen befindet sich nur eine
einzige ungerade Zahl, nimlich die fir =0 dargestellte,
welche zugleich die kleinste aller Auflésungen ist; alle tbri
#—1 Lésungen sind gerade Zahlen,

Fir #> 32 kann 2 nicht mehr alle Werte von O bis #+ 1
durchlanfen. weil sowohl 232+ 1 als auch 2%+ 1 keine Primzahl
ist. Erstere ist durch 641 theilbar, wie schon Zuler nachgewiesen
hat, und letztere durch 274177 theilbar, wie zuerst Landry
gezeigh hat.

Es ldsst sich nun leicht zeigen, dass fiiv #=32 . . . . bis ein-
schlieflich #=127 die Zahl der Lésungen constant, ndmlich
gleich 82 ist.

Bs sei also: o () =291V worinv=0,1,2 ... 95 sein kann.

1

Die Bedingungsgleichung lautet jetzt:
B el
(o — )2 e O = 82

Um den kleinsten Wert fiir 2 zu erhalten, setzen wir fiir

B, 7, & die grolitmaglichen Werte ein, ndmlich:

pl S eV S e e T
: tolglich a=vy-+2.
y -9 ist also der:kleinste Wert fiir o, der grilite ist aber 32 +v + 1,
somit die Anzahl der miglichen Werte von o und daher auch die
Anzahl der Lisungen uuserer Gleichung: 82+v+ 1—(v+1) =32

daher of -




Die Gleichung: o ()= 282 TV hat fiirv=0 1,2 ... 95
immer 82 Lisungen, welche durchwegs gerade
Zahlen sind,

= , %

Unter allen Gleichungen wvon der Form ¢ (#)=%2 hat von

#=0 bis »=127 die Gleichung « (z) = 28! die meisten Lisungen,
nimlich 33.

Bemerkung. Eennt man die #+ 2 Auflisungen der
Gleichung: 9 (%)= LJH_ so brancht man, um die # +3 Losungen der
Gleichung: o ( .r—-f'éﬁ—l—l zu erhalten, nur die durch «=0 dar-
gestellte, ungerade Aunflésung neu zu berechnen; die Verdopplung
dieser, sowie der =+ 1 geradzahligen Auflésungen der ersten
Gleichung ergeben die noch iibrigen »#+2 Auflgsungen der
zweiten Gleichung.

[n der folgenden kleinen Tabelle sind die Auflésungen der

(x)

Gleichung ¢ (1)=2 fiir =0 bis # =10 zusammengestellt.

'IZ |7 bl
iy ]
3, 4, 6. p
5, 8, 10, 12.
15, 16, 20, 24, 30. ;
17, 32, 34, 40, 48, 60. d
51, 64, 68, S0, 96, 102, 120,
26 128, 136, 160, 170, 192, 204 240, r
97 5, 256, 272, 820, 340, 884, 408, 480, 510,
23 512, 514, 544 640, 680, 768. 816, 960, 1020,
99 1024, 1028, 1088, 1980, 1360, 153G, 1542. 1632, {
1920, 2040, ' ' ; :
210 1285, 2048, 2066, 2176, 2560, 2570, 2720, 2072, 3084, 1

3264, 3840, 4080.

il i)

Ans dieser Tabelle 1st ersichthich, dass manchmal der Wert
der Function v fiir zwei unmittelbar anf einander folgende Argumente
derselbe ist: so z. B. fiir 1 und 2, 8 und 4, 15 und 16 u. s. w.
Allgemein: 5

1.

£ 35 i e . :
[Ldsst sich die Zahl 22 —1 in lantery Primfactoren

von der Form 2* +1 zerlegen, so ist imme

g (2"—1) =

L |

HEs 1st also fiir 1w =10, 1
= 2
=D 93
=3, £
L, 216
it =0, A

A e g i £ i B SR



e A e i e ot e i e ah

Es ist z. B. im letzteren Falle:
821 — (264 1) (88+1) (244 1) (22 +1) (B+1),

somit s r
Fiir 204 —1 trifft diese Eigenschaft nicht mehr zu, weil 232+ 1
keine Primzahl isf.

1) =218, 98 94 9z 9 _ 9l _ 5 (983)

II.) Wir nehmen nun an, # sei das Doppelte einer ungerader
Primzahl ¢, also w () =2q.
; oy—1 mp—1 ; i
Dann muss: 2y #a° ... (2—1) (#o—1) ... =2, ..... 4
sein. Weil 7, — 1 eine gerade Zahl sein muss, so setzen wir:
1 =9, woraus #y=2¢+1 folgt.

A
Durch Einsetzung dieses Wertes in 4) erhalten wir:
1 ‘
! w,— 1 g — 1
Eo 1) il (py— 1) =1
Daher muss: o,—1=0, also 2, =1 seln
: te— 1 a0
ferner: 75 ° e (P 1) s =L oder - oly)=:4,
Woraus T folgt.

Wenn also 2p+1 eine Primzahl ist, so erhalten wir die beiden
Liosungen :
a2l und y = 2 (291 1)
AuBer diesen beiden Lidsungen erhalten wir noch zwei andere,
wenn speciell ¢=358 ist. - Denn der Gl. 4) wird auch Genfige

geleistet, wenn s1— 1 =2 also 2 =3 ist.
: Gty — 1 a1
Dann muss: 3 Py (pg—1) .. .=9 seln,
mithin: g=8 o—1=1 oder o =2
T LIl ;
und wiederum: g, vy —1D..o=0 () =L
In diesem Falle kommen also zu den beiden fritheren Liosungen
noeh die zwei weiteren: 3=252 und x,=2.3® hinzu

Die Gleichung:
besitzt daher die folgenden vier Auflésungen:
x=17, 14, 9, 18.

Wenn wir den speciellen Fall: ¢ =3, fur welchen wir die
vollstindige Losung soeben gefunden haben, ausschlielien, so
ergibt sich aus den voranstehenden Betrachtungen folgender Satz:

(x) =06
)

=G5

Die Gleichung: ¢ (x)=2¢,
worin g eine ungerade Primza hl > 8 bedeutet, 1st,
wenn 2+1 eine Primzahlist, immer m tglich und
hat die zwei Lisungen:

Zi=2g1 und t,=2 (29T 1).

Ist hingegen 29+ 1 keine Primzahl, so ist die
obige Gleichung unmdglic h.

Alle Primzahlen, welche grifier als 3 sind, haben die Form
6+ 1 Piir g=6%+1 1st aber 29+ 1=1241+5= 3(dE+1),
somit durch 3 theilbar, Daher ist die Gleichung:

w (r)=2¢ fir ¢=64&-+1 immer unmoglich.



Damit also die Gleichung iiberhaupt méglich ist, muss ¢ von der
Form 64— 1 sein. Aber anch, wenn diese Bedingung erfiillt ist,
wird die Gleichung nicht immer Lisungen besitzen, weil nicht
immer 2¢+ 1 eine Primzahl sein wird. So ist z. B. 29+ 1 immer
durch 5 theilbar, wenn ¢ =304 ist, und immer durch 7 theilbar,
wenn ¢ =42 £+ 17 ist; hat ferner ¢ die Form: ¢=1842—1

so 1ist 2o+ 1=38642 1 =(6k-1) (6£2—1)
also ebenfalls keine Primzahl

Unter 100 gibt es folgende gerade Zahlen von der Form 2g,

fiir welche die Gleichung ¢ (+) = 29 unmoglich ist, ndmlich :
29=14, 26, 34 88 62 74, 8B, 94.
Durch’ Anwendung derselben Schlussfolgerungen wie oben
gelangen wir zu folgendem, etwas allcemeineren Resultate:
Die Gleichung: = (r)= 925"
worin ¢ eine ungerade Primzahl = 3 bedeute i,

g
besitzt, wenn 2¢ +1 eine Primzahlist, immer die

beiden Li6sungen:

:' 1 und Xy = b4 {2 :‘Jﬁ = )

Ist aber

teine Primzahl, so ist die obige
Gleichun: | '

lich, Dagegen ist die specielle
2

Gleichung: o« (¥)=2.38 immer méglich und hat,
wenn 2.8 +1 eine Primzahl ist, die vier Liisungen:

R T sz o | s el
Fp=2. 8 1, el b =253 :

im entgegen ten Falle aber nur die letzteren

zwel Liosun oe

So hat =z B, die Gleichung: = (+)=2.32=18 die vier
Liosungen: r=
nur zwel Lisungen besitzt, namlich =81, 162 weil 55 keine
Primzahl ist.

19, 88, 27, 54, withrend die Gleichung: = (x)=2.3%= 54

i

Da fiir g= + 1 anch ¢ dieselbe Form hat, somit 24 +1

. 1 " 3 . . > - T -
Wiederum durch 3 theilbar ist, so muss auch jetzt ¢ abermals die
Form 6 #— 1 haben. Weil aber aunch jede gerade Potenz von 6/ — 1

die Form 6/ -

-1 hat. so fTolot:

Die Gleichung: o (5)=2¢ ist fitr 9 >3 immer
mn mﬁ;_; | C ]I.
. : T L - fenitl )
Die Gleichung: » (z)= 1st nur fiar g=64&— 1
moglieh.
I11.) Es sei nun: pff
S 3 Fel NN T (r)=2 g ;,"'t‘;_"t'ljl"l'J,
; o =
also: (21— 1) (p—1) . . . =% e e S Y
i s - 7 ¥ z -
a) Wir setzen nun: p,— 1=2 gy worans = (R e B

sein kann; dann muss: z,=2" ¢+ 1 eine Primzahl sein.




CE= - SN

( H—" oy — 1 fo— 1, y
(2 AL 1) 1 - Ps iln=— o=
B =Y ! : ;
Da 2 g+ 1 relativ prim zu 2 ist, so muss a,—1=0, also
o= 1 sein, wodurch Gl. 5) 1n
oi— 3 Y :
polie o (=R 2 G)

iibergeht.
Diese Gleichung ist nach 1) immer losbar und hat fir v <32
v+ 9 Losuneen. Bezeichnen wir eine -derselben mit a, so dass
2 . W - .
also © (a) = 2 1ist, so 1st:

iy ;
A i ,-"l [ (2 a T 1)

eine Lisung der vorgelegten Gleichung, wenn @ relativ prim zu

T

9" Yy +1

st. Diese Bedinguug ist hier immer erfiillt, weil nach

— Y,

: : . : T e
der Annahme ¢ eine ungerade Primzahl ist, daher 2 g+ 1

niemals eins Primzahl von der Form 2¢+ 1 sein kann. Demnach
orhalten wir fir ein bestimmtes v, wenn wir 2 alle Wurzeln der
Gl. 6) durchlaufen lassen, v+ 2 Lisungen der gestellten Aufgabe.

i i Sy B i . it A »
Wiire 2 g+ 1 fir jeden Wert von v=0, 1, 2. #—1 eine

n Rl s B
T )

Primzahl, so erhielten wirim ganzen: 2 +3 +4+. . »+1 =
Liosungen, Dies ist aber schon fir = >>2 bei ¢ -3 nicht mehr der
I

Fall und weiters kann eine Zahl von der Form 2 ¢+ 1 fiir ¢ >89
keine Primzahl sein. sondern ist dureh 3 theilbar, wenn
i 2/ nnd g=6%F—1,
oder 2 2 s B 6k -+ 1 ist.
Fs kann daher eine Zahl von der obigen Form nur dann eine
Primzahl sein, wenn

7 und 62+ 1,
oder n B g —=6k—1 ist.

Es kinnen also, wenn ¢ — 3 ist, hochstens fiir die Hilfte der
obigen Werte von v Primzahlen erscheinen. Sind nun vg, vy, % .« - Yk
4w . r v 1 A=Y | = 1 3
diejenigen Werte von v, flir weleche 2 g+ 1 Primzahlen sind
so ist die Anzahl c'l(-r_ Lisungen 4 gegeben r.l_mw_-h:

£1 Y =t Yoilnat s i 2k,
&) Setzen wir aber:
FE— Y4 Mo—
#— 1=2 also 2, — 2 il
'8 - .
S0 Mmuss: =9 und k@ & seln.

Setzen wir nun den Wert von p, —2¢ + 1 in die Gl b) e,
so geht sis iiber in:
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Diese Gleichung kann nur dann bestehen, wenn

1=p; und e =2 1st,

Ks bleibt dann noch die Gleichung aufznlisen:

oy — 1 ; Y __9h o
o © e Gl L, (&} 2 e ‘()
Damit diese Gleichung miglich ist, muss 2" < z sein.

Ist diese Bedingung erfiillt, so ist die Gl 7) immer moglich
und hat » +2 — 2" Lisungen. Bezeichnen wir eine dieser Lisungen

ok
ot —92

v

mit &, so dass © (4) ist, so ist

. A
z=bg'—b 20 +1,

eine [Liosung der vorgelegten Gleichung, wenn /¢ relativ prim
Zu g ist.

L

Wir erhalten somit aus 7) so viele Lisungen, als es Zahlen &
gibt, die relativ prim zu ¢ sind. Da némlich nach I) alle Wurzeln &
Primzahlen von derselben Form wie die von ¢ enthalten, so kann
in einem oder mehreren 4 die Primzahl ¢ auftreten; somit werden
im allgemeinen nicht mehr alle 4 zu ¢ relativ prim sein.

Das Ergebnis unserer Betrachtungen kiémnen wir nun folgender-
maben zusammenfassen :

: : e "

Die Gleichung: o (¢)=2 g
: L3 ; f ShaL ) YIRS
1st nnmdglich, wenn keine der Zahlen 2 g+ 1
P v=0" 1,9 | a-ll eine. Primzahl ist dind
auberdem ¢ keine Primzahl von der Form 22 41
18t, oder wenn fiir ein solches g 2 —=n ist.

Wenn aber wenigstens eine der oben an o e-
gebenen Zahlen eine Primzahl ist oder g die Form
A i\

21 hataond: 2 <#nist, so hat die obige Gleichung
immer Losungen. Die Lésungen selbst haben die
orm: :

FE—y ) : S, ;
%) r=a (,‘-* r;"-i,}. worinaeine Ldsungder Gl.«w (#)=2 181;
¢ ) r . Ak ah
i =g g8 v RS - 5 w Pl2)=4 53

wobei & relativ prim zu ¢ sein muss

- oy Sy L o
Unter 100 gibt es nur zwei Zahlen von der Form 2 g, fhr
welche die GI. IIL.) unméglich ist, niimlich 76 und 68S.

Die Gleichung : o (r)=T76=2219
ist unmoglich, weil weder 22 194-1 =77 noch 219+ 1= 39 eine
Primzahl ist. . Aus demselben Grunde ist auch die Gleichung:
3
: e ol Sy e g
b5=2% 17 unmoglich, trotzdem 17 die Form 2° + 1 hat,

)
1
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Um das angegebene Verfahren durch ein Beispiel zu erldnfern,
wollen wir folgende Gleichung auflosen:

v (2)=24=28 3.
= o e e .
Es muss nun =2 341 sell.
Fiir v=1 1ist 2 25 fiir v=%2 ist #=—1T.
Wir erhalten somit aus o) 1424+ 2.2=7 Losungen.
’ o=

Die Gleichung: 9 hat die Lésungen: y=—3, 4, b,

somit ist: D : o5 — D2 Ly =13
Die Gleichung: w (y)=—22% hat die Losungen: y =5, 5, 10, 12,
also 1st: r. =38, re—p6, z=710, . ,—84.
4 3 5 ) i 7 :

Dann hat aber auch 8 die Form 2!+ 1, somit 1st 2 Landel <.

8.1

(2) =2 9" hatdie Lissungen: 2=5, 8, 10, 12.

Die Gleichung

Von diesen sind aber nur die ersten-drei relativ prim zu 3:
durch Multiplication dieser drei Zahlen mit 3°—1Y erhalten wir
noch weitere drei Liosungen, ndmlich :

r =t . Lty ‘ i
&y 45, 10 ) g 40,

Die Gleichung: w(x)— 24 hat somit 10 Losungen, welche
der Grolie nach geordnet sind:
x = 36, 39, 45. b2, b6, V0, 72, 78, 84, 0.

[V.) Ahnlich, wie die Gleichung III) wird auch die allgemeinere
i : n
Gleichung: v (2 2
aufoelost. Wir setzen zu diesem Zwecke
* e — I,
)."." W i

2 —1 2 =0  worin y< w, p<Zm 1st
Dann muss also: 2, ol :‘}m "4 | eine Primzahl sein.
Die aufzulosende Gleichung nimmt folgende Gestfalt an:
‘w._:?':’ '_-]. pe—1). .. = (7) EI’.-rJ:L e =R

Keunt man eine Auflosung dieser Gleichung z. B. » = a, so
ist +—a» eine Losung der Gi. IV) TIir zwei besondere Fiille
haben wir die Auflésung dieser Gleichung schon gefunden, nimlich
fiir . — 0 und p.= 1. Wir nehmen daher jetzt an:

a) Es sei p> 1, dann muss v >0 sein, weil sonst auf der
rechten Seite eme ungerade Zahl stinde, somit die Aufgabe
unmoglich wire. 3

Da die Gl. 8) die nimliche Form wie die vorgelegte hat und
sich von derselben mnur durch die Grille der HExponenten unter-
scheidet, so wenden wir auf sie dasselbe Verfahren vie oben an,
d..h. wir setzen:

— : . 11
;f"?—] b 1ot ' I, wobel WY und gy < 1L sein soll.

. . 2 = My 1L . A
Durch Einsetzung des Wertes 7, — 2 Rl R P D B
Primzahl sein muss, erhalten wir eine Gleichung von der Form:
o, — 1 ’

e e e L) s
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Fir pn; — 0, I kennen wir bereits die Lisung.  Eine solche

eine Losung der Gl. 8) und x=4 g, #,
BTy 1

7 &, dann 1ist .
eine Lisung der vorgelegten Gleichung, wenn

58l

‘}"1 156,

Far py; =1 wenden wir das eben angegebene Verfahren
abermals an, wodurch in der Lisung eine neue Primzahl auforitt.
Auf diese Weise lassen sich alle fiir p moglichen Fille erledigen,

.J

&) Ks kann auch p.— w sein, wenn ¢ — 2¥ 4 1 und 2 < » ist.

In diesem Falle erhalten wir noch Auflosungen von der Korm ;

1

i
. : o - e n—z .
worin ¢ eine Libsung der Gleichung: = (2) 2 bedeutet.
o o= T
P T ~ = N : AL
Zusatz: KEine Zahl von der Form 2 4 +1, worin ¢ > 3 ist,
1st  keine Primzahl, sondern dureh 3 theilbar in folgenden

irel 1l :
Wenn 7t =y ] e A und g GV |
2) i 7 b2 | ; 2 1 gt e
o) . 7 2y P 2 == = g 64— 1

Daher kann eine Zahl von der obigen Form nur dann eine Prim-
7.‘-.L]1] r-'l-iJ!. wWann

1) 29, 2, und ¢
2) i 2y 72 2p 41 Z &
3) o 21 m e e e ] 15t

Wir haben nun alle I[fiille P'I'||,-t”,f%‘1', in denen aunler 2 nur
noch eine einzige ungerade Primzahl vorkommt. Im Folgenden
haben wir uns mit solchen Zahlen zu beschiftigen, 1 denen zwei
' hrere ungerade Primfactoren erscheinen.

oder m g
Wir werden anch hier wiederum mit dem einfachsten Falle
beginner
V) Es sei w (@) g und 7 o
Z"i-.'th'.h "wi]‘ i) i j“_ Al also 24 Aol
s0 erhalten wir als Autlésungen:
: 4 nnd ] A T
Setzen wir I 2a. also g, =249+ 1,
80 Muss fit ] und %) 2 sein,
wodurch wir die Losungen : Tg 772 une X Y erhalten.
Wir kénnen somit sagen:
Die Gleichung: w () =299 v at.
a) car kel weder Z2g7+1 aine

r-"|J 18%;

i’ l'i m % a h |, nouc
6) zwei Lésungen, wenn o)2¢r+1 eine Primzah]

1st und »¢2¢+ 1, namlich:

nimlieh Hy=(2¢+1) und



) vier Libsungen, wenn sowo hl 2g7+1 eine Prim-
zahl, als anch »=27+1 15t
Die Liosungen haben die unter 2) u nd ) ange-

ebenen Formen.

é_;
VLA ISk o (@) =g 7, so setzen wir:
w—y : = i ; L

a) Py — 1=2g 7. Die aufzuldsende Gleichung heisst dann:

J— Ya — Aa—1 , Y

(_J i ¥+ 1 J : = —1)=q.

: e - : [l ; . .

Diese Gleichung ist, weil 24 r+ 1 relativ prim zu ¢ 1st, pur

dann miglich, wenn y=0, ay=1 1st; dann erhalten wir:
5 1 ?

" ; LA
n=2q r+1 und xe =2 (_'3:1,- 7
4 R=y - E P e e
6) p,—1=2¢ ; dann muss (‘_’ d Dl -1)=¢ » sein
s = = s c M :
Diese ist nur moglich, wenn v=0, r=2g +1 und o, =2 18b.
Hat also die gegebene Gleichung die Form: © (x)=2¢ ‘2.__; ! 1].|,
: : S SR (6tbam)t
so gibt es folgende zwei Losungen: vy =12¢ 1) und #,=2"\2g 11)
1[5 LA
¢) #; — 1 =27, so muss: (27 ) (p, — 1)=¢ sein.
Diese ist erfiillt fir: g=2¢+1, o =2+1L
i 1+ 1

Die Losungen haben die Form: = (27+1) = unda, =2(274 1)
Da die beiden Fille #) und ¢) einander ausschliellen, so kinnen
nicht beide gleichzeitig eintreten.
Zu ganz denselben Ergebnissen fihrt die Gleichung:
WS

Die Lisungen dieser Gleichung sind:

7.8

) Wenn 2g r +1 pine Primzahl ist,
e )
'.(1 .i'?:'_j('_’rll.f > l E;
&) wenn | 1st,
7 s 1
A und = "(Aff; --l)
. s :
¢) wenn g=2r +1 151,
R ¢ | ARG T e o L L
= (2;— +1) and =227 +1 )
: " :
VIL) Wenn w () =2 §r, 80 setzen wir:
‘ e — . _ :
a) 2, =2 LB i e o [ WOrin po<_m sein MUSs.
ol ( m— L i e i s Ly
Dann ist v =a\2 Y9 r+ 1) eine Lisung der vorgelegten
:. x | PR
Gleichung, wobei 2 eine Lisung der Gleichung ¢ (#)=2" 18t




! IE— 1),
g) #, =2 g + 1; dann muss:
/ ;
H— L oy =1 el i, :
(2 Cppo=t] ) ! Fo = :’,.'-"'.. _-1) i o 24y 1.1”.':1[ 1}_ > 0 SBITL,

o) Fiir o, =1 muss ¢ (») = 2'7 sein. Ist y=¢ eine Ligsung dieser

] . wE— 1, 5 3
Gleichung, so 18t 4= 24 (2 gt [) eine Lisung unserer
Aufoabe, vorausgesetzt, dass ¢ relativ prim zu #, ist.
= 1 = 3 oty |
¥ ] M= 11, = IHe A
3) Ist speciell: =2 g1 1, so muss o =2 und o ()=2' sein.
) “ ] £
Ist nun s=¢, so 18t x=c 7%, wenn ¢ relativ prim zu 7 ist.
Dieselben Untersuchungen, wie fiir die Primzahl ¢, miissen
i =] by
anch fiir die Primzahl » angestellt werden.

A=),
c) =2 "+ 1, dann muss:
(it — \o,—1 . op—1 o, _
(2 EL) R (po—1)...=2"¢» und p. >0 sein,
i m— : : : .
#) Wenn nun g = 2 Y+ 1 ist, so muss ;=2 und ¢ () =27

: ) h
sein muss, soist . —m — 2 | also

3 L
sein. Da m—p von der Form 2

)f- .
) W — 2 IS . o

o )= 2 r und 2 < Fir y=a, ist vx=2a g%
e 78 —1) - 4 .
f) Ebenso kann anch »=2 ; I gesetzt werden, wodurch

wir Liosungen von der Form = ¢4 #2 erhalten.
VIIL) Ist endlich die allecemeine Gleichung:

M
CE)=2 Vg r ..

1
iliHZLlll_-.'Sf-."Il, S0 setZzen wir:

Syl Ai— NS
74 9 L) i T T

wobei R O e e 6 sein kanm.

Wir haben dann alle méglichen Werte wvon p mit allen
moglichen Werten von v, 5 ... 2zu combinieren, wodurch wir
Gleichungen von der Form:

w (1) i e

erhalten. Fiir einzelne specielle Fiille haben wir die Lisungen der-
selben bereits in den vorhergehenden Abschnitten gefunden. Auf
die librigen wenden wir dann abermals dasselbe Verfahren wie oben
an, wodurch die Exponenten neuerdings herabgedriickt werden, so
dass also immer nur Gleichunpen von einer schon behandelten Form
aufzulésen sind. :

Damit haben wir nun unsere Aufgabe vollstindig geldst. Wir
ersehen aus den vorhergehenden Erirterungen, dass es schlieblich
Y -‘]I&

immer auf die Auflésung einer Gleichung von der Form:
ankommt,

=3

Auf die voranstehend geléste Aufwabe ldsst sich auch die
folgende Aufeabe zuriickfithren:
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Es sind diejenigen Zahlen » zu finden, fiir welche
die Summe der o (#) Zahlen ein gegebenes Vielfaches
von # 1st.

Die Summe s derjenigen w« (z) Zahlen, welche relativ prim

.]_ = T J
zu n und kleiner als 2 sind, ist gegeben durch die Formel:

o (72) :
F=7 = —, wenn # > ast:
g : : w0 (1z) ,
Soll nun s=/4n sein, SO0 MUss &1 = i o~ Seln;

somit kommt es auf die Auflésung der Gleichung an:
w () =24,
worin 4 eine gegebene Zahl bezeichnet.
7 B.: Rir welche Zahlen » ist die Summe der o (#) Zahlen
gleich der Zahl # selbst?
Es soll also:
e ©(n)=n, daher o (#)=2 sein.

Dies ist der Fall, wenn » = 3, 4, 6 ist.

In der Tabelle am Schlusse sind die Lisungen der Gleichung
¢ (x) — n fiir alle moglichen Werte von z bis einschliellich 7 200
zusammengestellt. Die Losungen bis zu 2z = 100 sind dem Werke
,Théorie des nombres von Ed. Lucas® entnommen; darin
ist aber keine Andeutung iiber die Berechnung dieser Zahlen
enthalten. Die iibrigen Liosungen sind vom Verfasser dieses Auf-
satzes berechnet worden. Die mit v iiberschriebene Columne gibt
die Anzahl der Losungen an.

Tafel

cecebenen Werte von = (#) entsprechen.

der Zahlen, welche einem g 9

'IS {7E) 7 J
1 2
9 B
4 4
5] 4
8 9

10 2
12 3
16 t
]H _1.
20 3]
22 2
24 72. 78, 84, 90 10
e 2
3 2
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o0 o0 =3
=i

1
LS OO0 W= DD

A~
- S D

i

100
102
104
106
108
110
112
116
120

126
128
130
132
136
138

140

[

i ot
| SRS
o a0

s e Lo O
o D ek =] =

5 o0 O O He O
3 —~ o =]

1

7 W

64, 68, 80, 96, 102, 120. 7
57, 63, 7% 76, 108, 114 126, 5
bH, 7h, 82, 88, 100, 110, 132, 150, 4
49, 86, 98, -

92, 138 B

04, 2
104, 105, 112, 130, 140, 144, 156, 168, 180, 210. || 11
106. 2
162, 2
116, 174, 3
118 2
77. 93, 99, 122, 124, 154 186, 198 9
128, 186, 160, 170, 192, 204, 240. 3
134, z
142, P

91, 95, 111, 117, 185, 146, 148. 152, 182, 190,

216, 2292, 228, 234, 252, 270 17
1 58. 2
164, 1656, 176, 200, 220, 246, 264, 300, 330 10

166. 2
147, 172, 196. 258. 204 6
11h, 178. 184 230. 276. b
188, 289, 3
119, 153, 194, 195, 208. 224, 238, 260, 280,

288, 306, 312, 336, 360, 390, 420. 17
195, 202, 250. +
206. 2
212, 318. 3
214. z
133, 171, 189, 218, 266, 324, 342 378 o
249 2
145, 2926, 2392, 290. 348 6
256, 354 5
165, 176, 183, 231, 244, 248, 286, 308
310, 350, 366, 872, 396. 450, 462. 17
254 2
256, 272, 320, 340. 384, 408, 480, 510 2
962, 2
201. 207, 268, 322, 402, 414, i
274 2
278 2
284, 426. 3
219, 273, 285, 292, 296, 304, 31b, 864, 370,

380, 432, £38, 444 4b6, 468, b04, D40, Hi6,

570, 630. 21
298, 2
302, 2




L
ok

196
198

200

167, 334
203

197,
199, 398.

275, 303,

316, 338,
374, 400,
nr

4600 b: h-l

500, B,

=

e
pbms

406,

416,

624,

GUG,

),

440,

e
-7

o
[l i

750

i
492,

490,

hZ28.

516,

I -]

S

b Do e
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