Bemerkungen zu einem Beweise des
pythagoreischen Lehrsatzes

1. A. Hofler teilt in seiner ,Didaktik des mathematischen Unter-

richtes* einen Beweis des pythagoreischen Lehrsatzes mit, welchen er

den uneedrnckten Schriften bBolzanos entnahm?)

Der Gedankengang dieses Beweises ist kurz der folgende: I
rweitert zundchst die iibliche flichengeometrische Kormulierung des

hagoreischen Lehrsatzes fiir das rechtwinklige Dreieck in dem Sinue
.

man statt der Quadrate irgendwelche andere, untereinander dhnlich

dab

ind ihnlich liegende Figuren (iiber den Dreieckseiten) wiihlt; dann isi

der Beweis fiir den in dieser erweiterten Fassung formulierten Satzes
einfach in der Tatsache gelegen, daB das rechtwinklige Dreie ul
durch die auf die Hypotenuse gefdllte Hohe in zwei Tei
dreiecke zerfiallt, welche sowohl untereinander als auch I'l!'!!\.
oanzen Dreieck dhnlich sind und deren Summe die gesamte
Dreiecksfliche geben,
9. Hofler kniipft daran eine Reihe von Bemerkungen, welche nach

neiner Ansicht noch folgender HErednzungen bediirfen

'/,I::]Ein'll.«'r will ich darauf hinweisen, daf sich das diesem
rrunde liegende ,J’|-E||xip, nimlich die Veralleemeinerung auf dhnliche

und dhnlich lieecende Ficuren, bereits in Buklids Elementen (VI. Bucl,

31. Satz) vorfindet. Proklus schreibt nimlich in seinem Kommentar
(ed. Basil. p. 110 — Baroe. p. 268): ,Ich bewundere zwar auch die,
tneren Schulen®,
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welche zuerst der Wahrheit dieses Problems!?) nachgeforscht haben
mehr aber noch schitze ich den Verfasser der Elemente (Euklid) nicht

nur, weil er das Theorem mit dem biindigsten Beweise versah, sondern
auch. weil er das im sechsten Buche enthaltene, noch allgemeinere
Problem durch die unwiderlegbarsten Griinde der Wissenschaft fest-
stellte®).”

Wenn ferner Hofler die Bemerkung macht, daB der Beweis I
der von ihm miteeteilten Form heute vielfach als neu, beziehungsweise
als unbekannt bezeichnet wird, so ist diese Behauptung jedenfalls dahin
; hereits Kunze in seinem seinerzeit sehr verbreiteten

ar Geometrie®) den Beweis genau in der oben erwihnten

form ausfihrlich durchgefiihrt und daran zum Schlusse die Bemerkus
kniipft: ,Ubrigens deckt der hier ge fiithrte Beweils den eigent-
lichen Grund des pythagoreischen Lehrsatzes auf, und zwar
nieht bloB fiir Quadrate sondern allgemeiner firalle dhnlichen
geradlinigen Figuren.” Auch Wiegand ) beweist in fast gleicher
Weise wie Kunze den erweiterten pythagoreischen Lehrsatz unabhingi
n Sinne.

von dem pythagoreischen Lehrsatze im enger

3 Bei einer niheren Beschiftigung mit dem genannten Beweise
irlich die Frage
auf. ob sich die hierbei beniitzte Methode auch auf ein beliebiges Dreieck

des pxlhmnu-whr Lehrsatzes dridngt sich unwil

anwenden LBt und wenn ja, wohin dieselbe fiihrt.

Der Einfachheit halber beschrinke ich mich auf ein spitzwinkliges
Dreieck. (Vegl. Figur Seite 14.)

\ Unter diesem Problem ist der pythagoreische Lehrsatz im engeren Sinne ver-
standen,
2) Siehe: C. A. Bretsel nDie Geometr
81, §64. Der Verfasser fiigt ¢ hinzo (Sei

ve) aber auf Hholiche Figurep, wele

ie und die Geometer vor Kuklides*

, 82): ,Die Erweiterung des letzleren

i : he auf den Seiten eines
licen Dreiecks als homologen Geraden konstroier 1 (Euklid. VI, 51) scheint

z bestimmt eins ]J--lahlu-.: des J,-nlxliulns zu sein.“

':ll!‘.|l l,i"_'.

nach den Worten des Proklus

iffoleenden Bemerkungen, insbesonders das im § 67 an-
hs Symposion VIIT, ¢. 4. Man vergleiche iberdies H. G.

1Zen,

[uteresgant sind auch die
Zitat aus I
Zeuthen: ;Geschichte der Mathematik im Allertume und Mittelalter®, Vorles
lae Hist u, Soo, 1896) Seite 153 und endlich J. Troptke ,Geschichte

gofiihrte itare

| '.-{\'I!n:ll|1;i'_’,l':]1 i

'l‘l‘y

der [‘:!!-![H>"I.||‘|‘.'-.‘\];i‘.:l:!l[l:l'.i}i". Bd.

3 A.Kunze: ,Lehrbueh der Geometrie® (3. -'\l]"l'i-w. Verlag Frommann-Jena,
. Bd., Kap. VIII, § 161 (Seite 196 und 197), Die 1. Auflage ist im Jahre 1841 e
Fweiter Kursus der Planimetrie¥, 9. verbesserte Auflage (Halle, 1877),

1873)

genen.

) A Wiegand:
Seite 44 und 45, § 61. Die meisten der iibrigen Lehrbiicher der Planimetrie E]]I]I'!'I|‘1
zwar den pythagc chen Lehrsatz in seiner allcemeineren Fassung (z. B. Moénik, , Lehr-
bueh der Geometrie fiir die oberea Klassen der Mittelschulen®, 22. Auflage, 1894. In den
spiiteren Auflugen des Lehrbuches sind nur die Erweiterungen auf dhnliche Vielecke und

Kreise [lunulae Hippokratis] erwiihnt), beweisen denselben jedoch nicht unabhiéngig von

dem besonderen pythagoreischen Lehrsatz.,
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Ebenso erhilt man ans den anderen Beziehungen
F=Ft+fi md f=f-+rs

die weiteren Sitze, welche als Projektioussitze in der Trigonometrie

wohl bekannt sind.

Daraus geht unmittelbar hervor, daB die Relationen (1)
nnd (2) nichts anderes sind, als die flichengeometrische Inter-
pretation der Projektionssitze:

a=bcosy - ccosp |
b=ccos @COS Pt SRR A e e il [
( ¢t COS i b cos o I

4. Tm Anschlusse daran will ich noch einige Bemerkungen iiber
die Stellung und Verwendung der letztgenannten Projektions-
sitze im Unterrichte hinzufiigen. Man beniitzt dieselben in der Regel,
nm den veralleemeinerten pythagoreischen Lehrsatz, d. h. den sogenannten

op

Kosinussatz auf trizonometrischem We abzuleiten. Die Darstellung

dieser Ableitung, wie sie in den Lehrbii
wahre Bedentung der Projekt

Ja, man kann sie geradezn als ein typisches Beispiel fiir jene Art von

iiblich ist, 1d6t aber die

ionssidtze keineswegs deutlich erkennen.

Beweisen bezeichnen, bei denen der Schiiler zwar Schritt fiir Schritt
nen Schliisse auf ihre Ric

die einze

it priifen kann, ohne aber das

Wesen derselben genau zu ert

blofe Hinweis, dab

Projektions-
ellen, welches
ibricen drei zu bestimmen.
[ch will im folgenden die weitere Ausfiihrung dieses wohlbekannten

Und doch geniigte schon

siitze ein System von Gleichungen zwischen sechs GriBien dars

ermiglicht, aus drei g

egbenen Grofen di

(edankens in einer Form andeuten, in welcher sie anch im Unterrichte
Anwendung finden kann.

Zu diesem Zwecke fiige ich dem Systeme (4) das Folgende hinzu:

CO0S &~ €08 § cos y =sIin gsin y ‘

ol R A e 1y &Y e : e (o)
Cos o LuUS Ll o s ¢ Sl & : = x \
oS o C08 r.-_-l-u_:-.~:1.' SN ¢ 811 O l

canntlich unmittelbar aus dem Satze iiber die Winkelsumme

in einem Dreieck

welches he

o ; | ]“.“"

{ilfe der Additionstheoreme fiir die trigonometrischenFunktionen folgtt)

1) Dieses System ist nicht viilliz mit der aus (4) folgenden Det

; denn daraus ergel

u auch H. W

217, (Teubner-Leipzig 1905.
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Nun betrachte man die einfachen Aufldsungsfille:

1. Gegeben: eine Seite («) und zwei Winkel (8 und ).

Weil dadurch sofort auch der dritte Winkel gegeben ist, so eriibrigt
nur noch, die beiden anderen Unbekannten & und ¢ zu bestimmen. Hierzu
liefert (4) ein passendes System zweier in 6 und ¢ linearer Gleichungen,
niamlich:

b C,Lo8e=— (. oSy
b.cose—e a cosf
woraus
b sin® ¢ = « (cos cosecosf3) und esin®g @ (€08 ff - €C0S & COS y)
oder mittels (b):
b.sing=a.sinf und ec.sihe=asiny

folgt. (Sinussatz.)

2. Gegeben: Zwel Seiten (e und &)
geschlossene Winkel (y).

und der von diesen ein-

In bezug anf die drei Unbekannten ¢, eos e, cosf sind zwel der
Gleichungen (1) vom zweiten Grade, und zwar von der besonderen Form,
dal die Produkte

C¢.C08 ¢ b—a cosy | 5
" L0)
¢ cosfp=a—b.cosy | """V
cgegeben sind. Da die letzte Gleichung des Systems (4) in den drei Un-
bekannten linear homogen ist, so fiilhrt dies unmittelbar zu einer rein
quadratischen Gleichung in bezug auf ¢, ndmlich:

cE=a.cecosff+b.ccosc

oder wegen (6)

(Kosinussatz.)

3. Gegeben: Zwei Seiten und der einer dieser Seiten
liegende Winkel.
Dieser Fall filhrt zn keiner neuen frigonometrischen Grundformel.

gegen iiber-

4, Gegeben: die drei Seiten (a, b, c).
Das System (4) ist in bezug auf die drei Unbekannten ¢os«, cos g
cos p linear:
¢.COSf— b.c08y=uau
¢ COS 4+ a.co85y=10
heose —a.cosp

woraus u. a. durch geeignete Verbindung dieser drei Gleichungen:

2 1o o
S 2 o2

COs ¢t =



und #abnliche Bestimmungen fiir die beiden anderen Winkel folgen.
(Grundformeln, aus denen die Halbwinkelsitze abgeleitet werden.)

Uberlegungen von der soeben skizzierten Art haben, wenn man sie
im Unterrichte anstellt, einen groBien Vorteil; die Schiiler erblicken
dann in den trigonometrischen Formeln, nicht mehr eine wahllose und zu-
fillige Zusammenstellung von Formeln, die man am Ende gar durch andere
einfachere ersetzen kinnte, sie erkennen vielmehr, daf eine wohl be-
griindete Systematik mit Notwendigkeit gerade zu diesem Formel-
system fiihrt.

Hiermit will ich jedoch auf keinen Fall einen Vorgang befiirworten,
welcher etwa eine solche Systematik an die Spitze des Unterrichtes in
der Trigonometrie stellt, Fiir die erste Ableitung der wichtigsten
trigonometrischen Formeln halte ich nach wie vor diejenige Methode
fiir die beste, welche dieselben aus bekannten planimetrischen Sitzen
gewinnt, wie z. B. den Sinussatz mittels des Radius des dem Dreieck
umgeschriebenen Kreises, den Kosinussatz aus der flichengeometrischen
Erweiterung des pythagoreischen Dreiecks fiir beliebige Dreiecke?), die
Halbwinkelsiitze mittels des Radins des dem Dreieck eingeschriebenen
Kreises?) und endlich die Mollweideschen Gleichungen und den Tangenten-
satz aus den entsprechenden Konstruktionsaufgaben der Planimetrie,
zu deren Losung sich die Planimetrie der Methode der Hilfsfiguren
bedient.

1) Vgl. z. B. H. Miller: ,Die Mathematik auf den Gymnasien und Realsechulen®
I. Teil (Unterstufe), Ausgabe B, Seite 57 (Teubner-Leipzig 1904, 3. Auflage); ferner
Fr. Hoc¢evar, Lehrbuch der Geometrie fir Oberrealschulen) Seite 244, Aufgaben 20 und 21
(Tempsky-Wien 1906, 2. Auflage) u. i

3) Vgl. K. Rosenberg: ,Geometrische Ableitungen fiir den Tangentensatz und die
Halbwinkelsiitze der ebenen Geometrie® (Zeitschrift f. d. Realschulwesen, 22 Jahrg., 9, Heft).

E. Dintzl.

Erzherzog Hainer-Gymn, =
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