i.

Der Titel diejer fleinen Abhandlung Ledarf fehr einer
ndheven Grlauterung, da g dem BVerfaffer nidht moglich
way, thn gleidhzeitia mit erivitnjchter Ritrze und unzwet:
peutiger Genanigfeit hinzuitellen.

AUls befonbers geeignet 3u Drelecstonitruttionen aus
feften Punften haben fid) die tn ber befannten Figur bes
Seuerbachichen Streifed oder Neunpunftefreifes auftvetenden
Puntte enwiefenr, und joldhe Aufgaben find dabher it jeder
planimetrifchen Aufgabenjammiung 3u finden. Dasd Riel
pes Berfafjers war mum, alle moglichen Jolchen Aufgaben
sufammenzuftellen und thre Lofung zu verfuchen. Sollte
& thm gelungen jein, dbamit cine fleine Bereicherung bes
geometrifchen Anfgabengebictes zu geben, jo wire der Swed
jeiner Arbeit erfitllt.

AuBer den fitr gewdhnlich in diejen Anufgaben vor-

fommenden Luntten — den 3 Ecken, den 4 merfwiirdigen
PBunften dber Culerjchen Gerade, den 9 Puntten dbed Feuer:
bacdhidhen SKreifea — jind nodh) die 3 Gegenpunfte bes
Dipenfchnittpunttes in bezug auf vie 3 Seiten in dic Be-

tracdhfung cinbezogen worben.  Gerade durch fie fommt
man 3u mander redt hitbjchen Anufgabe. 3 Hhandelt fich
aljp — jebt gang genair gefaqt — um die Dreiectsanf:
gaben, bei demen irgend 3 von den folgenden 19 Vunften
gegeben find:

1) bie Gdenn A, B, C;

2) der Mittelpuntt M deg lmfreifes;

..




3) ber Sdnittpuntt H der 3 Hohen

4) ber Wittelpuntt F des Feuerbadhjchen Kreifes

D) der Sdhwermmnft S

6) bic Fuppuntte H, Hy H, ber Hofen;

7) die Mittelpuntte S, Sy S, der Seiten;

8) bie Mittelpunfte J, Jy J. der an den Geten
Liegenden HBHenabjchnitte

) bie Gegenpuntte G, Gy G, des Dobhenjchnitt:
punftes in bezug auf vie Seiten.

D
.

Die Eden cines Dreieds fhunen auf 6 verfdhiedene
Weifen mit 3 Buchjtaben, ctwa A, B, C, bezeichet werber.
Meit der Bezeichmmg der Gefen dndert 1ich audh) die bder
obigen mit den Zeigern a, b, ¢ verfehenen Stiicte. Swet
Aufgaben mur, die duveh cine folche Beaeidhnungdandering
i einander itbergehen, find nicht als wejentlich verfchicderne
ufgaden zu betvachten. ©8 gibt tm Hinblict auf diefen
Umftand 3 verfdicbne Avten von Sombinationen ju je drei
Lunften :

1) Sombinationen, die durch alle mdglichen Bezeich-
nungdanverungen der Ecen ftets tn fic) felbit iibergefiihrt
wernent,

Beifpicl*:  Die Kombinationen A, B, C; H, Hy
FlgEaN =S,

2) Sombinationen, die durch afle mbalichen Bezeich:
nungganderimngen i 2 anderd  Lawtende  Sombinationen
itbergefithrt werben, o daB s alfo 3 gletdywvertige joldhe
Sombinationen gibt,

Beifpiel: Die 3 Kombinationen C H, Hy; A,
Hy, Hes B He H, find gleichwertig.

Ly

*) Bei dent Veifpielen ijt feine Nickficht darauf gemommen, ob
ie 3 Detreffenden Pamtte zur Veftinnmung des Dreiecs gentiigen.
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3) Sombinationen, bie durch jebe der mdglichen Be-
getchnungsandernngen  in audevsloutende Sombinationen
libergefiibrt werden, fo daf ¢& alfo 6 gleichwertige folche
Sombinationen gibt,

Beifpiel: Die 6 Qombinationen C H, e @
eaSpiataiantl, S50 WA USH ES e BUS TS e B
Hy S, jind gleichwertiq.

-~
2}

urch diefe Gleichwertigieit von Kombinationen wird
ie Bahl der zu betrachtenven Uufgaben ftart reduziert,
1 194 185 17 SR e :
Lo ben S D69 itberhaupt moglichen Sombi-

nationen der 19 Punfte 31 je dreien bleiben, wie tie bald
folgende Sufammenitellung eigt, nod) 229 3u befprechen,
Sit bicfer Lifte, die alfo mur die 229 wefentlich vonehnander
verjdyiedenen Kombinationen behandelt, ift gang vechtd bel
jeper Stombination eine der 3 [ahlen 1, 3, 6 angegebern.
Diefe Jiffer aibt an, welche von den 3 foeben qejchilderten
Arien von Sombinationen vorliegt, alio wievicle verjdhic:
penlautenve und doch wejentlich gleiche Anfgaben jededmal
borhanven find. Werdben die jamtlichen Jabhlen 1, 3, 6
apdiert, o muf jid) 969, die 3ahl aller Kombinationen,
ergeben, ctie Probe davauf, ob auch wictlich alle mig-
Lichen Aufgaben in der Lifte entbalten find.

MNidht jede von den 229 {ibrigbhleibenden QYombinationen
beftimmt aber ¢in Dreiect, Gin foldhed ift e nach Seftalt
i ¥age durd) 6 cinfache* BVedingungen feftgelegt. Sobald
e ourc) 2 von ben gegebenen Puntten ein Ort fiir ben
pritten befannt ift, find dem Dreiecfe mnr 5 einfache Be-
dingungen auferlegt, wnd folglich geniigen die 3 Panfte
nidht.  3n den meiften Fdllen it dag jofort exfichtlich,

) Gine einfache Vedingung ijt 3. B., dafy eine Gefe ves Dreiecdts
auf einer gegebenen Gerade liegen foll, eine doppelt jiblende, dap cine
E&de dbes Dreiedtsd gegeben ift.




Die wenigen Ausnahmefalle werden gefonbdert behHamdelt
werdett,

o Berzeichnisd haben wir 5 Vevtifalveihen u wnter-
jchetven.  Jn bev bdritten ftehen die Sombinationen, tn den
andbern gewiffe Sablen, deven Vebeutung et erfldrt werden
joll. Die erfte mnd legte der Babhlenrveihen jind jtets aqui-
qefitllt, die Deiben tnneren nicht tnumer. Die evite RVertiz
talveihe cnthalt die 229 [aufenden Mummern der Kombi-
nationen. Unter biejer evjten Jtunmmer werdben die Kombina-
tioner: auc) fpater jtetd jitiert werdben.  Geniigen die be-
treffenden 3 WPuntte 3ur VBejtimmung, fo bat die Kombination
noch eine weite Yeumumer, dic in dev 3weiten BVertifalveihe
ftebt.  Diefe Jtunumerierung zeigt, da unter den 229
wejentlic) voneinander verfchiedenen SKombinationen nur
170 vorhanven find, die dbad Dreiect vollftandig beftimnien,
Befigt eine Stombination noch eine ey in dev vierten
— borlepten — Bevtitalreihe, jo wird fie aus irgend einen
Grunde i den Vavagraphen 5 bis 9 gefondert befprochen.
Diefe Jummer gibt dann an, an wievielter Stelle diefe
Befprechung ftattfindet, und findet fidh auch dort rvechts
bon der Stombination wieder. Die Vebeutung der Sablen
1,3, 6 tn der fiinften Vertitalvethe ift oben fchon erldutert
worden. — Alle Aufgaben, die vorn zwei Nunmern, in
per pierten Vertifalveihe aber feine Yununer haben, find
leicht [D8bar wnbd obhie weiteres ju Sdiilevaufgaben ge:
cignet.  Die SKombinationen, dic vorn nur eine wmmer,
e der wierten Vertitalveihe aber feme Ymmmer Haben, find
jofort ale nicht genitgend zur Vejtimmung evfennbar. Be:
jonbers Ditbjche, nicht 3u Tchwere Aufgaben find durdy ein +
gefemugeichnet.  Anch von ihnen gelangen cinige pdter zur
Behandhing.
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Verzeichnis
der 229 mwelentlich von einander perichiedenen
Rombinationen der 19 Punkte zur Rlafiz 3*.

A. Sentbinationen mit mebhrerven Geen

1 | @ B 1
2 M 3
3 2 H 3
4 3 F + 3
5 4 S 3
6 il 6
7 Hy, 3
3 5) S0 6
9 Sy 3
10 6 I 6
11 7 Ty 3
12 8 G, 6
13 9 iy, 3
B. Sombinationen mit eincr Ede.
14 10 C M H 3
15 11 F 3
16 12 o 3
17 13 H. 3
18 14 H, &
19 15 Sc 3
20) Sa 6
91 16 I 3
29 17 Jes 30 6

*) Zur Vereinfadyung ved Sabed find in diefer Lijte alle fiber-
fliiffigen Seichen weggelajjen ivorbden.
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24
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25
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20
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C. Sombivatisuen ohue Geen, aber mit ven merfwiirdigen |
i
|
|

4 Puulten ver CGuleriden Gevane.

3
92 64 H. ; |
5] i1} Se )
94 66 3
95 b7 Cig ) :
96 M- F-S l |
97 63 El 2 !
93 64 S 8
99 70 I o
100 71 3
101 72 M Sis 3
102 73 S, B
1023 74 F 3
104 5 3
105 76 M ﬂt }1 oy 3
106 S 3
107 77 S 37 6
108 ke Je ;
1049 79 LLl iF a3 G
110 80 it ;
(11 81 ; : §
112 52 1
113 83 I 1
114 34 i 0 6
115 35 Eie 3 '.
116 536 G-+ 40 0
117 87 M T T, h1 3
118 35 G. 3
119 80 G, + 20 g

120 M G. G, 3




121
122
123
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125
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123
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130
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15H 111 EoH G 5

- » > ._L.

156 112 G, > 6
157 E SC Dk 3
1H3 L )
160 113 (] )
161 114 @ 21 (3
162 RER e )
]“.; ll-_} e )
164 (16 G, 22 6
[ 6D 117 | {]L. (1 H 3
166 118 S H.-H 7 3
167 h 3
169 120) i }
170 121 | P : 6
- 19 (= )
171 129 i ,
172 125 (] (4
173 124 Yk St ogk 3
174 125 :
175 126 I, 49 §
176 127 G, 3
177 [ 28 {ij i 1) 0O
178 129 S e b B 3
179 67 1 3
{80 130 @ ) 6
131 131 SS6516 1) ;

U. Sowbinationen shue Geden nud shue merbwiirdige

Buntte oer Gulerfden Gerabde.

£90 e A
102 152 EliaeblsoHis !
183 139 o7 6
154 Sty 3,
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22() 161 Sl iln i 6
291 162 (i, 45 §
222 163 Se Ge Gy 17 6
923 164 Seid, g 18 3
224 165 a1 1
225 166 Jele iCTe 27 5
226 167 el Gp 46 3
227 168 e G G 28 6
228 169 T @ Gy 29 3
29 170 G (Gra |

3 der [epten Vertitalveihe fteht 9 mal dvie 1, 120 mal
bte 3, 100 mal die 6. Die Sunume aller diefer Sahlen tit da-
hetr 9 4= 360 + 600 969, und diefe Sahl mup ja, wic
wiv fdhon in Mr. 2 bemertten, hevausfoununen, twenn bdag
RBerzeichnis vollftandig ift.

&he wir 3ur Befprechung  dex  einzelnen Aufgaben
gehen, fteffen wir ber jpdfeven Stitvze wegen alle diejenigen
Sise ujammen, die wiv bei den Anfldjungen vorauzjeker.
Treten jie als Griimpe anf, 1o werden fie einfach duvd)
pic hier angegebenen rvomifchen IZiffern zitiert.

I. Der Hiyenjchnittpuntt liegt jpnumetrifch aum Sdnitt:
puntte jeper Hohe mit dem Mintretje i bezug auf bdie 3u
pev Hidhe agehirende Seite.

1L Der doppelte Abjtand des Hmfreigmittelpunttes bon
etner Eeite 1t gleich) dem Gdenabjchnitte™ der zur jelben
Seite gehorenden Hobhe.

. Die Fuppunfte ver Hohen, Mittelpunttte der Seiten,
Mittelpnitte der Gcdenabichnitte der Hobhen liegen auf dem-
jelben freife, dem Feuerbadhichen Sretfe oder Nteunpunftefreiie.

V. Der Durchnrejjer diejes Sreifes it gleich dem Ma:
ping ved Hmfreifes.

V. 3 Mittelpuntte des Feuerbachichen Kreifes fehneiden
fich die 3 Geraven, weldhe den Iittelpuntt je einesd Gefen-
: *)  Dicjes Wort halt der Werfajfer fiv befjer als bie qebrand)-
licheve Bezerchnung ,o0brver Hohenabjchnitt”.
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abfchnttted mit bem Meittelpuntte ber uaehdrigen Sette
perbinden.

Vl, Der “hlmnn*:m" ped enerbachichen Stretfes sunbd der
Deittelpuntt des Hmtreifes, jowie der Hohenicdhnittpuntt und
Der \.C'\l'lh‘f-\d_}inl[! ‘-.i-::;.u. i ciner geraden inie, der Guler:
ichen Ger '-1" i bilben einen Havmonijchen Punthoet.
Das aweite Wunttepaar teilt namlich die Strecte ded erjten
et Ll‘_iE‘- auerlich im Verhalnis 1:2

-

1

Dap die mur mit etmer vordevenm Yarmuter verjehene

Sombinationen nicht iy Bejttmnumg ctued Dreiects geniigen,
tit big auf wenige Falle jofort tlar. Diefe lepteren aber —
& ind nur et feien fofort evledigt.” Vel jeder dev
im folgenden belandelten Aufgaben fteht linfs cine um:
mer, die mit der erften Yunumer ves Werzeichnijjes ibenttich
ift, und vechts fteht eine laufenbde ‘-hu'mnvr pie jich tm Ber:
setchitis tin ber bievten Wertifalveibe, alfo gleid) vedhtd von
per Stombination, wiederfinbdet.

179 S G 1

Teo et der Fupmmtt der Winfelvecdhten vou S auf
Je Ge. G finven dann auf € G die folgenden Streden:
Destebungen jtatt

1z C H 2 J. H
2 G =20 Ho (©asl)
S Gl 2l -H,

L C

Eie cvmogalichen folgenve Gletchungen :

(A (E=Er=] (G s (e A R
sl G, b oA e
9l.H +2H H. — 2T. H
SO A ot T 1
9 Y e = 8 I i 1
A1 | BB g B
2l 1 S B C I1LJ
L ] e
A wa

Diefe Beyichung Lait g dtbrigend auch aus den im
Berhaltnis 2 11 ahnlichen Drcieden ABCund Sy S, He o

&
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jeber®, tn benen T, G, und T, [ entjprechende Strecten
jtno.

Sind mun G, und J. gegeben, fo ift T, beftimumt, 1und
pamit it ein f:“ 5 befannt.  Hnjere Sombination
aenitgt alio nidht.

200 He Ja G 2

Lo fei der Fupbuntt ver Wintelvechfen™* von J, auf
61 L [tegt Dann erjtend auf ber il%rrlﬁuqcr g von
5 "”“*, weitend auf dbem Sreife um He mit (1C il

urc) He wnd G it daber ein Ort fiiv J, beftimmt, ndm-
lich die Elbmtn!mhtc bl B G el [

H.
G
’L“

6.

Nach Ausjdeidung aller 59 zur Veftinumung  nidt
genitgenden Sombinationen bletben, wie bie 3weiten ummern
ped Werzeidhniffes anbdeuten, 170 Aufgaben itbrig, dic aber,
wie zu enwarten, nicht alle eimer Lojung mit Jivkel und
ineal juganglid) find. Wir geben daber zundachit ein Wer-
aeichnia berjenigen atfgaben, deven Yojung und nicht ges
fungen ift. Vet allen find wiv auf Glefchungen oder Sur:
ben hoheren Grabes gelangt, die eine ¥ojung ald wundg:

® Ral. hievauw die BVehandlung der Aufgabe 214,

¥ Der Verfajfer vermweider -— audy im Untervidhte — bdie Worte
,,Ec tfrechte” und ,¥ot” und hebt jie fiir ihrve finngemage mwenduig
auf. Leider famn ja ihre wictliche Bedentuna augenblicklich mur durd
bad Fremdiwort ,Wertifale” allen verftandlich wiedergeqeben werbden.
Eine ftérende Untlavheit, die jih bejonders tm phyjifalifchen Unterrichte
geltend madht, wird burd ‘n‘n Siebraud) bdes Wortes ,I8mfelrechte”
bejeitigt. Man vgl. hiersu J. €. B. Hoffmain, Voridule der Geo-
metrie, Halle a. S. bei Louis Nebert, 1874, &. 16,

) Unter Verlangerung von A B verjteht mau wobl jest allge:
meint diejerige itber B hinaus, muter ver von B A bie itber A hinaus.
WMan vermeidet dadurd) eine vecdht jehwerfillige veraltete Ansdrudsiveiie
und fithrt die Shiiler anf leidhteftem Wege 3um Verftandnis des We-
ariffed ,Siun” auf eier Gerabe.
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(ich erfcheinen liefen. Gin Jrretum bet den teihwetfe vecht
fchwierigen Mechmumgen it nicdht auzgejdhlofien. Sollte
daher Ddie eine oder andre der angegebenen Anfgaben tros-
pem fich Eonftruievenn fajjen, jo wdre der Verfaffer fitr eine
picabeziigliche Mittetlung  auperordentlich bantbar. ALS
vecht inteveflant ift DOier feftzuftellen, dbaf alle ufgaben,
bei denen mindeftend eine Gde gegeben ift, [B3bar find.
Nicht gelungen ift uns die Lojimg vou folgenden 16 Aufgaben:

105 M H, Hi 3
111 MeEH (G 1
156 R @ H
165 E el i@ 6
166 S ab i s 7
172 Sal G 8
130 S 9
181 S G U, 10
135 H C Ifla Gh 11

) 193 b S 18 12

1 199 i sl G 13
200) ElEceS e G 14
209 Bl @Gy, 15
213 SheS 16
292 SinG: G 17
293 ST @y 18

1.

Sehen wiv nun 3u den Sombinationen, die und [H@-
bare Aufgqaben darbicten, fo finden wir unter thuen eine
qrofe nzahl rechte leichte. Hier follen natiivlich nur die
fehiierigeren odber und bejonderd fchon erjcheinenden behan-
pelt werden.  2Wiv fonnen fie fofort tn wei Grubpen teilen,
namlich i folehe mit geometrifcher Analyitd und in jolde,
bei demen wiv auch die Algebra zur Lojung hHeranzichen.
Yufgaben der lepteren Art finden fich wohl in feiner ber
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befannten Aufgabenjamuntlungen. Vet den Aufgaben  mit
blof geontetrijher WUnalyjicd fonumen hitbfche mvendungern
bed Apollonifchen Orted vor, die uns ach nocdh nicht bes
fannt waren und bei threr Einfachheit und Duvchitchtialeit
fich aut zuv Belebung des Auigabengebietes it Ol eignen.
Die Aufgaben, die wir nur wegen ihrer Scypnheit behan-
pelt Daben, jind tm folgenden wicner durch ein § gefennz
seichuet,  Die dtbrigen haben jamtlich eine nicht obne wei-
tered crfidhtliche Lojung., Die Bejprechung gefehicht jtets
nur big zu bem Punfte aushihrlich, wo die wivklichen
Hindernijje ver Lopung ubeviounden find.  Wieift it aud
nodh der vom Vexfaffer fiie gangbarit gehaltene weitre Aeq
fury angepeutet.

8.
ufaaben mit wir geometritder AUnalyiis.

Dic erftenr 11 der folgenden Aufgaben werben wnter

BVendigung ded Apollontjcdhen Ories geldit.

85 TGl e 19

Lojunga). Da A |, H I, iit, fo Liegt A evitens auf
per 3u C U, in bezug auf |, fynumetrijchen™ Gevave. Ferier
it A H-— A Gy, alfo verhalt fich

Adl s G —1r

und folglich liegt A zweitend auf bent Streife des Upollo-

¥y Man ift beftrebt, die Schulgeontetrie duvd) Petvachhunagsiweifen
per geometrifchen Vevivandtjchaftstheovie ju befruchien.  Wch i diejer
Arbeit ift daber wenigftens die AusdruwcEsweife der neneren Geo
metrie itberall wo angangig angewandt worbden. o wird nicht nehr
gejagts , Wiv verlangern Z Y wm fich jelbft big X", jouvern: 2
fonftvuieren den su Z inm bezug auf Y fymunetciiden Punft” iyt
blof bie Symmetric nach einem Runfte wird vervwertet, Jonbdern atich
bie nady ciner Gerade (ariale Symmetrie). Nuch die AUbnlichfeit wnd
bie Stongrieny ztoifden ztwet Deeieckent wivd i der usdrudsielie der
Rerivandtichaftatheorie behardelt.

E
. o



niug, der J, G, im Berhaltuis 1:2 teilt*  Nun ldRt jich
erft H, dpann B beftinumen.

eifung b).  Der fonftruierbare Fubpuntt der Wintel:
vechten von J, auf C G, fei L,  Dann ijt H, beftimmt
ald der Puntt, der L, G, innen tm Verhaltnisd 1: 2 teilt,

119 s M s 20

C liegt exftens auf dem Sreife mm Mmit M G, ziweitens
auf pem Apollonijchen Kreife, der zu J, G, und dbem Ver-
haltniz 1:2 gehort. :

161 BeSa Gis 21

Da J; Sp Durchmefier des Feuevbachichen Streifes ift
(V), fo ijt J. ale fpmmeteifdy zu Sg in bejug auf F geles
gener Punft Deftimmt. Jun ijt J. S. — G, M, uno folg:
[ich iit der Rrets um Gy mit Jo Se ein Ort fiir M. Ginen
aweiten erhalten wir auf folgende Weife. U jei bie vierte
Gde ded Varvallelogramms, dag [ S, und J. G, als
Seiten bat. U ijt fonjtruierbar. Da die Strede C M
parallel und gleid) J. S ift, o bhat fie Dbiefe beiden
Eigenjchaften aud) in bezug auf G, U, und dag Biered
M C G, U ift bdaher ebenfalld ein WBavallelogramm.
Darausd folgt

@200 == ik
werner ift nad)y Sag 1l
Gl M S;
Da mu

CG,—2C]J,

*) Gine Strede X Y wird in Z tm Verhalinis 1:2 geteilt, joll
atiivlich beveuten, day X Z:Y Z 1:2, nicht efioa, dbag Y Z: X Z
1:2, Durdh diefe Fejtiebung wird oft Leobadhtete Unflavheit ver-
mieden.  Wenn wiv ferner vom Apolonijdhen Kreife fagen, daf er 3u
XY und dein Verhialtnizs 1:2 gehdet, jo meinen wiv, dafer X Y, nidt
etioa Y X, innerlich und duperlich im LBerhalinis 1: 2 teilt. Damit find
alfe Sweifel bejeitigt, gegen die man gevade an diefer Stelle in der Schule
i fambfen bat.




jo ift auch
MU 2eMES
ALS zweiter Ort fiie M ergibt fich daher der Apollo-

nifdhe Kreig, der zu S, U und dem Lerhdltnis 1:2 ge-

hort. C liegt dann auf den Sretjen wm J, mit M S, und
um G, mit MU.

unb
217 Sele @, 93

laffen fich fofort auf bic vorhergehenve Anfgabe 3uviic:
fithren.

203 Tl 56 94

C liegt auf H. J. und auf dem Sreife des Apollo-

niug, ver suJ. G, und bem Verhdltnis 1: 2 gehort. Die
weitve Lojung ergibt fich fehr elegant, wenn unddit H
Deftimmt wird.

207 GH G 25

Da J, He = J; A ift, fo exgibt jich folgende bitbjdhe
ojung: A liegt erjftend auf bdem SKreife um J;, mit
Ja He und aweitend auf dem zu J; Gy und dem Rerhilt:
nig 1: 2 gehdrenden Apollonijchen Kreife. Y it auch
H, hierdburch B und endlich C beftimmt.

219 Siil G 26

E fei ber Schnittpuntt von J, G, mit A B. Da A E
pie Winfelhalbievende deg Wintels J, A G, ift, o ver-
halt fich

o B2 Gg Bl ARG A
;2
E ift alio bejtimmt als bder Puntt, der J, G innen
im Verhaltnis 1: 2 teilt.
A liegt nun exjtend auf So E mnd zweitens auf dem
Streife des Apolloning, der |, G im Verhiltnis 1: 2 teilt.

g e NP S—— ——
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E Dicfer Kreid qeht fibrigend vureh E, jodafy die Konjtrut:
tion vecht einfach witd. G& laffen fich nun der Reihe nad
B, H, C Dbejtinmen.
995 el ) e G 27
Da J, A — ], H ijt, fo liegt A exftens auf der 3u
Je Ge in begug auf J, fymmetrijhen Gerade und 3weitens
auf bdemt Qreife des Apolloniug, der ju J, G, und dem
Verhaltnis 132 gehirt.  Dann werden der NMeihe nad
H, C, B Deftimmt.

227 o oG G, 28
Do
2253 T j,: (_}ﬂ {]h 29

S

enthalten Deide ebenjalls vecht Diibfche Wmwendungen des
Apollonifchen Ortes.

22 =GN 30)
Yad) Sab [V aumd V ift J; S, gleid) bem Rabiug deg
Hmfreifes, alio gletch C M.  Punft S, liegt dabher exitens
aif vem §reife um J, mit C M, zweitens auf dbem SKreije,
per CM als Durchmefier hat.  Hievauf find B, Hy A

tonftruierbar.

42 CERY G 31
M liegt exjtens auf der Mittelvechten® vou C G, Da
nadhy VI M F gleich H F ift, fo erqibt fich als sweiter
ort ot M die Geradbe, die zu C G, fymmetrifd) it in
bezug auf F. Weiter jind bejtimmt der Umtveis, H, H, A,B.

43 R G 32
\ Da C H gleih C G, ift, fo iit fitv H alg exjter Ort
per Streis um G mit € G, befannt. PunttM liegt auf der
Weittelvechten von C G, I ift nach VI H F gleich M F.

‘) Diefes Wort wenden wir jtatt WMittelfentredyte ober — nach
unfrer Ansdructsiveije — ftatt Wattelivmbelvedite ald abfitrzende, aber
wohl trefjende BVezeichnung an.




22 —

Solglich it der zeite Ovt fitr H bdie Gervade, bdie 3u
Weittelrechten vou CG, fymmetrifch liegt in bezug auf F.
h1 TS G 35

Bundacdijt iit S, bejtimmt alé Lunft, ver C S aufen
tm Verhaltnis 3 11 teilt, Sap I fagt aus, dbaf S. M
CQ, ift. M liegt da-

" - = . ¥ 1 - —
her cinmal auf dem Kreife um S mit 5 C G, vag an:
premal auf ber Wiittelvechten von C G, Umfbreis, A, B

find nun jofort Dejtinunt.

—i

D]

gleid) 2 H C, mithin aud) gleidy

73 T eSS G 34
b

7l L Sl QF

107 f S bc dﬂ 1)

find voit ber jocben gegebenen ifgabe mur univejentlich
verfdicben.
37 & ig Gb 30
Sft Ly der Fuppuntt ber Winfelvedhten von J, auf
B Gy, jo balbiert Ly bie Strede H Hy  Folalid) ver-
halt fich
H E—'b & Gb Lh —— T
Denfen wir nod durd) Ly u H C die Lavallele ge-
sogen, bie C Gy, in V trifit, o ift V der Puntt, der C
Uy fnnen im BVerhdltnis 1: 8 feilt. V ijt daber befannt.
Dag Dreied Uy V Ly ift min dem gletchichentligen Dreied
Gy € H dbnlid), und folgliq ift es felbft gleichichentlig.
— Ly [liegt daber erftens auf bem Sreife wm Vo omit V
Gy und weitend auf vem RKreife, ber Gy |, ald Durdh:
mejfer hat, ZWir erfermien weiterhin bie Vunfte H, bl A
B a8 fonfrruierbar.
107 + M H. S, 37
B und ¢ Gaben ald crften Ort bdie Winfelvedhte auf
Sa M it S, ervidjtet, al8 zweiten den Qreis, um S, mit
S, Hc gejdlagen. Stun find aud) S, md A beftimmt,
109 Mt 38




|
]

DT

Iy L

Die fonjtruicrbare Mittelvechte von J, He gebt durd
F. @Da nadh VI H F gleich m F ijt, jo liegt H erftens
auf der Gerade, die gletchen, aber entgegengefesten Ab-
itand von der Wittelvechten wie M hat.  Hweitens Liegt
H auf bem Stvetfe wm J, mit J, Hee Jon it jofort A,
pann B und € beftimmt,
114 MEScls
Jm Dreiect H A C Dalbiert J, Sp 3iwel Seiten. Da-
her ift

3Y

C

| Al s e | p e
a)2aleas =T

&benjo ift aber

=S emalH G
2)2S. M=—H ¢C (1.

Darvaus folgt, daB J, Sp und S, M paraliel und
gletdh find.  Wiithin it Sy als vierte Gdde ded Parallelo-
gramms beftinunt, dbad S, M und S, ], 3u Seiten hat.
N find der Neihe nady fonftenierbar F, Umtreis, H, A,
B und C,

116 + M 55 Ga 40

Ilmfreiz, A und B jind fofort beftimmt. C ift ber

b

L )

2 M S, (bgl. Aufg. 51),
170 e b 41

Die Mittelrechte von He J, it fonitruierbar und geht
purd) F. Da H F gleich 3 S F ijt (VI), jo liegt H erftens
auf der Wavallele zu unfver MWeittelvechten in einem Ab-
ftande gezogen, ber entgegengefest breimal o groB ift wie
per pes Punftes S von der Wittelvedhten.  Sweitens Liegt
H auf dbem Streife wm [, mit J, He . Jtun find aud) A,
E, Je, G, Sc, B fonftruicrbar.

159 + He Sc S, 49

C

Sunadit ot F beftimunt ald Miittelpunft ded durd
pie drei gegebenen WPunfte gehenden Kreifes. J, liegt auf
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piefem Sreife und der Verlingerung von S, F (V). Da
nun J, He gleich J, Aift, foift A fonftrnicrbar als Sdniti-
punft pon S, He und dem §reife wm J, mit J, He .
Dann werden B und C beftimmt.

206 +H, I, G, 43

A und H liegen exftend auf der Gerave J; G, jweiz
teng auf dem Qretfe um J, mit J, Ho . Dadurch, bdaf
man nadyeinander jeden von den beiden Schnittpuntten als
A waihlt, exhdlt man 2 Lojungen. ©& laffen fid) der
Reihe nach H, B, C beftimmen.

220 Syl G 14

Die Dreiecte S A S, ud C A B find dhnlic), wnd
siar it 1: 2 ihr AbnlicheeitBoerhiltnis. Da A J, win:
felvecht au Sp Sc und S; J, winfelvecht 3u Sy A ijt, o
ift 1, Hohenjdnittpuntt desd erften Dreieds. K, jei Sdn'tt:
punft bon Sy Sp mit A G, alfo Fuppuntt der zu A ge:
horenden $Hobhe des Dreieds Sy A S Dann find in den
beiden ahnlichen Dreiecten die Streden K, J, nnd H, H
entiprechende Stitde. Folglich ijt

2 Ky J,—=H, H
mithin audy nach 1

2 Ky g H, G,

Da Sy S, winfelvedht 3u J; Gy i, fo it Ky als Fui:
puntt der Wintelvechten von S auf J, G, bejtimmt, Hy it
mn fonftvnterbar afl3 Schnitt von J, G, mit dem Siveife,
per (G, alg Mittelpuntt und 2 K, J, ald Nadins bhat.
Beide Shnittpuntte fithren zu giiltigen Lojungen. Jun
ift H bejtimmt, A3 ein Ort von A, B, Hy wird bder
Qreid um S, mit S, H, beniigt, Man befonunt dann dieee)
einfadyed BVevbinden die dret Punfte Hinteveinander, endlich

-
*

aich noch C




Ly fei Der Fuppunft der Winfelvedhten von ], auf
B Gy, . Da bdie Gevade S, |, bic Seiten A B und
A H pez Dreiedts B A H balbiext, jo ift fie pavallel 3u
B H ober B Gy . Ly it alfo beftimmt ald Fufpuntt
per smfelvechten, die von J, auf bie Parallele durd
Gp s Se o gefallt ift.  Jn Aufgabe 87 wurde die Pro-
portion
i 9 e Gl st
Dergeleitet. Aus ihr folgt
@l 3 H L;

Hp und H find daber Deftinumt ald die beiden Sdnitt:
puntte der Gevade Gy, by, mit dem Rreife wm hy mit :I;
Gp by und gwar fiegt Hy, auf Gy, Ly jelbjt, H auf dev
Berlangerung. A, B, C werden nun fofort alg fonjtruier:
Dar erfannt,

226 ol Gt 46

Jo Ja it pavallel zu A C, alfo winfelvedit 3u
B Gp. Der Sdnittpuntt von B Gy und J . J, fet
wieder Ly &v it Deftimmt ald Fuppunft der Wintel-
vedten von Gy, auf Jo J, Dic Puntte Hy und H liegen
pann cbenjo wie in ber vorigen Aufgabe erftend auf
Gp L und jweitens auf bem Sveife wm Ly, mit i Gy
Jam find auch C, A, B beftimumt.

9.
Unfgaben, die mit Hiilje der lgebra geldjt werden,
49 (GRS 47

Sc it befaunt alé Puntt, der C S augen tm BVer-
altnis 3 : 1 teilt. S J, ijt pavallel 31 H B und alfo
wintelvedht 3u C A (bgl. 221). D fei der Schnittpuntt
pon Se Jpund C A, Gr it fonftruierbar. Dann ift
D A gleich D Hp weil S. A gleich S, B ijt.  2Wir ver:




A Y

fichen, die Lange x der Strecte D A zu Deftimmen. Da
pic Sehnen A C und B Gy ded Umfreifes fih in
Hp fcheiden, jo Dejteht die Produftgletchung

(0) Aty Collpi—= B UE e G ity
Jtun ift
(1) A Hb 20X
(2) CoHy=€& D —x
(3) B Hb 2 bL D
(4) Glge Het—"F1 (1)
2 laxlon

Sepent wir bie 4 erhaltenen Werte i (0) ecin, o er-
aibt 1idh
2 X (CD —x) 2eSd Dt oD
pher Xx (CD—x) St DA LR B
Joam ift X nad) befannter Weethove fonjtruicrbar. €3
ergeben fich et Werte der Unbefannten.  Mit Hiilfe von
X iit A und dann aud) B Dbeftimmt.

71 CoS s 48
1o

175 Sl 49
find obue weitered auf die vorbhergehende Aufgabe zurviic:
fithrbar.

o4 Gy 50

Ja Jp jobmeive C H tn L.. L. ift dbann befannt
als Fupuntt der Winfelvediten von C auf J, |,
JaJp und J. H. Sehuen beg Qreifed um F jind und fich
in L fdneiden, jo bejteht die Gleichng

Da

(0) Hc LL: g -lu [ﬂ: -}b La: - -[;1 Lc.

Wir fithren nun dbie folgenden Vezeidhnungen et :
(1) Grillir==ic
(2) e m

(3) I
(4) il —




e

Dag Dreiect |, Jp Jo it dem Dreied A B C dbn-

[ich tm Verhaltnid 1 : 23 mithin ift
(D) B R bl @EHEL:
X 2= 5,

Infere Gleichung (0) ntmmt mur, wenn wir fie noch
beiderfeits mit 2 multiplizieren, mit Hiilfe der Gleichunagen
(2), (3), (4), (H) bie Fovm an

XX :5) ST 1
woraud X fonftenierbar ift. €38 faffen fich mun H, He
A, B Deftimmen,
[17 IV T H1

Die . Gerabe M Sy jdyneide Jo J, in P, So S, in
Q, den Feuerbachichen Kreis in R, Da J. J; 3u C A
pavallel und M Sy 3u C A wintelvecht ijt, fo it M Sy win-
felvedht 3u Jo Joo P ijt daber ald Fuppanft der Wintel-
vechten vont M auf Je J, beftimmt. JIm Dreied S, Sy S, it
M Hiobenjcdnittpunft wnd Sy Q cine $Hobe, mithin ift

nac) I M O R O
Vieved So M-S, Iy ift cin Pavallelogramm, alfo ijt
Dreied Sc M S, fongruent S, J, S.. 3u [lepterem

licgt das Dretet |, Sy Jo ymmetrijd) tn dezug auf F(V),
folglich it auch Dreiet S, M S, fongruent J, Sy Jo
Die Streden M Q und Sy, P {ind Homologe Hihen in
pent beiben Dretecten, alfo gleich grof.  Die unbefannte
Linge diejer Strede Jepen wir gleid) x, dann it
(1) SR M Q R ==

Bezeichen wir noch die befannte Strede M P durch

2 d, fo wird

RP—RM+ MP
(2) —2 X+ 2d=2 (X 4+ d).
Gnublich jegen wir nod
(3) IRPre=tm,
(4) =1




AL A EOQ NI

&3 Defteht mnr, wenn wiv die in P fid) Jchneidenden
Sehuen Sy R umd J. J, des SKreifes wm F o Detvadyten,
oie YProvuftgletchung

(0) StPaveR P [ B L B

28enden wiv auf (0) die Gleichungen (1) big (4) an,

o erhalten wir
X2 (x+ d e
oDer

m - n
XX+ d) = —=

Damit ift x ald fonftruierbar evfannt,  Jest laffen
jih Sp A, C, B bejtimmen.

137 H bc Sﬂ D2

a) Die CStiide diefer Aufgabe find dewen der jochen
behandelten fynunetvifd) jugeordnet tn bejug auf F. Be-
getdpnete man jie alfo begw. mit M, Jo J, , o finnte
man aug Ddicfen Punften nad) der gegebenen Lojung cin
Dreied A’ B/ C’ fonftenteven, dazd denfelben Mittelpunkt
oeg Feuerbachichen Sreifes bejist wie das gejudhte A B C.
Da mm F bejtimmt ift, fo jind A, B, C fonjtruicrbar
ale bie zu A/, BY, C' in bezug auf F fymmetriichen
Punfte.

b) Beffer ift es aber, die Lojung felbjtdndig vorju:
nehmen.  JIm Grunde bleibt fie ‘mu[ln wie nie von 117
”‘w Gerabe H B jteht winfelvecht auf S, S, ; ihre § ngt

md ihr Sdnittpuntt Ky mit S, S, ml‘l paber befannt.
S;ft Ly (Jic Jia AH B), o djt - mieder Ky L5,
o ) B Hy Ly Ky tritt an die Stelle von P, Ly, an
pic bon Q, Hy, an die von R in Anufgabe 117, H K |, gleidh
2 d it befannt, J, Ky gleich x wird gefudht. IRiv Haben
wieber

aza

‘Ih }{h 5 Hh I\:h "hC {\h 'y b-'l I\.]ﬁ
pdeY i e s sy i o7
m . n,

£

folglich X (x+ d)




s
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178 St e H3
Da F auf ber Mittelvechten von J. J, Liegt und H F

gleich 3 F S it (1V), o liegt H auf der Parallele zu der
ehen genmannten Miittelvechten, tn einem Abjtande gezogen,
per entgegengejest dreimal o grof ift wie der des Wunfies
S von der Weittelvechten. Da diefe Gerade winfelrecht Fu
Jo Ja, alfo audh 3u C A, fteht, fo ift fie ihrer Lage nad
tbentifeh mit B H.  Jft Vunft Ly, wicder der Schnitt
von B Homit J. J, o ijt ex bejtimmt. Ty fei der Fup-
punft der Winfelvedhten von S auf B H. Gr ift fonftru-
terbar. Die befannte Strece Ly, Ty iwerde gleidh) k ge-
jept.  Die Sehnen J. J, und Jp Hp bed Kreifed um F
fhneiden fich m Ly unbd wir erhalten, wenn wir auf beiden
Seiten und) den Faftor 2 hinzufiigen, die Gleichung

() i_Ih l-h B Jh Lh 2 ‘Izl I-fh ' IL, Lh.

Y81 fuchen bierin die unbefannte Strece

(1) Hb Lb X
st bejtinumen.  Wir Jeben noch

(2) el Im.

(3) -Ib |-~c .

Die Strede Jp Ly ift Hohe im Dreied J, Jp Jo Dag
pem Dretect A B C im Verhaltnid 1 : 2 dhnlich ift. Jn
dicfer dhnlichfeit entfpricht der Strecte Jp Ly die Hihe
B Hp , und ¢& ift aljo
2 ‘lb Lb B Hh
o: Blpely
Da nun Flptele lps[Ep sl e S e

X 4+ k
iit, 1o erbalten wir

(4) 2inler oy 3 (x + k).

_;
Lnter Amvending der Gleichungen (1) biz (4) nimmt
(0) die Gejtalt an:
X, 93 (X +k) 2 m.n
9
pder X (X + k) = M1+ 10,
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Hiernad) it x fonftruierbar. €3 laffen fich dann ber
Neihe nad) ber NReihe nach H, C, A, B Dbeftimmen.
214 SeESEaly H4

Die Winfelvechte von (Jb aur S¢S, it ibentijd) mit
per Hohe B H.  Jhe ud}lnttpnutt 1{] Mt S, S5 it
fonjtruierbar. €3 Dbejteht die Produftgleichung
) 2 Jb Kb + Hp Kp = 2 Sc K+ Sy Ky

Wir {epen

Gb Hb — X

fermer
(1) i K ==
(2) S Kh =]

Die Dreiecte S, Sy, S wnd S Hy S, find tongruent,
lucl[ jie Thm nf‘fll]tl_} [iegen in Dezug auf bdie Wintelvedhte
pont F auf A C ald Ayre. Da nun das erjte Dreiedt dem
Dreied A B C abulicdh ijt, jo ailt hlcw auch fitr das zweite.
Dag Nhnlichfeitdoerhiltnid ift 1: 2. Sn der hnlichteit
siotjdyen den Dretecfen S, Hy S, und A B C entjpricht der
Strede I, Ky, die Strede Gy, Hy  folglic) ijt

2 Iy Ky = Gy Hy
(3) X
Jaumn it

(4) o
Durch Anwendung der Gleicdhungen (1) bis (4) bringen
wir (0) auj die Form
X (I — x) 2 m n.
Hieraus finden wiv X und erfennen der Meihe nach
Hy B, A, C alg tonfteuierbar.

e ———

e e
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]

Dievnady ift x fonftrnterbar. &2 loffen ficdh dann bex
Meihe nod) ber Peihe nadh H, C, A, B bejtimmen,
214 (=] ol .= -




A0

Diernady ift x fonftrnterbar, &3 [offen fid) dann bex
Meihe nody der NReihe nach H, C, A, B beftinmen.
214 Sohatiy o4
Die Winlelvedite bon Gy, auf S, S, it ibentifeh mit
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'

i

Hiernad) ift x fonftruierbar. 63 laffen fich dann der :
Jtethe nach der Meihe nach H, C, A, B beftimmen.

i

\
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