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Der Titel dieser kleinen Abhandlung bedarf sehr einer

näheren Erläuterung , da es dein Verfasser nicht möglich

war , ihn gleichzeitig mit erwünschter Kürze und unzwei¬

deutiger Genauigkeit hinzustellen .

Als besonders geeignet zu Dreieckskonstrnktioncn ans

festen Punkten haben sich die in der bekannten Figur des

Feuerbachschen Kreises oder NeunpunktekrciseS auftretenden

Punkte erwiesen , und solche Aufgaben sind daher in jeder

planimetrischen Aufgabensammlung zu finden . Das Ziel

des Verfassers war nun , alle möglichen solchen Aufgaben

zusammenzustellen und ihre Lösung z » versuchen . Sollte

eS ihm gelungen sein , damit eine kleine Bereicherung des

geometrischen Aufgabengebietes zu geben , so wäre der Zweck

seiner Arbeit erfüllt .

Außer den für gewöhnlich in diesen Aufgaben vor¬

kommenden Punkten — den 3 Ecken , den 4 merkwürdigen

Punkten der Enlerschen Gerade , den 9 Punkten des Feuer¬

bachschen Kreises — sind noch die 9 Gcgenpnnkte des

Höhenschnittpnnktes in bczug ans die 9 Seiten in die Be¬

trachtung einbezogen worden . Gerade durch sie kommt

man zu mancher recht hübschen Aufgabe . ES handelt sich

also — jetzt ganz genau gesagt — um die DreieckSanf -

gabcn , bei denen irgend 9 von den folgenden 19 Punkten

gegeben sind :

1 ) die Ecken IZ , L ;

L ) der Mittelpunkt lVl des Umkreises ;
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3 ) der Schnittpunkt 14 der 3 Höhen ;

4 ) der Mittelpunkt st des Fenerbachschen Kreises ;

5 ) der Schwerpunkt Z ;

3 ) die Fustpnnktc !4g i4 ^ 14 .̂ der Höhen ;

7 ) die Mittelpunkte Z .̂ der Seiten ;

8 ) die Mittelpunkte .1^ ch, der nn den Ecken

liegenden Höhenabschnitte :

3 ) die Gegcnpnnkte ( 4x , ( 4 ^ ( 4 ^ des Höhenschnitt -

pnnktes in bezng auf die Seiten .

Die Ecken eines Dreiecks könne » ans 3 verschiedene

Weisen mit 3 Buchstaben , etwa k , L , bezeichnet werden .

Mit der Bezeichnung der Ecken ändert sich auch die der

obigen mit den Zeigern n , d , c versehenen Stücke . Zwei

Aufgaben nun , die durch eine solche Bezeichnnngsänderung

in einander übergehen , sind nicht als wesentlich verschiedene

Aufgaben zu bktrachten . Es gibt im Hinblick auf diesen

Ilmstand 3 verschiednc Arten von Kombinationen zu je drei

Punkten :

lt Kombinationen , die durch alle möglichen Bezeich -

nnngsändernngen der Ecken stets in sich selbst übergeführt
werden .

Beispiel * : Die Kombinationen k , ( 4 ; 14g stl ^

N , ; N . st . S .

2 ) Kombinationen , die durch alle möalichen Bczcich -

nungsändcrnngcn in 2 anders lautende .Kombinationen

übergeführr werden , so daß es also 3 gleichwertige solche

Kombinationen gibt .

Beispiel : Die 3 Kombinationen L !4 ^ 14 ^ ;

^ b . i 6 14 .̂ ^ I4g sind gleichwertig .

* ) vei den Beispielen ist keine Rücksicht darauf genommen , ob

die 3 betreffenden Punkte zur Bestimmung des Dreiecks genügen .



Kombinationen , die durch jede der möglichen Be -

zeichnnngsändernngen in anderslautende Kombinationen

übergeführt werden , so daß es also «i gleichwertige solche

Kombinationen gibt .

Beispiel : Die <i Kombinationen O ff .̂ . L ,

« a , Sd ; « a , Sb ; Nz . s , ; ö ff ^ s , - ö .

Nh sind gleichwertig .

Durch diese Gleichwertigkeit von Kombinationen wird

die Zahl der zu betrachtenden Aufgaben stark reduziert .

Bon den ^ ' ^ ^ 969 überhaupt möglichen Kombi¬
nationen der l ! l Punkte zu je dreien bleiben , wie c ie bald
folgende Zusammenstellung zeigt , noch 229 zu besprechen .
In dieser Liste , die also nur die 229 wesentlich voneinander
verschiedenen Kombinationen behandelt , ist ganz rechts bei
jeder Kombination eine der 3 Zahlen l , 9 , 6 angegeben .
Diese Ziffer gibt an , welche von den 3 soeben geschilderten
Arten von Kombinationen vorliegt , also wieviele vcrschie -
dcnlautende und doch wesentlich gleiche Aufgaben jedesmal
vorhanden sind . Werden die sämtlichen Zahlen l , 9 , l >
addiert , so muß sich 969 , die Zahl aller Kombinationen ,
ergeben , eine Probe darauf , ob auch wirklich alle mög¬
lichen Ausgabe » in der Liste enthalten sind .

Nicht jede von den 229 übrigbleibenden Kombinationen
bestimmt aber ein Dreieck . Gin solches ist je nach Gestalt
und Lage durch <i einfache * Bedingungen festgelegt . Sobald
nun durch 2 von den gegebenen Punkten ein Ort für den
dritten bekannt ist , sind dem Dreiecke nur 5 einfache Be¬
dingungen auferlegt , und folglich genügen die 3 Punkte
nicht . In den meisten Fällen ist das sofort ersichtlich .

*) Eine einfache Bedingung ist z. B ., daß eine Ecke des Dreiecks
auf einer gegebenen Gerade liegen soll , eine doppelt zählende , das; eine
Ecke des Dreiecks gegeben ist .



Dic wenigen Ausnahmefälle werden gesondert behandelt
werden .

Im Verzeichnis haben wir 5 Vertikalreihcn zu unter -
scheiden . In der dritten stehen die Kombinationen , in den
andern gewisse Iahlen . deren Bedeutung jetzt erklärt werden
soll . Die erste und letzte der Zahlenreihen sind stets aus¬
gefüllt , die beiden inneren nicht immer . Die erste Vcrti -
kalreihc enthält dic 22 !» laufenden Nummern der Kombi¬
nationen . Unter dieser ersten Nummer werden dic Kombina¬
tionen auch später stets zitiert werden . Genügen die be¬
treffenden U Punkte zur Bestimmung , so hat die Kombination
noch eine zweite Nummer , die in der zweiten Vertikalreihe
steht . Diese Nnmmericrnng zeigt , das; unter den 22l >
wesentlich voneinander verschiedenen Kombinationen nur
>7U vorhanden sind , die das Dreieck vollständig bestimmen .
Besitzt eine Kombination noch eine Nummer in der vierten
— vorletzten — Vertikalreihe , so wird sie ans irgend einem
Grunde in den Paragraphen -ü bis ! > gesondert besprochen .
Diese Nummer gibt dann an , an wievielter Stelle diese
Besprechung stattfindet , und findet sich auch dort rechts
von der Kombination wieder . Die Bedeutung der Zahlen
t , U , U in der fünften Vertikalrcihe ist oben schon erläutert
worden . — Alle Aufgaben , die vorn zwei Nummern , in
der vierten Vertikalrcihe aber keine Nummer haben , sind
leicht lösbar und ohne weiteres zu Schüleranfgaben ge¬
eignet . Die Kombinationen , die vor » nnr eine Nummer ,
in der vierten Vertikalrcihe aber kenie Nummer haben , sind
sofort als nicht genügend zur Bestimmung erkennbar . Be¬
sonders hübsche , nicht zu schwere Aufgaben sind durch ein ch
gekennzeichnet . Auch von ihnen gelangen einige später zur
Behandlung .
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clor 229 ivolontlick , von oinanclor vorickioclonov

^ ombinotiovon clor 19 puvkto Tiur ^ loklo Z ^ .

Kombinntioncn mit mehreren Ecken .

1 1 L 1Z 1

2 /Vi 3

3 2 11 3

4 3 k" 1- 3

5 4 s 3

6 « c 6

7 « b 3

8 5 Sc 6

9 Sb 3

10 6 1c 6

11 7 1b 5 3

12 8 dc 6

13 9 db 3

L . Viombinationen mit einer Ecke .

14 1 « <2 /Vi 11 3

15 11 3

16 12 S 3

17 13 « c 3

18 14 » a 6

19 15 Sc 3

20 Sa 6

21 16 1c 3

22 17 1 . ' 1 30 6

Zur Vereinfachung des Satzes sind in dieser Liste alle über¬

flüssigen Zeichen weggelassen worden .
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28

24

25 13

26 19

27

23

29 20

30 21

31

32 22

33

34

35 23

36 24

37 25

33 26

39 27

40 23

41 29

42 30

43 31

44

45 32

46

47 33

43 34

49 35

50 36

51 37

52 33

!) , 1

54

55

56 39

L II

L N 0ic

6a

k "

3

« c

1c

1a

Qc

8

» c

N .

L 5

<3 « .

1c

1a ^

6c 1-

6g 1'

« c

» a 1-

Sc

Sa

1c

1a

6c 1'

6a '

« a

Sc

Sa

1c

1a 5

31

32

47

7 33

3

6

3

3

3

6

3

6

3

6

3

6

3

A "
6

3
6
3

6

3

6

3
6

3

6

3

6

3

6

6

3

6

3
6



57 L !4c d .
58 40 d « c dg ' 1
59 41 d 11 , 11 ,
60 42 Sc
61 Sa
62 Sb
68 1c
64 -1a
65 43 1b 5
66 44 dc
67 da
63 45 dh '1
69 46 d 3c Sg
70 47 1c
71 43 1a -
72 49 d .
78 50 da '1
74 51 L 5 , 3 ^
75 52 1c
76 53 1a l '
77 54 1b
73 55 d .
79 56 da -1
30 57 db
31 53 L 1c: 1a
32 d .
38 da
34 59 e 1a 1b
35 60 dc '1
36 61 da
37 62 db
33 63 L Q ,
39
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L . kimüliiülitio '.M ! ohne Eckt !!, aber mit dti ! mcilwin' dMil

4 Pniittcü dcr EuMschc !! 01eradc .

90 1̂ « f" 1
91 S 1
92 64 « c 3
93 65 Sc 3
91 66 1c 3
95 67 (-- c 3
96 N 1" S 1
97 6 » « c 3
93 69 Sc 3
99 70 1c 3

100 71 Qc 3
IM 72 N S 3
102 73 Sc 3
103 74 1c 3
104 75 (1c 3
105 76 N ttc 3 3
106 Sc 3
107 77

s , 1- 37 6IM 78 1c 3
109 79 Ix. 1' 38 6
110 80 dc 3
III 81 dx. 4 6
112 32 N Sc Sx. 3
113 83 1c 3
114 84 1 , 39 6
115 35 ( - c 3
116 86 (1 , 4 w 6
117 37 N .1, 1 , 51 3
IM 88 dc 3
119 39 dx. 4 M 6
120 N dc d , 3
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121 3 1

122 90
« c 3

123 91
Sc 3

124 92
1c 3

121 » 93 ( Ic 3

12k 94 8 « c 3

127 95 Sc 3

12 « 96 1c 3

129 97 ^ c 3

130 93 n « c « a 3

131
s . 3

132 99 Sa K

133 .! c 3

134 1a 6

135 3

13k 100 da 6

137 101 Sc Sa 52 3

13 « 102 1c 3

139 103 1a 6

140 ( 1c 3

141 104 da 1' k

142 105 n 1c 1a 3

143 dc 3

144
da 6

145 10k
( Zc da 3

14k 107 8 « c 3

147 10 «
Sc 3

14 « 109
1c 3

149 110 dc 3

150 I- « c tta 3

151

152
Sc

Sa

3

k

153
1c 3

154
1a 6
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220 161 Sc -1a6g 44 6

221 162 Qb 45 6

222 169 Sc 0tc 6g 17 6

229 164 Sc 6g <Sb 18 3

224 165 1c -In 1b 1

225 166 ->c la ^ ff 27 6

229 167 -1c -In 6k 46 3

227 168 -1c 6 ^ 6g ff 28 6

228 169 1c 6g db ff 29 3

229 170 6c 6g ( 1k 1

In der letzten Vertikalreihe steht 9 mal die 1 , 120 mal

die 9 , 100 mal die 6 . Die Summe aller dieser Zahlen ist da¬

her 9 -ff - 36t » -ff - 600 9t >9 , und diese Zahl mutz ja , wie

wir schon i » Nr . 2 bemerkten , herauskommen , wenn das

Verzeichnis vollständig ist .

Ghe wir zur Besprechung der einzelnen Aufgaben

gehen , stellen wir der späteren Kürze wegen alle diejenigen

Sätze zusammen , die wir bei den Auflösungen voraussetze » .

Dreien sie als Gründe auf , so werden sie einfach durch

die hier angegebenen römischen Ziffern zitiert .

! . Der Höyenschnittpunkt liegt symmetrisch zum Schnitt¬

punkte jeder Höhe mit dein Umkreise in bezug auf die zu

der Höhe gehörende Seite .

II . Der doppelte Abstand deS Umkreismittelpunktes von

einer Seite ist gleich dem Eckenabschnitte * der zur selben

Seite gehörenden Höhe .

III . Die Futzpunkte der Höhen , Mittelpunkte der Seiten ,

Mittelpunkte der Gckenabschnitte der Höhe » liegen auf dem¬

selben Kreise , dem Fenerbachschcn Kreise oder Neunpunktckreise .

IV . Der Durchmesser dieses Kreises ist gleich dem Ra¬
dius des Umkreises .

V . Im Mittelpunkte desAeuerbachschen Kreises schneiden

sich die 9 Geraden , welche den Mittelpunkt je eines Gckcn -
Dieses Wort hält der Verfasser für besser als die gebräuch¬

lichere Bezeichnung „ obrer Höhenabschnitt " -



abschnittes mit dem Mittelpunkte der zugehörigen Seite
verbinden .

VI . Der Mittelpunkt des Fenerbachschen Kreises und der
Mittelpunkt des Umkreises , sowie der Höhenschnittpnnkt und
der Schwerpunkt liegen in einer geraden Linie , der Enlcr -
sehen Gerade , und bilden einen harmonischen Pnnktwnrs .
Das zweite Pnnktcpaar teilt nämlich die Strecke des ersten
innerlich und äußerlich im Verhältnis l : 2 .

Daß die nur mit einer vorderen Nummer versehenen
Kombinationen nicht zur Bestimmung eines Dreiecks genügen ,
ist bis ans wenige Fälle sofort klar . Diese letzteren aber -
es sind nur zwei — seien sofort erledigt / Bei jeder der
im folgenden behandelten Aufgabe » steht links eine Num¬
mer , die mit der ersten Nummer des Verzeichnisses identisch
ist , und rechts steht eine laufende Nummer , die sich im Ver¬
zeichnis in der vierten Vertikalreihc , also gleich rechts von
der Kombination , wiederfindet .

179 s 7 <7 l
7c sei der Fnßpnnkt der Winkelrechten von 3 ans

7 (7 . Es finden dann ans L (7 die folgenden Strccken -
beziehnngen statt :

DL « ^ 27 «
2 ) « (72 « ( Satz ! >
7 L 7 2 « L,

Sie ermöglichen folgende Gleichungen :
7c (7 L « 7 ZI (7 - L 7 ,

2 .1^ 7 2 « « c " ^ 7 ^ « c
2 ( 7 « 7 « « c ^ ^ « c >

' 2 7 7 c .
Diese Beziehung läßt sich übrigens auch ans den im

Verhältnis 2 : l ähnlichen Dreiecken 7 IZL und 3 ^ 3 ^ « c
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sehmZ in denen d ^ und -Ic entsprechende Strecken
sind .

Sind min d ^ nnd 1 .̂ gegeben , sv ist bestimmt , und
damit ist ein Ort fnr Z bekannt . iinsere Kombination
genügt also nicht .

' 205 tt , .1 , d , 2
sei der Fnsipnnkt der Winkelrechten ^ von gZ ans

^ c . ^ cgt dann erstens aus der Verlängerung von
d ^ zweitens ans dem Kreise um sii ^ mit ^ d ^ i^ L .
Durch !si (. und d ^ ist daher ein Ort für ^ bestimmt , näm¬
lich die Winkclrechtc in ans d ^ Isic -

<».
Nach Ausscheidung aller 59 zur Bestimmung nicht

genügenden Kombinationen bleiben , wie die zweiten Nummern
des Verzeichnisses andeuten , 170 Aufgaben übrig , die aber ,
wie zu erwarten , nicht alle einer Lösung mit Zirkel und
Lineal zugänglich sind . Wir geben daher zunächst ein Ver¬
zeichnis derjenigen Aufgabe » , deren Lösung uns mehr ge¬
lungen ist . Bei allen sind wir aus Gleichungen oder Kur¬
ven höheren Grades gelangt , die eine Lösung als unmög -

^ Vgl . hierzu die Behandlung der Aufgabe 214 .

Der Verfasser vermeidet ^ auch im Unterrichte ^ die Worte

„ Senkrechte " und „ Lot " und hebt sie für ihre sinngemäße Anwendung

auf . Leider kann ja ihre wirkliche Bedeutung augenblicklich nur durch

das Fremdwort „ Vertikale " allen verständlich wiedergegeben werden .

Eine störende Unklarheit , die sich besonders im physikalischen Unterrichte

geltend macht , wird durch den Gebrauch des Wortes „ Winkelrechtc "

beseitigt . Man vgl . hierzu I . C . V - Hoffmann , Vorschule der Geo¬

metrie , Halle n . S . bei Louis Nebert , 1874 , S . 16 .

" **) Unter Verlängerung von /IL versteht mau wohl jetzt allge¬

mein diejenige über IZ hinaus , unter der von ö / I die über /I hinaus .

Alan vermeidet dadurch eine recht schwerfällige veraltete Ausdruckswcisc

und führt die Schüler auf leichtestem Wege zum Verständnis des Be¬

griffes „ Sinn " auf einer Gerade .



lieh erscheinen ließt » . Ei » Irrtum bei de » teilweise recht
schwierige » Rechnungen ist » ieht ausgeschlossen . Sollte
daher die eine oder andre der angegebene » Aufgaben trotz¬
dem sich konstruiere » lasse » , so wäre der Verfasser für eine
diesbezügliche Mitteilung außerordentlich dankbar . Als
recht interessant ist hier festzustellen , daß alle Aufgaben ,
bei denen mindestens eine Ecke gegeben ist , lösbar sind .
Nicht gelungen ist uns die Lösung von folgenden 16 Aufgaben :

105 ^ tt . st» . 3

III 4

156 tt Q , 5

165 tt Q , (Z , 6

166 Z tl , N , 7

172 S tt , (Zz 8

180 s z c cz . 9

181 s cz . cz . 10

188 tt c tt , (Zk 11

193 tt c s . (Z, 12

199 tt c s , (Z , 13

200 tt . S , (Z » 14

2 «>9 tt . (Z, (Zd 15

213 s c L . ( Zc 16

222 s . ci , cig 17

223 L . (Z , (Zn 13

Gehen wir nn » zu den Kombinationen , die uns lös¬
bare Aufgabe » darbieten , so finden wir unter ihnen eine
große Anzahl rechte leichte . Hier sollen natürlich nur die
schwierigeren oder uns besonders schön erscheinenden behan¬
delt werden . Wir können sie sofort in zwei Grnvpen teilen ,
nämlich in solche mit geometrischer Analysis und in solche ,
bei denen wir auch die Algebra zur Lösung heranziehen .
Aufgaben der letzteren Art finden sich wohl in keiner der
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bekannten Aufgabensammlungen . Bei den Aufgaben mit
bloß geometrischer Analysis kommen hübsche Anwendungen
des Apollonischen Ortes vor , die uns auch » och nicht be¬
kannt waren » ich bei ihrer Einfachheit und Durchsichtigkeit
sich gut zur Belebung des Aufgabengebietes in ( ) !! eignen .
Die Aufgaben , die wir nur wegen ihrer Schönheit behan¬
delt haben , sind im folgenden wieder durch ein ch gekenn¬
zeichnet . Die übrigen haben sämtlich eine nicht ohne wei¬
teres ersichtliche Lösung . Die Besprechung geschieht stets
nur bis zu dem Punkte ausführlich , wo die wirklichen
Hindernisse der Lösung überwunden sind . Meist ist auch
noch der vom Verfasser für gangbarst gehaltene wcitre Weg
kurz angedeutet .

Ausgaben mit nur geometrischer Analysis .

Die ersten 11 der folgenden Aufgaben werden unter
Benützung des Apollonischen Ortes gelöst .

85 ch S 19
Lösung 3 ) . Da Ae ,!z — H ist , so liegt erstens ans

der zu L in bezng ans ^ symmetrischen ^ Gerade . Ferner
ist X sX (Ix. , also verhält sich

^ ^ : / c (Ze 1 : 2 ,
und folglich liegt Ar zweitens ans dein Kreise des Apollo -

* ) Man ist bestrebt , die Schulgeometrie durch Betrachtungsweisen
der geometrischen Perwcmdtschaftsthcorie zu befruchten . Auch in dieser
Arbeit ist daher wenigstens die Ausd r n ckswei se der neueren Geo .
Metrie überall wo angängig angewandt worden . So wird nicht mehr
gesagt : „ Wir verlängern /l V um sich selbst bis X " , sondern : „ Wir
konstruieren den zu ^ in bezng auf V symmetrischen Punkt . " Nicht
bloss die Symmetrie nach einem Punkte wird verwertet , sondern auch
die nach einer Gerade (axiale Symmetrie ) . Auch die Ahwjchlrit und
die Kongruenz zwischen zwei Dreiecken wird in der AnSdrucksweiie der
Perwandtschaftstheorie behandelt .
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nins , dcr P dg im Verhältnis 1 : 2 teilt . * Nun läßt sich

erst kl . dann 6 bestimmen .

Lösung b ) . Der kvnstrnierbare Fnßpnnkt der Winkel -

rechten von P ans d dg sei d ,, - Dann ist kl - bestiinmt

als der Punkt , der d <, dg innen im Verhältnis l : 2 teilt .

119 ch N P dg 2 »

d liegt erstens ans dem Kreise >» n /Vs mit kVk dg zweitens

aus dem Apollonischcn Kreise , der zu P dg und dem Ver¬

hältnis 1 : 2 gehört .

191 ist 3g dg 21

Da P Durchmesser des Fenerbachschen .Kreises ist

<V ) , so ist P als symmetrisch zu 3c bczng ans st gele¬

gener Punkt bestimmt . Nun ist P 3c - dg N , nno folg¬

lich ist dcr Kreis nur dg mit P 5c Ort für lVs . Einen

zweiten erhalten wir auf folgende Weise , d sei die vierte

Ecke des Parallelogramms , das lc 5c und dg als

Seiten hat . d ist konstrnierbar . Da die Strecke d N

parallel und gleich P 5c >st , so hat sie diese beiden

Eigenschaften auch in bczug ans dg d , und das Viereck

stst L dg d ist daher ebenfalls ein Parallelogramm .

Daraus folgt

d dg - N d .

Ferner ist nach Satz II

d P ^ sVl 3c
Da nun

d dg 2 d

gune Strecke X V wird in ^ im Verhältnis 1 : 2 geteilt , soll
naturlich bedeuten , daß X ^ V ? 1 : 2 , nicht etwa , das; V ? : X ?

1 : 2 . Durch diese Festsehung >vird oft beobachtete Ilnklarheit ver¬
mieden . Wenn nur ferner vom Apollonischen Kreise sagen , das; er zu
X V und dem Verhältnis 1 : 2 gehört , so meinen wir , das; er X V . nicht
etwa V X , innerlich und äußerlich im Verhältnis 1 : 2 teilt . Damit fiiw
alle Zweifel beseitigt , gegen die man gerade an dieser Stelle in dcr Schule
zu kämpfen hat .
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so ist auch
N U - - 2 N 3 ^ .

Als zweiter Ort für /Vi ergibt sich daher der Apollo -
uische Kreis , der zu 3 ^ U und dein Verhältnis 1 : 2 ge¬
hört . O liegt dann auf den Kreisen um mit N 3 ^ und
um (lg mit NU .

164 ff l , ( lg 22und
217 S , ^ 23

lassen sich sofort auf die vorhergehende Aufgabe zurück¬
führen .

203 1- « c lc (s . 24
L liegt auf tl ^ sc und auf dem Kreise des Apollo -

niils , der zulc (lg und dem Verhältnis 1 : 2 gehört . Die
weitre Lösung ergibt sich sehr elegant , wenn zunächst ff!
bestimmt wird .

207 ch « c s . <lg 25
Da lg ffic lg ^ ist , so ergibt sich folgende hübsche

Lchung : ^ liegt erstens auf dem Kreise um lg mit
lg ff>L und zweitens auf dem zu lg ( P und dem Verhält¬
nis 1 : 2 gehörenden Apollonischen Kreise . Nun ist auch
!l , hierdurch ff und endlich L bestimmt .

219 ^ lg (lc 20
ff sei der Schnittpunkt von lg ( l ^ » nt ff . Da ff

die Winkelhalbierende des Winkels lg ^ (W ist , so ver¬
hält sich

lg ff : ( l <. ff — lg (lc ^
1 : 2

ff ist also bestimmt als der Punkt , der lg (l ^ innen
im Verhältnis 1 : 2 teilt .

liegt nun erstens auf 3 <. ff und zweitens auf dem
Kreise des Apollonins , der lg (P- >>n Verhältnis l : 2 teilt .
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Dieser Kreis geht übrigens durch Ii , sodass die Konstruk¬
tion recht einfach wird . Es lassen sich nun der Reihe nach

st! , L bestimmen .
225 ch .! , ^ Ei , 27

Da .Ix, stl ist , so liegt erstens auf der zu
^ lstc u > bczng ans symmetrischen Gerade und zweitens
ans dem Kreise des Apollonins , der zu und dem
Verhältnis l : 2 gehört . Dann werden der Reihe nach
stl , O , ö bestimmt .

227 2 ^
und

226 29
enthalten beide ebenfalls recht hübsche Anwendungen des
Apollonischen Ortes .

22 -st L N ^ 60

Räch Satz IV und V ist gleich dem Radius des
Umkreises , also gleich L /VI . Punkt Z „ liegt daher erstens
ans dem Kreise um mit L /Vs , zweitens ans dem Kreise ,
der SN als Durchmesser hat . Hierauf sind L , Ist „ / e
konstrnicrbar .

42 -st O st 31
N liegt erstens ans der Mittelrechten * von G Ei ^ - Da

nach V ! N st gleich stl st ist , so ergibt sich als zweiter
Ort von N die Gerade , die zu L (st^ symmetrisch ist in
bezng ans st . Weiter sind bestimmt der Ilmkreis , stl , stl ^ ^ , k .

13 -st O st Ei ,, 32
Da O In gleich O ist , so ist für Ist als erster Ort

der Kreis » m L mit O (st ^ bekannt . Punkts liegt ans der
Rlittelrechten von O (lg Nun ist nach V ! stl st gleich lVk st

*> Dieses Wort ivenden wir statt Mittclsenkrechtc oder — nach
» » srer Ausdrucksweise — statt Älitteltvinkelrechte als abkürzende , aber
wohl treffende Bezeichnung an .
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Folglich ist der zweite Ort für dl die Gerade , die zu

Mittelrcchten von ddg symmetrisch liegt in bezng auf d .

51 P d 8 dg 33

Zunächst ist 3 ^ bestimmt als Punkt , der d 3 außen

im Verhältnis 3 : 1 teilt . Satz i ! sagt aus , daß 3 ^ / tl
^ !

gleich h tl d , mithin auch gleich d dg ist . N liegt da¬

her einmal auf dem Kreise um 3 ^ mit s, d dg das an -

dremal auf der Mittclrechten von d dg . Umkreis , L

sind nun sofort bestimmt .

73 P d 5 ^ dg 34
und

177 ch 3 3 ^ dg 35

sind von der soeben gegebenen Aufgabe nur unwesentlich

verschieden .

3 ? d fg dh 36

Ist d >, der Fußpuukt der Wiukelrechtcu von .Ig aus

ö d >z , so halbiert d ^ die Strecke dl 14 ,, ^ Folglich ver¬

hält sich

N Oh : db dd 1 : 3 .

Denken wir noch durch d ^ zu dl d die Parallele ge¬

zogen , die d db in V trifft , so ist V der Punkt , der d

dh innen im Verhältnis 1 : 3 teilt . V ist daher bekannt .

Das Dreieck LP V d ^ ist nun dem gleichschenkligen Dreieck

dt , 2 Ick ähnlich , und folglich ist es selbst gleichschenklig .

— dj , liegt daher erstens auf dem Kreise um V mit V

d >, und zweitens ans dem Kreise , der LP .Ig als Durch¬

messer hat . Wir erkennen weiterhin die Punkte li , Z ,

V als konstrnierbar .

107 ff N « c 8g 37

ö und L haben als ersten Ort die Winkelrechte ans

3g ^ in 3g errichtet , als zweiten den Kreis , um 3g mit

3g llc gesclMgcu . Nun sind auch 5 ^ und Z bestimmt .

109 P N Hc 1 g 38
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Die konstrnierbarc Mittelrechtc von .Ig Ist ^ tzstlt durch
f . Da nach VI Ist st gleich M st ist , so liegt II erstens
aus der Gerade , die gleichen , adcr entgegengesetzten Âb¬
stand von der Mittelrechten wie ^ hat . Zweitens liegt
Ist ans dein Kreise » in ^ init stg stst^ - Nun ist sofort ist ,
dann L und L bestinnnt .

114 ^ 3 ^ ^ ^
Im Dreieck Ist ist L halbiert ^ Lg zwei Seiten . Da¬

her ist
U ^ 3 ^ h Ist L
2 ) 2 ^ 3 ^ II e .

Ebenso ist aber
1 ) 5 ^ « L
2 ) 2 5 ^ N sti L ( II ) .

Daraus folgt , daß stx, 3 ^, und Z <. !Vt parallel und
gleich sind . Mithin ist 8 ^ uls biertc Ecke des Parallelo¬
gramms bestimmt , das 8 ^ ^ und 3 ^ st ^ stu Seiten hat .
Nn >r sind der Reihe nach konstrnierbar st , Umkreis , Ist , ist ,
!Z und L .

116 ch /̂ 1 3 .̂ (stg 4 (1
Umkreis , /st und k sind sofort bestimmt . L ist der

Schnittpunkt des Unikreises und des Kreises um (stg mit
2 /Vi 3 ^ ( vgl . Ausg . 51 ) .

170 ch 3 « L .1 , 41
Die Mittclrechte von Ist^ st ^ ist konstruierbar und geht

durch st . Da ist st gleich 3 3 st ist ( VI ) , sv liegt Ist erstens
auf der Parallele zn nnsrer Mittelrechtcn in einem Ab¬
stände gezogen , der entgegengesetzt dreimal sv groß ist wie
der des Punktes 5 von der Mittelrechten . Zweitens liegt
Ist auf den , Kreise um .1^ mit st^ stl ^ . Nun sind auch ist ,
st , stc , L , 3c , L konstruierbar .

13 » ch ist ^ 3 ^ 3 ^ 42
Zunächst ist st bestimmt als Mittelpunkt des durch

die drei gegebenen Punkte gehenden Kreises , st^ liegt auf
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diesem Kreise und der Verlängerung von 8g 5 ( V ) . Da
nun lg sich g ^ ich lg ist , so ist / c konstruicrdar als Sclniitt -
punkt von 5 ^ und dem Kreise um lg mit lg 41c .
Dann werden kZ und L bestimmt .

206 1- 4lch .ig (4g 43
^ und 41 liegen erstens auf der Gerade lg (4g zwei¬

tens auf dem Kreise um .ig mit lg 41c . Dadurch , daß
man nacheinander jeden von den beiden Schnittpunkten als
F, wählt , erhält man 2 Lösungen . Es lassen sich der
Reihe nach 41g ö , L bestimmen .

220 ' S , 44
Die Dreiecke 8h ^ 8c und S H. V sind ähnlich , und

zwar ist 1 : 2 ihr Ähnlichkeitsverhältnis . Da lg win¬
kelrecht zu 3h 85 und 3 ^ lg winkelrccht zu 3h ch. ist , so
ist lg Höhenschnittpunkt des ersten Dreiecks . Kg sei Sehn tt -
punkt von 8h 8 ^ mit ^ (4g also Fustpunkt der zu H ge¬
hörenden Höhe des Dreiecks 3h H 3 ^ . Dann sind in den
beiden ähnlichen Dreiecken die Strecken Kg .ig und 41g ist
entsprechende Stucke . Folglich ist

2 Kg .i g ^ - Ng 41 .
mithin auch nach I

2 Kg ^ « g (4g .
Da 3h 5g winkelrecht zu .ig (4g ist , so ist Kg als Fust -

punkt der Winkclrechten vou 8g auf .Ig (4g bestimmt . 41g ist
nun konstruierbar als Schnitt von Ich (4g mit dem Meise ,
der (4g als Mittelpunkt und 2 Kg lg als Radius hat .
Beide Schnittpunkte führen z » gültigen Lösungen . Run
ist 41 bestimmt . Als ein Ort von Zt., 4Z , 4ih wird der
Kreis um 5c mit 5 «. I4g bcnützt . Man bekommt dann durch
einfaches Verbinden die drei Punkte hintereinander , endlich
auch noch L .

221 Sc lg (4h 45



4.^ sei der Fußpnnkt der Winkclrcchten von ^ auf
L (Zd - Da die Gonade 5 ^ die Seiten ^ L und
^ Ick des Dreiecks IZ ^ Ick halbiert , so ist sie parallel zu
IZ Ick oder L <ck ^> . I^ h ist also bestimmt als Fußpnnkt
dcr Winkelrechten , die von ^ ans die Parallele durch

z >> ^ gefällt ist . In Aufgabe 37 wurde die Pro¬
portion

Ick : (ck̂ Î ,i ^ 4 : 3
hergeleitet . Aus ihr folgt

G d 4^ - 3 « ^
Ick,, und Ick sind daher bestimmt als die beiden Schnitt¬

punkte dcr Gerade (ck^ mit dem Kreise um la ^ mit ^
(ck̂ » nd zwar liegt Ick^ ans 4. ^ selbst , 41 ans der
Verlängerung , / t , 3 , G werden nun sofort als konstruier¬
bar erkannt .

22k ^ ^ Lid 46
.1^ 1a ist parallel zu ^ L , also winkelrecht zu

3 <ckh . Der Schnittpunkt von 13 Gh und 1 ^ Iki
wieder ^ Gr ist bestimmt als Fußpnnkt dcr Winkel -
rechten von (1 ^ ans ^ .1 ^ Die Punkte Ick>z und Ick liegen
dann ebenso wie in der vorigen Aufgabe erstens ans
(ckh 4^ und zweitens ans dem Kreise um 4^ mit <ckh 4̂ >z
Nun sind auch G , 13 bestimmt .

Aufgaben , die mit Hülfe der Algebra gelöst werden .
49 L 3 1 , 47

5 ^ ist bekannt als Punkt , dcr G 5 außen im Ver¬
hältnis 3 : l teilt . 3 ^ ck .-> ist parallel zu Ick L und also
winkelrecht zu L />. ( vgl . 2ckl ) . I) sei der Schnittpunkt
von 5 ^ ^ und L Er ist konstrnicrbar . Dann ist
4) gleich 4) Ickj, weil 3 ^ ^ gleich 3 ^ L ist . Wir vcr -
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suchen , die Länge x der Strecke O ^ zu bestimmen . Da
die Sehnen <8 und iZ (Z^ des Ilmkreises sich in
Ickj, schneiden , so besteht die Prodllktgleichnng

( 0 ) ^ « b - G Nb k I4b ' Gb I4b
Nun i st

( 1 ) Nb 2 x
( 2 ) e « b - L O - x
( 3 ) ö Nb - 2 8 ^ v
( 4 ) db « b N Nb ( I)

- 2 1 , v .
Setzen wir die 4 erhaltenen Werte in ( 9 ) ein , so er¬

gibt sich
2 x ( S v - x ) - ^ 2 Z , l) ' 2 s , s)

oder x ( L l) — x ) 8c O ' 2 sg l) .
Nun ist x nach bekannter Methode konstrnicrbar . Es

ergeben sich zwei Werte der Unbekannten . Mit Hülfe von
x ist ^ und dann auch k bestimmt .

71 S 5 ^ 1 , 4S
und

175 Z 8c 1 ^ 49
sind ohne weiteres ans die vorhergehende Aufgabe znrück -
fnhrbar .

84 L 1 , sh 50
1 ^ 1b schneide L 14 in ist dann bekannt

als Fustpnnkt der Winkelrcchten von L ans 1 ^ Da
1b und 1 ^ 14 ^ Sehnen des Kreises um sind und sich

in stc schneiden , so besteht die Gleichung
( 0 ) I4c ' 1c b. c ^ 1b 1- c lg ^ c .

Wir führen nun die folgenden Bezeichnungen ein :
( 1 ) S Uc 5
( 2 ) 1b 1- c ^ m
( 3 ) 1 ^ Uc ^ n
( 4 ) « c Uc ^ X .
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Das Dreieck st st st ist dem Dreieck ^ stL ähn¬

lich im Verhältnis 1 : 2 ; mithin ist

( 5 ) 2 .st st . L N ,

X st - 5 .

Unsere Gleichung ( «V nimmt nun , wenn wir sie noch

beiderseits mit 2 multiplizieren , mit Hülfe der Gleichungen

( 2 ) , <3 ) , ( 4 ) , ( 5 ) die Form an

x ( x - st s ) ^ - 2 m . n ,

woraus x kvnstrnierbar ist . Es lassen sich nun Ist , Ist

/ z , V bestimmen .

117 N .st .st 51

Die . Gerade stst 5h schneide .st st u » ? , 5 ^ 5 ,, in

st », den Fcnerbachschen Kreis in ? . Da st st ZU L - / X

parallel und N 3h zu S ivinkclrccht ist , so ist /VI 3h win¬

kelrecht zu ,st st . ? ist daher als Fnßpnnkt der Winkel -

rechten von N ans st .st bestimmt . Im Dreieck 3z , 3h 8 ^ ist

N Höhenschnittpnnkt und 3h ( ) eine Höhe , mithin ist

nach I

N 0 - ist st ».

Viereck 3 ^ ^ 5 „ st ist ein Parallelogramm , also ist

Dreieck st stst 5 „ kongruent st st 3 ^ . Zu letzterem

liegt das Dreieck .st 5h st symmetrisch in bczng auf ? ( V ) ,

folglich ist auch Dreieck st stä 5 „ kongruent st 5h st

Die Strecken N st » und 3h ? sind homologe Höhen in

den beiden Dreiecken , also gleich groß . Die unbekannte

Länge dieser Strecke setzen wir gleich x , dann ist

( 1 ) 3h ? Nst - kstst ^ x .

Bezeichnen wir noch die bekannte Strecke N ? durch

2 ä , so wird
Ist ? Ist N st N ?

( 2 ) ^ - 2 x st 2 ä 2 ( x st ä ) .

Endlich setzen wir noch

( 3 ) st ? m ,

( st .! ,, ? n .
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Es besteht min , wenn wir die in st sich schneidenden

Sehnen 5k st . und ^ -! -> des Kreises nm 5 betrachten ,

die Prodnktgleichnng

( « > st . st st ^ .st p ' ^ p -

Wenden wir ans ( 0 ) die Gleichungen ( 1 ) bis ( 4 ) an ,

so erhalten wir

x - 2 ( x - st cl ) - m ' n
oder

x ( x ^ ä ) -

Damit ist x als konstrnierbar erkannt . Jetzt lassen

sich 5k , L -, st bestinnnen .

137 ' Ist 5 ^ 5g 52

a ) Die Stücke dieser Aufgabe sind denen der soeben

behandelten symmetrisch zugeordnet in bezng ans st . Be¬

zeichnete man sie also bezw . mit /Vi , ' W könnte

man ans diese » Punkten nach der gegebenen Lösung ein

Dreieck Ist L ' konstruieren , das denselben Mittelpunkt

des Fcnerbachschen Kreises besitzt wie das gesuchte st L .

Da nun st bestimmt ist , so sind st , L konstrnierbar

als die zu / st , stst ( st in bezng ans st symmetrischen

Punkte .

b ) Besser ist es aber , die Losung selbständig vorzu¬

nehmen . Im Grunde bleibt sie dieselbe wie die von 117 .

Die Gerade ist ist steht winkelrecht auf 5 ^ 3g ; ihre Lage

und ihr Schnittpunkt K ,, mit 5 ^ 5g sind daher bekannt .

Ist stk ( ^ L Ist , ^ 6 ) , so ist wieder K ,, ,! k

ist sth Ist » l - n - tritt an die Stelle von st , stk an

die von () , Istk an die von k . in Aufgabe 117 . ist K k gleich

2 cl ist bekannt , Xk gleich x wird gesucht . Wir haben

IbKb - ttdXv 5cKb - SgXb

oder x . 2 ( x - st ä ) m . n ,

folglich x ( x - st ci ) " 1 -
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173 S ^ 53
Da st auf dcr Mittelrechten von 1c lg liegt und 11 st

gleich 3 st̂ Z ist ( IV ) , so liegt sti auf der Parallele zu der
eben genannten Mittelrechtc » , iu eiuem Abstände gezogen ,
der entgegengesetzt dreimal so groß ist wie der des Punktes
3 von dcr Mittelrechten . Da diese Gerade winkelrecht zu
1 ^ ,ch , also auch zu L /V steht , so ist sie ihrer Lage nach
identisch mit ö N . Ist Punkt st ^> wieder der Schnitt
von IZ II mit 1c Ixl , so ist er bestimmt . Ich sei dcr Fusz -
pnnkt der Winkclreehten von Z auf L H . Er ist konstru¬
ierbar . Die bekannte Strecke ckch werde gleich !< ge¬
setzt . Die Sehnen .ch 1 :, und 1^ des Kreises um 5
schneiden sich in st ^> und wir erhalte » , wenn wir auf beiden
Seiten noch den Faktor 2 hinzufüge » , die Gleichung

( 0 ) Ickd ' 2 1p sth ^ ^ 1 ^ st ^> ' 1c st ^ .
Wir suchen hierin die unbekannte Strecke

( 1 ) stch ^ ^ x
zu bestimmen . Wir setzen noch

( 2 ) ch stg m .
( 3 ) .>b I- c n .

Die Strecke .ch st ^ ist Höhe im Dreieck .ch ch 1c das
dem Dreieck I kZ L im Verhältnis 1 : 2 ähnlich ist . In
dieser Ähnlichkeit entspricht der Strecke ch 1̂ die Höhe
L Nh , und es ist also

S lb l- b V ttd
3 Nb Ib

Da nun stch Ib I- b > ^ Ib
X - st I<

ist , so erhalten wir
( 4 ) 2 ch 3 ( x ch- k ) .

Unter Anwendung der Gleichungen ( 1 ) bis ( 4 ) nimmt
( 9 ) die Gestalt an :

x . 3 ( x -st k ) 2 m . n
oder x ( x -st k ) ^ -ch m . n .
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Hiernach ist x kvnstruicrbar . Es lassen sich dann der
Reihe nach der Reihe nach K , d , ö bestimmen .
214 85 5z dd 54

Die Winkelrechte Vvn dd auf Sc 5z ist identisch nüt
der Höhe L K . Ihr Schnittpunkt Kd mit 8 ^ 5z ist
konstruierbar . Es besteht die Prvduktgleichung
( 0 ) 2 ^ Kh - ttb !< b ^ 2 5c Kh . 5z !< d -

Wir setzen
dd Kd x
dd Kb I

ferner
( 1 ) Sc Kd — m
( 2 ) Sz Kd - - n .

Die Dreiecke 5z 5d Sc und 5c Kd 5z sind kongruent ,
weil sie shnunetrisch liegen in bczug ans die Winkelrechtc
von K auf X d als Axe . Da nun das erste Dreieck dem
Dreieck ^ öd ähnlich ist , so gilt dies auch für das zweite .
Das Ähnlichkeitsverhältnis ist 1 : 2 . In der Ähnlichkeit
zwischen den Dreiecken 5c Kd Sz und ^ kd entspricht der
Strecke 1d Kd die Strecke dd Kd folglich ist

2 ^ ^ dd 'Kd
( 3 ) - - x .

Nun ist
Kd Kd - dd Kd - dd Kd

K ) — I - x .
Durch Anwendung der Gleichungen sl ) bis ( 4 ) bringen

wir ( 0 ) auf die Form
x ( I — x ) 2 m n .

Hieraus finden wir x und erkennen der Reihe nach
Kj, L , vd d als konstruierbar .
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Hiernach ist x konstruierbar . Es lassen sich dann der

Reihe nach der Reihe nach ss , L , / e, ö bestimmen .





Hiernach ist x konstruierbar . Es lassen sich dann der

Reihe nach der Reihe nach kl , L , / e , ö bestimmen .
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