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Befanutlidy find zwei collineare ecbene Enfteme
pecipectivifd), wenn fie brei und folglidy alle Punite

ciner Geraben x, entjprediend gemein Haben. TLiegen |
bie Shpjteme in verjdiedenen Gbenem, jo ift x, bie |

Sdnittlinie biefer Ebenen.
Awei ecbene Shfteme =, und I, fonnen bdaler
collinear und perfpectivijd) auf einanber bejogen iwers

ben, inbem mon (Fig. 1) oret Gevaben a,, by, ¢ |

von =, brei Gerade ay, by, ¢; von Z; ber Reibe
nad) alé entfprediend beravt zuweift, bdafp der Sdynitt-
puntt P, von a, und a,, ber Scnittpuntt Q, von by und
by unb ber Sdmnittpuntt B, von ¢, und ¢, in eine
®eraben x, [iegen. @8 Dbilben dann a,, h,, ¢, bie
Seiten (unter ,Seiten” unbegrenzte Gerabe verjtanben)
eined Dreieds A, B, C,, a,, by, ¢, dic Seiten cines
Dreieds A, B, C,, und bdie Geraden A, A;, B, B,
C, Cy, gehend durd) einen TPunft S,. 3u ben Punften
pon =, fonnen bann bie entjpredjenden Punite von =,
enteber mit Hilfe aweier Paare projectivifder, el
perjpectivijder geraber Gebilbe a, A a, unb b, A b,
ober mit Dilfe jweier Paare projectivijher, weil pers
ipeftivijdher Strahlenbiijdel I Ordnung A, ~ A, unbd

B, » B, gefunben werben, Die Gerabe x, heifit Colli-
neationsaye, der Punft S, Collinentiondcentrum.

Drei ebene Syjteme =, , =,, =, find wedfel-

| jeitig perfpectivifd, wenn =, und =;, =, und
2., =, unb =, collimear und perfpectivifd) find.
‘ Dann entjpridit einem Dreied A, B, C; ober 4,
| von =, ein Dreied Ay B, C, obder 4, von =, umbd
| ein Dreied Ay B, C, ober 4, von =, berart, daf die
Edpuniie und Seiten diefer Dreiede med-
| jeljeitig perjpectivifd find: ef gehen nimlid
bie Gleraben:

A A, B, B, C C, burdy einen Puntt S,

A, A; BBy, GGy, " 0
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und jwifden ben Seiten, b. i ben geraben Gebilben,
| beren Trdger fie find, bejteht die Bezichung, bdaf
! a, perfpectivifh ju ag, b, perjpectivijd ju by,
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Wedifelfeitige Lerfpectivitit der Chpunkie dreier Dreiedie.

Wir jesen voraus, daf fein Edpunfi cined der | folgt aus ber Perfpectivitie der Edpuntic jweier bder

Dreiede o, , o,, oy, ciner Scite cined andern an:
gehive. b bie Dreiede fn verfdjicvenen Ebenem, ober
ob gwei bderjelben ober affe drei in Giner Ghene [iegen,

bleibe vorltufig dabingeftellt, Befanntlid) folgt aud ber |

Perjpectivitit ber Gdpunfte jweicr Dreiede, baf bdie |

Sdnittpuntte ihrer entipredenben Seiten eciner Geraden
angehiren. Demnad) liegen

ber Schnittpuntt P, pon B, C, und B, C,
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Fallen S; und 8y in Ginen Punft S jujommen,
jo ift einfeuchtend, dafi audy S, mit 8 jujammenfalit,

Und bilven x, und x, Gine Gerade x, fo liegt aud) |
faommen, und gehen je dbrei entjpredienbde

x, in x, da bann

bie Punfie B, , P,, Py in cinen Punft P,
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ber Bevaben ¥ jujammenfallen.

Ee ergeben fidh nun folgenbe Siitie:

1, CiegenS,, 8, unb 8, in einer Geradben
g, weldie teinen ber Edpuntte enthalt, fo
fallen x,, x, und x, in eine Gerade ¥ ju-
fammen.

Je swei der Dreiede A, A, A, , BB, By, C,C, C,
(Fig. 2) 3 B. dad erfte und gweite, find ndmlid fo

gegebenen Dryeiede A, , 4y, ;.

2. Riegen 8,, 8, und 8; in einer Geras
pen s, und gehidren berfelben and brei ents
fpredenbe Gdpuntte, etwa €, , C;, C; an, fo
gehen bie Seiten, welde diefen Edpuntien
gegeniibecliegen, buvdheinen Puntt, aljo Hier
bie Seiten A, By, A, B,, A; By, durd) ben Puntt R;

a) in biefem Punlfte {dneiden fid die
®eraden X, , Xy, X,, Wenn anbere dret
entjpredienne Seiten nidit dbuvd) einen
Buntt gehen (Fig. 3);

M oaehen aber aud anbdbere bdrei cnt:
ipredende Seiten dburdy einen Puntt,
jo fallen x,, X, X;, in eine Gerabe
x jujammen (Fig. 4).

Do A, B,, A, B,, A, B; burd R aehen,
ergibt jich wie juvor aud ber BVetradhtung der Dretede
A, A, A, unb B, B, B,.

3. Fallen 8, 8,, 8, in cinen PunkS jus

Seiten ber drei Dreiede nidt durd einen
PBunit, fo Haben x;, X,, und xy einen Puntt T
gemeinfam.

Die Scinittpuntte von ¢ drei entfpredienben Seiten
bilben ein Dreied; fo geben 3. B. B, C,, B, C; unb B, C;
ba8 Dreied P, P, P, auf biefe Weife entfiehen brei
Dretede: P, P, Py, Q, Q, Qy, R, R, Rs.

Je gwei derfelben jind jo bejdajffen, baf bie Sdnitt-

| punfte threr entjpredienden Seiten einer ber brei burdy 5

bejchaffen, baf je gwei entfprediende Seiten, 3 B. A A, |

und B, B, in einem Punfte der Gevaben s jid) jdneiven.

Daher find bdiefe Dreiede begiiglidy ihrer Edpuntte pers |

jpectivijd), b. h. bie Gevaden A, B, , A; By und A, B,
gehen burd) einen Punft R, Ghenfo erfennt man, bdof
B, C,, B,Cy umb B,C; bdurch einen Punft P unbd
C.A, CoA, und Cy A, bdued) einen Punft Q gehen
mitfgen. ©af P, Q, B in ciner @eraden x liegen,

gefienden Getaben S A, A, A,, SB, B, By, 50, C, G,
angehoren. Died ergibt fid) aud folgender Betradytung :
Betanntlid) bezeichnet (Fig. b)
R, ben Sdnittpuntt von A, B, und A, B,,
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in A, B, bie Puntte B, und RB,,
" A—: B‘I " " Rl Ll R’Er
4 3 s e DR

(1]

.
1




P, P, undb Q, Q, in C,

ober man fann jogen:
Die Gerade R, R, enthilt bie Puntte A, und By,
" " Rl R"Z ] 1" " A‘.: ] B‘u
" " R‘.: H:’J " " " A:s i B:j.-
Ebenjo crfennt man:
Die ®erabe P, P, enthiilt bie Bunfte B, und C;,
(1] 1] Pi Pz i ] " B'.i L] C‘E.«
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und johlicglid):
Die Gevade Qg Q, enthalt die Punfte C, und A,,
i i Ql QS ] (] i Cﬁ ] A‘H.r
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Demuad) fdneiben fid) bie Geraben:
| Qs Q umd By R, in A,
PI PE " u-'l Q}{ " C: ! Q-:I Q’l Ll Rl R2 (] *'*’-:e
]-J? I}a " q-r u:& i C'ﬁ | q': q.i [ H‘E EH " ‘!‘3
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Dicvaus aber ergibt fid bdie Folgerung, bdaf die
Gdpuntie fe yweier der Dreiede P, P, Py, Q, Q; Qy,
R, R, Ry perjpectivijdy find; die Geraben P, Q,, Py Q,,
Py Q;, b i. die ®eraben x,, X, X; gehen aljo durd
einen Puntt T.
4. Fallen §,, 8,, §; in S jujammen und

gehen dbreientipredende Seitenbuvd einen |

Puntt, etwa A, B, A, By, A, B, burd) den Puntt R,
anbere drei entipredende Seiten aber nidt
burd cinen Puntt, jo habenx,, x;, x; jenen
Buntt, aljo hier R, gemein. (Fig. 6).

b, FallenS,, 8, 8 inSjufammen, gehen
breientipredende Seitendurdeinen Punit
und andere brei entfpredende Seiten aud
burd cinen Punit, jo fallen x,, X, X in
cine ®@erabe x zgufammen (Fig. 7).

Dicjen Shgen ftehen folgende gegeniiber:

6. Haben x,, X, X;, cinen Punkt T ge
meinjam, welden feiner ber Seiten anges
hort, jo fallen 8,, 8;, 8, in einen Punft S
jujammen (Fig. 5.

Da bdie Epuntte je yweier der Dreiede P, P, Py,
Q, Q; Qs, R, R; R, perfpectivijdh find, fo mitffen die
Sdnittpunfie der entfpredienden Seiten je zweier dicfer
Dreiede ciner Gevaben angehdren.

Wic bic beim 3. Sage vorfommende Betvadtung
lehrt, fdineiden fid) dic entjprecdhenden Seiten

von Q; Q, Q; und By R, R, in A, A, A,

bie i R;\ Hl RE ] 1‘::- ]'l P'_i " Bj' HEr H:i'
Tl P:s PJ Pﬁ " Qu ch Lu'g T C:. Cgp (:3;
bie Geraden A, A,, B, B,, C, C, enthalten alfo dex
Bieie nod) die Punfte A, B,, C;. €S fallen aljo mit

ben burd) S, gehenben Geraden A, A, B, B, C, C,

Biey S pile o auids Ag, BB Op 6
uith i i By 19 surA AL BB GG
ujommen, b B 8, 8, 8, bilven einen Tauntt 5.

Ru den Dreieden P, P, Py, Q, Q, Q,, R, Ry Ry
ftechenn ber Puntt T und bdie Geraden A, A, A,
B, B, B,, C, C, C, in berjelben Begiehung wie der
Tuntt B unb die Geraden x,, %5, Xy ju den Breieden
d,, dy, d;; daher tonnte and) dex 6. Sal mit Hilfe
pes 3., umd umgefefrt ber britte mit Hilfe dbes 6. be-
wiefen werben.

7. ®ehen x,, x,, % dburdy einen Punkt,
unbiftberjelbeaud dber Sdnittpunktt dreier
entfpredenben Seiten, etwa -dex Sdnittpunit
R ber &eiten A, B,, A, By, Ay By, fo gehdren
pie drei Gdpuntfte, welde jenen Seiten ge-
genitber(iegen, afjo fier C,, C,, C;, einer &es
raben an;

o) bieje ®erabe enthalt die Punkte

8,, S;, 8, wenn anbdere bdrei ent:
iprediende Edpuntte nidt in einer
®evaben [iegen (Fig. 3);

f) liegenaberanberedbreientipredende
Edpuntte aud in einer Beraden, fo
fallen S, S;, S in einen Puntt S
jufammen (fFig. 6).

Dag C,, Cy, Cy in ciner Geraden liegen, ergibt
fid) wie suvor aus ber Betvadtung der Dreiede P, Py Py
und 4, Q. Q.

8 Fallen x,, x, und x; in eine Gerabde
xjufammen und liegen jebreientfpredenbde
GEdpuntte nidyt in einer eraben, jo [iegen
S,, 8,8, inciner Geraden 8. (Fig. 2).

Die Edpuntte je jweier der Dreiede A, A, A,
B, B, B;, C,C, 0, 5- B. bie ded erjten und jiweiten,
find perjpectivifdy; die Sdmittpunitc je weier ent:
fpredienben Seiten, b. i die Punfte 8, , 8,, 5, liegen
pafer in einer Geraben s.

Bu den Dreieden A, A, A,, B, B,B,, C,C,C,,
fiehen bic ®erabe x und bie in ihr Hegenden Punfte P,
Q, B in bverjelben Besiehung, wie die Gerade s und
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bie in ihr liegenden Puntte S, S, S; ju den Drei- |
eden A, , 4y, 4, Daber tonnte audy ber 8. Sap !

 mit Hilfe des 1. und umgetehrt der 1. mit Hilfe ded |

8. Demiejen werben.

9. Fallen x,, x,, x; in cine Gerade x
jufammen und liegen drei entjpredende
Edpunfte in einer Gerabden 5, andere bred
entipredenbe Edpuntte aber nidt in einer
®evaben, jo enthalt s bie Puntte S;, S;, S, ‘
(Fig. 4.

10, Fallen x,, x,, %, in eine Gerade x |
jufammen, (iegen brei entipredende Eds‘
puntte in einer Geraden unbd anbdere drei
entjprediende Edpuntte aud in ciner Ge
raben, fo fallen 8, &, 8, in cinen Punkt
8 jujammen. (Fig. 7).

9 diefen jehn Sigen exgeben fid) nody folgende jwei :

11. Wenu S,, 8, 8, weber in ciner Geraden |

[iegen, nody in einen Punft jujammenfallen, jo finmen |
X,, Y, Xy weder duvd) einen Puntt gehen, nod) in eine
(erade jujammenjalien. ;
12, Wenn x;, X, x, weder durd) einen Punft |
gehen, nod) in cine Gerade sujammenfallen, fo linnen
S, S, S; weder in ciner Geraden liegen, nody in |
cinen Puntt juiammenfallen. |

1. Behorendiec Dreiede 4, d,, 4y, deven |
Gdpunlte wedfeljeitig perjpectivijd jind,
verfdytedenen Ebenen am, fo fallen

S jufammen, ober jie licgen in ciner Ge

raben s. |

us der Perfpectivitit der Edpunlte je Fweier
per Dreiede folgt ndmlid), bdaf die Snittpuntte der
entjpredhenben Seiten in einer Geraben liegen, u. 3
in derjenigen @evaden, in welden die Ehenen ber jwei
Dreiede fidh fchneiben, Die Ebenen bder Dreiede 4,
dy, 4y fdueiden fid in brei Gevaden x,, X,, X
weldje entweder durd) einen Punft gehen ober in cine
®erabe jujammenfallen. Dann miifjen aber, wie bdie

ht£|
Puntte 5, 8, S; entweder in einen Buntt |

4 .

Dicje Sage behalten ihre Giltigleit aud) vann,
wenn einer ober jeder der Punfte S, 8, S5 unendlid)
fecm ift, ober wenn eime ober jebe ber @eraden eine
unendlic ferne Gerabe ift, ober wenn X, X;, X; in
einen unendlich fernen Puntte fid [dneiden.

Sind bic Geraben, welde die entfprechenben Ed-
punfte der Dreiede 4, und o, verbinben, parallel,
fo liegt &, unenblid) fern. Sind in biefem Falle 8,
und S, wirtlicge Puntte, und follen §,, By, S in
einer Gderaden s [liegen, jo muf die Gerade S, S, oder
s ben Geraben A, A,, B, B,, C, C, parallel fein. Sind
bie ®eraden, welde bdie entjpredenden CGdpunite je
yweier dev Dreece 4, 4,, <, verbinben, pavalfel, fo
liegen S,, 8,, Sy in einer unendlid) fernen ®eraben 4.

Sind bie entfpredienben Seiten der Dreiecde A,
und 4, parallel, jo ift x, eine unendlidy ferne Gerabe.
Sind in diefem Falle x, unbd wx, wirtlide Gevade, und
folfen x,, X, X, durd) cinen Puntt gehen, jo miifjen
X, und x, einen unendlidy feenen Puntt gemein hoben,
d. B, 3u einanber parallel fein. Sinbd bie entjpredjen-
pen Seiten fe gweier ber Dreiede o, o, 45 parallel,
jo falfen x,, X, in eine unendlid) ferne Gerade x jujanumen.

Sind die Geraden x, und x, parallel, und follen

| X, X,, X tinen Punft gemein haben, jo mu x, dwrd

den unendlich fernen Puntt von x, und x, gehen, d. 0.
ju x, und x, paralfel jein.

im vorigen Abjdnitt aunfgejtellten Sige 6 bis 10 lefren,
8,, S;, S, entroeder in einen Puntt sujammenfallen
pber eciner Geraden angehbren.

9, Mehoren zwei ber Dreiede A, 4, 4,
peren Gdpunftewedfelfeitig perfpectivijd
find, etwa o, und 4,, einer Ebene & an, wihrend
basé britte, 4., in einer andbern Ghene &
(iegt, fo mizjjen S;, Sy, S; in eciner Geraden
g liegen.

90ie man [eicht einfieht, miijjen nimlid bdie G-
raden X,, Xy, X in cine Gerade x, bdie Sdnittlinie
ber Gbemen & und & (Fig. 8) ujommenfallen; und
bic Punfte 8, und 8, finnen nidt mit dem bev Chene

| & angehorenden Punfte S, jufammenfallen, weil bie




Geraden S, A,, 8, B;, 8, C; nur ven Puntt 8, mit & |

gemein haben.

3. Liegen die Dreiede 4,, 4, 4, beren |
Edpuntfte wedjelieitig peripectivijd find, | eds bilben. e legteven Fall fiche Fig. 9.
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in Ginev Gbene, fo fdunen 5, 8, 8, in
ginen Punft S jufommenfallen, ober einer
®eraben s angehdren, ober bie Edpuntte cined Drei-

Wedjfelfeitige Derfpectivitaf der Seifen dreier Dreiedic.

1. Sinb bie Edpunite breier Dreiede
sevavi wedfelfeitig perjpectivijd, baf 3,

8, Sy ineinen Puntt S jujammenfallen,jo |

jind audy dbic Seiten bicjer Dreiede wedfel-
jeitig pevipectivijdy, bdie Dyeiede mdgen
ciner Gbhene, ober dreivevjidicdbenen Ebenen
angehirven.

9, &inb bie Edpunite breiexr nidt in |

ciner Ebene liegenben Dreiede bevart wedfel
jeitig perfpectivijd, daf 5,, Sy, 5; einey
Geradben s angehborven, welde feinen berx
Edpunfte enthalt, und follen vonben brei,
pic Gierabe s enthaltenden Ebenen A; A, A,
B, B,B,, C, C, C; nidht 3wei in eiune Ebene
jufammen, jo find and) bdie Seiten diefer
Dreiede medyjelfeitig peripectivifd.

Denn ift au ivgend cinem etwa ber Seite 2, ans |

gehovenben Punfte M, ber Punft M, von a, perjpecs
tivijd), fo jdjueidet bie Gbene s 8, M, M, bie Seite a,
in einen Puntte My, dburd) welden bdiejenigen Geraden

Punften M, von a, unb M, von a, entfpridit alfo |

i ay cin Punft M,, ber fowohl ju M, alé aud ju
M, perjpectivijdy it.

Dicfer Sal gilt fowohl dbann, wenn
pie Dreiede dbrei verfdicdbencn Ebenen an:
gehoren, alé aud bann, wennzwei Dreiede
in einex Ebenesliegen unbbdbad britteeiner
anderen Ebene & angehbirt. Die Geraden
X, , Xy, X fallen hicheiimmer in cine Gerabde
X gujanten.

3. Riegen die Geraden ¢, , ¢y, ¢y in ciner Ebene,
und find bie Punlte
A, und B, vom ¢,
PR
‘I‘L.I " H,I " tl&
wecbfelfeitig peripectivijd, gehen aljo die Geraden
A, A, und B, B, burdy cinen Punlt 5, ,
At A BestBoa Do o R
"i':s A: w By By " " SJ!
jo find im allgemecinen bie Gevaden ¢, , ¢y, ¢y nidyt
wed)feljeitig perjpectivijdy; b. h. liegen der Punft M, von
¢, unb ber Punlt My von ¢, perfpectivijd, jo fduneiden
fid) bie Geraden 8, M, und S, M, in einem Puntte M,,
weldier im allgemeinen bev Gevaben ¢y, nidt angehiut,
Dic Strablenbitfdel 1. Orbnung, welde bdie per-
fpectivijdhen geraden Gcbilbe ¢, unbd ¢; bezichungsmeife
aué ben Punften S, und S, projiciven, jind namlid
projectivifdy; bie Sdnittpuntte je weier ent
fpredyenden Steablen gehiren daher im Alfgemeinen ciner
Gurpe IL Orbdnung, und nur bann einer Gevaben an,
wenn bie Steahlenbiifdel S; und S, perjpectivijd
find, b. b. wenn fie cinen Strahl entfprediend gemein Haben.
c) Dev letere Fall fritt immer dann ein, wenn
S,, Sg, 8, in einer Gevaden s liegen. Denn
jind N, und N, bic Punite, in weldjen be-
jichungdweife ¢, und ¢, von s gejdnitten
werben, jo haben die Biifdhel S, und S, den
Strahl S, S§,, in bden bdie entfpredenden
Strafilen 8, N; und S, N, jujammenfallen,
entjprechend gemein. Die Sdmittpuntte  ber
ent{prechenden Stvaflen bdiefer Biijdhel liegen
vbaher in einer Geraden, nimlid) in der bdurd)
bie Punite A, und By, in welden je jwei



entfpredhenbe Strahlen jidy fdneiben, gehenbden
®eraben c,. Der Punft Ny, in dem ¢, von s
gejdynitten wird, entjpridt ben Punften N,
und N,. Die Geraben o, , ¢, oy haben cinen
Tuntt B entjprechend gemein, ba bdie Dreiede
A, A, A; und B, B, B, ber Annafhme gemif
jo bejdyajfen find, baf bie Sdnittpuntte je jweier
entjpredienben Seiten in einer Geraden s legen.

Dieraus folgt:

Die Seiten dbrefer inm derjelben
Ebeneliegenden Dreiede findwedjel:
jeitig peejpectivijd, wenn bie Ed-
punttedieferDrciedederart medjels
jeitig perfpectivifd jind, daf 8, S,
S in einer Geradben s liegen und x;, Xy,

X, in eine Gerabe x jujammenfallen. |

Dieher gehbrt alfo der im Sage 11, 1 und
ber im Sage I, 2, 3 behandelte Fall. —
Behoren im lefsteren fFalle die Dreiede vers
jdjiebenen Ghenen an, fo find alfo nidt nur
bie eiten A, B,, A, B,, A, B, wedjeljeitig
perfpectivijdy (wie die Betvadytung IV, 2 lehrt),
jonbern audy, oem Borvigen gemdf, je anbere
brei entjprechenbe ©eiten. — Hiebei finbet

ferner ber Fall jeine Grlcbigung, baf o, 4y, |

4, nidt bderjelben Ghene und 8, S,, S5 ciner
Gievaben angehiven, bie feinen ber Gdpunlie
enthlt, aber 3wei ber Gbhenen A, A, A,,
B, B, By, C, C, Cy, etwa bdie erfte und jweite
sujammeniallen. Dem  Borigen gemdf find
namlidy in bicjem Falle audy bie Seiten A, B,,
A, By, A, B, wedfeljeitip perfpectivifd.
Wenn o, , 4,, 4, bderfelben Ebene und
8,, 8,, S, eciner Geraben s angehbren, Xx,,
Xy, Xy aber mur einen Punft B gemein haben
(fiche Sats II, 2, @), o find wokl bie in bem
Punfte B fidh [duncibenben &eiten A, B, ,
A, B,, A, B, wedjelfeitip peripectivijch, nidt
aber anbere brei entfprechende Seiten. Demn

angenommen, bie ben Seiten B, C,, B, C,, |

B; C; bejiehung8weife angehrenden Punfie

M,, M,, M, jeien wedfelfeitig perjpectivijd b, §. |

bic Glerade M, M, gehe dwvd) S5,,
|/ B B S A
4 ol bl e e s
fo Ditten je 3wei entfprechende Seiten ber

)

Dreiece B, B, By, M, M, M, ibren &dnitt=
punft in bexr Gevaben s, ¢8 gingen aljo bie
®evaden B, M,, B, M,, B, M, b i. die ®e-
raben B, C,, B, C;, B; C; burdy einen Punit,
Died wiberfpricht aber ber Unnahme, baf
Xy, Xy, X, nur einen Punft gemein haben. —
Diied gilt audy von brei Dreieden, welde die
im ©age 11, 2, e vorausgejetste Lage haben,
aber in verjdjiebenen Gbenen liegen.

Die Geraden ¢, , &y, €, find and) dannwedfeitig per-
jpectivijdh, wenn S,, 8., 8, bic Edpunfte cines
Dreiectd bilben, unbd e, unbd ¢, incinem Punfte U
ber Geraden S, S, oder 8, fidh dimeiden. (Fig. 10).

Sn dem Punfte U fallen ndamlid) der
Puntt U, von ¢, und der ihm entfprediende
Punft U, von ¢, jujommen; die Biifdel S,
unb 8, Haben daber ben Strafl S, 8,, n
ben biee entfprechenben Straflen S, U, und
S, U, aujanmumenfallen , entjprediend gemein,
bie Sdnittpuntte ibrer entjpredienden Strahlen
fiegen alfo wie im Falle ¢ in der Geraben
¢g. Dem Puntte U entfpridt bder Punlt U,,
in bem ey von S, 5, gefdmnitten wird.

Jn biefem Falle find aud) bic Biijdel 5,
und S, welde begiehungdweife bdie perfpectis
pijdhen gevaben @ebilbe e, unbd ¢, , beren
Puntie einanber buvd) dic Strahlen bes Bitfdyels
8, sugemiefen werben, projiciven, brojectivifdy,
aufj einanber begogen ; ba fie ferner bad gerabe
®ebilde ¢, ergengen, jo find fie perjpectivifch,
und miffen baher den Strahl 8, S, ent=
fpvedhend gemein hoben. Ter Sdmittpuntt V
ber ®eraben ¢, und ¢, muf fomit ber e
raben 5,8, ober s, angefdren. Ehenjo mufy
ber Sdinittpunft W ber Geraben ¢y und ¢
in ber Geraben S, S, ober s, [liegen.

Hievausd ergibt fidy:

@inbd bie Edpuntte breier Drei-
gpfe, biein einer Ebene [iegen, bers
art medfelfeitig pevipectivifd, baf
bie Punfte 8§, 8,, 8, ein Dreied 4
btlben und die Gevaben x;, ¥, x, dev
eihe nad mit den Seiten &5, 5, 5
pon A zujammeniallen, fo find aud
bic Seiten ber brei Dreeiede wedifel
feitig perjpectivijd. (Fig. 11).

= b




V.

Aud bem Borigen ergeben fidh) folgende Sige:
G5 jefen X, , =;, T, brei chene Syjteme, bon

weldhen je awei ein Gollineationd - Centrum und  cine

Gollineations-Aye Haben, namlid :

S, unb =, bad Coll.-Gentrum S; unb die Eolf.-Aye x,,

b} = 8 X
o L R 1] O r I gy

by =
et R L) r S'L r ]} rr E;],‘

1. ®ehoren 3, X, ¥, verjdjicdenen Chenen an, |

bie nur einen Punlt gemecinfam Baben, jo fallen S,
8y, 8, in einen Punft 8 jujommen.

2. Gehiven =, =;, I, verfdiebenen Ehenen an,
weldie cine Gderabe gemein haben, fo liegen bie Gollis
neationd - Gentra 5,, 8,, S; in einer Geraden s ober
fie fallen in cinen Punft S ufammen.

3. TWenn =, und =, in einer Ebene liegen und
=, ciner andern Gbene ougehirt, fo liegen S,, 8,, 8,
in einer ®eraben.

| 4. Liegen =, 3,, I, in cinec Gbene, fo find
pret §ille miglidy:

a) Gehen x,, x5, x; durd) einen Punft, jo fallen
Sy 8y, 8y in einen Punft 8 jujommen.

#) Fallen x;, x,, x, in eine Gerade x yujommen,
5 fo liegen bie Collincations-Gentra 8,, 8,, 8,
: in einer Geraben s, ober fie faflen in einen
I Puntt S jujommen.
|

y) Bilben x;, x,, x; bie Seiten eined Dreieds
4, fo find 5,, 8;, S, bie Gdpuntie diefes
Dreicds.

D. @E‘IJEII X, Xy, Xy burd) einen Punlt, fo fallen

8,, 8, S5 jtetd in einen Punft jujammen.
6. Piegen 8, 8,, 8, in einer Geraden, o fallen

| Xip %, X ftet8 in cine Gerade jujommen.

7L
Wejiehungen jwifdjen ovei Kreifen einer Kugel.

1. Wenn zwei Kreife k, und ky einer Sugel nidt
eine gemeinfame Tangente Baben, fo fonnen befannt:
(i) ywei Puntte gefunben werben, welde die Eigens
fdiaft Gaben, bof oué jebem bie beiben Freife duvd
Gine Hegelflade projicivt werden. &8 feien T, und 5
bieje beiben Projectionscentra, K, und K, bdie WMittel=
puntte (Spiten) dver Hegelfladen, welde bie Rugel be
stehungsdiveife in ben freifen k, und k, beriifiren, unb
s, und s, bie Rantenldngen biejer Segel, von bder
Stegeljpitse bis ju cinem Punfte bes Beriihrungslreifed
gevedmet. Dann  liegen befanntlidh bie vier Puntte
K, T, K, 8 in einer ®evaben und bdie Strede
K, K, with burd) dbie Punfte T, unb 8, in dbem Ver=
hiltniffen s,:8, bGarmonijdy getheilt. Der durd) bie
fubdrifden Gentra ber Rreife k, unbd k, gelenbe grifite

| Rreid h jdneidet k, in den Bunften A, und B, k,
in ben Punften A, unb B,; ber freid h enthilt bie
jphirijden Diameter A, B, und A, B, von k, und k;,
und in feiner Ghene legt die Gerade K, K,. Die
fphdrifden Diometer fdliefen fid) entweber aus, ober
fie beden fidy theilweife, ober ber eine witd von bem
anbern eingejdlofjen. Vegeidhnet man fie jo, baf fie in
pewr Sreife b einerlei Sinn haben, und wennt man
baéjenige Projections - Eentrum, in dem bie Gheraden
A, A, und B, B, fid {dueiben, T,, und baéjenige, in
bem A, B, und A, B, fidy jdueiben, S,, fo liegt ftetd
T, innerhalb, S, auferhalb bder Punfte K, und K.
(Fig. 12, o, 8, »).

St einer ber Rreife, chwa k,, cin grofter Rreid,
fo ift K, ber umenbdlidy ferne Punkt der Beraden, bic




burd) bag Sugelecentrum geht und novmal jur Ehene
bed Rreifes k, ift; die Gerade T, S, geht jomit durd
K,, ift normal jur Ebene von k, und bie Strede T, S,
wird durdy K, balbirt.

Jit fowohl k, ald and k, cin grdfter Rreid, jo

8

liegen K, , T, , K, , 8, in der unendlicy fernen Geraden |

ber @bene bed Rreijes h.

Paben bdie freife k, und k, der Rugel ecine ges |

meinfame Tangente in bem Punlte U, jo gibt ed nur
eine Segelflidie von bder Bejdaffenbheit, dafi beide Kreije

ibr angehdven. Jm Punfte U filt entweder A, mit A, |

oder A, mit B, jujommen; bdie Strede K, K, wird
im evften Falle dburd)y T, und T, im zweiten Falle
burd) U und 5, in bem Berhiltniffe s, : 8, harmonijd
petheilt.

Jft einer ber jwei Kreife, bie cine gemeinjame |

Tongente Haben, etwa k, cin geofter $reis, jo liegt
K, unendblid) fern; die ®erade, weldhe dag Projections-
Eentrum mit U verbindet, ijt dbaher novmal ur Ghene
vont k;, und K, falbivt T U ober U S.

2, @8 jeien mun k;, k,, k; brei Rreife ciner
Rugel; feiner berfelbeh fei ein gréfter Kreid und felner
fhabe mit einem ber beiben anbern eine gemeinjame
Tangente. Jn bdiefen Sreifen wich die Kugel von brei
fegeln bevithrt, deven Spigen K,, K,, K, unbd deren
Rantenlingen s, , &, s, Deifen jollen. Ferner feien
(Fig. 13).

T, und S, bie Projections-Centra von k, und ki,
T'ﬂ LU S‘J ] L ] !{3 1] k:_lr
T T b i gt

Do Lift fid ieigen, baf viecmal brei der Puntte
T,, Ty, Ty, 8;, 5y, 8 in eciner Geraden [fegen,
namlid :

Sy, S;, 8 in einer Geraden s,

m n ) -3
J'] ] rIx ’ 5’.‘1 1] 1] i 5‘”
il 1 =
T!H rlt’l-' F’] " 1" " Say
I,'J-i‘ II"l r b‘; (] L[] (1] 33'

Man hat ndmlid bie Gleidungen:
I{l T[ _]{1 S] ___,Sl

T T T

Aug biefen CGileichungen folgt:

El_s:_;-'l. : I‘E S‘J = T K'I "ﬁ.'l
R O A TR
1{1 T1 ) i{i Tz il X i{1 S;;
T, K, T, Ky 5 I{..-. 8,
B, TR, 0 L BLs)
K T,K s K 8§
K, T, KbTpieemdaR N,
Tz 1{1 T]' Kg T 8, _Kg 3:

Dieje vier Gleichungen fann man audy fo fdyreiben :

K,
K,
K,
K,

B8,
T K T
18 g
T:I i Kl 1“1

. H.i 53=H] S:j 2 Ks S| . ]{1 F':‘gr

K8, =T, K,
K, 8/ =1T,K,
K, 8,=T1T,K,

AR S
IR R S,
'TI K': . K:!. E;LH'

wontit bie vovige Vehanptung evwiefen ijt. Welde
Yenderungen fidh in fpesiellen Fillen ergeben, ift ansd
vem Bovigen Teidht ju entuchmen.

3. Daben die Ebenen ber freife k,, ky, k; nur
einen Puntt gemein, jo find die Kreife nidt wedfeljeitia
perjpectivifdy. Wive bas ber Fall, jo miifte bie Schnitt:

| linte jweier Sveidebenen bie Gollineations-Aye ber be
| treffenben Sreife fein; die drei Collineations-Apen giengen

alfo buvd) ecinen Punft wnd bdie brei Eollineations:
Gentra [dgen in einer ®evaben, wad nady V. 5 un-
miglich ijt.

Durd) die Strahlen der Kegelflade, die aud 3,

| bie freife k, und k, projicict, werden bie Buntte bdiejer
| Sreife cinanber projectivifd), weil pevjpectivijd) 3uge-
| wiejen; dafher find audy bic Strahlen der jwei Kegel-

flicchen, von tweldjen bie ecine dic Punfte von k, aus
S,, bie anbere dic Punfte von k, aud 8, projicirt,
einander projectivifh jugewicfen. Die evwilnten brei
Regelflacden folfen ber Meibe nadh mit (8,), (S, k"),
(S; k) beseidinet werden. Wan fann nun jeigen, daf
vurd) die Stvahlen von (8, k) und (8, k)
pie Punlte von ky involutorifd gepaart
merben.

@imem belicbigen Punlte A, von k, ijt durch den

| Strahl S, A, A, der Punlt A, von k, jugewiefen,

ber Bunft A’ von k; und dem Punfie A, bdurch den
Strahl S, A, A" ver Punft A von ky. Die Straflen
S, A, A'und S, A, A" gehiren ber burdh s und S, A, A,
gehenden Ebene o an, weldye die Ehene bed Kreifes in
ber ®evaben AAY jdueidet. Die Ebene o fdineidet

| im alfgemeinen den Kreis k, nody in cinem Puntte B,,
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