V. Abschnitt.

Auch die Bewegung einer mit dem Begleitdreikante einer Raum-
affi zn dhnlichen Unter-

kurve fest verbundenen Geraden gibt An
suchungen, wie sie in den vorangehenden Abschnitten fiir eine Ebene
bzw. einen Punkt durchgefiihrt sind.

Hs sei die Gerade G fest mit dem Begleitdreikante der Raum-
kurve C verbunden. Wihrend der Fortbewegung des Dreikantes
beschreibt dann G eine Regelfliche R. Nun gibt es zu jeder Lage
von G eine Gerade H, welche die Punkte des kiirzesten Abstandes
der Geraden G von ihrer benachbarten Lage verbindet. Die Gesamt-
heit dieser Geraden H bildet die zu R konjugierte Regelfliche K,
welch letztere die Fliche R lings der den beiden Flichen gemein-
samen Striktionslinie berihrt. Gerade H, die G stets senkrecht
schneidet, ist aber relativ zum bewegten Raume verinderlich, da in
jedem Momente der Bewegung eine andere Gerade H als Gerade
des kiirzesten Abstandes in Betracht kommt. Die Gesamtheit der
der Geraden G zugehirigen Geraden H bildet somit relativ zum fort-
bewegten Raume ein Konoid (M) mit der Achse G. Jeder Geraden
des bewegten Raumes ist ein solches Konoid (H) zugeordnet. Denkt
man sich das Konoid (H) fest mit G verbunden, so iibernehmen
wihrend der Bewegung die einzelnen Erzeugenden des Konoids der
Reihe nach die Rolle als Gerade des kiirzesten Abstandes der Geraden
@ von ihrer jeweiligen Nachbarlage. Das Konoid (H) sei im folgenden

(regensta nd der Untersuchung.

=




§ 1. Die Gleichungen des Konoides fH/.

Die Gerade ¢ sei in ihrer Lage zum Dreikante bestimmt durch
einen festen Punkt P uund ihre Richtungskosinus a, b, ¢ gegen die
Tangente, Hauptnormale und Binormale der Raumkurve . P habe
imbezug auf das Dreikant die Koordinaten #, y, z,. Sind dann =, v,
die Koordinaten eines Punktes der Raumkurve, ausgedriickt als
'unktionen der Bogenlinge s, so hat P gegeniiber dem der Raum-
kurve zugrundeliegenden Koordinatensystem die Koordinaten

p—etaatyita
f 4 1 Fa I ae | -
(1) d=Y-rT8-thn+zl
r=z-1+%y+ntt+av,
wobel @, &, 4, . . . . dieselbe Bedeutung haben wie in den voran-

(=]
gehenden Abschnitten.
Die Richtungskosinus der Geraden G gegen das Grundsystem
sind dann

l—aa--bE-ch
(2 m=ap-+by+4cu
n=ay -+ bl —+|ecv.

Gleichungen (1) stellen die Direktrix, Gleichungen (2) die sphi-
rische Indikatrix der von G' heschriebenen Regelfliche als Funktionen
von s dar.

Die Gleichungen der Regelfliiche R selbst lauten, wenn u eine
von P aus gemessene Strecke bedeutet

(3) T = {q

Die Differentiation von (1) und (2) ergibt

. AH B Y\ o (% &) 2 th
Ll dl oo g e b 20
(5) e ( 0 —— .,f.'J — ; — A a

nebst analogen Ausdriicken fiir die iibrigen Grifien.
Fiir das Bogenelement der sphirischen Indikatrix (2) erhiilt man

: S ol [ g 1 7\
| 1' {g? = : ( _!'III—J = ‘_\--J o= | I;'J,'.E "3 I
(6) do (d i l[ el ] [ { o ';'z_,.} .|
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Die GGerade /{ des kiirzesten Abstandes der G von ihrer benach-
barten Lage steht nmun senkrecht zur Richtung [, m, n, sowie zur
Tangente an die sphirische Indikatrix (2). Folglich ist die Richtung
o, 7o von H gegeniiber dem Grundsystem bestimmt durch die

y 4

Gleichungen

]

S0 T g [ e
Q=T Po=7Yo = 1

loay+mp, +ny,=0

dl dm dn lg
%y "{" Bo Yo=0. L
da da do
= y N w
Aus diesen Gleichungen erhilt man N
dn dm |
Oy =M — N ——
© (o da 1*
h"ll'II ll" ”r 1
Dp — M el
bl dg o
dm dl
gy — -
49 tlo do

und nach Einsetzen der Werte aus (2), (5) und (6) und Vereinfachung

bt ac) (b eb) (a?1-8% = ac)
i £ 2 I (B
'ﬁ( 7 i3 )_!_:‘(f}‘_ H"‘-( + =)
0 / 0/ 0 I,
l\“ - : p - - -
4 /a2 + b2 b2¢? | Bae
=+t
0 i 0
; (b2 1-¢*  ac ) : ("ﬂ b eh ) : (fr'?' | he o ae)
— L e Y, e
(7 , R e R N0 e\ 0 LR\ A Sy
\ i) |'jL] = £ g 5 3
1/0* 1+ b b4 | 2ac
V=t ez
[ b | f:'-‘_l_ ac % {"'u b ¢b ) : t a*4-02  ac '
—_— — —— L o — e P el -
¢ .r’ | Q I | =k f .Q | \ {l | T f
Follie==

a5 . b¥t-c? . 2ac
1] —
I- of T TF T o7
5 -

Die Richtungskosinus e, 8, y; der Geraden H gegeniiber den
Achsen des Dreikantes sind dann

0 = &y @B i + 7o

e = I s IS
1 — {cﬂ; I |'JU?i I /0>
- e i _[_ - L ap g

1= Qb ot | Yo V.
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Nach Verwendung der Werte in (7) erhiilt man schlieBlich

we (hg = i e )

AR EEP
ay = f 2
I u®—=b et Duac
'll J FEm & o T
0 / 01
ab b
2 1 0
(?-’] By = . =
L= == b= (e O BTy
| 5 i o =
l’ 0> i 01
a*+0° | ac
0 14
= T 3 =
/8 +0 P+ 2ac
l {;2 = ] 0 1

Der jeweilige Schnittpunkt M von H mit & (Mittelpunkt von @)
ist bestimmt durch?)
*g'rrﬂ' dp

el (o g
)

O TNy

] { s/

S o) s A S
&Ly — -F}_.?Jr‘l _|_- f}li;‘: T €& 2 &y -1 Gy ks b
0* 7AL i ol 0
e a* -|— (& : b= —!— gt Hae
o i s =
0 1 01

Die Gleichungen des Konoides (H) lauten daher bezogen auf

das Dreikant, wenn v eine von I aus auf H abgetragene Strecke ist,

r=mx + au, +va,

(10) y =1 -+ buy + 08,
2=2; +eu, + vy,.

Die unabhiingigen Veriinderlichen in diesen Gleichungen sind »

und das Bogenelement s der Raumkurve (!, falls o und 7 bekannte

I'unktionen von s sind. Kennt man aber von Kurve ¢ nur ihre

etk , i
Relation zwischen und

o T
(11) = :) =

) Bianehi, Differentialceometrie, Leipzig 1899, 8. 219.

b
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so ist durch diese und die Gleichungen (10), welche die Verinder-
lichen », ¢ und 7" enthalten, die Fliche (H) ebenfalls bestimmt.

§ 2. Uber die momentane Bewegung von Geraden.

Betrachtet man nur eine momentane Bewegung, wobei ¢ und 7’
die zu Beginn des Abschnittes 111 festgestellte Bedeutung haben, so
hat jede Gerade G einen momentanen Mittelpunkt M und eine mo-
mentane Gerade A des kiirzesten Abstandes von ihrer Nachbarlage.
Nun zeigt die Ubereinstimmung der Formeln (8) mit den in § 2, I
berechneten Richtungskosinus der ’\iumvut-m'w-r'-tdun ( einer Ebene
die auch direkt leicht zu erkennende Tatsache:

Die momentane H einer Geraden G ist stels parallel zu den
(unter sich parallelen) Charakieristilen (= Momentangeraden G)
aller zu G senkrechten Fbenen .

Daraus folet weiter

Die einem Systeme von parallelen Geraden zugeordneten momen-
tamen I sind unter sich parallel.

Bestimmt man auf der Geraden & den Punkt ihres kiirzesten
Abstandes von der momentanen Schraul venachse, so erhilt man eben
den Punkt 37, Man hat also fiir jede F}i.!tt‘-}_llf._:“dj Gerade G:

Der Punfct M ihres kleinsten Abstandes von der momentanen
Schraubenachse ist gleichzeitiy momentaner Mittelpunlit der Geraden?).

Bestimmt man die Momentangerade H zu H mit Hilfe von (8),
wobei @, b, ¢ bzw. durch die Werte «, f1 1 zu ersetzen sind, so
erhiilt man wieder Gerade G. D. L.

Die Geraden G und H sind sich ge enseifiy zugeordnet.

Die oot Geraden des bewegten Raumes bilden also oot Paare
von einander zugeordneten Geraden. Die Geraden eines Paares stehen
in ihrem gemeinsamen Mittelpunkte 3 aufeinander senkrecht und
da M fiir beide Geraden die Stelle des kleinsten Abstandes von der
Schraubenachse ist, so ist die Ebene G H parallel zu dieser momen-
t'-ilwn ':':u:']l['aLllll(‘Tl"lL"]HL" Jeder Punkt P des bewegten Raumes ist
g momentaner Mittelpunkt fiir alle Strahlen jenes durch ihn

') Die zur momentanen Schraubenachse parallelen Geraden haben
keinen momentanen Mittelpunkt. Da diese Geraden #zu ihrer henachbarten
Lage parallel sind, so ist jeder Punkt derselben eine Stelle des kiirzesten
A bstandes.
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gelegten (ebenen) Strahlenbiischels, dessen Ebene zu der von P auf
die Schraubenachse gefillten Senkrechten senkrecht stelit.

Der Mittelpunkt M einer Geraden G hat nach (10) die Ko-
ordinaten

o Ly - 1 Uy
(12) y = 1y + bu,
g=2)+ CU,.

Multipliziert man diese Gleichungen bzw. mit

sl ( [ 1 i i e\
‘ -i“ ] b { ] - ,\l 3 l : /
0 \Q 15, \0 fhicy, ! 0 1
und addiert sie, so erhilt man unter Beachtung von (9)
e Tl e e [ h b 2 fa c\ s
13 (G S i L SN
kel 0 ( o .'1";! g (-\Q'-’ - .’-1 il [ ol !J 0 :

Diese Gleichung sagt aus, dall die einem System von co? par-
allelen Geraden (' zugehorigen momentanen Mittelpunkte in einer
Ebene liegen, und zwar in einer die Schraubenachse enthaltenden
Ebene ff. Man findet leicht, dafi die gleiche Ebene auch der Ort
der momentanen Mittelpunkte 1st fiir alle Parallelsysteme, deren
P'rojektionen aut £ zur Schraubenachse- parallel sind. Man erhiilt bei
gegebener Schranbenachse W die Mittelpunktsebene eines gegebenen
Parallelensystems, indem man durch W jene Ebene legt, auf welche
sich das Parallelensystem bei Orthogonalprojektion parallel zu W
projiziert. Daraus folgt weiter, dali fiir parallele Windungsachsen W
die Mittelpunktsebenen desselben Parallelensystems zu einander
parallel sind.

§ 3. Gleichung des Konoides (AH) in rechtwinkligen
Koordinaten.
Die zwischen Kriimmung und Torsion der Raumkurve €' be-

stehende Gleichung habe die Form (11). Um die Gleichung von (H)
in rechtwinkligen Koordinaten bezogen auf das Begleitdreikant zu

e ] 1 oty e iy
erhalten, hat man die Gleichungen (10) nach », und 7 aufzulosen
: )

und die fiir die beiden letzteren Grofien erhaltenen Werte in Glei-
chung (11) einzusetzen. Man erhilt aus (10)
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1 _b(ble—z)—cly—y)’

: G N

(14) .- D : x
1 b ':LE’ (¢—ey) _""{."f_.*h}) (_'f" (y—9) — b (= _'-*'tj}
afllr-_. J:\r —y - — : |

wobel

e "h{-;- —z,)—¢(y- -y,']|f : ‘(:’ (@—a)+bly—y;)+e(z- 'f'l.j'J (a2 4 12) 4 a, -+ ":’:'»‘II

i [F-’-!;‘j' Yl Ok —a FJ} ; { ‘H{.c" ~Z;) Tb(y—5)+elz—e, 'IJ (0% —-e®) by, + ez, }
- [rs (y— o) —b(x— .r,J} : F: (e—2)—ec(y ,.fn}J
'{u @—a)+bly—9)+cle— .3'1]’ 2ac— az; .':-.'s'jjI

Nach I.mwwfn dieser Werte stellt (11) die G leichung von (H)
dar bezogen auf das Dreikant!). Diese Gleichung vereinfacht sich
wesentlich, wenn man die Fliche (H) auf ein Koordinatensystem
bezieht, welches den Punkt P2y y, 2) als Anfangspunkt hat und von
dem etwa die Y-Achse in die Gerade G fillt, wihrend die X- und
Z-Achse unter sich und zu G senkrecht, im iibrigen willkiirlich ge-
wiihlt seien. HEs habe nun die X-Achse gegeniiher dem Dreikante
die Richtungskosinus a, b, ¢,, die Z-Achse as by ¢y, withrend die
Y-Achse die Kosinus @, b, ¢ hat. Von den sechs ersteren Grr6fien ist
nur eine willkiirlich innerhalb eines gewissen Intervalles (cf. § 2, I).
Die fiinf tibrigen Gréfen sind dann bestimmt nach den in h ‘_’- des
[. Abschnittes erwihnten Gleichungen. Die Transformation der
IFliiche (H) auf dieses neue System wird ausgefiihrt dureh die Sub-
stitutionen

r=2,+ Xa, | Ya+ Za,
Y=y Xb + Yb+ Zb,
=2 +Xe¢,+ YetZe,.

.

D Blireyi=yi=2=0 a=10. b— 1. 6—0 erhilt man das der H: upt-
normale von € zugehérige Konoid (H). Die der Hanptnormalen zugeord-
nete momentane H ist aber identisch mit der momentanen Schranhe nachse,
d. h. der Achse jener unendlich kleinen Se hranbung, durch welche der be-
wegte Raum in seine benachbarte Lage gebracht wird, Man nennt diese
Achse auch die Windungsachse der Raumkurve (. Fiir gie ist nach (14)
! H / — 2T

—_—— — i ooy und (11) stellt somit die Fliche der Win-
o i (@ - 2% i Y (& 4 2%)

dungsachsen von O relativ zum Begleitdreikante dar.
E =1
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Auf diese Art erhilt man nach einigen Umformungen

1 (a,Z2—a,X)

N < 3

(14')

wobel
N=(X*+ 2°) (Y +y,) — X2 by (g @y -} 9y, b5 - 2, €5)

Z2by (2yay +y,b, 42,¢)

+XZ {’f‘s (01 @z = 1 bs = 21 €)1 by (204 + 416, +2164)).

Eine weitere Vereinfachung der Gleichung wird dadurch erzielt,
dafl man fiir jede Gerade G den willkiirlichen Punkt P in der rekti-
fizierenden Ebene annimmt, also y;, =0 wiihlt, und auBerdem etwa
by=0 setzt, d. h. die X-Achse senkrecht zur Hauptnormalen wihlt.
Die Gleichung des Konoides (H)
gegebene Relation fiir € 1st, folgendermafien

[ (€l Z—ty X)? (a; Z — ay X)) (€ L — Gy X))

(15) £ ( e | = ] 0,

autet dann, wenn (11) die vor-

wobei

N=0Y(X?+ 2°) b, X | Z (0,2, + ¢, &) — X (a2, + ¢32,)] .

Die linke Seite der Gleichung (15) ist eine Funktion von ¥ und
X
V/

Man kann nun die umgekehrte Aufgabe stellen:

dem Quotienten

Mit dem Begleitdreikante einer Raumkurve C ist die Gerade G
verbunden, welch letztere gegeben sei durch den Punkt P (z, 0 2,)
und ihre Richtungskosinus a, b, ¢ gegeniiber dem Dreikante. Wie
mufi die Relation zwischen Kriimmung und Torsion der Kurve
lauten, damit das der Geraden &' zngeordnete Konoid (H) inbezug
auf ein Koordinatensystem, dessen Anfang in P, dessen Y-Achse in
G liegt und dessen X-Achse (zu G und) zur Hauptnormalen senk-
recht gewihlt ist, die vorgegebene Gleichung

X

\ 3| 3 |
(16) B (Y. /FTN
erhiilt ?
Y Da G und H =sich gegenseitiz zugeordnet sind, so ist (15) auch die
Gesamtheit jener Geraden H, fiir welche die feste Gerade & wiihrend der
Bewegung der Reihe nach Gerade des kiirzesten Abstandes wird.
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Zur Beantwortung dieser Frage bedarf es nur der Auflésung

i . ' X —\: T
der Gleichungen (14°) nach ¥ und ~.-. Man erhilt

Z
b  amy ¢z azcx
el Q_-'\J‘-’l_?‘z_ ol
GasisUE i st B2
(17) : 0* T e o1

X ¢T—ap
Z ey l'—ay0

Setzt man diese Werte in (16) ein, so hat man die gewiinschte
Relation zwischen Kriimmung und Torsion der Raumkurve C.

8§ 4. Beispiele.
;
I. Es sei folgende Relation fiir die Raumkurve €' gegeben

o A B s D .
(18) AR ES e g

g 9=l i ’
0 / o1 0

zu welcher M. Demoulin durch die Forderung gelangte, daf die
Windungsachsen von € relativ zum Begleitdreikant ein Pliickersches
Konoid beschreiben. Es soll die Gleichung des einer belie-
bigen Geraden G zugeordneten Konoides (H) aufgestellt
werden.

Man erhilt nach obigem Verfahren als Gleichung von (H) be-
zogen auf das oben besprochene spezielle Koordinatensystem :

(19) MBS b DTS li;'l P e e Ca, o — Db, (o2 c 2 l)
1 72 LI Gt _Br‘l'-’ ~h (-’fil ¢

+XZ (Db, (a2, +e,2)— 2 Aayas— 2 Be o, —Claye; 1+ ¢y an))= 0.

Dies ist ebenfalls ein Pliickersches Konoid, sodaf wir haben:

Ber den Raumbwrven (18) st nicht nur das der Hauptnormalen
gugeordnete Konoid ( Windungsachsenfliche ), sondern das einer jeden
mit dem Begleitdreikante verbundenen Geraden zugeordnete Konoud
(H) ein Pliickersches.

Von diesen Pliickerschen Konoiden arten jene von co? be-
stimmten Geraden @ in Ebenen aus, deren jede natiirlich auf ihrer
Geraden (¢ senkrecht steht. Bei einer solchen speziellen Geraden G

.
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ist dann 1hr Durchstofipunkt durch die betreffende Ebene stets
Mittelpunkt withrend der ganzen Bewegung, sodaf also die Striktions-
linie der von G erzeugten Regelfliche von einem festen Punkte
der Geraden G beschrieben wird?).

II. Es sei nun als Beispiel fiir die Umkehrung die Aufgabe
gestellt:

Wie mufi die Relation zwischen Krimmung und
Torsion einer Raumkurve bheschaffen sein, damit das
einer bestimmten Geraden G zugeordnete Konoid (H)
eine Ebene wird?

Eine Ebenengleichung von der Form (16), d. h. bezogen auf
das spezielle Koordinatensystem, kann nur lauten

X 5
—_— & oder Y =1.
7
Im ersten Falle erhilt man als Relation zwischen o und 7
[:r.){",-l 9 S (‘I L ‘II:‘EI'_’
AR T  oay—kay’

d. h. ¢ mufi eine Schraubenlinie sein. Da nach (8) die Richtung
von A nur vom Verhiiltnis ¢: 7 abhiingt, so folgt auch umgekehrt,
dafi bei einer Schraubenlinie das Konoid (H) einer jeden Geraden
G eine die Gerade G enthaltende Ebene ist.

Im zweiten Falle erhiilt man als Relation zwischen ¢ und 7

oy @y T E@1+0) ez kB2t az,t‘ex,t+2kac b
{‘)1 b e 1 \ o i \ | 1 1 — r—if’)
S o* : e : ol 0 !

also eine Gleichung von der Form (18). Diese Relation (21) muf}
bestehen, damit die durch den Punkt (2, 02,) gehende Gerade G' mit
der Richtung @, b, ¢ die gegebene Ebene Y —%2) als zugeordnetes
Konoid hat. Besteht aber fiir eine Kurve €' eine solche Relation
von der Form (18), dann ist G nicht die einzige Gerade, welcher eine
Ebene als Konoid () zugehort, sondern es existiert eine zweifach
unendliche Mannigfaltigkeit solcher Geraden. Man erhilt sie durch
Auflosung des Gleichungssystems

') Siehe hieritber Progr. der Kreisoberrealschule Wiirzburg 1913,
23.

*) Gegeniiber den Dreikantsachsen lautet die Gleichung dieser Ebene

B, 16

(x—a,) a4 yb+ (2—2) 6 — k= 0.




e, +2kac=0oC

b——o0 [

22 iz

[ 21

Eliminiert man ¢ und lost alsdann nach @, 2, und & auf, so

erhiilt man zu jeder beliebig vorgegebenen Richtung a, b, ¢ den
Punkt P der rektifizierenden Ebene, durch welchen die betreffende

Gerade hindurchgeht, sowie die Strecke £, welche auf dieser Geraden
' von P aus abzutragen ist, um ihren unveriinderlichen Mittelpunkt zu
erhalten. Wiirde man nach Elimination von ¢ die obigen Gleichungen
nach @ b. ¢ und & auflosen, so wiirde man zu jedem heliebigen Punlkte
P(x 2,) der rektifizierenden Ebene zwei durch ihn gehende Gerade G
mit zugehiorigem Abschnitt £ erhalten. Jede der beiden Auflosungen
zeigh, dab die Anzahl der existierenden Geraden G oo? ist. Es seien
indes beide Auflosungen unterlassen und dafiiv hehufs gleichzeitiger
Feststellung des geometrischen Ortes der co? festen Mittelpunkte aller
G folgender Weg eingeschlagen:
Y, 2, Telatly zum Begleitdreikant die Koordinaten

Bezeichnen &,
den man durch Abfragen der

des Mittelpunktes der Geraden G,
Strecke % erhilt, so ist
o, — 2, — k@
2, — 2, — Ivc
0=y —kb-
Setzt man die fiir @, 2, und k& hieraus foleenden Werte 1n obige
Gleichungen ein, so werden die drei ersten nach Elimination von ¢
il._-.nu.}u:-v“-hi.||a~;l.1- fiir a. b, e und ergeben mit Riicksicht auf die fiinfte
Gleichung die Werte
_ — (D, —+ A) D — Dy, - B)
(23) — — A z , 0= .
’ 2 : [l 2o

S
wWobDel

] [(Dvet AV o (D BY | g

\ . A ;
X g / i Za /

Aus den drei homogenen linearen Gleichungen folgt jedoch fiir

Ty s 2, die Bedingung

(24 Dy, (22 -+ 2%) -+ Ba? -+ Az, — Capzy, = 0.




Dies ist die Gleichung des geometrischen Ortes der festen Mittel-
punkte der fraglichen ~c? Geraden G und nach (19) folgt, dafi diese
Fliche (24) identisch ist mit dem der Hauptnormale zugeordneten
(Pliickerschen) Konoide (H). Die Gleichungen (23) ordnen dann
jedem Punkte der Fliche (24) eine Gerade G zul).

Die Ebenen der einem Parallelsystem von Geraden zugehorigen
momentanen Mittelpunkte gehen bei den Kurven (18) alle durch einen
Punkt M, (#,y,2,), nimlich den unverinderlichen Mittelpunkt der
dem Parallelsystem zugehdrigen besonderen Geraden @, deren Konoid
(H) in eine Ebene’ ausartet.

M, ist ein Punkt der Fliche (24) und jede der durch M, ge-
legten ool Mittelpunktsebenen enthilt nach (13) die jeweilige Windungs-
achse, also eine geradlinige Erzeugende des Pliickerschen Konoides (24).
Die Gesamtheit dieser durch M, gehenden Ebenen erzeugt einen
Kegel. Betrachtet man statt dieses Kegels den von den Ebenen-
Normalen in M, gebildeten Kegel, so lauten nach (13) dessen Glei-
chungen inbezug auf ein durch M, gelegtes zum Dreikant paralleles
Koordinatensystem
(5) X 1 (ff S r) : (Ft i h } : .':’! { a 4 'r..-r) i

' 0 \Q & LV e e i AR AR Y I

Die Elimination des Quotienten ¢: 7' aus diesen heiden Glei-

chungen ergibt als Gleichung des Normalenkegels in rechtwinkligen
Koordinaten

(25) b(X24-Z2)—aXY —cYZ=0,

d. h.

Die Normalen sowie die Mittelpunktsebenen selbst erzeugen einen
Kegel zweiter Orvdnung.

In diesem Satze ist eine, auch direkt leicht zu beweisende, be-
sondere Eigenschaft des Pliickerschen Konoids zum Ausdruck ge-
bracht, nimlich:

Legt man durch irgend einen Punkt des Pliickerschen Konoides
jene oo! Ebenen, deren jede eine geradlinige Erzeugende des Konoides
enthiilt, so erzeugen diese Ebenen (bzw. deren Normalen) einen Kegel
zweiter Ordnung.

') Uber diese Geraden siehe Programm 1913.
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8 5. Die Mittelpunkts-Ebenen eines Systems von
parallelen Geraden.

Bewegt sich der mit dem Dreikante verbundene Raum lings
eimer beliebigen Raumkurve ), so erzeugen die momentanen Mittel-
punktsebenen eines Parallelensystems keinen Kegel, da sie im allge-
meinen nicht durch einen Punkt gehen. Fillt man aber von irgend
einem Punkte, etwa der Ecke des Dreikantes, die Normalen zu diesen
[tbenen, so hat man den der Ebenenschar zugehorigen Normalenkegel
mit den Gleichungen (25). Nach diesen Gleichungen ist die Nor-
malenrichtung eine Funktion des Quotienten ¢ : 7" und ist daher kon-
stant, wenn O eine Schraubenlinie ist. Bei einer beliebigen Kurve C
ist der Quotient ¢: 7 zwar veridnderlich, aber der dem Parallelen-
system (@, b, ¢) zugehiorige Normalenkegel hat ohne Riicksicht auf
den Charakter der Kurve (' stets die Gleichung (25'), d. h. er ist
von der Raumkurve unabhingig!).

Dieses Resultat kann aus der oben erwihnten Eigenschaft des
Pliickerschen Konoides auch direkt gefolgert werden. Denkt man
sich namlich bei der beliehigen Raumkurve € aufier der Iliche ihrer
Windungsachsen auch ein Pliickersches Konoid mit der Hauptnor-
malen verbunden, so gibt es zu jeder Windungsachse W von C stets
eine parallele HErzeugende V des Pliickerschen Komoides, da ja die
Erzeugende des letzteren eine volle Umdrehung vollfithrt. Nun ist
es (s. Schluf von § 2) hinsichtlich der Richtung der Mittelpunlkts-
ebene gleichgiiltig, ob W oder V' momentane Windungsachse ist, d. h.
der Normalenkegel ist derselbe wie bei den Kurven, fiir welche
das Pliickersche Konoid selbst Windungsachsenfliche ist.

Der genannte Normalenkegel fiir ein System von parallelen
Geraden bleibt auch noch ungeiindert bei einer wesentlich allge-
meineren Bewegung des Raumes als sie in Verbindung mit dem
Begleitdreikante einer Raumkurve erfolgt. DBei der Bewegung des
Begleitdreikantes schneiden alle momentanen Schraubenachsen eine
feste Gerade (Hauptnormale) senkrecht. Verallgemeinert sich aber
die. Bewegung in der Weise, dafi die Schraubenachse stets eine feste
(Gerade des bewegten Raumes senkrecht kreuzt (d. h. stets zu einer

') Dagegen hingt es von der Raumkurve O ab, ob der Kegel (25
vollstindig von den Normalen beschrieben wird, oder nur ein Teil des-

selben. Bei Schraubenlinien ¢ tritt nur eine Erzeugende des Kegels auf.




RREEE: S

festen Ebene parallel ist), so wird dadurch die Richtung der Mittel-
punktsebene eines Parallelensystems nicht geiindert. Wir haben also:

Ist bei einer Bewegung die momentane Sehraubenachse stets zur
gleichen Ebene des bewegten Rawmes parallel, so ist der Kegel der
Normalen zu den Mittelpunlkisebenen irgend. eines Systems vom par-
allelen Geraden stets von der zweilen Ordnung, und zwar ist ey un-
abhdngig von dem besonderen Charakter der Bewegung.

Dieser Satz ist iibrigens eine direkte Folge des bekannten geo-
metrischen Satzes:

Schneidet man die Ebenen F eines durch die Gerade S gelegten
Ebenenbiischels durch eine Ebene F,, so erzeugt die Gesamtheit der
Ebenen F,, welche in den Schnittgeraden ¥ je senkrecht zu E kon-
struiert werden, einen Kegel zweiter Ordnung (Fig. 8). Ebenso hilden
dann die von einem Punkte auf 74, gefillten Normalen einen Kege]
zweiter Ordnung.

Es sel nun gezeigt, wie daraus ohiger Satz iiber die Mittel-
punktsebenen hervorgeht.

S sei eine Gerade des Parallel-Geradensystems, F, eine feste
Ebene. Ist nun in der Schnittgeraden V die zu # senkrechte Ebene
Ii, errichtet, so ist V' die Orthogonalprojektion von S auf E,. Die
Orthogonalprojektionen aller Geraden des Parallelensystems S aunf F,
sind folglich parallel zu 7. Ist nun ¥ eine momentane Schrauben-
achse, so ist (s. Schlufi von § 2) E, momentane Mittelpunktsebene
des Parallelensystems S. Beschreibt nun ¥ ein Strahlenbiischel in
Ly, so erzeugt F, nach obigem geometrischen Satze einen Kegel
zweiter Ordnung. Die Normalen zu £, erzeugen folglich ebenfalls
einen Kegel zweiter Ordnung. Hat man nun irgend eine momentane
Schraubenachse W, welche zu F| parallel ist, so ist diese W stets
zu irgend einer Geraden V) des Strahlenbiischels ¥ parallel. Folglich
ist auch die durch W gelegte momentane Mittelpunktsebene des
Systems S parallel zu der durch V, gelesten F,. Die Normale zur
Mittelpunktsebene bleibt daher ungeiindert, solange die momentane
Schraubenachse W zu V, parallel bleibt. Daraus folgt, daf der
Normalenkegel derselbe bleibt, gleichgiiltiz ob die Gesamtheit der
Schraubenachsen aus dem Strahlenbiischel ¥ oder aus irgend welchen
zu Iy, parallelen Geraden besteht.
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