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[. Abschnitt.

Ein aus drei zueinander senkrechten Geraden bestehendes Drei-
kant bewege sich so lings der Raumkurve €, dab diese Geraden
stets bzw. mit der Tangente, der Hauptnormale und der Binormale
von ( zusammenfallen. Mit diesem ,Begleitdreikante® der Kurve C
sei nun eine Ebene /£ fest verbunden. Letztere nimmt dann bei der
Bewegung des Dreikantes oc' verschiedene Lagen an. Die Schnitt-
gerade von F mit ihrer jeweiligen benachbarten Lage sei . Die
(resamtheit der oco! Geraden (7, welche die Erzengenden der von der
Ebenenschar £ (Ebene I in co! verschiedenen Lagen) gebildeten ab-
wickelbaren Fliche sind, bildet in der festen Ebene F eine Schar
von Geraden. Diese Geraden bilden die Tangenten einer in F liegen-
den Kurve (), der ,Einhiillenden® der Geraden . Denkt man sich
in der mit dem Begleitdreikante fest verbundenen Ebene F die Kurve
(G) mit ihren siimtlichen Tangenten konstruiert, so erfolgt die Fort-
bewegung von F derart, dali die anfeinander folgenden Tangenten von
(G) der Reihe nach zusammenfallen mit den Erzeugenden der von F
beschriebenen abwickelbaren Fliche oder mit anderen Worten: Die
Tangenten von () bilden der Reihe nach die Tangenten der Gratlinie
K der von £ erzeugten abwickelbaren Fliche. Es sei jedoch betont,
dall die Punkte der Kurve () im allgemeinen nicht mit den Punkten
von K zusammenfallen. Um dies zu erkennen, sei nur auf das Ver-
halten der rektifizierenden Ebene hingewiesen (Fig. 1). Diese schneidet
ithre vorausgehende Lage in der rektifizierenden Geraden, deren Ge-
samtheit in dieser Ebene ein Strahlenbiischel ¢ mit der Ecke des
Dreikants als Zentrum bildet, so daf (&) in einen Punkt zusammen-
schrumpft, der wihrend der Forthewegung der Ebene von dem je-
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weiligen Punkte ¢) der Gratlinie & der rektifizierenden Developpabeln

den :w-1‘5inslvz']i|r['le;a1: Abstandi 2 @, Pols, o . . - hat. [Iig. 1 zeigt die
T'€ ende Developpable mit den Kurven C und K in die Ebene

:1115].:‘4411'.-“':1‘.] Die hier den einzelnen Geraden G zugehorigen Punkte
@'y, in welchen erstere wiihrend der Bewegung die Gratlinie K be-
rithren, bilden in der rektifizierenden Ebene selbst eine Kurve K’
(z. B. einen Kreis, falls K eine Traktrix 15t).

Im Folgenden soll Kurve (&), d. i. die Einhiillende der Ge-
raden G, in welchen eine beliehice mit dem Dreikant verbundene
Ebene F wihrend der Bewegung ,sich selbst“ schneidet, untersucht
werden.

§ 1. Gleichung der Ebene E.

Sind @, ¥y 2, die Koordinaten eines festen Punktes der Ebene F
relativ zu dem aus Tangente, Hauptnormale und Binormale bestehen-
den Dreikant, ferner a, b, ¢ die Richtungs-Kosinus der Normalen von
Ii gegeniiber den Achsen dieses Dreikantes, so lautet die Gleichung
von F bezogen auf dieses Dreikant, wenn X, ¥, Z die laufenden
Koordinaten bedeuten :

1) E=X—a)a+t(Y—y)b-(Z—e))e=0.

Es soll nun Gleichung (1) auf das der Raumkurve (' zugrunde
ort werden. Zu diesem

liegende Koordinatensystem (z, #, z) transfor
Zwecke ist eine Drehung und Verschiebung notwendig. Sind z, ¢, 2
die Koordinaten des I\z'uempuni\t{' (', ausgedriickt als Funktionen

der Bogenlinge s, ferner a, g, 3, & #, £, 4, &, v die Richtungs-Kosinus

der Tangente, ”.JHII]IOII!M[{‘ und Binormale, so ist zum Zwecke der
Drehung und Verschiebung zu setzen
X=X'—z)jat+(Y'"—y)g--(Z —2)y
Y=(X —a)§+(Y' —y)n-4+ (2 —2)¢
i — (;"{' ) A+ (Y —y)u+ (4 —z)».
Dabei sind X', Y, Z' die laufenden Koordinaten von £ be-
zogen aul das der Raumkurve (' zugrundeliegende Koordinaten-
system.
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Gleichung (1) geht dann iiber in
(2) =X — x)@ae—tbE ¢ )= (Y — y)lag -+ by + cp

+(Z2'—2) (ay +bE +ev)—(az, - b Yo —+ C2y) = O.

Wenn nun das Dreikant sich lings der Kurve ¢ forthewest,
so bildet F eine Ebenenschar mit der Gleichung (2), wobei s als
Parameter zu betrachten ist. Durch Differentiation nach ¢. wobei
X', Y', Z' als Konstante zu behandeln sind. erhilt man nach Ver-
einfachung:

= 0F L) ' b AN e
;_.;3__!- [_. = €| “E h{ = J =i H %
e {J \ {‘J j’ f.' ;
; I T i ? I % n 1
+(¥'—y) oL —p L ! \] Le '-‘
I\ A | 0 [\ 0 ST, A
= : L e 3 ) &
—:'—I/:’—,:‘."Ilfe’--' -—Jrul- o ) Fl — = {).
: 0 \FOErs /|
AT 1 2 i ! 5
Dabei sind und 7 bzw. Kriimmung und Torsion der Kurve C.
0

\

S 2. Gleichungen der Schnittgeraden G.

Die Schnittgerade G der Ebene E mit ihrer benachbarten Lage
ist bestimmt durch die Gleichungen (2) und (3), da (3) selbst eine
durch G hindurchgehende Ebene vorstellt. Diese Gleichungen be-
ziehen G auf das der Kurve C zugrundeliegende Koordinatensystem.
Um G auf das Begleitdreikant zu bezichen. sind G leichungen (2) und
(3) wieder auf dieses Dreikant zu transformieren. wodurch sie iiber-
gehen 1n

(27) B=(X—a)a+- (¥ —y) b} (Z— =0
(3" :}f 2 (Xa-}- YE+ Z2). [}: ( — ( ‘: L ;‘ 1) L ,, ]
+ X6+ Trt 21 [T —p (B ) o1
H(Xy+ YL+ 2). [u U —b [, +7) 4 !J =
Letztere Gleichung lautet nach \'{er{"inI':u:}u'm:._:
O Fex(-drr(etg) s D) —amo

~ v
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Fiir die Richtungskosinus von G gegeniiber den Achsen des
Dreikantes erhilt man aus (2') und (3') die Werte

ac , 1—a®
0 15
.IF> A o i : l (s % (i :|'J'
{1'- g \ O /i
be ab
0 T
1 1 4 c ( -l'-'
I !?: il =) 0 2 [
[ i ! oG
0 i
5 !I_I‘_z.'u_{f' _H"
e A \ 0 {

Es soll nun die Schnittgerade @ auf ein in der Ebene ¥ liegen-
des Koordinatensystem (X, Y,) bezogen werden. Zu diesem Zwecke
drehen wir das Koordinatensystem unfer DBelassung des Anfangs-
punktes in die Lage X, ¥, Z,, wobei Z, auf I/ senkrecht steht, wiih-
rene X, und Y, zwei zueinander senkrechte Achsen in der durch
den Anfangspunkt parallel zu F gelegten Ebene sind.

Die Richtungskosinus von 7, smd a b c.

X, seien a; b; ¢
}'l - o .fl,-,, Ca.

Von den letzteren 6 Grifen ist nur eine innerhalb eines gewissen
Intervalles willkiirlich [z. B. a, innerhalb des Intervalles D= sinarc a/,
wihrend die iibrigen von dieser und den Gréfilen a, b, ¢ abhingig
sind. Die bestehenden Relationen, von denen im folgenden hiufig
Gebrauch zu machen ist, erhiilt man, wenn man in der Determinante
der 9 Richtungskosinus die Quadratsumme der Glieder einer jeden
eihe gleich der Einheit und die Produktensumme der Glieder aller
Paare von Parallelreihen gleich Null setzt. Auflerdem ist jedes Glied
der Determinante gleich seiner Unterdeterminante.

Behufs Drehung des Koordinatensystems ist nun zu setzen

X=a, X, ‘+a, Y +aZ
Vb, X bV 7,
Z=cX,+eaY 4cZ.




Durch Eingetzen in (2‘) und (3‘) erhilt man

5174 - e )
&) Zy = azy - byy + ez
: - [ab, — ba eh, — be, \
[d”l _,\‘1[ 1 / L[, { ” Jr_L]
A 0 i /
-
g, (=Y y ch—ey)
ol == — .
\ 0 e,
([ ab—ab - be— be \
=i ’(ll = T }—rf:_—. ]
I \ 0 3 ! /
oder nach Vereinfachung
F = [ 1o 'H ; ! é o \
(34 2 9 | 1 1
2] :\_ — e | g ) | — N ()
\ jl 1 "‘. 9 l|r f.'l L L 9 | II'I )

(3“) ist die Projektion der in F/ liegenden Geraden G auf eine
durch die Ecke des Begleitdreikantes parallel zu I gelegten Ebene,

wihrend (2) den konstanten Abstand der beiden parallelen Ebenen

angibt. Da (3”) den Parameter s enthiilt, so stellt es die Gesamtheit
aller Geraden G, in welchen die Ebene F wihrend ihrer Forthewe-
gung von der jeweils benachbarten Lage geschnitten wird, relativ zur
Ebene FE dar.

Denkt man sich die Achsen X, und ¥, in die Ebene F selbst
projiziert, so macht G auf diesen Achsen bzw. die Abschnitte (nach 3%)

und

LS N T
== a ‘\_ o ' 7 ]
(4) iy b

; : Y ; 1 1 :
Sie sind limeare Funktionen von und — . Umgekehrt erhilt

0 1
man Krimmung und Torsion als lineare Funktionen von % und #,
nimlich
1 a | ;
=7 (8% G v)
(4 SR
1 a

— % (cuta

N
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Is sel nun zuniichst die Frage beantwortet: Wann fallen die
einer Ebene zugehorigen Geraden in eine Gerade zusammen ?

Dies 1st der Fall, wenn

I. w und v konstant sind, was nach (4‘) konstante Kriimmung
und konstante Torsion zur Folge hat.

II. wenn @=0=0, d. h. wenn F parallel zur Schmiegungs-
ebene ist. In diesem Falle lautet Gleichung (3“)

Xl {’J, ; : ':"1 = )
oder bezogen aunf die Achsen des Dreikants
¥=20.

Wir haben also:

Jede mit dem DBegleitdreikante einer gemeinen Schraubenlinie
verbundene Ebene wird durch ihre aufeinanderfolgenden Lagen stets
in derselben Geraden geschnitien.

Bei jeder Raumburve wird jede zur Schmiegungsebene parallele
Ebene durch ihve aufeinanderfolgenden Lagen stets in derselben
Geraden geschnitien und zwar in threm Schnitt mit der rektifizierenden
Lbene.

In allen anderen Fillen ist die Schnittgerade G verinderlich
und es soll nunmehr die von der Gesamtheit der einer Ebene E zu-
gehirigen Geraden G erzeugte Kurve bestimmt werden.

§ 3. Die Einhiillende (G) der Geradenschar G.

Hat die zwischen der Kriimmung und der Torsion der Raum-
kurve C bestehende Relation die Form
(5) J{( £ .j‘) —0
L& {'.' 'll,r.'J__'T
so erhilt man die Gleichung von () in Linienkoordinaten. wenn
man die Werte von (4) in die Relation (5) einsetzt, wodurch man
erhilt

o A : < i :
(8) f ( — (@ +axv), — (e - esv)) = 0.
| I\ 29 2%)

Soll umgekehrt die einer bestimmten mit dem Dreikante fest
verbundenen Ebene zugehdrige Kurve (G) die vorgegebene Gleichung
haben
E (u,v) =0,




so erhiilt man fiir die Raumkurve, deren Dreikant sich fortheweat,
(nach 4) die Relation
I ( 1 t e ! (_"1 o |) = 0,
\ @\ 0 /" a\g 3y

Aus dem Bisherigen folgt:

Ist fiir eme Raumkurve C die zwischen Kritmmung und Torsion
bestehende Relation algebraisch vom Grade n, so erzeugen die auf-
emnanderfolgenden Schnitte jeder mit dem Begleitdreikante fest ver-
bundenen Ebene in dieser Ebene cine Kurve nter Klasse.

Speziell folgt demmach :

Jede mit dem Begleitdreikante einer Bertrandschen Kurve fest
verbundene Lbene wird durch ilre aufeinanderfolgenden Lagen so
geschwitten, dafl alle Schnittgeraden durch einen festen Punkt (G)
der Fhene hindurchgehen.

Besteht zwischen Kriimmung und Tovsion einer Raumbkurve eine
Relation zweiten Grades, so erzeugen die Geraden, in welchen jede
mat dem Begleitdreikante verbundene Ebene wvon ithren aufeinander-
Jolgenden Lagen geschnitten wird, in dieser Ebene einen Kegelschnitt.

Aus (4) und (3") folgt:

Die einem System von parallelen FEbenen zugehorigen Kurven
(G) sind einander kongruent und so gelegen, daff ihre Projeltionen
auf eine dieser Ebenen zusammenfallen.

Man kann sich daher auf die co® durch die Ecke des Begleit-
dreikantes gelegten Ebenen beschriinken.

Wenn a =0, also E parallel zur Kurventangente ist, daun geht
nach (3") bzw. (4) @ stets durch den Anfangspunkt des Koordinaten-
systems X,, Y,. d. h.:

Ber jeder Raumbwrve gehen die aufeinanderfolgenden Schnitte
emner jeden zur Tangente parallelen Ebene durch einen Punkt dieser
Ebene.

Wenn =0, dann mufl nach (4) entweder a verschwinden, was
bereits erledigt ist, oder es miissen die Gleichungen bestehen

Gy U+ a8y, v=20
e U+ e, v=~0.

Da die Determinante dieser Gleichungen, welche den Wert &

hat, verschwindet, so folgt
0 s

= diihis
v M,
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In jeder zur Hauptnormalen parallelen Ebene sind die Geraden G
unter sich parallel.

[st die Relation zwischen Kriimmung und Torsion homogen, so
wird auch die Relation zwischen # und » homogen, so daf folgt :

Jede mit dem Begleitdreikante einer allgemeinen Schraubenlinie
verbundene Ebene wird durch ihre aufeinanderfolgenden Lagen in
parallelen Geraden geschnitten.

Wie oben gezeigt, fallen bei der gemeinen Schraubenlinie diese
Parallelen zusammen.

§ 4. Die Bertrandschen Kurven.

Die Relation (5) sei linear und in der iiblichen Form geschrieben
o

simB  eos@  sin @ _

() —_— e — =
0 1 m
Nach (5') erhiilt man als Gleichung des Punktes (G)
b sin &
—1{d,

(7) w (ay sin @ — ¢, cos O) v (a, sin @ — ¢, cos @) —
\ s = ‘ € - m

Die Koordinaten des Punktes (&) sind daher
v __ (0 cos O — a, sin' @) am
o b sin @
@y 510 G) am
bsin G
Z, = ax,-+ by, + ez, ,

welch letztere hinzutritt, wenn Ebene £ nicht durch die Ecke des

S (2
.H_:l } | — =

Dreikantes hindurchgeht.
[nbezug anf das Dreikant selbst erhilt man fiir den Punkt (G)
nach § 2 die Koordinaten

o an . _ '
e — e -.~r.{, _|___,:'.2__. .'I'.lf' jl 7
A A [ accos - (a 1) sin )] aZ,
- . am _ Lagflo o il
&) G bsin@ L becos © - ab sin f‘i] + b2,
o am

A (1—¢®) cos O~ acsin @] —+cZ
bsin @ L ) 3 e 421
Diese Gleichungen bestimmen in jeder Ebene F, die gegeben

ist durch den Punkt P,(a,,2,) und die Richtungskosinus a, b, ¢




ihrer Normalen, den der Ebene F zugehorigen Punkt (G). Sie ordnen
somit jeder Ebene einen in ihr liegenden Punkt eindeutig zu. Legt
man durch P, alle co®*-Ebenen, so bilden die ihnen zugeordneten oco®-
Punkte eine Fliche & mit den Gleichungen (9). Auf diese Art ist
jedem Punkte P, des mit dem Begleitdreikante verbundenen Raumes
eine Iliche & zugeordnet.

lis seien nun folgende Umformungen mit den Gleichungen (9)
VOorgenommen :

1. Die drei Gleichungen werden bzw. mit @, b, ¢ multipliziert
und addiert.

9. Die mit 6 multiplizierte erste Gleichung wird von der mit a
multiplizierten zweiten Gleichung subtrahiert.

3. Die mit ¢ multiplizierte zweite Gleichung wird von der mit &
multiplizierten dritten Gleichung subtrahiert.

Man erhilt so

(X —axg)a-+ (Y —y) b+ (Z—2z)c=0

(9') — Xb -+ Ya—ma =0
— Ye -+ Zb—macolg® — 0

Bezeichnen nun U, ¥, W die Ebenenkoordinaten der Ebene FE
relativ zom Dreikant, so ist das System (9') folgendermalien zu
schreiben

XULYVHZW+1 =0
(9") — XV-+YU—mU =
— YW L ZV—mUcotg@=0

Diese Gleichungen sind linear sowohl inbezug auf X, ¥, Z, als
auch inbezug auf U, ¥, W. Daher ist nicht nur jeder Ebene F; ein
Punkt, sondern auch jedem Punkte P, eine Ebene eindeuntig zuge-
ordnet. Wihlt man in der Ebene FE, alle co®-Punkte, so erzeugen
die diesen Punkten zugeordneten oo®-Ebenen eine Fliche ;. Auf
diese Art ist jeder Ebene F, des mit dem Begleitdreikante verbun-
denen Raumes eine Fliche 3§, zugeordnet.

Es sollen nun die Gleichungen der dem Punkte P, zugeordneten
Fliche §, sowie der der Ebene I, zugeordneten Fliche 3, bestimmt
werden.

Punkt 2, (2, %, 2,) hat in Ebenenkoordinaten die Gleichung

{ ‘...l-'ﬂ —l— Itif,.] —!\— 4! P.EJ,_l = =t




Die Elimination von U, ¥, W aus dieser Gleic hung und den
G !Dl{hﬂ]t"tﬂ (9") ergibt als Gleichung der dem Punkte P, zugeordneten
Fliche ¥ in rechtwinklicen Koordinaten bezogen auf das Dreikant
(10) ¥V (X2 Y2- 2% — Y2 (m - y,) — Z2m — X Zm colg @

XYzy— YZz, + Xmez, colg @ - } MY, + Zmz,—0.

Ebene E; (uyv,w,) hat in Punktkoordinaten die Gleichung

g X v Y+ w, Z+1=0.

Die Elimination von X, Y., Z aus dieser Gleichung und den
Gleichungen (9"') ergibt als Gleichune der der Ebene E, zugeordneten
Fliche §, in Ebenenkoordinaten bezogen auf das Dreikant
(11) V(U2 V2-L Wy

— Uy (MU WEL-m WU colg® LUV 4 mUV? %)
UMV U2 —VE—mUOVW f'r,-fy ®)
=y (mU® cotg @ +~m WU - mUV? cotg @ —V W) = 0.
Beziiglich der Fliche § sei bemerkt
Sie enthilt den Punkt P, (z,y, 2,)

Sie geht durch den unendlich fernen imaginiren Kugelkreis.

[

3. Sie enthiilt die unendlich ferne Gerade der rektifizierenden
Ebene.

4. Von der rektifizierenden Ebene wird sie abgesehen von der
unendlich fernen Geraden noch geschnitten in der Kurve

(£ —2,) (Z + X coty @) =0
d. h. in einer Parallelen zur Tangente der Raumkurve C (der ersten
Bertrandschen) und einer Parallelen zur Binormalen der zugehorigen
zweiten Bertrandschen Kurve.

5. Von der Ebene Y =m, also der rektifizierenden Ebene der
zweiten Bertrandschen Kurve, wird & geschnitten in der unendlich
fernen Geraden und in der Kurve

X (X —az,— Zcolg © -2, cotg ®) = 0
d. h. in einer Parallelen zur Tangente der zweiten Bertrandschen
Kurve und einer Parallelen zur Binormalen der ersten.

Alle Flichen §, welche den co®-Punkten P, des Raumes zu-

geordnet sind, gehen demnach durch die beldcn (reraden, welche

durch die Ecken der beiden Begleitdreikante des l\.unoandIBS je
parallel zur Binormalen der anderen Kurve gelegt sind.

e




6. Eine zur rektifizierenden Ebene parallele Ebene Y —=£§
schneidet §§ in der unendlich fernen Geraden und in dem Kegelschnitt
kX2 (b —m) 22— X Zm cotg O -+ X (mz, cotg @ — k)

7 (mzy— kzg) 4k (m—F) (y, — k) = 0.
Dieser Kegelschnitt ist bei jeder Fliche § eine Parabel fiir
T
sim@/’

(s

=2

]

also bei jenen zwei Ebenen, welche das Pliickersche Konoid der Win-
dungsachsen des Bertrandschen Paares?) lings seiner Grenzerzengenden
berithren. Man findet leicht, daf alle zwischen diesen beiden Ebenen
gelegenen Parallelebenen die Fliiche § in Hyperbeln, alle aufier-
halb derselben gelegenen Parallelebenen in Ellipsen schneiden. Die
Hyperbeln der beiden rektifizierenden Ebenen, welch letztere stets
zwischen den Grenzerzengenden liegen?), zerfallen nach 4 und b je
in zwel Gerade.

1. Die dem Punkte F, (7, y,z,) zugeordnete Ebene F ist Tan-
gentia

ebene an die dem Punkte P, zugeordnete Fliache 3. Denn

man hat zur Bestimmung der Tangentialebene nach (10)

0% e : SyAe

“:’\ =2XY —mZeolg @ — Yaz,-+mz,colq @,

1 : k A

a5 A o : : ,

’;_ =3Y2 - X2 22 —R2Y (m—-y,) — Xy — Z 2, + my,,
= ) .
'r_".'"“‘ —=2Y7Z —2mZ —mX eolg® — Yz, +mz,

04 X
Iiir den Punkt P, ist daher
S .r .
3 4“: =y lr,‘,,. [- }_ = Yo thf,., —_— rHjL

oF
% — 40 %,
07z '
Diese drei Grifien, welche den Richtungskosinus der Flichen-
normalen proportional sind, erfiillen, wie man sich direkt iiberzeugen

- 2, — M, cotg G

kann, die Gleichungen (9'), wenn man sie dort fur a, b, ¢ einsetzt,
d. h. die Flichennormale in P, fillt mit der Normalen von & zusammen.

1) 8. Archiv d. Math. u. Phys. III. Reihe XX. Heft 1, Seite 25 u. 28,
sowie Programm der Kreisoberrealschule Wiirzburg 1913, 5. 38—40.

*) Bei Kurven Lkonstanter Kriimmung fallen sie mit den lings der
Grenzerzeugenden beriithrenden Ebenen zusammen.
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Beziiglich der Fliche §§; (11) ser bemerkt:

1. Die Ebene E, (u,v,w,) gehort selbst zu den Erzeugenden.

2. Die unendlich ferne Ebene ist Erzeugende.

Hat man eine Ebene I, so ist derselben eine bestimmte Fliche
&; zugeordnet. Der Ebene FE, ist aber nach (9") ein bestimmter in
ihr liegender Punkt (@) zugeordnet und letzterem eine ganz bestimmte
Fliache §§. Somit sind jeder Ebene £7, (oder auch jedem Punkte) zwei
bestimmte Flichen § und §, zugeordnet, welche beide F als Tangen-
tialebene haben. Auf die gegenseiticen Beziehungen dieser beiden
sich so zugeordneten Flichen { und g, sei hier nicht weiter einge-
gangen. Die Flichen selbst werden uns im II. Abschnitte nochmals

begegnen.

§ 5. Die Kurven, deren Kriimmung und Torsion
einer Gleichung zweiten Grades geniigen.

Die Relation zweiten Grades mit konstanten Koeffizienten sei
in der Form geschrieben
A =B ¢ I

12) LS A P )
{ VI RS

5 5

=]

Die einer jeden mit dem Begleitdreikante fest verbundenen
Ebene F zugehorige Kurve (G) hat nach (5') die Gleichung

a2 \ (>

2] . 2 |l Ra2_ T v 10,2 | ] e o el ] VR
(13) 75 (dal +Be?® 4 Cay o) w? 2 (Ada; + Bel -+ Ca, )t
e ; : :
T 38 RAaja, +-2B¢ ¢, + Ca, e - Ce; ag)uv
) fi =1 fur 7

o/ = S Fhipa , :
- 7 (Da,+ Ee,)u- 7 | Da, - FEe)v-+F=0.

Als Bedingung dafiir, dafi diese C* eine Ellipse oder Hyperbel
sel, erhiilt man nach lingerer Vereinfachung

4 e
(14) ‘;' F.|F(C?—4AB)+ AE*+ BD*— DEC|S 0.
Die Bedingung dafiir, dal C? eine Parabel sei, lautet

':I-]n:): '.:H,

Die Bedingung dafiir, daff €2 in zwei Punkte zerfillt, lautet
(16) F(C*—4AB)++ AR+ BD?— DEC=0.
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Diese Bedingungen sind, wie von vorne herein selbstverstindlich
ist, unabhingig von @, b, ¢ . .., d. h. von dem in der Ebene F
gewihlten Koordinatensystem. Sie sind aber auch abgesehen von
dem FKalle @ = 0 unabhiingig von a, b, ¢, d. h. von der Lage der
Ebene FE selbst. Daraus folgt:

Kurve (G) ist bei allen mit dem Dreikante verbundenen FEbenen
entweder ewne Ellipse oder eme Parabel oder emme Hyperbel oder zer-
fallt in zwer Punkte, sodafl bei jeder vorgegebenen Kurve (12) nur
eine Gattung von Kegelschnitien auftritt.

Nach (15) folgt speziell:

Ber jeder Cesiaro-Kuwrve bewegt sich jede mit dem DBegleitdrei-
kante verbundene Ebene so, daf ihre aufeinanderfolgenden Sechmitt-
geraden in dieser Ebene die Tangenlen emer Parabel bilden. Diese
Lhigenschaft kommt nur den Cesdaro-Kurven zu.

Fiir die zur Tangente der Raumkurve parallelen Ebenen (a = 0)
gilt natiirlich das in § 3 ausgesprochene Resultat.

Die Bedingung (16) hat nicht nur das Zerfallen von Gleichung
(13) in zwel lineare Faktoren zur Folge, sondern auch, wie man
leicht sieht, das Zerfallen von Gleichung (12). Gleichung (12) stellt
in diesem Falle zwei nicht zusammengehorige Bertrandsche Kurven
dar und die in der Ebene E liegende (C? zerfillt in zwei Punkte.
Umgekehrt mufi (12) in zwei Bertrandsche zerfallen, wenn C'2 in zwei

Punkte zerfallen soll. Je nachdem das Begleitdreikant lings der einen
oder anderen Bertrandschen Kurve sich fortbewegt bildet der eine
oder andere der zwei Punkte das Zentrum des von den verschiedenen

Schnittgeraden gebildeten Strahlenbiischels.

§ 6. Die Gleichung der €* (13) in Punktkoordinaten.
Ist

au? - bw? -+ cuvj+ du--ev - f=0
die Gleichung einer eigentlichen C? in Linienkoordinaten, so erhilt
man als Gleichung dieser Kurve in rechtwinkligen Punktkoordinaten
die folgende, deren Ableitung hier unterlassen sei

(6 —4bf) x>+ (d> — 4af) y* + (def — 2de) zy
2ed)y (¢ —4ab)=10.

—+ (4b6d — 2¢e) x - (£ ae

Fithrt man dies an Kurve (13), welche als eigentliche 2 vor-
ausgesetzt sei, durch, so lautet die Gleichung dieses Kegelschnittes
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bezogen auf das in seiner Ebene gewiihlte Koordinatensystem X, Y,

nach Vereinfachung also
? 1+ 2rage;) X2+ (pa 2} ge,? ~ 2ra,c,) Y,®

(17) (pas® 4 ge,
+ 2 (— payas — qe ¢, — rae, — re a,) HENE
-+ 2a (mey — nay) X, + 2a (—me, -+ na,) ¥, +la2=0.
Dabei ist zur Abkiirzung gesetzt
p=D°*—4AF, ¢=FE:—4BF, »—DE—2CF.
m=CE—2BD, n=CD—2A4FE, |—=(®—4AB,

Das der Gleichung (17) zugrundeliegende Koordinatensystem hat
seinen Anfang in der Ecke des Begleitdreikantes. Der Kegelschnitt
liegt in einer durch diese Ecke gehenden Ebene ' und ist zugleich
die Orthogonalprojektion aller Kegelschnitte in den zu F parallelen
Ebenen auf die Ebene F.

['s sei nun nach jenen Kegelschnitten gefragt, welche ihren
Mittelpunkt in der Ecke des Dreikantes haben. s sind dies jene,
fiir welche nach (17) die beiden Gleichungen erfiillt sind
(18) Mey — Nty =0

mey — nay = 0,

Diese Gleichungen konnen dadurch erfiillt werden, dafl die
Determinante ¢, @, —a,¢,, welche den Wert b hat, verschwindet.
Der Fall 5= 0 ist aber bereits in § 3 erledigt. Wir haben daher

als Losung von (18)
= m=mn=>=0,
Dies hat aber zur Folge
I. E=D—=10 oder
T CD n CE
S e e T
Die letztere Lésung hat, wie man durch Einsetzen der Werte
in (16) unmittelbar erhilt, das Zerfallen der (2 (13) zur Folge und
kommt als Widerspruch mit der Voraussetzung nicht in Betracht,
Die erste Losung, die das Zerfallen von (13) bzw. (12) nicht zur
Folge hat, sagt aus: Bei allen Kurven mit der Gleichung
ol ey
0 / ol
und nur bei diesen liegen die Mittelpunkte der Kegelschnitte, welche
den durch die Ecke des Dreikants gelegten Ebenen zugehoren, in der

licke dieses Dreikantes. Je nachdem hier (s. 14) 0 — 44 B= 0:ist,

ist der Kegelschnitt eine Ellipse oder Hyperbel,




Fiir die Mittelpunktskoordinaten des beliebigen Kegelschnittes | 17)
I _ g
erhilt man durch einfache Berechnung die Werte
Heayi a ) | : . :
I_)l]i- — : l'-”"f"_i“”"':'(‘-’l = MY —"n ;;Ir‘r|
b(r*—pq) RGN
g a ,
(Y,) = — . ‘-m"u-g nr) s —I—I_HH'—:--JHI.-:{'..I.
! b (r? —pg) ] r : B
Dazu kommt noch fiir den Fall, daff die Ebene nicht durch die
Kcke des Dreikants, sondern durch den Punkt (z,¥,2,) geht

| .Z; | = &y —f— I"‘Jl-'.f“ — 02y

Auf das Begleitdreikant selbst bezogen hat der Mittelpunkt die
Koordinaten A
X=o(X,)+ a,(Y))+ a(Z)
o I | { | \ fD 111 .
= — ‘.'}"-"i:"—'.— gl ac - (mp H.}'I!:‘f'—fl.' o el /"1
b(r*—pq) V' A ' ]

V= b, (X,) - b, (Y1) -5(Z,)

1) e :
] ‘!:-m-;-' +nq)lbe+ (mp—+nr)abl +b Zy
.{'Jl;"-—‘,iufi : : ;
Z=c (X)) +e (Y4 c(Z)
¢

[.JH "m0 i) [_s'g — 1) — [..?J!_JH —— Ny a c‘j —I— C X] -

= J'J;J'gu—-jnjll '
Der Vergleich dieser Formeln mit den Gleichungen (9) in § 4
fithrt zu einem bemerkenswerten Zusammenhang der Kurven (12) mit
den Bertrandschen Kurven. Wihlt man nimlich fiir die Bertrandsche
Kurve (6) als Konstanten die Gréfien
mp—+ nr
e P
may —-:—— ni

m — 1

colg @ = — _ )
mp —+nr

so erhiilt man dortselbst als den der Ebene & zugeordneten Punkt (G)
eben den Mittelpunkt des derselben Ebene hier zugehorigen Kegel-
schnittes. Wir haben also:

Zu jeder Kurve, deren Kritmmung und Torsion einer Gleichung
zwerten Grades (12) geniigen, gibt es eine Bertrandsche Kurve mil
der Relation

mp-—-+—nr MY -1 R«
L '{__f_j,,j._..y'—’:(}_

| s ol
[ i

4




Bewegt sich das Dreikant lings der ersteren, so erzeugen die auf-
emanderfolgenden Schnillgeraden einer jeden Kbene I einen Kegel-
schnitt. DBewegt es sich aber lings der letzteren, so bilden die auf-
emanderfolgenden Schwmitlgeraden derselben Ilbene E ein Strahlen-
biischel, dessen Zentrum der DMittelpunkt jenes Kegelschnitles ist.

Daher erhilt man bei den Kurven (12) als Ort der Mittel-
punkte der Kegelschnitte in den oo® durch einen Punkt P, gelegten
Ebenen die I'liche § (10) und als Ort der Ebenen, fiir deren
Kegelschnitte die co*Punkte einer Ebene I, Mittelpunkte sind, die
Flache 3%, (11).

Anmerkung 1. Im Falle m=n= 0. also bei den Kurven

st gutop+F—0
existiert die genannte Bertrandsche Kurve nicht. Der Ort ¥ der Mittel-
punkte in den Ebenen durch P, ist hier eine Kugel, deren Durchmesser
die Verbindungsstrecke von P, mit der Ecke des Dreikantes ist. Die der
Ebene E, zugeordnete Fliche 5%, hat die Gleichung
U+ Ve W2 — Uy — Voy,— Wa, = 0.

Anmerkung 2. Die einer Cesaro-Kurve in diesem Sinne zugeord-

nete Bertrandsche ist wepen des Unendlichwerdens von m eine Schranbenlinie,

§ 7. Die Kreise unter den Kegelschnitten (17).

Um jene Ebenen F aufzusuchen, in denen die aufeinanderfolgen-
den Schmttgeraden die Tangenten eines Kreises bilden, sind in (17)
die Faktoren von X| und Y. einander gleich zu setzen und der
Faktor von X, ¥, zum Verschwinden zu bringen. Die Elimination
von @, by ¢; ergibt dann die gesuchte Ebene. Es scheint jedoch dieses
Verfahren auf Schwierigkeiten zu stofien, weshalb folzender Weg zur
Lisung der gestellten Frage eingeschlagen sei.

Es seien, wie in § 1, z,¥,2, die Koordinaten eines in der Ebene &
gelegenen Punktes P, inbezug auf das Dreikant. Die Schnittgerade &
der Ebene F mit ihver benachbarten Lage ist dann bestimmt durch
die Gleichungen (2') und (3'), da (3) selbst eine gewisse durch &
hindurchgehende Ebene darstellt. Wie man sofort erkennt ist Ebene (3')
senkrecht zur Ebene . Daher erhilt man den Abstand d des Punktes P,
von der Schnittgeraden @, indem man den Abstand d des Punktes P,

von der Ebene (3') berechnet. Dadurch erhiilt man




f L & b 0
Yo =1 — — 1
[. 1 g) -!!'r — _,L' ¢ 4
A RN a 2 B2
[ B it CARnn o ey
¢ Ol 2

Stellt man nun die Forderung, dafi dieser Abstand einen kon-
stanten Wert d habe, so lautet die Bedingung hiefiir, die man durch
Quadrieren von (19) erhilt

90) -;'r_’,l_f“—fr aE—da (=2 |_!Fa'_'n — r'.f_f”']"r——fr"': (f—q2)
(& -I . 0 . | : Fprid
0- T
2 (b Ly —d ‘l'f.v:' (beg — ¢ Yo) — d* """'!
ol
+2a(bay— ay,)4-2a bz, — Glfy) =
: : ; —— =k
0 7

Wenn fiir eine Raumkurve diese Bedingung erfiillt ist. dann hat
die Schnittgerade G' den konstanten Abstand d vom Punkte By od.oh
die Ebene £ schneidet sich entweder stets in derselben Geraden
oder die Geraden G bilden die Tangenten eines Kreises mit dem
Mittelpunkte Py und dem Radius d. Ob ersteres oder letzteres ein-
tritt, entscheidet der Umstand, ob die Richtungswinkel der Schnitt-
geraden konstant oder eine Funktion von s sind. Da nach (2') und (3")
im allgemeinen das Letztere der Fall ist, so ist unter der Bedingung (20)
Gerade G Tangente an einen Kreis. Ebene Z bewegt sich so fort,
dali die Tangenten an die Gratlinie der von ihr erzeugten abwickel-
baren Fliche in der Ebene selbst einen Kreis erzeugen. Sollen der-
artige Ebenen existieren, so mul} zwischen Kriimmung und Torsion
der Raumkurve (' die Gleichung (20) bestehen. Diese Gleichung ist
bei jeder beliebigen Raumlkurve erfiillt in den Fiillen :

l. a=b=0, c=1, d2—= i

2. a=0, =0, d=0.

In diesen beiden Fillen aber ist, wie man leicht erhilt. die
Richtung der Schnittgeraden @ konstant, so daB keine Kreise vor-
liegen, sondern lediglich das bereits in & 3 festgestellte Resultat:

1. Jede zur Schmiegungsebene parallele Ebene schneidet sich

]
150.

stets in derselben Geraden, die zur Tangente paralle
2. Jede zur Tangente parallele Ebene F schneidet sich stets in
einer Geraden des durch den Punkt P, gelegten Strahlenbiischels
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(d=0!). P, ist hier der Fufipunkt der von der Ecke des Dreikantes
auf F gefillten Senkrechten.

Erfiillt eine Raumkurve die quadratische Gleichung (12) mit
konstanten Koeffizienten, so lifit sich leicht zeigen, dafi stets Ebenen
mit je einem der verlangten Kreise existieren. Man erhilt diese
Ebenen und ihre Kreise durch Auflosung des folgenden Gleichungs-
systems, welches sich aus der Vergleichung der Relationen (20) und (12)

ergibt:

(bay— ay,)* —d*(1 —e*) =0 A
(bzg—cy) — & (I —a?)=0cB
(21) 2(bay—ay,)bzg—cyy)—2d2ac=0C
2albe,—ay,)=0c D)
Qalbz, —¢ Yo) = 0L
A0

a’ -+ pE -t =1,
Nach Elimination von o sind dies 6 Gleichungen fiir die 7 Grifien

a, b, e, @y, Yo 2p» d. Man erhilt daraus die Losungen

0

3 1 ! L) F g | 2 1
29 ¢ =am\ P4V p—aF 47
: FJte o=
e— T 38
q 41 dF
e G—p=-4F2d’
Y g -+ 4.1 d*
3 S ==l
-f':j—f__'_ = T 303
< ¢ : ( ---_féf"l’ff"
s b,
HGE g h”“_k.yfj’
Ty a0\
2 = 3 ‘\_.."’."J’n -} ;JJ"_'"." .

dabei bedeuten p, g, » dieselben Grofien wie in § 6. Die Grifien
a, b, e, d, w,, z,sind hiemit durch die Koeffizienten der Gleichung (12)
und die willkiirliche Gréfie ¥, ausgedriickt.
Reellitiitsbedingungen :
1. Zur Reellitit von d ist notwendig und hinreichend, daB die
Wurzel nur mit positivem Vorzeichen genommen wird.
2. Damit a* <1 werde, ist notwendig und hinreichend ¢ > 0.

i

3. Damit ¢® <1 werde, ist notwendig und hinreichend p > 0.




4. Als notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Reellitét
von b findet man nach Einsetzen des Wertes von 2
naq =1

Letztere Bedingung macht eine der beiden vorausgehenden Be-
dingungen iiberfliissig, da z. B. unter den Bedingungen 3) und 4) die
bedingung 2) von selbst erfiillt ist.

Die beiden notwendigen und hinreichenden Reellititsbedingungen
lauten, austiihrlich geschrieben, folgendermalfien

DE—4 A8 > 0
F.|F(C?—4AB|+ AFE*+ BD? — DEC]| < 0.

Letzteres ist aber nach (14) die Bedingung dafiir, dall (&) eine
Ellipse ist. Aus den Losungen (22) folgt daher das Resultat:

Liegt bei emer Kurve, deren Kriimmung wund Torsion einer
Gleichung zweiten Grades von der Form (12) gewiigen, der elliptische
Fall vor, so existieren unter der Voraussetzung D* > 4 AF stels zwet
Scharen von reellen Parallelebenen, in denen (G) je ein Kreis ist.
Alle Kreise haben gleichen Radius und die Mittelpunikte einer Kreis-
sehar liegen auf emner Normalen zu thren Ilbenen.
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