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Die ebene Curve zweiter Ordnung
als Resultat réiumlicher Darstellung.

Von

Prof. R. Oehler.

Zu den unstreitig interessantesten Aufgaben aus dem Gebiete der dar-
stellenden Geometrie gehdren jene, deren Lisung Curven zweiter Ordnung
ergibt. Erstens haben sie stets sehr wichtige Eigenschaften im Gefolge, deren
eingehende Ertrterung auf constructivem Wege in zweekdienliche Uber-
einstimmung gebracht werden kann mit den einschligigen Untersuchungs-
ergebnissen der Analysis, ferner wird zweitens der Schiiler (und — was ich
gleich an dieser Stelle bemerken will — meine Absicht in den vorliegenden
Betrachtungen ist, dem Verstindnisse des Realschiilers gerecht zn werden)
im Bewusstsein des Umstandes, eine ebene Curve genannter Ordnung zu er-
halten, stets sich die Natur derselben vor Augen halten kionnen. sohin leicht
imstande sein, allfallige, ofi kaum zu vermeidende Constructions-Ungenanig-
keiten durch correctes Erfassen der gebotenen Verhiltnisse zu paralysieren,
Dieses wird selbstverstindlicherweise umso erfolgreicher gelingen, je mehr
sieh die Schiller in der 4. Classe mit den ebenso wertvollen als zahlreichen
Eigenschaften der Kegelschnittslinien vertraut gemacht haben,

Wo es mir angezeigt erscheint, da werde ich die Constructions-Ergeb-
nisse auch anf mathematischem Wege zu beweisen versuchen, jedoch nie
aufieracht lassen, dass man aunch der moglichst genaunen
Construection eine gewisse Beweiskraft zuerkennen misge:
letztere hat dann freilich in jenen Fillen ausschlieBlich herzuhalten. wo der
Beweis ersterer Art zn umstéindlich oder hinsichtlich der YVorbildung der
Schiiler eftwa gar upausfihrbar ware. Hat man aber beim Unterrichte in all’
den Fillen, wo ein mathematischer Beweis thunlich ist, denselben in that-
séchlichen Einklang gebracht mit der durchgefiihrten Zeichnung, dann hat der
Lehrende sicherlich anch jenes Mall von Vertrauen seitens der Schiiler er
langt, das ibn der Verpflichtung enthebt, fiberall gleich die unanfechtbar con-
statierende Mathematik zuhilfe zu rufen: sieht des ferneren noch der Schiiler,
dass er durch genaue Construction auch so mancherlei nachzuweisen imstande
ist, so kann das fiir ihn nur ein Ansporn mehr sein zu stets gewissenhafter,
zu geradezu mit minutidser Genauvigkeit vorzunehmender Durchfiithrung seiner
Constructions-Anfgaben ranmlicher Natur. Selbstredend kann es nicht meine
Vornahme sein, die Behandlung des bezughabenden Stoffes allzuweit auszi-
spinnen, doch will jch mein Augenmerk dahin richten, méglichste Mannig-
faltigkeit zu bieten hei Vermeidung ilberfliissiger Wiederholunzen.

2*




SRNE T N e — e —
L A W AT T T

|

* o e i -
R gl e~

In Figur 1 ist der Schnitt eines schiefen kreisfirmigen Doppelkegels
(ab, s) nach einer Hyberbel, deren Ebene MNO, dargestelll. — Die Schnitte
nach Ellipse und Parabel blieben, weil doch immerhin weniger interessantes
Material bietend, an dieser Stelle weg; auch werden in der Folge beide Arten
krummer Linien, insbesondere aber die erstere, noch hiufiz genug inbetracht
gezogen werden. — Die Kegelerzengenden 1s und 2s, welche der Scheitel-
ebene M N 0, angehéren, geben die Richtungen der beiden Asymptoten an,
denn sie sind ja gleichzeitig die einzigen zwei Erzengenden, welche die
schneidende Ebene erst im Unendlichen treffen; die Curve hat sohin zwei
unendlich ferne Punkte, ist demgemill eine Hyberbel. — Da es nun stets
von groller Wichtigkeit ist, lieber weniger Punkte, dafiir aber in jedem die
entsprechende Tangente zn bestimmen, so sei zundchst Erwihnung gethan der
Ermittlung solcher Linie fiir den oberen Schnittpunké 3; die beriihrende
Ebene dieses Punktes, 3 4 s, schneidet die Deckfliche nach der Basistangente
3 4, die Scheitelebene aber nach der Geraden 4 s, daher die dazu parallele
Ebene MNO nach der durch 3 gehenden, zn 4 s parallelen Geraden 3 7. —
Will man die Asymptoten, so suche man nur die Schnitte der beriihrenden
Iibenen fiir die Parallel-Erzeugenden mit MNO, u. zw.: Tangente in 1, ge-
schnitten mit MN, gibt in 5 einen Punkt des Schnittes der beriihrenden Ebene
1 5§ mit der schneidenden; dieser Schnitt muss aber parallel sein zar HEr-
zengenden 1s, trifft diese mithin erst im Unendlichen nnd ist, als Schnitt
einer tangierenden mit der schneidenden Ebene schon die Tangente in diesem
unendlich fernen Schnittpunkte, somit eine Asymptote, Ahnlich findet man
die zweite. — Soll man aber den tiefsten Puonkt ¢ des oberen und den
hiochsten % des unteren Astes ermitteln, deren Tangenten alldort im Auf-
rigse horizontal, im Raume also gleichlaufend sein miissen mit MN, so be-
niitze man jene zwei Tangierungsebenen m,n,0, und mmn0,, deren’ Basis-
trassen parallel mit MN sind. Weil nun die Tangenten in A und ¢ dieselbe
Richtung haben, so ist hi{ der zu dieser conjugierte Durchmesser und die
Mitte C desselben der Mittelpunnkt der Curve, welcher schon friiher im
Schnitte der beiden Asymptoten erhalten warde. — Der Zusammenhang der
Geraden k¢ und der von ihr halbierten Hyperbel-Basissehne ist aus der Figur
ohnehin ersichtlich; desgleichen die Bestinmung des Contourpunktes g fiir
den unteren Ast (der obere Contourpunkt hat entsprechend der gewihlten
Annahme gleiches ¥ mit dem Mittelpunkte der Deckfliche) mittelst der ver-
tical-projicierenden Beriihrungsebene und der parallelen Schnittlinien H s und
Hy. — Noch sei bemerkt, dass in der Darstellung die Ebene als undurch-
sichtig aofgefasst wurde, mithin im Grundrisse dasjenige vom Kegel sichtbar
erscheint, was rechts und oberhalb, im Aufrisse hingegen das, was links und
vor der Kbene liegt.

Die. Durchdringung zweier schiefen Cylinder, beziehungsweise Halb-
cylinder, eines kreisformigen und eines elliptischen, projiciert anf die Ebene
ihrer sich schneidenden Achsen, bei gleicher Weite [2.0(¢c) = 2.w(y)] nach
2 Ellipsen erfolgend, stellt Figur 2 dar. Die Beniitzung der in gleichen
Entfernungen von der gemeinsamen Achseénebene gelegten Schichtenebenen e,
mit &, €, mit & und e; mit & (die Contonren ergeben directe Schnittpunkte)
ist ohneweiters der Zeichnung zu entnehmen. Es eriibrigt daher etwa nur
noch zu beweisen, falls man der hier ohnehin itberaus einfachen Construction
nicht Glauben schenken wollte, dass z. B. speciell ', aus den Erzeugenden
d und & hervorgehend, in die gerade Linie mp fallen miisse. (Die
symmetrische Anordnung betreffs der Achsenebene bedingt ja zundichst nur,
dass stets e¢in Punkt der einen Seite mit dem entsprechenden Punkte der
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*anderen gemeinsame Projection auf der Achsenebene habe.) — 04 = w«

gemacht und den elliptischen Bogen (¢) DA als schiefe Projection (oder auch
Parallel-Schlagschatten) des Kreisbogens (c) (d) a aufgcfmsqf ergibt sich sofort
die Proportion: a(d): 2D = Oa : 04 odm @(d) : Oa = 2D : 0A, wobei [
als Fixpunkt erachtet wird; daraus folgt aber weiter auch: Od : Oa —
= 2D : 0A. Ferner ist 2D = y(d) = wd’, weswegen ganz ebenso gilt:
wd : wa =aD: OA. A" aber muss nun schlieBlich in der Geraden mp
liegen, denn das Verhiltnis H'4': H'm lisst sich nach dem Doppelsysteme
von vorhandenen Parallelen einerseits ausdriicken durch Od’ : Oa, andererseits
noch durch @wd’: we, deren Gleichheit vorhin gezeigt wurde. — Gleichzeitig
sei auch darauf hingewiesen, dass bei den in der Figur noch angeordneten
zwei geraden elliptischen Halbeylindern, die in a,b;, mit e,#, und in 3 mit
II je eine gemeinsame Ebene haben (letztere als beriihrend anzusehen), genau
dasselbe gilt. — Weil nun beide Cylinder der urspriinglichen Annahme in
¢y mit & und der hiezu um die Achsenehene symmetrisch gelegien Ebene
zwei gemeinschaftlich beriihrende Ebenen besitzen, so ist an
dieser Stelle schon zn ersehen, dass zwei solohe Cylinder zweiter Ordnung
sich nach ebenen Curven schneiden missen.

Auch fiir den Fall der Figur 3, wo sich die Achsen eines geraden
Kreiskegels (@b, s) und eines geraden Kreiscylinders (Querschnitt dQ) in m
schneiden, welche ferner nach der Annahme fiir / und den hiezu betreffs der
Achsenebene symmetrischen Punkt zwei gemeinsame Tangierungs - Ebenen
haben, ldsst sich leicht zeigen, dass die Schnitteurven all und b1 Linien
zweiter Ordnung sein miissen. — Zu diesem Zwecke erscheint alldort bei
ganz speciell gewihlien Mafen ein rechtwinkeliges Coordinatensystem gelegt,
und moge der Beweis analytisch durchgefilhrt werden. Wohl kiime im ge-
gebenen Falle diese Begriindung, wenn die ecinfache Construction auch hiet
nicht schon beweiskriftig genug sein sollte, post festum, da die Durch-
dringungsaufgabe in der 6. Classe behandelt wird, diese mathematische Beweis-
fithrung aber erst in der 7. Classe zur Erdrterung gelangen konnte.

Es sei nun hier speciell die Gleichung des Cylinderbasiskreises . . .

] . 4
z* 4 y* — 10y = 0, ferner f (f) = 4, wodurch s die Ordinate 0 bekommt,

3
: , T 17 40
und bei g (¢g) = 4 die Gerade s (g) die Gleichung . ..y = G z 4 3 hat;
diese Gerade schneidet in (k) bei z = — ?? die Abscissenachse. — Fasst

man, wie es die Constrnction ja verlangt, (k),0 = (h)O als Abstand der
Sehne (3),(4); vom Kreismittelpunkte O auf, so lisst sich beim Kreise a b,
desgen Ha]bmesscr leicht mit 10 berechnet werden kann, die Linge der
halben Sehne, somit die Abscisse des Punktes 3 sehr quncm durch den

Wert !10_? feststellen. Es wird danach die Gleichung der Geraden 3s .

68 4 ; ; ;
g 45 x4 _f, welche mit der Geraden III IV zum Schnitle gebracht, das
' ’ 1 ; ;
Coordinatenpaar y = 2 und o’ — — 25 ergibt, welch’ letzteres auch der

Gleichung der Geraden all ... y = g @ -+ 8 vollkommen entspricht, —

Punkt IIT (als Schnittprojection einer Kegel- mit der entsprechenden Cylinder-
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Erzeugenden) liegt also in der Geraden all, es ist sohin die Existenz gerad-
liniger Projectionen der Sechnitteurven dargethan.

Figur 4 zeigt in ,allgemeiner* Projection (die ebensogut fiir eine
Horizontat-, Vertical-, als auch Kreuzriss-Projection genommen werden kann)
den Schnitt zweier Kegelflichen zweiter Ordnung, die anf verschiedenen, nach
MN sich schoeidenden Basisebenen fuflen, und beziiglich derer zunichst
darauf hingewiesen werden soll, dass sie in dad und dbd (wobei d und d
die Schpitte der Verbindungsgeraden beider Spitzen wmit den Basisebenen sind)
zwei gemeinsame Tangierungsebenen besitzen, I II ist dann die,
den beiden Schnitteurven gleichzeitig entsprechende Beriihrungssehne; 1 und 2
gind die unteren Schnittpunkte der Contour des aufrecht gezeichneten Kegels
mit der zweiten Kegelfliche. — Um nun die vier Tangenten in I und II zu
erhalten (je eine in den genannten Punkten an jede der beiden ebenen Curven),
bestimmt man die Schnitte der Ebenen I II 1 und I II 2 mit den eingangs
gchon hervorgehobenen gemeinsamen Berithrungsebenen, Zn diesem Behuie
sucht man zuerst die Trassen der Curven-Ebenen in der Ebene wf; da I1
von af in g, IL1 von @f in @, ferner 12 von eg in 2 und schlieBlich
I 2 von fg in ¢ geschnitten werden muss, so sind zy und zu die ver-
langten Trassen. Ihre Schnitte mit denen der Berithrungsebenen (3 und 4
einerseits, D und b andererseits) geben, mit I und II verbunden, die verlangten
Tangenten, wobei nmoch zun erwihnen ist, dass sie sich paarweise in sg
gehneiden miissen, was fiir den ersteren Fall auch in S sehr dentlich zu
sehen ist. Dieser Schnitt aber muss erfolgen, weil 3 I mit 4 IT in einer und
derselben Ebene . . . jener der Curve I 1 IL ... sich befindet, beide aber den
in s sich treffenden, gemeinsamen Tangierungsebenen angehiren. — Auch
die Ermittlung der zu I II conjugierten Diameter unterliegt keiner Schwierig-
keit: halbiert man néimlich in m die Berihrungssehne T II und legt die Ebene
m o s, welche die Ebene «@ nach dm,, hingegen ab nach m,d schneidet,
so ergeben die Sehnittpunkte der Erzeugenden 9¢ und 106 mlt Ts und 85
die gewiinschten Begrenzungspunkte, in welchen die Tangenten parallel zn
I II sein miissen, (7' ist eine der vier Tangenten und muss sie sich mit
#u und der Basistangente fiir 10 in einem und demselben Punkte treffen.)

Figur b bringt zur Darstellung die gesammte Schattenconstruction
einer Kogelhaube mit geneigtem Rande bei centraler Beleuchtung, — Dass
die Selbstschattengrenze ein Kreis (ad) wird, bedarf wohl nicht erst einer
niheren Erorterung: ebensowenlg die Bestimmung der grofen Achse af des
Schlagschattens ;mf zy. Die I\Iemp Achse erhdlt man am besten mittelst
A" und o (I) ans 1" (1), wobei o (I) als die kleine Halbachse sich ergibt,
was aus den Beziechungen zwischen 1” als Pol und A" " als entsprechende
Polare desselben hergeleitet werden kann . . . aber auch unter Hinweis
daranf, dass die beiden Kegel (I, ab) und (A, Horizontalkreis fiir 1) in 1
und dem von ihm gedeckten Symmetriepunkte zwei gemeinsam bertihrende
Ebenen haben, mit Horizontraltrassen parallel zur Projections-Achse. — Dass
in der soeben angedeuteten Symmetrie-Ebene (fiir LA horizontal-projicierend)
¢ den Schatten nach C, d nach D werfen muss, ist ohnehin klar; um aber
zu zeigen, dass die Schlagschattencurve eine ebene werde, darf man nur
den Schatten von f (mittelst Paralleldrehung zur Bildebene und nachtriigliche
Verwendung des 7 fir F) in F bestimmen. Eine genane Durchfihrung dieser
ganz einfachen Construction verschafft genugsam [Uberzengung von der Natur
der Resultatscurve, die, weil eben und auf einer Kugel liegend, wieder nur
ein Kreis sein kann. Behufs griferer Dentlichkeit des Ganzen wurde der
unterste Punkt d des Schniltkreises in den horizontalen Hauptmeridian gelegt,
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und der oberste alsdann so gewithlt, dass sein Schatten nach € desselben
Meridians falle: ferner wird noch bemerkt, dass A Scheitel des hyperbolischen
Schattens der Kugel auf z# ist und die Aufrisse der contourtangierenden
Lichtstrahlen hiefiir Asymptoten werden.

Nieht Zufall ist es, dass die zwei Linien ¢’d” und €'D” sich mit a”8"
in-einem und demselben Punkte ¢ treffen, und dieser selbst in die Ordinale
fir 7. fallt; der diesbeziigliche Beweis mége unter Beriicksichtigung der
Figur 6 (analytisch) wie folgt gegeben, doch nur in Kiirze durchgefiihrt
werden. Hs habe K die Gleichung ... 2® 4 y* = »* P die Coordinaten

—i—ab‘ 1 ;-I_G’ und 2;’_ ;r_ Die Gleichung der Polare des Punktes P mit

5

Riicksicht auf K ist: w .-,y = -;—; ferner die der Geraden P1 oder g, ...

b ' b i
et ~+ b und der Geraden P2 oder g,..,y = 1--,-—3— x4+ b —
Bringt man nun K mit diesen beiden Geraden zum Schnitte, so ergeben sich
aufler den bekannten Punkten 1 und 2 noch Punkt 8 mit den Coordinaten

r (6 — r® 2 : FRE @' (r* — )
8§ = —3 3~ wnd jy=———— nebstSchnitt 4 mit £, = b0 T 24)

T R
207 + ¥ (P4 0% : :
und 7, = T =+ 29 " Die Gleichung der Geraden 12 oder I,

lantet . . . ¥y = 4 =

= —
r-+ z

Coordinaten hat # — » +

i Ads 7, wonach der Schnitt S von Z, mit n die
i

- {’--4:--?:}- und y = T . Setst man schliefilich

by b

die Coordinatenwerte der drei Punkte S, 3 und 4 in das analytische Kenn-
zeichen fiir die Uniersuchung, ob drei gegebene Punkte in einer Geraden
r* (r? — %) (=02
b (0% 4 %) T P H b
Die Berechtigung des Punktes o der vorigen Figur ist somit dargethan, wozu
noch bemerkt wird, dass dieser Punkt nicht nur zur Controle. sondern unter
Umstéinden auch bei eventuell schiefem Schnitte an anderer Stelle immerhin
von einigem Werte sein kann. Aus der Figur 6 ist weitethin noch zu er-
sehen, dass PS die Polare fiir den Schnitfpunkt m der beiden Diagonalen
des Sehnenvierecks 1 2 4 3 ist, und leicht zu begreifen, dass diese Polare
auf 2 3 dann senkrecht stehen miisse, wenn 2 3 ein Durchmesser ist; dies
gilt aber fiir C"d” in Figur 5 und daher fillt auch mit Fug und Recht ¢ in
die Ordinale 1"I/.

Figur 7, als schmucklose Darstellung der Durchdringung eines ge-
raden Kreiskegels mit einer concentrischen Kugel nach zwei Parallelkreisen . . .
durch Rotation leicht zu erkldren ... soll den bereits fiir den Fall der
Figur D Geltung habenden Satz bekriftigen: Haben zwei Fliéchen
zweiter Ordnung schon eine Linie der gleichen Ordnung
gemeinsam, so muss ihr zweiter Schnitt wieder desseclben
Grades sein. Es geht ja hier nicht mehr mit den ,zwei gemeinsamen
Tangierungsebenen®, wihrend der eben ausgesprochene Satz auch fiir die
friiher behandelten Falle gilt, v

Die gesammte Schattenbestinmung an einem einmanteligen Rotations-
Hyperboloide bei parallelem Lichte L zeigt Figur 8 — Dass die Trennungs-
curve zwischen Licht und Schatten bei dieser Annahme eine Hyperbel wird,

liegen, 80 kommt man auf die identische Gleichung
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die ihren Mittelpunkt gemeinsam hat mit dem der Fliche selbst. ist leichter-
dings - zu erfahren; die Existenz einer ebenen 'rennungslinie tiberhaupt
durch Construetion zu erweisen, gelingt am besten mit Lichtstrahlen parallel
zur Ebene des Hauptmeridians, was hier allerdings auch durch Paralleldrehung
zn erreichen gewesen wiire. (Nebenbei sei erwiihnt, dass, wenn in solcher
Stellung der Lichtstrahl mit der Kehlkreisebene einen griBeren Winkel bildet,
als die Erzeugenden des Asymptotenkegels, die Selbstschattengrenze eine
Ellipse, bei kleinerem Winkel — wie hier — eine Hyperbél, bei gleichem
aber ein Paar zu I paralleler Geraden wird, Erzeugenden der beiden Systeme
der windschiefen Fliche; diese Geraden stellvertreten bei Parallelbeleuchtung
die noch fehlende Parabel. Ein Kreis ergibt sich bei mit der Umdrehungs-
achse gleichlaufenden Lichtstrahlen.) — NO | I” ist die Verticaltrasse der
Hyperbelebene, p ein Punkt der Trennungslinie selbst, bestimmt mittelst des
in der Parallelkreisebene e, beriihrenden’ Kegels.

Was nun den Schatten ins Innere anbelangt, so muss der nach dem
vorhin ausgesprochenen Satze auch eine ebene Curve sein, denn die beiden
Flichen (Hyperboloid und Lichtstrablencylinder fiir den schattenwerfenden
Randkreis) sind zweiter Ordnung und haben eine Curve gleichen Grades —
niimlich den vorderen Kreis ab — schon gemneinsam zum Schnitte. — Doch
gelten hier aunch die beiden gemeinschaftlichen Tangierungsebenen, die in
jenen Punkten gelegt werden kinnen, von denen der Schlagschatten ins
[nnere ausgeht. Die Lichtstrahlen jener Punkte gehéren némlich dem Cylinder
an, sind aber auch gleichzeitiz Tangenten an die gegebene Fliiche, weil sie
ja Selbstschatienpunkte hervorrufen; ferner gelten als gemeinsam beiden
Flichen die Kreistangenten in jenen Ausgangspunkten, mithin das Vorhanden-
gein der zwei gemeinsamen Beriihrungsebenen vollkommen sichergestellt, —
Will man, was ja immer zunfichst geschehen soll, die Schlagschattenpunkte
in der Meridianebene des Lichistrahles haben, so wird man durch Parallel-
drehen im Schatten von (a) [nach der Richtung (L)] den hintersten
Schattenpunkt (k) ... zufillig in den Kehlkreis kommend ... hingegen im
wohl imaginidren,®) doch constructiv ebensogut verwendbaren Schatten (v) des
Punktes (b) den vordersten Schlagschattenpunkt erhalten; da die Tangenten
in diesen beiden stets parallel zu z# sein miissen, n. zw. senkrecht zu I,
so ist A"¢" eine Achse, K¢’ hingegen (durch Riickdrehung erhalten) ein
Durchmesser der Schlagschattencurve, die hier, weil geschlossen, eine Ellipse

werden muss. — (Was sich ergibt, wenn die Trennungslinie selbst eine
Ellipse wird, das soll spiiterhin erdrtert werden,) — In der parallelgedrehten

Stellung, wo man aueh noch andere Sclmt-tenplinlctﬁ finden und sich iiber-
zeugen konnte, dass sie simmilich fiir den Grundriss in einer Geraden liegen
miissen, ist (k) (v) eben diese Gerade, und man kann leicht erweisen, dass
die Sehne der Schlagschattenausgangspunkte derselben projicierenden Ebene
(k) (v) angehdre. (In der niichsten Figur wird der Fall niher besprochen
werden.) — Zur Bestimmung des zweiten conjugierten Durchmessers halbiere
man kv in w und D, gibt dann denselben der Lage nach an; seine Grife
muss bei Parallelbeleuchtung dem Durchmesser der schattenwerfenden Curve
gleichen, doch lassen sich seine Grenzen 3 und 4 auch unabhingig ermitteln,
u. zw. unter Zuhilfenahme der Parallelkreisebene £y, in welcher jener Durch-
messer liegt. Der Radius o’z des Parallelkreises wird ohne Erweiterung der

*) So heift correcterweise ein Schattenpunkt, der zur Lichtquelle hin fillt,
withrend man jene Schattenpunkte, die nur deswegen nicht ,wirkliche* sein kénpen,
weil schon andere Zwischenobjecte sic aufnehmen, am besten ,constructive® nennt.
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Hyperbel sehr einfach nach der durch Prof. Niemtschik bekannt gewordenen
Methode gefunden, indem wse gleich der halben reellen Hyperbelachse als
eine Kathete, o'w als die andere eines rechtwinkeligen Dreieckes gilt, dessen
Hypotenuse der in Frage stehende Halbmesser.ist; die Tangenten in 3 und 4
sind parallel mit p k. (Jene eben beniitzte Construction findet ihre Begriindung
im Zusammenhange zwischen dem Hyperboloide und seinem Asymptotenkegel,
in der sebr ejnfachen Beziehung jener Parallelkreise beider, die einer Ebene
angehdren; als eine der gewiss nicht zum wenigsten interessanten Eigenschaft
mag hervorgehoben werden, dass die Ringfliche zwischen je zwei zusammen-
gehorigen Parallelkreisen einen constanten Wert hat, u. zw. der Fliche des
Kehlkreises gleicht.) — 1 und 2 sind Schlagschattenpunkte in der Ebene
des Parallelkreises e,, indem man einfach den Schatten, welchen der vordere
Rand der Fliche auf die genannte Ebene wirflt, zum Schnitte bringt mit dem
Kreise selbst. — Der Schatten der Trennungslinie auf die Ebene 2z ist
wieder eine Hyperbel, deren Asymptoten die Schlagschatten der Asymptoten
jener Curve sind; Mittelpunkt ist m, Schaiten von C.

Von ungemeinem Interesse sind die Beleuchtungserseheinungen am
Rotations- Paraboloide (es wurden mit Riicksicht auf eine einleitende Be-
merkung von derartigen Flichen zweiter Ordnung eben nur solche vorgefiihrt,
welehe dureh Umdreh ung entstanden sind), und sollen sie speciell fiir
centrale Beleuchtuug in Figur 9 zur Behandlung kommen, Es unterliegt
wieder keinerlei Schwierigkeit, Punkte der Selbstschaitengrenze in einzelnen
Parallelkreisen (so z. B. 3 und die hiezu um dic Ebene des Lichtquelle-
Meridianes symmetrische - Lage in ¢) mittelst der betreffenden Beriihrungs-
kegel zu erhalten; auch ist bequem zu finden 3", der Punkt in der Aufriss-
Contour, zugleich Berithrungspunkt der Tangente von L” an dieselbe, (Die
Tangente ist eben Verticaltrasse der durch I an den, das Paraboloid be-
riithrenden, vertical-projicierenden, parabolischen Cylinder selbst beriihrend ge-
legten Ebene ; dort, wo die Beriihrungserzeugende des Cylinders von der Be-
riihrungsparabel desselben mit der Rotationsfliche geschnitten wird, tangiert
eben jener Lichtstrahl aus L das Paraboloid selbst.) — Der tiefste
Punkt ¢ wird mittelst Paralleldrehung (hier beziiglich 2) erhalten und ward
L so angenommen, dass £ in die Ordinate des Brennpunktes F zu liegen
kam; L1 ist die Leitlinie. — Der héchste Punkt (k) ist durch die Tan-
gente nach aufwirts zu erreichen und muss immer bei centraler Beleuch-
tung, existieren, weil von einem Punkte (L) an eine Parabel stets zwei Tan-
genten gezogen werden kinnen:; die Verticale durch (L) halbiert aber den
Abstand (%) (£), da sie als conjugierter Durchmesser fiir die Parabel auftritt,
muss somit das Centrum (C) der gedrehten Trennungslinie enthalten. (Eine
Andeutung iiber die Construction der Tangenten von einem Punkie an eine
Parabel gibt der aus (L) mit (L) F beschriebene Bogen Fg, von dem in L1
allerdings nur der eine, erreichbare Schnittpunkt ¢ . .. vertical unter (¢) ...
vorhanden ist) Fihrt man die Schne (1) des Randes und der Ebene (%) (f)
zurfick, so sieht man, dass sie vollkommen {ibereinstimmt mit der Sehne 1 2,
die frither schon far die Selbstschattenpunkte des Randes ermittelt wnrde.
Von der Construction des econjugierten Durchmessers der Curve musste hier
aus leicht erklirlichen Griinden Umgang genommen werden, doch auf das
eine sei noch ganz entschieden hingewiesen, was man bei einigermafen ge-
nauer Construction sofort wahrnehmen kann: Es ist die Curve 2%¢31’
ein Kreisbogen, fiir den I/ das Centrnm € ist: lieBe sich der hier
fehlende conjugierte Durchmesser bestimmen, go wiire seine horizontale Pro-
jection an Lénge gleich 2.L'(, iibereinstimmend mit dessen wahrer Grofe.




Schiefe Ebenen schneiden das Paraboloid nach Ellipsen, deren Pro-
jectionen auf die Parallelkreisebenen Kreise werden. Khenen hingegen, die
parallel sind zur Umdrehungsachse, schneiden die Fliche nach Parabeln; eine
solche Curve kommt anch zum Vorschein bei Parallelbeleuchtung, da der
Beriihrungspunkt der zweiten Tangente, parallel zum Lichtstrahle an die
Parabel des Lichtstrahl-Meridians gelegt, diese "erst im Unendlichen beriihrt,
mithin sich eine Curve mit nur einem unendlich fernen Punkte ergibt. Es
wird sobin bei parallelem Lichte die Trennungslinie sich
auf die Parallelkreisebene stets als Gerade projicieren. —
Schnitte nach Hyperbeln kinnen entsprechend dem bereits Angefiihrten nie
erfolgen, auch schon deswegen nicht, weil ein zweiter Ast nie und nimmer
erhiilltlich wiire.

Fiir (L) gibt (a) den Schlagschatten des untersten Punktes...(u)...
und (&) ruft den wohl wieder nur construetive Bedentung habenden obersten
Punkt (o) hervor; es werden in der Riickdrehung dann wieder die Projee-
tionen von o und w einen Durchmesser geben (im Grundrisse gar eine Achse),
dessen conjugierter D, fihnlich bestimmt wird, wie im friiheren Beispiele. —
Bringt man den Schnitt des Kegels (Parallelkreis in e und Spitze L) mit der
gchattenwerfenden Linie in Contact, so findet man, dass die Punkte 4 und 5
es sind, welche ihre Schatien in den Parallelkreis fiir e nach IV und V
werfen; sie fallen bei genauer Construction in die sehon frither bestimmte
Kreisprojection der elliptischen Schlagschatteneurve. — Zur Ermittlung letzterer
kam hier ein Kegel zweiter Ordnung mit einem Paraboloide zum Sechnitte,
von denen man wieder aussagen kann, sie hiitten zwei gemeinsame Tan-
gierungsebenen, daher zwei ebene Schnitteurven; beziehungsweise schon eine
ebene Curve ... den Rand ., . als gemeinschaftlichen Schnitt, mithin noch
eine zweite ebene Curve zu erwarien, — Der leicht zu bestimmende Schlag-
gchatten auf die Projectionsebenen blieb absichtlich ganz unberiicksichtigt.

Sicherlich leichter, denn im vorhergehenden Falle, liefle sich hier
wieder auf ,eben“-analytischem Wege der ebene Charakter der Curven suc-
cessive nachweisen, doch kionnte dies den Rahmen des vorliegenden Aufsatzes
wohl iiberschreiten, weswegen der bloBe Hinweis auf die Moglichkeit dessen
an dieser Stelle geniigen wolle.

In Figur 10 ist die Aonahme so getroffen, dass die Selbstschatten-
grenze an dem einmanteligen Rotations-Hyperboloide (bei Central-Belenchtung
diesmal) eine Ellipse, der Schlagschatten des Randes aber auf die untere
Auflenfliche (denn einen Schatten ins Innere kann es hier begreiflicherweise
nicht geben) eine Parabel werde, u. zw. letzteres, indem der Lichtstrahl durch
a parallel gelegt wurde zu der einen Asymptotenrichtung, 7 ist der am meisten
links, » der am meisten rechts befindliche Punkt des Selbstschattens, 1 2 die
Sehne desselben im Kehlkreise, schlieflich 17 bei vorhandener Wahl der
Lichtquelle schon eine Achse. — b wirft den Schlagschatten nach B, a ver-
mige vorgenommener Wahl nach A oo, da die Hyperbel zum zweitenmale erst
im Unendlichen geschnitten wird; es gibt sohin einen unendlich fernen
Punkt, weswegen, wie schon erwiihnt, der Schlagschatten eine Parabel wird,
deren Scheitel B ist. Die Sehne 3 4 im Parallelkreise e ist nur controlweise
bestimmt mittelst des Schattens K, des oberen Randes auf die Ebene e, und
der Kreis K, ist dessen Schlagschatten auf zy; diejenige Sehne, welche
dieser Kreis mit dem unteren Rande gemeinsam hat, ferner die Sehne 3 4
und B projicieren sich fiir den Aufriss in eine und dieselbe Gerade. Aus
dhnlichem Grunde, wie bei Figur D betreffs des Punktes ¢ nachgewiesen
wurde, schneiden sich auch hier a” %" und B”3” in der Geraden I“#”, doch
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bleibt die Beweisfilhrung, als wohl umstiindlicher wie dort, weg. Die ellip-
tische Selbstschattengrenze bei parallelem Lichte bedingt aueh einen elliptischen
AuBen-Schlagschatten; hingegen erscheint bei einem Paare paralleler Geraden
als Grenze iiberhaupt kein Schlagschatten am Korper, denn jene beiden Er-
zeugenden befinden sich im Streiflichte®,

Figur I1 veranschaulicht den Schnitt zweier Rotationsfliichen, die
eine beriihrende Kugel X gemeinsam haben (nur denkbar, wenn
die Achsen sich schneiden), mithin anch die den beiden Berithrungskreisen
(K, auf dem Rotationsellipsoide und X, auf dem, dem Querschnitte nach
geraden Kreiscylinder) entsprechende Sehne 1 2, und mit ibr ferner noch die
in den Endpunkien derselben gelegten zwei Tangierungsebenen, weshalb anch
dieser Schnitt nach ebenen Curven erfolgt. — Versucht man hier die
Construction ohne Riicksicht anf das Vorkommen ebener Schnittlinien zweiter
Ordnung mitelst solcher Kuogeln (z. B. K,), welche beide Fliichen nach
Kreisen schneiden, deren Mittelpunkte also nur in O sein kinnen, so hegibt
man sich speeciell in vorliegendem Falle wohl auf ein Feld ganz bcfh-litom!vr
Ingenauigkeiten, wie die Schnitte P und p” gewiss genugsam klarlegen; es
ist also hier wieder von sehr grofiem Vortheile, iiber die Natur der zu er-
wartenden Curven frither schon ganz im reinen zu sein, was anch im Falle
einer blof skizzenhaften Darstellung von besonderem Werte ist, einer Dar-
stellungsart, wie sie ja im Leben des Technikers nicht selten vorkommt. —
Ieh verhehle mir nicht, dass ich bei Wahl anderer Rotationskdrper wohl ein
dentlicheres, ein zweckentsprechenderes Bild biitte bekommen konnen, doch
war mir darum zu thun, zum Unterschiede auch 'mal ein Ellipsoid zu bringen.

Die letzte Figur (12) zeigt das Bild des von mir angegebenen Modell-
kegels unserer Lehranstalt in einem Viertel seiner linearen Ausdehnungen, Es
stellt einen geraden elliptischen Kegel vor, der nach den zwei verschiedenen
Kreisen, ferner noch nach Parabel und Hyperbel geschnitten ist. Was die
ersteren anbelangt, so gibt die Krenzrissprojection in, der Deutlichkeit des
Aufrisses halber dort wieder gedrehter Stellung die -.utimfpmii:im(-nden
Lagen 12 und 3 4 jener beiden Ebenen an, u. zw. ist ’d” ||3 4, K"1"|| 1 2
gelegt, — K™ ist niimlich die Kreu?rlswmwtmn jener Kugel, welche in @
und b den Kegel beriihrf, sonst aber nach zwei Kreisen schneidet; Kugel
und Kegel haben fiir @ und & zwei gemeinsam hberiihrende Ebenen, sind
beide zweiter Ordnung, schneiden sich mithin nach Linien desselben Grades,
weleche mit Riicksicht auf die Kugel eben nur Kreise sein kinnen.

Der Kegel ist nach e7 parabelisch, nach fb hyperbolisch und nach
scd achsial geschnitten, doch nur ober ed, damit der von der elliptischen
Basis, dem sie in d beriihrenden Kreise cd und einem Stiick Kegelmantel-
fliche begrenzte Full dem Ganzen einen gewiszen festen Halt verleihe. Be-
ziiglich der Hyperbel-Asymptoten sei noch erwihnt, dass dieselben parallel
sein miissen zu sr und dessen Symmetrielage, dass sie aber ausgehen vom
gememmmon Mittelpunkte m, der Streckenmitte von fg (mt || sr). — Im be-
sonderen sei noch bemerkt, dass die Hyperhelsehne 5 6 den Mittelpunkt des
Kreises e¢d enthilt, und die Mitte der Parabelsehne 7 8 in der bereits ge-
nannien Symmetrie-Schnittebene cds des Kegels liegt. Es ist dies alles so
angeordnet worden, um das Modell, welches von der Firma fiir Modell-
Erzeugung ,Karl Grund & Sohn® angefertigt wurde, und der ich auch damals
(Janner 1879) gleich das vollkommen freie Beniitzungsrecht hinsichtlich
Wiederherstellung zugestand, zn einem moglichet praktischen zu gestalten.

Das Sc,hral‘ﬁel(n der Schatten bei den Figuren H; 8, 9 und 10 unter-
blieb, sowie auch das kraftigere Hervorheben der Resultatslinien, damit die
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Genauigkeit der einzelnen Schnitte und Beriihrungspunkte nicht darunter leide.
Achsen sind, wo es nicht ausdriicklich erwihnt ist im Texte, doch immerhin
in den betreffenden Figuren ersichtlich gemacht worden; hingegen blieben so
manche Controltangenten im Interesse der grifleren Dentlichkeit fort. Gerne
hitte ich auch noch einschligige Schattenanfgaben fiir Kegel- und Cylinder-
flichen beigefiigt, deren Durchfiihrung sich zuweilen unter den erérierten
Gesichtspunkten besonders zweckmiillig vornehmen lisst, doch musste ich mir
in Hinsicht anf wichtiger erscheinende Probleme so manche Beschrinkung
auferlegen.

Der Wert ebener Curven zweiter Ordnung kann nie hoch genug ge-
halten werden, die Genauigkeit ihrer Zeichnung ist jederzeit hdchstes Gebot
der Nothwendigkeit. Ich habe mich deshalb auch veranlasst gesehen, im Jahre
1876 schon die astronomische Elementarfigur*) die man leider
heutzulage allermeist noch immer nicht ganz in Ordnung gezeichnet findet,
in correcter Darstellung zu bringen ; auch fand ich mich bestimmt, im Jahre
1883 dieselbe Figur fiir unsere Schule als Wandtafel zu zeichnen (Durch-
messer 101 em), wobei ich in, zumal fir den Massenunterricht verbesserndem
Sinne, die verschiedenen Coordinatensysteme auch verschiedenfarbig behan-
delte. — Schon mein erster Programm-Artikel ,Die Winkelebene“ **) zeigt
in Figur 8 jene aufmerksame Sorgfalt, mit welcher ebene Curven zweiten
Grades zu allen Zeiten und an allen Orten behandelt werden sollen, sowie
ich auch seit Jahren im Freihandzeichnen-Unterrichte der ersten Classe stets
ein Blatt fertigen lasse, das sich nur aunf die Einzeichnung der Ellipse in
Rechteck, Parallelogramm, Trapez und Trapezoid — in steter Bezugnahme
auf den Kreis im Quadrate — alles nach mathematisch genanen, zum Theile
auch in Perspective zur Anwendung kommenden Principien, bezieht. Man
muss sich eben anch hierin vor Augen halten, dass _fiir die Jugend das Beste
eben gut genug ist, und dass man auf keiner Stufe des Unterrichtes sich
mit Niherungs - Constructionen, blofen ,Surrogaten“ begniigen darf, wenn
daneben meist unschwer zu bewiltigende, verldssliche, ihrem Wesen nach
unanfechtbare Darstellungen bestehen,

Auch will ich schlieflich noch ganz offen gestehen, dass mir nicht
wenig darum zu thun ist, neuerlich, u, zw. diesmal schriftlich darauf hinzu-
weisen, dass man in der dorstellenden Geometrie der Realschule ganz und
gar der ,neveren Geometrie* entbehren kdnne, ja, dass ich die vollkommen
feste Uberzeugung hege, es werde durch die friher ganz allgemeine, mehr
nriumliche® Behandlung des Gegenstandes, das Vorstellungsvermigen der
Schiiler (doch eigentlich gewiss einer der Hauptzwecke dieses Unterrichts-
aweiges!) unverhiltnismaBig mehr geweckt und geférdert. Ich folge hierin
bereitwilligst dem nachahmenswerten Vorbilde eines ungemein fleifig ge-
wesenen Mannes, des fiir unsere Wissenschaft leider nur zu frith verstorbenen
Herrn Rudolf Niemtschick, k k. o. o. Professor der Wiener technischen

*) Jahresbericht unserer Lehranstalt von 1876.
*%) Erster Jahresbericht der Teschner St-R.-Sch. 1874.
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Hochschule, meines mir unvergesslichen Lehrers, zu dessen aufmerksamsten
Schiilern ich in jener Zeit zdhlte, wo ich (vom October 1870 bis Febrnar
18?3) die Ehre hatte, sein Assistent zn sein. Gewiss, er war ein unentwegter
Vorkimpfer im Sinne des Altbewiihrten, unabliissig bestrebt, den Stoff wissen-
schaftlich zu bereichern (ein rithmlich' Zeugnis hiefiir geben seine schier
o zahllosen akademischen Abhandlungen); darum will ich aueh allezeit sein
Angedenken ehrend hochhalten und in seinem Sinne weiter wirken.
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