Die kirzeste Limie auf dem Paraboloid.

lie Gleichung konfokaler Paraboloide kann in der Form geschrieben werden :

1 A} 5 = ) 29 ie—
by, 1 A CHE )
Setzen wir voraus, es sei a, ag, und geben wir dem Parameter 4 Werte grisser als fg,
dann stellt diese Gleichung elliptische Paraboloide dar, deren Achse die z-Achse ist, deren Scheitel
auf der z-Achse liegen und die nach der positiven z-Achse hin offen sind. Liegt dagegen der
Weart des Parameters L zwischen az und —a,, so bestimmt diese Gleichung hyperbolische

Paraboloide, deren Achse die z-Achse ist und deren Scheitel auf der negativen z-Achse liegen.

Besitzt endlich

ler Parameter 4 Werte kleiner als a,;, so stellt diese Gleichung wieder ellip-

tische Paraboloide dar, die aber nach der negativen z-Achse hin offen sind.

Betrachten wir daher f(4) =0 als eine kubische Gleichung fiir A, und bezeichnen wir ihre
drei Wurzeln, die siimtlich reell sind, mit
e .:‘ J’

so sind ihre Intervalle bestimmt durch
+ o0 J’,| da f__. = iy = ;‘-:: - oo
g ist dann

f (A1) = 0 die Gleichung eines positiven elliptischen Paraboloids,

f (ks) = 0 die Gleichung eines hyperbolischen Paraboloids,

F (Ly) = 0 die Gleichung eines negativen |-]|i]11i.~'r]|<-u Paraboloids.

Um aus diesen drei Gleic

lngen x y z als Funktionen von A; 4 A; zu bestimmen, kinnten
Wir Ay Ae Ag in die Gleichung 1) einsetzen und das System

+ — 27 o) i i ]




o

nach x v z auflisen. Wir kiinnen aber auch sagen, da &y A s Wurzeln der Gleichung 1

dass in Bezug auf 4 die identische Gleichung gelten muss

Multiplizgieren wir auf beiden Seiten mit a; + 4 und setzen dann 4 = —ay, so0 erhalten wir

(L1 Fai) (de - a1) (As -+ a1)

In iihnlicher Weise erciebt sich

Setzen wir in

die filr x* und y? gefundenen Werte ein, so folgt:
28 = (A1 Aq | A2 Ag == 01)

sind,

Soll nun die kiirzeste Linie zwischen zwei Punkten. die auf einer gecebenen Fliiche liecen.

cefunden werden, so muss fiir den Bogen

Aus den Gleichungen

i L i
(A1 aq) (Re 4 24) (A 12)
) =
i il
2% = (A1 4 Ae + 8y = daF &

bestimmen wir die Differentiale dx und dy dureh Differentiation der Logarithmen der

ersten Gleichungen und dz durch Differentiation der dritten Gleichung, wir erbalten

2dx dd dis dl g

2dz = .i;. - r|,‘__. t |i,ﬂ-:|

Das viertache Quadrat des Bogenelements ds wird demnach:

heid

1

el



e . e .
1 '1‘-3 =81 ) s —=a1) (e + As) [Ag = HES|

Greifen wir aus dem Flichensystem 1. die Flichen heraus:
2 : v 2
Fx A oy 4 a,

und T '. - 2z hgi= [y

20 |-1|'_|_;5-.-||| die Subtraktion:
¥ o W2
(A1 + a1) (Ao + A1) (A1 - a4a) (Aa fg)
d, h. der Koeeffizient von 2d 4; dAy ist Null. In dhnlicher Weise folgt, dass auch die Koeffi-

zienten von 2dA; dls und 2 di, dis verschwinden miissen

Auch aus den Gleichungen 3) wiirde sich sofort ergeben:

X * o e fog By fg = A :

,,i - aq) (As 4 aq) ° (Ay 4 aa) (A 4+ a3) i i i A . A
und entsprechend fiir die beiden anderen Koeffizienten.

Differenzieren wir die Gleichung 2 nach 4 und setzen darauf bez, A=4,, A=1l:, L=

und |i:||||-1
a S e L) (Ag ) 3 (A
4 ds? = di, == - 4 di ' :
(Ay + 1) (A1 -+ Ag * (Ae 4 ay) (A + ag) by + a) (s + a,

Fiir das positive elliptische Paraboloid ist 4, konstant, demnach di, = 0 und




Es zoll nun s oder /"-'r gin Minimum werden. Diese Forderung ist dieselbe, die erfiillt werden

muss, wenn die Bewegsung eines einzelnen materiellen Punktes bestimmt werden soll, der sich

infolre eines anfinglichen Stosses auf einer gegebenen Oberfliche bewegt, ohne dass anders

Kriifte auf ihn einwirken. Jacobi hat in seinen Vorlesungen iiber Dynamik in dieser Weise die

Bestimmung der kitrzesten Linie auf dem dreiachsigen Ellipsoid durchgefiihrvt. Nach seinem Vor-
- -.|.-'.,, li,.‘,-

durch dg, 43, Aa = .I-l' s = —;— aus und erhal-

ten fiir 2T die Formel :

gange driicken wir die lebendige Kraft T

el Lg RIS 1 - (4 L) vk y
wobei M, P L e ; ; '

Hieraus bilden wir:

liefert demnach die partielle Differentialeleichunge

T 2 (he + a1) (4y + a, dW* /

| - 2 = ——i—1 | |
Lo — &q) (Ay Aa) Vode (A ,

! T T e e | L R I-'"|"|. . Ag T+ 8yq) As 4 as) [ oW 1
ader i - ) = | | | - - h (2 Ll
Ag A \ Gy 5 :

Digap !|:=|'Ii|_-|'- Differentialeleichune zerfillt in die beiden sewthnlichen Differ

(As + a;) (Aa + 84 |a‘\.‘|.
’ Ay \oha Z

Iie Konstante 7 1st, da Lo (43 4 () negativ, h aber !:--aili'.' seln muss, an

die Bedingung gebunden



Als vollstindige Lisung der partiellen Differentialeleichung 6) ergiebt sich nun:

Wi — L i III] . / _. Ai) (Aa + 8 / T [Ay Ay (As + ) L
e l : i Ao T 8y} [Ayg o) : Bhs ‘ 'f o ) I
oW

Hierans erhalten wir die Gleichung der kiirzesten Linie, wenn wir = const. setzen; es

¢ W | I I /r|.-'. g , = ."'._. |" i /‘“ l et A . l
'." : | (Ae 4 ay) (A = fla) Ao + _.:' o (&g = ay) (Ag + as) (g + :..::[

und daher die Gleichune der kiirzesten Linie auf dem |-|]:,|;Ti:~c-||‘-|! Paraboloid

Ay A

Onst I-i:’_ I 4 4y . o /Jh‘. ] . A iy
J h+a,) (A+ag) (A+p (A +Fn) (A+a:) A+ 05

Fiir den Woren s der |{I':'I'(f---f|'_!! |,i||:|- ||"-|:|"_ -lil""!'i |'|i_|- |".|-}f_i|-!|||||l:_- ab

imd demnach erhalten wir fiir die Linere des Borens

{.i; l ...‘- ._'}'! (4 :.- :Ill‘l : /l; ’ f : ;:-|3 II:.-:I:-::._.}

Setzen wir noch Ay = 0, so ergeben sich fiir die kiirzeste Linie auf dem positiven elliptischen

x 2z-= 0
.||
the Gleichuneen
[ Aodi : Ao s
) omi= -
|.-" ) lq AdAa | £ ] " |.lll A= Ag] EA - iy Ao = i
A M
¥ AL+ 5 /s 7 AL+ 5 i
: Cos / i . .
JVE(E+a,) (A4 ag) (L4 4) JVAL(A 4 a)) (A +as) (A+8)
Ks fragt sich, was die Konstante @ bedentet. Bekanntlich sind die Kriimmungslinien des




f
erhalten wir alle Kriimmungslinien, welche durch den Schnitt mit den

const. alle mit den nega-

151
Schnittlinien

Fiiride = @
hyperbolischen Paraboloiden gebildet werden, fiir /
Wir nennen die ersteren Kriimmungslinien der ersten Art, die

tiven elliptischen Paraboloiden.
letzteren Krimmungslinien der zweiten Art,
Nach Gleichung B) eilt aber fiir ein Bogenelement ds auf dem positiven elliptischen

Paraboloid
I fow dd i . '|.r‘.._| l
© 8 T M | i ;'!__ I

Lodgst =clie Aa) :
i-_.r’_. + 81) [As o+ Ra)

die Bogenelemente dss und dsg der Kriimmungslinien

und demnach fiir

/| *T L
folglich
] 'i" 1 li‘-..
/ R R e i i Ag) (A ?
3 I |"- =T £ (1=
ds?
[:'. YOI |r]|'|]:\,'|' Ao A also hende kiirzeste |.i]|5l iliilll" I._i': lll','| durch diesen i'll'lll{' |i:||!l|"||l|l"|
sich zun 909 ergiinzen: ist demnach o der Winkel, welchen das
m Linie

mt ds der kiirzs

Eriimmungslinien Winkel, die

HH',"'IE'""-‘ ient dse der |'.:|'|"[|||:1,|Ii||_!.'_-i§II-!-' arster Art mt

anschliesst, s0 ;__ril[
OO0 O, i .-;II (4 2
] {as
undd 9) — .'I = fa COS=( Loy 811 it
Die Konstante g bestimmt also die Richtung der kiirzesten Linie
Die Formeln 7) und 8) fiir die kiirzeste Linie éndern sich wesentlich, wenn wir a, g
werden lassen, wenn also das Paraboloid in ein Rotationsparaboloid iibergeht, dessen Gleichung:

X* 4 y* Aay To=il)
t. Nebhmen wir zuniichst a; und a. noch verschieden s0 knnen wir setzen




Lo + 7 = 8 — (apsin® g + ascosiq)
dis = 20y fla) SIin i COS 'lf.l‘

3 Ay i . iy SIN % + [ COS? i
dis , T - = 2dy l

+ a3} Ada + asz) (La 4+ &) g —(aysing ¢ + as cos?q)

Fiir a; = a: zeht die rechte Seite ifiber in
(3 0 | iy
&g |
@ ki
7

und die Gleichung 7) verwandelt sich in

const =

| B
—
—
_—
|
T
-t >
N
—
S
o
i

. ! i | Cedd A
ider 10) onst - 2 I T , .
il LU i .'-' a IJ|' [}I s !. T Il;

Um den Wert des zweiten Integrals zu ermitteln, setzen wir
Is + B :
B ader Ly = | 2
A g ' B

z0 dass sich ergisbt
<12 i g [ A = b o

setzen wir fiir u den urspriinglichen Wert ein, so folgt

e s g l; 8 - Ay - I -I
&

und Gleichung 10) geht iiber in




Die Ausdriicke der laufenden Koordinaten fiir die Punkte der Oberfliiche nehmen jetzt die

Form an

ag 18t algo i die Liinee rAMessen von der xz Kbene aus.

Der grisste Wert, den A; in 10) annehmen kann, ist Zg i bezeichnen wir fiir diesen

besonderen Fall die Lénge mit ¢, so 1st

const = 2 , 9 -Ii;t_ o

und die Gleichung der kiirgesten Linie

L 1 A I_a‘ IJ’

Die Richtung der kiirzesten Linie ist bestimmt durch die Beziehung 9, n cander Fo
schreiben kinnen

s g 3 :

oy P i

A ) Ay 4 0O
Nimmt 8 seinen kleinsten Wert an, g aj, 50 wird ¢ = 0 fiir jeden Wert von 45 mit Aus-
nahme von i3 = o= ay: die kiirzesten Linien werden Meridiane. sie fallen zusammen
mit den EKriimmungslinien der ersten Arvt. Niir i3 = = a3 wird te?e = =, @ kann jeden
Wert annehmen ; das ist aber selbstverstindlich, denn fii 1; = ap wird x ¥ z = 0, also
der Nullpunkt der Fliche.

[st 8 a3, 80 wird filr 1z = .'

|._.‘-:'” = OO oder i = 0o

die kiirzeste Linie beriihrt die durch den Wert 45 = — 8 bestimmte Kriimmungslinie der zweiten

Art; es ist demnach der in 13) auftretende Winkel ¢, die Linge des Beriihrungspunktes der be-

stimmten kiirzesten Linie mit dem Parallelkrei

B Ag = ¥,

Fiir die Bogenlinge erhalten wir aus 8)

l. . | F :;’.; 4 7 o
'_)r-"c .;’ I-‘L lrj' ) Illf j S s

und mit Benutzung des Wertes von ¢ in 10).

wo das Vorzeichen so zu withlen ist, dass 2(s —s,) positiv wird.

Benutzen wir wieder die Substitution




=0 wird

o

wobel der Bogen von A4, # aus werechnet worden 1st; es ist 2 (5 — Bq proportional dem

Boren giner rewissen Parabel.

|"'.i-'i| (H AT 'i|‘-':-'|: INEEer I:_f. ].:'n_ ]l 15t |I| |C";!'(' =ie |_E|:i|' ;!'.I'lll-!;| ||'--f:I?,::i'||-.||;|:';|.|i-|_-ini Vi !-

T | 11 1 [ Aoy : ST oy Bt T N
Greifen wir den speciellen Fall heraus = 1, oder & = 2a,, s0 reht Gleichunz 13

st Unendliche an; mit wiichst der Wi p iiber alle Grenzen Ly bi ~
I il irzeste Linie verli lemuach derart, dass ihre Projektion antf die xv Ebene
ne spirale vor vialen Windungen darstellt
W 1l LEILLE nr Bestimmi Ll [ kirzesten l 111 al 1o fBssen
CHleiel
L R i
Lrl I o 3
f A ’( Ao
| | 1 1 A | ] T I Aot 3 (A ]
i ] i
Der Wert, den 4 anneh lean ol iir diesen Fall muss 2 — i verden
1 ler | chunger 0: die kiirzeste Lin vird der Hauptsehnitt i d : bemn
Fiir # = a; un 1 s | 15) anch — v erden. Aus den Gleichungen
)] folet fir die rechtwinkli; Coordinaten dieses Punktes 4 / i
L) 1 H | =Hg ,_' =) | 1
i‘-'- sind aber die K wrdinatenwerte i i bheiden Nab 5!|III|.-.:I' tes  elliptischer arabolond 5
laufen demmnach die kiirzesten Linien, fiir welche die Integrationskonstante @ = a, ist, durch
einen der beiden Nabi i;u mkte. Der seithiche i:|,:|i!|':--'i||'i" in der vz Ebene ist Iii"_.l'l'l...'," dies

kiirzesten Linien, welche beide Nabelpunkte zugleich enthilt.




Wir wollen uns jetzt von einem Punkte 435 4, aus die beiden kiirzesten Linien, die durch
i o

die Nabelpunkte laufen, gezeichnet denken. Die Winkel, welche diese Linien in dem Punkte 15 i;

mit der Krimmungslinie der ersten Art bilden, sind bestimmt durch

so dass sich fiir ¢ ergiebt

das heisst aber. die Kriimmuneslinie der ersten Art bildet mit den beiden kiirzesten Linien gleiche

Winkel. Nun steht die Kriimmungslinie der zweiten Axt

|\,|||--| SCNIIesSs Aluch diesg |'\III||| NN ST B A A

im Punkte 4, 4, rechtwinklig auf der-

jenigen der ersten Art: i beiden kiirzesten

Linien gleiche Winkel ein und wir finden: Die durch einen
n die Winkel, welche die von diesem Punkte aus nach den beiden Nabelpunkten laufan-

Punlkt o] prtion Kriimmungslinien

halbi
11

den kiirzesten Linien mit einander bilden,

15) @& ay, s0 geht die Gleichung tiber in

Setzen wir in

Das doppelte Vorzeichen bei ginem der beiden Integrale ist erforderlich, um die Gleichung fil
n Zeichen zu withlen ist, ergiebt

die beiden kiirzesten Linien auszudriicken. Welches von

Dureh die beiden Hauptschnittsebenen wird die Oberfliiche des Para

zerlegt.  Wir ziehen die Linien in einem solchen Teile in Betracht:

N; und eiden Nabelpunkte und zwar soll N; diesem Teile angehtren; ist P der
Punlkt .u“_ so wird bei der Fortbewegung eines Punktes auf PN, 4. wachsen und 1, ab-

nehmen oder umgekehrt je nach der Bewesungsrichtung, dagesen

werden hei der ]'-I".'.-'__'IIII_'_. anf
PN, 1s und Az gleichzeitie wachsen oder abnehmen Fiir PNy haben wir demmnach beide Inte
rrale mit verschiedenem Vorzeichen, fiir PN. mit gleichem Vorzeichen zu nehmen

Beim Durchgange der kiirzesten Linie durch eine der Hauptschnittsebenen geht Zs aus
dem Wachsen in das Abnehmen und umgekehrt iiber

Beide Inteprale sind elementare; behufs der Inteeration setzen wir:

nnd erhalten fir das erste der beiden Inteerale



lisst s1el

In gleicher Weise

die Gleichung der lkiir-

demmnach const = (:

Fiir ds Ay = — a7 wird n'= gv- und

Bogenlinge wiirde sich erzeben

fripg = :
|" 1 4
3 OWID |'|'j;;|!f|':'|
oo A A
i) = ) ¥
R Ay 0

ginen positiven Wert, d.

AU elneg

kiirzeste Linie, so ist

4o der kleinste Wert, de

dichst mit wachsendem 8. Zichen wir

Wil

vl Horen von einem _\'.ulu-_| unfte aus messen.
Fs bleibt uns noch iibrig. die beiden Fiille
g ay und g a
nandalin 1-||| ,"_;|'.;iu'|:.-', vAll ||||t<-_r'-|||'|-|-||, wie -i|':“ dieselben unterscheiden, differenzieren wir

]

s S =22 oy |
nun von einem Puankte

! beilegen kinnen: fin




diesen Wert wird aber ¢ = 0; es beriithrt die kiirzeste Linie die durch den Punkt 4. Az gehende

i von Lo D18 Ry, 8O0 wiichst len .I|"‘-"Ill|'.l' III‘I."I'| des

Kriimmuneslinie der ersten Art. Wil

Is @ von Null bis zu demjenigen Werte ¢, nnter welchem die durch die Nabelpunkte N; und

N+ von As Ay aus gezogenen kiirzesten Linien gegen die Kriimmungslinie der ersten Art L. = const

coneiet sind.  Wiichst § weiter von a; bis Lo 80 mimmt ¢ zu von ey biz 90°%: es beriihrt fii

gz La diese kiirzeste Linie die durch den Punkt Z: 13 gehende Kriimmungslinie der zweiten

Art. Yu jedem & gehtren zwei Werte e die sich nur durch das Vorzeichen unterscheiden Hs

eilt demmach allgemein der Satz, dass durch jeden Punkt IP auf dem positiven elliptischen Para-

boeloid zwel kiirzeste Linien sezeichnet werden kinnen, die demselben Werte § entsprechen ; diese

Linien laufen in den Winkelraum (bez. Scheitelwinkelraum) N; P N. hinein, wenn ay, jedoc

n den Nebenwinkelranm, wenn g ay ist.  Die Kriimmungslinien hall

kiirzesten Linien

=
=

Die Gleichung 15) fithrt jetzt anf elliptische Integrale. Nehmen wir als untere Integrations

)
sl X Nste Mmog Wear ir- 4 1 | ) o |
[ Lo ) [ |

f |
1 - ll |
| | / | [ i 2
J ) ! /! i J
LU ATAT I 1 I 11 1 i I <11




Die Gleichung fiir die kiirzeste Linie nimmt dann die Gestalt an

g / (1—k%x)dx
const = = -
V8 (a; A (1 mx) ) x (1 X Ty

1 1
und wenn wir
= Fin-=q il = & 1
einfithren, so folg
| / / ] in2p) dy 3 /':] in2 ) da
I & I I 1 v Iy | - | 1 n sin B,
Il E 1 J 11 .-'lll Tl | | ¥ '
i teren Entwickelu | r nocl
19 / f it 4 { 1), »
! {1l

[ia lem ersten der beiden elliptischen Integrale dritter Gattune m ein nesativer echiem
131 ] lessen Wer V1 1E] ) 1t k | I, 80 8 en wi
= Sl am a
)
I il
L] 1 -—- =
iy
;
a7 - !
1 4
ff ™ '-:
! 84 —
il
)
J




nni daher

S} f2amu : " teama o amafamu I
- Gl = TR T (1l
VB (a o) 1l —m sin® am u 1 —k?sin? ama sin - am u

,_
-
xr
=
g
T
e

2ginama cosama o ama sin® amu ( L i)
oy c— di—u e @ (2 + Iz
] —k?sin?ama sin?u aa 2 @ (n+a)

von mit &a(a ;I'||I dasselbe iiber

na Sama Aamu ( 1, &u 1)
e = = 1| lo G (a g
< 2In-ama s =amn 4 2 & ia+a)

50 dass wir erhalten:

] I 2 amu i : | =) (1 i)
: i = g [ -

5 8 =) (1 a)

Dureh :_-‘-.'_.':EI'::I|I:.' ische Dif

teama - ama

ol I 42 am ! ] dlz &) 1 = (u i)
- Il =1 : o or
V 8 (a; s 1 m sin? amu |. VB (a o 1 S 9 £ Buta)

fs] || T | LOXRY a)

Der Parameter a ist zufolee
definiert durch

||I_ii': l




In dem zweiten Integrale

d COS® am v
e dv
[ R § flu] <] 1 Il 810 &1m v

n zwischen —1 und 20 wir setzen deshalb

n = k*sin*am (b + 1K)

S s Ay — B 1
sin?am (b4 1K) = ; — =

‘sin famb

sinfamb =
.|:
b =a und
n= k*sn*am a i K
pi T 8 — Ao
sin*am(a41K) = -
] &
9 . 3 - thq
cosfam (a4 iK) =
'3 s
e f;—8
te?am (a 4 1K) =
v} a
1 1
fPam (a+4+1K) = ;
k? sin am (a i K') cos am (a + iK' a
{fam(a+ 1K) Wi VB (a; |
und danher, wenn wir einstweilen a + 1 K = b setzen,
i . [ k2sinamb cosamb cos2am v
ay = i o Fi
¥ 2 (a ¥ Jfamb (1 K2sin®amb sin2am v)
Durch 1 hinati O (v b) it
e Rombinamon von mit ™y (1 apht as oben orwihnt TSI T Tntaoys
(v L 1) )) geht das oben erwihnte urspriingliche Intecral

k?sinamb cosamb cos? am v d 1 G (v—hb
b e i g ay = e g A
famb (1—k?sin*am b sin®am v) oh 2 2 &y +hb

Da aber ; M:I'“'

right sich




Dia Gleichung der

Da aber @) =




—

wir diesen Wert

1y

Setzen und den fiir Z(a +iK") gefundenen Wert in die Gleichung 20) der
liirzesten Linie ein, so erhalten wir
93) const = (0¥ [ %) 5] | 7 ] & .J 1 1) J..s y .!||,4..:|.| 'l
\ /B (a;—a2) 2 ° @Gla4+u) @la4dv)sinam(a+v
i€ oder wenn wir sinam durch @& Fanktionen ersetzen
o ! 1 @{a—u) @ (a—v)
const = ([u—w) t Z (a - 1 } E : - : e
V B (a, o)/ 2 7 fa+u) @ (a+v)
| Die Bogenliinge ist bestimmt duarch
| A
| = I A+ 2) di | I Lih+ &) da
| S T z = : . —
| JVARFa) (A +a) (A4 5) JVAA +a) (La)(A+8
I _.'-‘I a
Fithren wir statt 4. und 4; wiederum die Variablen x. und x: ein durch die oben henutzten
Substitutionen 18), g0 nimmt die Gleichung die Form an
5 >
an K B | 3 (9 - :t;_'/ X (1 —k*x) dx 9 /' (1—x)dx
2 ; — ; 3 . iy 2
i ) iy —ar f(1—mx)* Vx({l—x)(1 X J {1 —nx)? Vx(1—=x)(1—kx)
oder, wenn wir wie
L . LR
Xa sindep , X3 = sinZa
sptzen,
llI P
e TS 28 (F—ay {'ri!l g1 —k*sin*p)dp 4+ , [ (I—sin®y) duw
i a4 ] i t ) 1 msin =) * g AT 1 1 sin il £t
R -.II &
| ad / = Z(2a -f I I‘-JJI 2 (a 3 oy
| 5 f.]. g | 1 L S111= fll,l . I 1l —msin? ¢) f
| |
| 29 I ot - 5 . : o
= . » - ] 4
Il nsin ® b ey (1 —mnsin®wr) = A
die Integrale, deren Nenner die Form (1 psin?o)? besitzt. zu reduzieren, eehen wir aus
von der Tdentitiit
| u.i].r;' cos o Ao
1 P 8in
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| | 281Nt o - ps - P! n-d ) i ( E¥sm®e P
- [ T D
II:._{- k2(1—psin®e On—prt—3k 2nk 1—psinto 2(p—p+ K pk®)
; fi I ) i1
'I:'i'- J 1 ) 8N 2 4 2 ] p
= ,_Ill I p pf(1—p 02 (1—p 8in 2 ¢
& i a7 A : 1
= e ety T [ /
_f: 4 ]I'
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I f
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Setzen wir fidr p nnd o die .-||r.L|.|-...-i|.-|,.|.-|, Werte ein, so folet

-_’:ll 2
1(g—a msin= g )= Ay 118117 7 1
I ] il g : IiII[
! ) (1 m sin= g ,.rJ
i

I
—
i
-

Mit Benutzung dieser

1 i il y |r'
P15 )T | IR I | L [.l’.-l- df 1 { |
2 & . 1 ) 02
' Lif L | | 1 |'l 1
J l o | Hra ] I|! : I i
o e 1 f 1S 0 ,.".I. 1 1mn i | {1
il & nsin?i
Fiihren wir di 19) defin Grissen u und v ein, so wird
|
oy VG e Do J . S
A r 1
; : ' TR ‘ (v, a+iK
ila ] SIN | cosamt . rfa 1 i 1 T ¥ [ m v ‘,n \
] 11 S0 = d ik 1 T
Zufolea der Beziehuneen 21, 22, 28 lisst sich dieser Ausdruck zusammenziehen i
o QI AMm U oS amu L amu
2(s—s0) V3 W) + )+ E(r)—B (8 =
SIAMY COs an famy
Il a1l
Ks ist abe
sinamu ¢osam i of 1 Sim At i al
2 : l—nsin® an il

] i 1 L




sinamy cosamy amv ksinamv cosam v A amv sinZam (a 4 1K)
1 —IeZsin?am (a + i K) sin?am v

1 —mnsin? amv
= G(a; az) [4(v) 1Z(v—a—i1K) 3 fiv+a+i1K

Benutzen wir ausserdem die Relation

E{n) = = o + Z(u) -

so ergiebt sich schliesslich

2(8—s5,) T Finy Hs) = # |8z + (& F:

fu4v) 4 élf_il- o ]l".ulll a4+ 7 (n -+ a

||

Fiir den Fall # == a; wiirden sich dieselben Gleichungen erg nur die Konstanten witrden

sich #dndern,

|

Wir schreiten zur Bestimmung der kiirzesten Linie auf dem hyperbolischen Paraboloid

i

|
&
o

|“i‘|! llil“?" !I:"'

Paraboloid foleen hieraus fiir die kiirzeste Linie

- Pk 1] Y - 1 §r = (B f - 1 1 -1
ihre Bedeutung sie bestimmt die Richtung der kiirzesten Linie.
4 i 1 : 1 :
Aut de hyperbolischen Paraboloids liec m zZwel sich orthoronal
schneidende Systeme von Krtimmungslinien; A; = const. bedeutet die Kriimmungslinien. welche =

len gebildet werden; wir nennen
ert als Schnittkurven des hyper-

|-. v | 1 2 ’
araboloiden die Kriimmunes-




.J-!

linien der zweiten Art.  Ist @ der Winkel, welchen das Bogenelement ds; der Kriimmungslinie
der ersten Art mit dem Jogenelement ds der kiirzesten Linie einschliesst. so folgt
t 4+ Ay sin® o

28) bor 2 A+ B

8 = as geht die Gleichung 26) iiber in

di lz e + [ dls lu Aia
CONst = - : - ey
Ay + 8o A+ ay 2 g

A o
Nehmen wir As = ¢ an und setzen wir

i +c

= 1 e
so ergiebt sich
Ij' 1°dn Ay = b : v
GORSE = 1 ( [ n*d 1 o L= _||
) 1 1 uf) (1 m=u 21—~ (1—v%) (1 n v
L . L) 4 LS P
1 i

1 +u L 4+ 1
ader 29 const o

+ IV
= - = n lg
1 i | :

-

1 4+nv
[ieraus folet

1
aber, dass, we

A1 = const = fig

nn die kiirzeste Linie durch den Anfangspunkt
sein muss; zufolge 3)und 28) wird in d

iesem Falle die kiirzeste Linie der vertikale Hauptschnitt,

Die Gleichung, welche sich fiir § = a; aus 26) durch Jnteeration ergiebt, kann sich von
29 unterscheiden und es muss die durch den Anfangspunkt laufende
iirzeste Linie zusammenfallen mit dem seitlichen Hauptschnitt.

e >
Fiir § =
restalt an

nur in den Konstanten

]

Ao nimmt 26) die

: ' ] e 1
const = Ig |\T 4




3

1 il I £}

e mghen aus diesen
e |
i

1

§ | P L] Ty
jehneten Kritmmungsl

Winkel der beiden von

zontalen Hauptschnitts,




e o = /

zotchnete Krimmungslinie

wachsendem 2 der Winkel ¢ wiichst. Lassen wn demnach von éinem

kte 4, A eine kitrzeste Linie ansgelien, so wird zufolge

Pankt &, 1y pe-

} 1. der Winkel @ =0: die kiirzeste Linie berithet die durch den

ersten Art. Wiichst # von Ly bisi—Ay:

\'.'-':-'||-'|: die beiden duorch den

s nimmt der absoluts

| . e J
||\.||I\: At Ae FENOEN

Wert von e #zu bis zu de ieen Winkel e,
n Geraden mit der Kriimmungslinie der ersten Art bilden; wiichst schliesshich 5 von /
Lo g0 nimmt e ozn bis 90° gnd in diesem Falle g = i heriihrt die kiirzeste Linie

Kriimmungslinie der zweiten Art.

de Punkte A, Ly zugel

Jede der Kritmmungslinien, welche durch den Puar L1 kg pelegtwerde nnen, besteht an
wei eetrennten Zweizen: diese schneiden sich in vier Punkt P, P. Py P, von denen jeder
i1 Juadranten liect. Essollen Py Pe auf £, = const,, Py Py auf 4, = const sich vorfinden. lig

ichen Haupt-

lureh die Punkte Py und P; pehenden geraden Linien trefien
hnitf v dass ein unebenes Vierseit entsteht.  Hiir & ausgehenden
@ nin dieses Vierseit (bez. Scheitelvierseit) hi nd Py entspre-
! Ues Yermikale II.I--i !-I':|||E = ,:_.! byl 11
LS 1 11 ZS in Linien | 11
el e gehiren. m Vorzeichen
m e Linien den, die dem-
UTH LS el
\ h das Vorzeichen
ang i [ Puankts
W chize wachsen oder abn o1 30}
11 noound Asx dabnenmen oder 44 =
1 M ' v 1 | bk ab waltel u beachten lass | Durches e der kin ‘11
@Al I 1 g, hi seitliche Hanptsel sehene, Ag bez A aus dem Wachser tla
LOnelm meegenr beroeht
Nach d Batra chreit vir zu tur Behundlung des i
I. i
1 i aderim. A ¢ annehmer Om die elliptischen Integrale 26) a lie Normalfi
brineen., fihrer I stat i J 1 a Variab i gin durch die B 1L
: 1. 1 il / il
10 .
|I ll i 4
[} rd d (3] it | 1
il




oder wenn Wwir
X1 = S0 Xz = Sin®
einfithren
i
L&} { ||4'! |; e ! |i4!
CONsy = = - ; 35 o e
J(c—as) (a4 A Jaq Vi« As) (& Al i1 msin = ¢p) 4 g
1 —
{| L I.
[ (x a.) (a 2y 1
Da sowohl m als n grosser als 1 sind, setzen wir
31) m= k®sin?am({a 4+iK’) , n k*sin*am (b 4+ iK
i 19 : o e 1 i a, . R 1
: S =kfsin*am(a+iK) - . - k%sin®am (b +1iK — -
a,—~ in?ama | sin? am b
. 4y —B :
sl - ama = ; n= am b
! s a
] fl : A \
COs= Ama = 5= 4mon
oo — 7
i 3 ( \
FE A = - 2 i 1 0 =
L i 1 il
o] :
f=ama = - f mhb = . N |
[ i | i ]
feram a I [ ! ' o am b 7} (a 1
{f ama P—ue f am | 1
Setzen wir noch
g -
“d o Ay
32) F = u und [ |
irrr g = {1l
g0 eroiel zich
2 9 | fo a1 \
I i teama o
const — = G - | : IT (u, a Z-'|\Il
I/ (e v (A 7) ! Aa | ) fam : /
ay— i b :
L — ¥ [T (v, b+iK'))
T 1 (¢ fa) (24 8) \ faml
der
Aa aq el sy
N8t = : 1 V I (u i K IT(v. b4+1K)
¥V (c—=asq) (a 7 V(c—a l 7)
oder iy
: I:'|I ; _._j-,;”“ 1l sinam (1 Y]
CULBL = - 1 ITiu, a) « IT (v.h) +4
1/ (i ig) (Ry— ) sinam (a -+ u) nam (b |




O

]

Aus der Beziehung
: i : COsE &1 u
=1 @ _l'\ 1] = sl coamu =
A amu

geht aber hervor, dass
Ch i cos<amb hy— % L
sin®am (K—h) = - = . = gin®ama
f2amb f1—as

oder I b = g
cesetzt werden kann. Die Transcendente I7 (u, a) geht demnach iiber in

; k2sinamb cosamb ! fam (b—u)
IL | 1. I - Y= {11, I -+ — _:II i b i
drs i At ) famb ! 88 dam (b4 1)

'] !
c—Rf ) Aam (b—u)
= I1 {iLE S Iy e - E u—1%1ls : !
V.[c—as) (ag—fB) B fam (b + u)
nnd da
1, Sinam E—h—n | ~cosam((b—u) . . Aam (b—nu)
= ginam (K b uy 2 cosam(b4+u) ° ® am (b4 u)
: e . A cosam (b—m) sinam (b—v)
o) const = I (u. b) 4 If{v.b + 1 lg : b :
- cosam (b 4 u) sinam (b + v)
ode

| St A i @ (u—h) Gy b) cosam(b—u) sinam (b—v)
const = (11 4+ i(b) 4+ 4 le e, Jih J
“E Gu+4b) G(v 4 b) cosam(b -+ u) sinam (b + v)

Driicken wir sinam und cosam durch die Jacobi’schen Funktionen @; und @; aus, so erhalten

wir schliesslich fiir die Gleichung der kiirzesten Linie

Gs(b—u) @y (b—v)

a4) wonst = (<4 v) ZAfb) 4+ 1
CONSst 1 = 1| B . (h 3 ) !_JE By

Die Griisse b ist definiert durch

wilrden die Substitutionen

- 3 —= Ly + 4 a ] i i
FaHi ] Xy i = g = 2
5 —a / 3 a; Ay +a
zu dem Resultate fithren
. @ a—u) Gafa—y
ot const = (w4 v) £({a) 4 lgr

Die Parameter a und b sind durch die Beziechung verbunden
sin*ama + sinfamb = 1
Wird 4 @2, s0 haben wir in 34) nur # und as zu vertauschen, wihrend fiir § > a; dieser

Pausch in 36) zwischen 2 und a; einzutreten hat.




Die Bogenlinge der

26

kiirzesten Linie wird in den Specialfiillen

9 —
IJ i

n allen iibricen Fillen dagegen sind die Inte
nimmt die Gleichung 27) filx

und I'; =

ale ellip-

9 .

fa

iy 4 |

durch elementare Integrale ausgedriickt, 1
tische: wir werden nur diese weiter entwickeln. Fiir ¢ > f B2
die Borenlinge durch die Substitutionen 30) die Form an
r X X —_
I'JI 1 ; o x y : dx
P r { I-JI -} ] fa | : -
V(e—as) (a1—§) | (1—mx) YPx(l—=x)(1 k*x) (1—mx)® Px(1—x) (1—kx)
L 11 < : X , i
: (—p) — ] )
1 (e—as) (a1—f) [|’_1—||\_-'| % (1—x) (1—Kk2x) ["- nx)? ) x (1—x)(1—k?x)
L (4] .|
1 -l 1 1a = Lk Aa) (A 8
m = v 1 = ~ % = S
) —-_-"JI ” { La i I'JI C tha
oder, wenn wir einfiihren
X, = &in i xg = sy
e ”
; ||J| i Ill‘
28 Y(c—asz) (a1—f) = 2 (f—naq) [0 2) | i + 2 (#—aa)* : 'r
' (1 m sin g} y : {(1—m sin? i 1y
q {
3 3 i d i " y ] d
o VA C) [ 3] —— T ) - -
T J (1—nsin2al) Ay T (1 nsin 2 ) 2 N |
Mit Benutzung der oben abgeleiteten Beziehung
(] L i
—]'l?" 1) !.[" 1) ] i singeosa g Iz ® 1 1 Illll’ 1 I / \
o i o = o 3 A
P ; (1—p sin*a)? da l—p sin= o l'.p- pl | do D
i
) (2—p) + E?(2p 3 i
P (1—psin*eg) da
o

3—as) (—a1

: e
o1 (5]

1 sin? i) =

iq

—(my—8) (c :1_-|] fip dg T (c—asa) (21 .‘_|] fafr d

= SIM if 1'4-:-':; 1y
E 1 m 8in ® ¢

Vi =

e RilJ

rf,l |_|'JI ta

far

sin ) cosl
n sin 2

dg) T

(ay—g) (&4



iF

oder zufolge 31) und 32)

: . J(c—as) (a4
25 Yle—as) (aa—F) = (f—az)(—m—as +C+ B == q—as;
' /{e—as) (ay
=+ (a4 Cl{ay + as—0C 'r'!l: v — VL -
: Eati B G
+ (a1 —B8) (A—asz)u + (c—as) (8 —c) v— (& —F)
. ] gin am 1 cosam u 4 amu P y .8
+ (C—H83) (A — 83) = == (A3 — ) (8 LR
; 1—m SIm* amnu
Durch Reduktion von
IHua+iK) und II(v,b+iK) auf II(u, a) und
ereigbt sich
25 VY (c—a) (aa—p) = Yie—as) (a—f) (Ar+az—¢ ) (\Hlll__ i)
I 1 . smmam(a—u
2 2 ginam(a+ u)
e 8 (g ) 4 (e—a) (ag—c) v (a3—3) (c
sinamu eosamu 4 amu a
e HERIE: S i Z i + (8—p ) |fi—Ha)
1 m sin ?am £
Krsetzen wir noch a durch b—K, so folgt
28 Yle—as) (s —@8) = V{c—a:) (a1 —pf) (a1 +a: —¢C @) | Hub)
1 cos (b—u) sin (b—u)
le I o : \- [6—fa) (B4 ¢l (u+4wv) \ay i*)
2 2 pos(b+u) sin (b<4u) | ;
sinamu cosamu < amu

+ (&

+ (C—fa) (i —Ae e
1—m sin"amu
2 V(e—as) (ap—8) (83—8) = (e—az) (a1—e) (2-FT) — (M

: .sinamu cosamu amu
+ |G Az) (41— =) 1

gy + (a1 — ) (ay
m sin ? amu

Fg ist nun
sinamu cosamil < amu

(c—aa) (A1 —B2) i = (e—as)(a—f) —-
1—m sin*amu ) : -

&) ':'/.-,11) ZLia—a

ap) (f

sinamv cosamy < amv :
a3 = (c—aq) (ai—f)

[ay—&) (a e
! y 1—nsin?amv

B 1 u,a +iK))

(v, b +iK))

(e—as)E(u) + E(v))

sinam v cosam v < amy

1—n sin® am ¥
IT (v, b)

II(v,b)

1 sinam (b — v))
2 P ginam(b + ¥v)/

) (B + E@)

ginamy COSamy

3) (a—=as)

g)c

fa )

Adamv

1—n sinfam v

-

L T(v,b)

(e Aa ) | 14 { nl -+ Ei(v ) :|

ginamv cosamv Aamv

1—msn® amv

as) |E(u)+ E(v)|

sinamv cosamv Jamy

1—m sin®amv

k2 sinfam (a8 + 1K) sin2amu

iK')

i—k*

1 L
—Z{u+a4ik)]

inamv cosamv Sdamv sin‘am (b + 1K)

gin ? (b iK' sin®amv

= (c—as2) (a1—5) l'?,[\-) — 314 (v—b—iK) — 31 Z(v+b+1 K) |




so dass wir erhalten, wenn wir noch an Stelle der Transcendenten E(u) nnd E(v) die Funktion Z

pinfiithren

] £ 1 ' b A o
: i 5] \ { I N : Lol | ; ay | 7oy : I L lighogs

) ' S .|I..|| ) (a;—) K }.n 3 5 (81 g 'I.-",_.l a-—iK') + Z{udad-iR
S / 2

+ B(v—b—iK) + Z(v4b+iK)| ~

Nir die anderen Werte von 8 wiirden sich die Resultate nur in den Konstanten unterscheiden.

]

Um die laufenden Koordinaten der kiirzesten Linie in dem Falle ¢=>f>a; durch die
Variabeln u und v auszudriicken, fithren wir in 3) die Grissen x; und xy an Stelle von 4,

ind Ag ein; dadurch gehen diese Gleichungen iiber in

i H1 | A1 { (1 X)X
¥ —
c—4 (1 mxy) (1 I

- (a;—aa) (f—as) (c—a X1 (1 —2xa)

LS a g (1 I Xy 1 I X,
i : | v

2% ¢ = |[& H |
l—nxs 1 I X
Ks ist aber
X1 = sin*amu, 1 Xy = COS*amu, Xg = ginfamy, 1 Xg = COS*amy

(1—mx;) (I—nxs) = (1 —k*sinfam(a+iK) sin?amu) (1—k*sin®*am (b4+1K")sin®am v

Benutzen wir die Beziehung 3
@) (@(a))? & 4 Glu—a
@ (v) =k LI n=amu
a0 wird .
Bu+atill’) @u i iKYy @(v+Db+ik) @v—b—iK .
(1—m=x;) (1—nx3) = e - ; ! - @0
@) @ a+ i) @*v) @b+ ik
G(ad+u) G (a—u) & (1 vl &y (h—
E [ORT(H
Gi(a) @2(h) @(u) G (v
&.(u+ bl &, ( (v 4= by @& ([ |
s s (11 J' 11 ) A8 - D IR ) G40
&3 (b) @3 (b) &%u) &
Wir erhalten demnach fiir die laufenden Koordinaten die Werte
d : oy ¢)= =2 by &2{b) @*(n f-jl
: 2} @K) @20) Ga(ud+b) Gulu—0b) & (v+b) & (v—b)
(g as) (e #:)2 @2 (h)y @b @i (n) G(v)
T {e—@) Gy (K) @H0) @uu+b) Ba(u—Db) Gy (v+b) G (v—Db
iy 3) (e—ag) (&3 (b)Y @2 (v) & (u-+b) G b)— &2 (h) @2 () @ (v+hb) & (v
[ s = ! s 4
S c—pf) G(K) @ (u+b) & (u bY @ (v+h) & (v b -
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