
Die kürzeste Linie auf dem Paraboloid.

.Die Gleichung konfokaler Paraboloide kann in der Form geschrieben werden :

1) f (A) = + y > — 2z — A = 0
a x -j- X- a2~l~A'

Setzen wir voraus, es sei a! > a 2 , und geben wir dem Parameter A Werte grösser als —a 2 ,

dann stellt diese Gleichung elliptische Paraboloide dar, deren Achse die z-Achse ist, deren Scheitel

auf der z-Achse liegen und die nach der positiven z-Achse hin offen sind. Liegt dagegen der

Wert des Parameters A zwischen —a 2 und —a l5 so bestimmt diese Gleichung hyperbolische

Paraboloide, deren Achse die z-Achse ist und deren Scheitel auf der negativen z-Achse liegen.

Besitzt endlich der Parameter A Werte kleiner als —a l5 so stellt diese Gleichung wieder ellip¬

tische Paraboloide dar, die aber nach der negativen z-Achse hin offen sind.

Betrachten wir daher f (A) = 0 als eine kubische Gleichung für A, und bezeichnen wir ihre

drei Wurzeln, die sämtlich reell sind, mit

Ii ^>A 2 >¿3,
so sind ihre Intervalle bestimmt durch

+ c» >■ Ii >> — a 2 >A 2 >— ai > A 3 >>— oc
Es ist dann

f (Ai) = 0 die Gleichung eines positiven elliptischen Paraboloids,

f (A 2) = 0 die Gleichung eines hyperbolischen Paraboloids,

f ß 3 ) = 0 die Gleichung eines negativen elliptischen Paraboloids.

Um aus diesen drei Gleichungen x y z als Funktionen von Ai A 2 A 3 zu bestimmen, könnten

wir Ii A 3 in die Gleichung 1) einsetzen und das System

-| L 2z —A k = 0 k = 1, 2, 3
P At a 2 p A
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nach x y z auflösen. "Wir können aber auch sagen, da Ai A 2 A 3 Wurzeln der Gleichung 1) sind,

dass in Bezug auf A die identische Gleichung gelten muss

os x 2 _a 7

Zj ai + A + a 2 + l A ~ (ai + X) (a 2 + 1)

Multiplizieren wir auf beiden Seiten mit ai + X und setzen dann X = —ai, so erhalten wir

x 2 (^1 + a i) (/12 + ai) (A3 + ai)
a 2 — ai

In ähnlicher Weise ergiebt sich

(Ai + a 2 ) (A 2 + a 2) (A3 -f- a 2 )

ai — a 2
Setzen wir in

Y 2 y 2
-4^- + , —2z —Ai = 0
ai + Ai a 2 + Ai

die für X 2 und y? gefundenen Werte ein, so folgt :

2z = — (Ai -)- A 2 -f- a 2 + A3 + ai)

Soll nun die kürzeste Linie zwischen zwei Punkten, die auf einer gegebenen Fläche liegen,

gefunden werden, so muss für den Bogen s

äs - 0
sein. Es ist aber

Ab

Y z =

Aus den Gleichungen

ds 2 = dx 2 + dy 2 + dz :

2 (Ai ai) (A 2 -(- ai) (A 3 ai)
eil

ß\ v 2 _ 0i + a 2 ) (A 2 a 2) (A3 + a 2)
ai —a 2

2z = — (Ai + A 2 + ai + A3 + a 2)

bestimmen wir die Differentiale dx und dy durch Differentiation der Logarithmen der beiden

ersten Gleichungen und dz durch Differentiation der dritten Gleichung, wir erhalten

2dx _ dAi | dA 2 dA 3
+ ï rxr +

X Ai + ai A 2 -j~ ai A 3 -j- ai

4) 2 dy _ dA i dA 2 , dA 3
y Ai + a 2 A 2 + a 2 ^ A 3 -f- a 2

2 dz — — (dAi -p dA 2 -p d A 3)

Das vierfache Quadrat des Bogenelements ds wird demnach:

4ds2 = Al * ((I7W2 + (ITW2 + 1

+ CUs ((¿4mÖ 2 + a 2 +a2) 2 + 1
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2 f X ¿ y ^

+ dÀ3 (jÂT + iô* + Ha)-' + 1

+ 2cUl dÂ2 ( (h + ai ) ßy+iy + (Ai + a 2) (A 2 + a 2) + 1

+ 2 d /ll d 7o3 ( —Tr. — r—-V + —7q . T ,~X 7 7- + 1
y (Ai + ai) (A-3 + ai) (Zi + a 2) (A3 -{- ag)

fx 2 y
+ 2(Us dÂS ((A, + ai ) (Â8 + ai j + TAT+^WW + 1

Greifen wir aus dem Flächensystem 1. die Flächen heraus:

x 2 y 2
r + - j ' 2 Z À 1 — 0Ai + ai Ai -)- a s

X 2 y 2
und -j ------ + tj— - .i — 2z — A 2 =0

A 2 + ai A 2 + a 3

so ergiebt die Subtraktion :
Y « y 2

* +1 = 0
(Ai + ai) (A 2 + ai) (Ai + a 2) (A 2 + a 2 )

d. h. der Koeffizient yon 2d Ai dA 2 ist Null. In ähnlicher Weise folgt, dass auch die Koeffi¬
zienten von 2 dAi dA3 und 2 dA 2 dA3 verschwinden müssen.

Auch aus den Gleichungen 3) würde sich sofort ergeben :

+ „ - + , . + 1 = + " +1 = 0
(Ai + ai) (A 2 + ai) (Ai + a 3) (A 2 + a 2) a 2 — a L a x -— a 2

und entsprechend für die beiden anderen Koeffizienten.

Differenzieren wir die Gleichung 2 nach A und setzen darauf bez. A = A x, A = A 2 , A = A 3,
so erhalten wir

X 2 4. 1 (A 2 — Ai) (A 3 — A 2)(Ai+ai) 2 (A\ + a 2 ) 2 (ai + Ai) (a 2 + A x)

X 2 y 2 . (A3 - A,) (Al - A 2 )

(A 2 + ai) 2 (A 2 + a 2) 2 (a¡ + A 2 ) (a 2 + A 2)

X 2 y 2 , h „ (Ai — A 8) (A 2 — A 8 )

(A 3 + ai) 2 ( A 3 + a 2 ) 2 (a 1 + A3) (a 2 + A3)
und daher

4 fjc.2 _ r-n 2 ( A 2 — A x) (A 3 Ai) 2 (A3 A a ) (A t A 2) 2 (Ai A3) (A 2 A 3)
1 (Ai + ai) (Ai + a 2 ) 2 (A 2 + ai) (A 2 + a 2 ) 8 (A 3 + a t ) (A 3 + a 2)

Für das positive elliptische Paraboloid ist A t konstant, demnach dAj = 0 und

fi\ J,a _ 2 (A a — A t ) (A 2 — A 3 ) „2 (A a — A x) (A8 — A ä)
O) _ CU 2 ^ + ^ + ^ + <U, ^ + ai) ^ + a ,)

1*



Es soll nun s oder j ds ein Minimum werden. Diese Forderung ist dieselbe, die erfüllt werden

muss, wenn die Bewegung eines einzelnen materiellen Punktes bestimmt werden soll, der sich

infolge eines anfänglichen Stosses auf einer gegebenen Oberfläche bewegt, ohne dass andere

Kräfte auf ihn einwirken. Jacobi hat in seinen Vorlesungen über Dynamik in dieser Weise die

Bestimmung der kürzesten Linie auf dem dreiachsigen Ellipsoid durchgeführt. Nach seinem Vor-

dX d/l,

gange drücken wir die lebendige Kraft T durch A 2 , Ii3, A' 2 = ¿'s = airs und erhal¬

ten für 2 T die Formel :

2T = ~ (Mg I'] + M 3 A'*)

wobei M — (--* ^i) (^2 ^3) M (^3 ^l) '^8 ^2)
(K 2 + a i) (A 2 + a 2) (A 3 -f- ai) (A3 + a 2)

Hieraus bilden wir

dT _ 1 , _ dW dT _ 1 , _ dW

di\ - 4 2 2 ~~ diz dr 8 _ 4 3 3 _ dA 3

y _ 4 dW y _ 4 dW
2 ~ M¡ dig' 3 ~ Ws dT 3

_ 4 fffWV 4 YdWV

M o ^dAgJ + Ma \dl 3)

Die Gleichung T = h

liefert de2unach die partielle Differentialgleichung

m _ 2 (A 2 + ai ) (A a + a 2 ) fdWV _ (A3 + a t ) (A 3 + a 2 ) /dWV _

_ (A, — Ai) (A 2 — A3) \dA 2 J + (A 3 —Aj) (As —Ag) l^dAsJ "

0d6r 6)

Diese partielle Differentialgleichung zerfällt in die beiden gewöhnlichen Differentialgleichungen

(A 2 + a t ) (A 2 + a 2 ) f dWy h n os

ÄT=TT ~ VdüJ = 2 + ß)

(A3 + a x) (A 3 + a 2 ) fdW\ 2 h .
= 9 (A3 + p)

A 3 — Aj ydA

Die Konstante ß ist, da ^ (A 2 + ß) positiv, ^ (A 3 + ß ) negativ, h aber positiv sein muss, an

die Bedingung gebunden

A 2 + /? ^> 0 , A s + /i <( 0

— A 2 <; /Î •< — A 3



Als vollständige Lösung der partiellen Differentialgleichung 6) ergiebt sich nun :

W = ypi ( f AI, l /iji — A j (A g + ß) + i dls t / (A,8 — A t ) (A 8 -h ß) I1 J ' (A 2 + a i) (A 2 + a ä) J ' (A 3 + a l) (A3 + a 2) J

Hieraus erhalten wir die Gleichung der kürzesten Linie, wenn wir = const, setzen ; es
ist aber

3W = yjh\..U s y 1 l ~ l \ r r rm + f dls V Xs ~l J " (/«2 + a i) (^2 + a 2) (^2 H~ ß) J *Bß - * (A 2 + a x) (A 2 + a 2 ) (A 2 Ar ß) J ' (A3 + a x) (A3 + (A3 + ß)f

und daher die Gleichung der kürzesten Linie auf dem elliptischen Paraboloid

K ^8

const = f dl ]/ ^ h 4. ( dA ]/ A A x
J ' (A + a i) (A -|- a 2) (A + ß ) J r (A -p a i) (A + &2) (A 4* ß)

Für den Bogen s der kürzesten Linie leitet Jacobi die Beziehung ab

1
s = W

~j/2h

und demnach erhalten wir für die Länge des Bogens

K L

/(X Xj (/. -h ß) \= 1 I in 1/lEEffi+fi + in 1 A
2 I J y (A + ai) (A + a 2 ) J V i(A + a x) (A + a 2) j

Setzen wir noch A x = 0, so ergeben sich für die kürzeste Linie auf dem positiven elliptischen
Paraboloid

X 2 Y 2_ _l_ :r 2z = 0
a x a 2

die Gleichungen :

K KL dA P A d Ar k dA r
7) const = / — +

J yi (A + a x) (A + a 2) (A + ß) J "|/A (A + a 2) (A + a 2) (A^+ ß)

" s

8)
f A (A + ß) dA ^ j' A (A + ß) dA

J ~|/A (A + a x) (A + a 2 ) (A + ß) J ]y A (A + a x) (A + a 2) (A + ß)

Es fragt sich, was die Konstante ß bedeutet. Bekanntlich sind die Krümmungslinien des
Paraboloids

X 2 y 2- + 'h 2z = 0
cl^ ci 2

die Schnittlinien desselben mit dem Systeme der dazu konfokalen und orthogonalen Flächen

X 2 V 2+ 2z — Ak = 0 k = 2, 3
a i + At a 2 + A•k



Für /L — const, erhalten wir alle Kxiimmungslinien, welche durch den Schnitt mit den

hyperbolischen Paraboloiden gebildet werden, für A 3 = const, alle Schnittlinien mit den nega¬

tiven elliptischen Paraboloiden. Wir nennen die ersteren Krümmungslinien der ersten Art, die

letzteren Krümmungslinien der zweiten Art,

Nach Gleichung 5) gilt aber für ein Bogenelement ds auf dem positiven elliptischen

Paraboloid

4 ds 2 = (A s — A3)
A a dA,

1 (A 2 + ai) (A 2 + a 2 )

und demnach für die Bogenelemente ds 2 und ds3 der Krümmungslinien

a ^„2 _ A3 (A 2 — A 8) dA 2
(A3 + ai ) (As + a 2 )

As dA g }
(A3 + ai) (A3 + a 2 ) I

Aus 7) folgt aber

4 ds

A 2 di;

A 2 (A, - A 8) dA»

(A 2 + ai) (A 2 + a 2 )

A3 dA

(A 2 + ai) (A. + a 2 ) (A 2 + ß)

folglich

4 ds.T

(A 2 — A 3) (A 2 + ß)

(A3 + ai) (A3 + a 2 ) (A3 + ß)

4 ds»

(A 2 — A3) (As + ß)

- ß = A3 ds g + A3 ds¡
ds 2

Die vom Punkte A2 A3 ausgehende kürzeste Linie bildet mit den durch diesen Punkt laufenden

Krümmungslinien Winkel, die sich zu 90° ergänzen; ist demnach a der Winkel, welchen das

Bogenelement ds 2 der Krümmungslinie erster Art mit dem Bogenelement. ds der kürzesten Linie

einschliesst, so gilt
dso

= cos«,
dSg

= sin a
ds ' ds

und 9) — ß = A 2 cos 2 « + A 3 sin 2 a

Die Konstante ß bestimmt also die Eichtling der kürzesten Linie.

Die Formeln 7) und 8) für die kürzeste Linie ändern sich wesentlich, wenn wir ai = a 2

werden lassen, wenn also das Paraboloid in ein Rotationsparaboloid übergeht, dessen Gleichung:

X 2 + y 2 — 2 ai z = 0

ist. Nehmen wir zunächst ai und a 2 noch verschieden an, so können wir setzen

A 2 = — (ai sin 2 cp + a 2 cos 2 cp)

Es wird dann A 2 + ai = (ai —a 2) cos 2 cp

A 2 + a 2 = — (ai — a 2) sin 2 cp



¿2 + ß = ß — (ai sin 2 cp + a 2 cos 2 cp)

tU 2 = — 2 (a t — a 2) sin cp cos cp dcp

dÂ '2 VTU
A 2

(Ä 2 + ai) Ä 2 + a 2) (Ä 2 + ß)

Für ai = a 2 geht die rechte Seite über in

= — 2 ai sm 2 <¡p + a 2 cos 2 f/>
dm 1/ ai sin

' y ß — (ai s/3 — (ai sin 2 cp + a 3 cos 2 qp)

2d cp )/

und die Gleichung 7) verwandelt sich in

a 1

ß — a !

const = — 2

Kß — a ! J d ? + fl 3 Ai K äs + /?

oder 10) const = - 2 ]/-^ a; cP + ]/- Ä + /3

Um den Wert des zweiten Integrals zu ermitteln, setzen wir

so dass sich ergiebt

Ä3 + /5 n j •) /3
, = a 2 oder Ä 3 = — ,a 1 — u 2

A3 —{—ci 1 —

u 2 +
a I...

1 — U 2 '

f — VJ Ä 3 + a t r

,, 2/3 u du

"* = - 1 - i?

2 ß (' dudÄs

Äs + ai y Ä 3 + ß ai I „ „ iß — a
(1 — ir 2) i + u

= 2 J t^W +
+ U s

1 + u

1 —u V'é
= >* • ' " + 2 arcte (° K a_i

ß — &i

Setzen wir für u den ursprünglichen Wert ein, so folgt

Í (1 '-u !

J Äs + a x '

Äs + ai =

1 -v% + , + 2 fe » * ' fe}

und Gleichung 10) geht über in

1 + l/ii_±7

11) const = — 2 1/ ai cp + lg + 2 ]/ ai arc tg 1/ 8 + ^ j/' P Si 1 -* / 1 \. Q ' P — 9-1 ' A 3 r1 )/ 1» + i8

ai

ß — at
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Die Ausdrücke der laufenden Koordinaten für die Punkte der Oberfläche nehmen jetzt die

Form an

x 2 = — ai (X 3 + ai) cos 2 cp

12) y 2 = — ai {X 3 + ai) sin 2 cp

2 z = — (A 3 + ai)

es ist also cp die Länge gemessen von der xz Ebene aus.

Der grösste Wert, den X 3 in 10) annehmen kann, ist X 3 = — ß\ bezeichnen wir für diesen

besonderen Fall die Länge mit cp 0 , so ist

const = — 2 |/ — cpot ß — ai

und die Gleichung der kürzesten Linie

-io\ i /ß — a i i ff + y^ä ■}- ß \/&s + ß \/ a i
1 3) OD — cp 0 = ñ V £ rS= / + arC te \ î V ~ä—,

y ' 2 ' ai y ¡La — yXa + ß ' } ß + a *

Die Kichtung der kürzesten Linie ist bestimmt durch die Beziehung 9, die wir in folgender Form

schreiben können

tg 2 « = — l X±J_ j L ? -'^3 ~h ß X 3 + ß

Nimmt ß seinen kleinsten Wert an, ß = ai, so wird a = 0 für jeden Wert von X s mit Aus¬

nahme von = — ß = — ai ; die kürzesten Linien werden Meridiane, sie fallen zusammen

mit den Krümmungslinien der ersten Art. Für X3 = — ß = —ai wird tg 2 a = 2 , a kann jeden

Wert annehmen; das ist aber selbstverständlich, denn fü X 3 = — ai wird x = y = z = 0, also

der Nullpunkt der Fläche.

Ist ß )> ai, so wird für X 3 = — ß

tg 2 a = cc oder a = 90°

die kürzeste Linie ber ührt die durch den Wert X% — — ß bestimmte Krümmungslinie der zweiten

Art ; es ist demnach der in 13) auftretende Winkel cp0 die Länge des Berührungspunktes der be¬

stimmten kürzesten Linie mit dem Parallelkreise X 3 = — ß.

Für die Bogenlänge erhalten wir aus 8)

yx s (X3 + ß) ^

2 s = -2 y&l'iß- ai ) fdcp + J r - + ai

und mit Benutzung des Wertes von cp in 10).

2 ( S -S„) = - J/jA_ cU,

wo das Vorzeichen so zu wählen ist, dass 2 (s — s 0) positiv wird.

Benutzen wir wieder die Substitution

X 3 + ß _ 2
X3 -
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so wird

Virh di ' = - 2 " / ( !
du ß ( 2 u . 1 + ui + lg-

Cl -u 2) 2 2 \1— u 2 n b 1 — u

„der 14) 2 (e-s.) = y U (l, + fl + \ ß lg

wobei der Bogen von X 3 = — ß ans gerechnet worden ist; es ist 2 (s — s 0) proportional dem
Bogen einer gewissen Parabel.

Durch die Gleichungen 12, 13, 14 ist die kürzeste Linie auf dem Eotationsparaboloid voll¬
ständig bestimmt.

Greifen wir den speciellen Fall heraus I/- — = 1, oder ß = 2ai, so geht Gleichung 13)' 9 1
über in

1 , y X$ + j/A 3 + 2ai J /a3 + 2ai
cp-<po = ö lg - + arc tg / —

z yx 3 — yx 9 + 2a 1 '

)/ -I- 29 1/ - . - - dem Werte 45°, der erste Teil dagegen

wächst in's Unendliche an; somit wächst der Winkel y über alle Grenzen, wenn A 3 bis — cx;
abnimmt. Die kürzeste Linie verläuft demnach derart, dass ihre Projektion auf die xy Ebene
eine Spirale von unzählig vielen Windungen darstellt.

Wir kehren zurück zur Bestimmung der kürzesten Linie auf dem Paraboloid, dessen
Gleichung

X 2 v 2
+ i 2z = 0

9i 9^2
ist; es gilt die Gleichung

K hr AdA r AdA
15) const. = J y¿ ( ¿ + ai) (A + &j) (A + ß) + J y A (A + a,) (A + a 2) (A +J)

- a 2 < ß < - a 3

Der kleinste Wert, den ß annehmen kann, ist /9 = a 2 ; für diesen Fall muss A 2 = — a 2 werden
und infolge der Gleichungen 3) y = 0 : die kürzeste Linie wird der Hauptschnitt in der x z Ebene.
Für ß — ai und A 8 = — ai muss zufolge 15) auch A 2 = — ai werden. Aus den Gleichungen
3) folgt für die rechtwinkligen Koordinaten dieses Punktes A 2 = A 3 = — ai

x 2 = 0, y 2 = a 2 (ai — a 2), 2z = ai — a 2

Das sind aber die Koordinatenwerte für die beiden Nabelpunkte des elliptischen Paraboloids; es
laufen demnach die kürzesten Linien, für welche die Integrationskonstante ß = ai ist, durcli
einen der beiden Nabelpunkte. Der seitliche Hauptschnitt in der yz Ebene ist diejenige dieser
kürzesten Linien, welche beide Näbelpunkte zugleich enthält.
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Wir wollen uns jetzt von einem Punkte A 2 A° aus die beiden kürzesten Linien, die durch

die Nabelpunkte laufen, gezeichnet denken. Die Winkel, welche diese Linien in dem Punkte A° A°

mit der Krümmungslinie der ersten Art bilden, sind bestimmt durch

so dass sich für a ergiebt

i 0 ,a 2 + ai
tg 2 «= -

A s + ai

i i 4~ 1 A" T ai
arc tg — I/ — —?—!

b ' ' A? + ai

das heisst aber, die Krümmungslinie der ersten Art bildet mit den beiden kürzesten Linien gleiche

Winkel. Nun steht die Krümmungslinie der zweiten Art im Punkte A 2 A° rechtwinklig auf der¬

jenigen der ersten Art; daher schliesst auch diese Krümmungslinie mit den beiden kürzesten

Linien gleiche Winkel ein und wir finden : Die durch einen Punkt gelegten Krümmungslinien

halbieren die Winkel, welche die von diesem Punkte aus nach den beiden Nabelpunkten laufen¬

den kürzesten Linien mit einander bilden.

Setzen wir in 15) ß = ai, so geht die Gleichung über in

In

const
r dA } / A __ f dA ]/ A

J A + ai ' ^ + a 2 J1 + ai r A + a 2
Das doppelte Vorzeichen bei einem der beiden Integrale ist erforderlich, um die Gleichung für

die beiden kürzesten Linien auszudrücken. Welches von beiden Zeichen zu wählen ist, ergiebt

folgende Ueberlegung. Durch die beiden Hauptschnittsebenen wird die Oberfläche des Para¬

boloids in 4 gleiche Teile zerlegt. Wir ziehen die Linien in einem solchen Teile in Betracht;

Ni und N ä seien die beiden Nabelpunkte und zwar soll Ni diesem Teile angehören; ist P der

Punkt A g A" , so wird bei der Fortbewegung eines Punktes auf PNi A 2 wachsen und A3 ab¬

nehmen oder umgekehrt je nach der Bewegungsrichtung, dagegen werden bei der Bewegung auf

PN 2 A 2 und A 3 gleichzeitig wachsen oder abnehmen. Für PNi haben wir demnach beide Inte¬

grale mit verschiedenem Vorzeichen, für PN 2 mit gleichem Vorzeichen zu nehmen.

Beim Durchgange der kürzesten Linie durch eine der Hauptschnittsebenen geht A 2 aus

dem Wachsen in das Abnehmen und umgekehrt über.

Beide Integrale sind elementare; behufs der Integration setzen wir:

yi 2 + a2 - n o l/As + a 2 _ v € _ +_ 10 LI j O B/ -
A 2 ' 3

und erhalten für das erste der beiden Integrale

f_dl_ 1/ a 2 „ r du
A 2 + a i y + a 2 - 2a * J(l-iH) (a, — a 2 - a :t u 2)

2a 2 i du

ai — a 2 J ( rZ u .2) (1 _ U 2)
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du
i" d/l 3 y~_h_ - 2 f du — 2a t rJ ^2 + ^ll ^2 + &2 J U 2 &2 I 1 u s

, 1 +
, 1 + u i /ai a 3 i= 's T^r, - F -¡TT" 'S

1/--Í 1f ai — il
— a 2

1 — il r ai

In gleicher Weise lässt sich das zweite Integral entwickeln, so dass wir erhalten

! 1
/ a l1 — y u

1' ai — a 2

1 + K » . l + fv i/ai-a 2jc 1 + 'VA, £V
: V

a t — a 2
oder

const = 1g jlg + ai - a V - _]g 1 + £V + l/: +B —
1 — il V ai — a 2 y ai u b l —ev^r ai ^ y a t e

i + ¡/^
t ai — a 2l+u 1 — £V i / ai , 1 + F ai — a 2 U ^ ai — a 2

1 — u " 1 + er V ax — a 2 8 — F ai 11 1 + 1/
' ai — a 2

ai— £ V
ai — a 2 * ai — a 2

Pür 1-2 = X% = — ai wird u = ev und demnach const = 0; die Gleichung der kür¬

zesten Linie lautet daher:

|/_a_i
ai — a 2

1 — U 1 + V

. .. 1 + u 1 — V I t ax — a 2 r ai
16) -

/ \ ]/ ai

]/ ——— s V \ ' &i — i
* ai — a 2 \

e V
ai-1 + ]/ ^t ai — a 2

Für die Bogenlänge würde sich ergehen

1 dlX -j- a 2

> r u 8 v 1 , 1 + ri 1 — ev"

17) 2 (s — so) - a 2 \j--~2 — 1__ V 2 + 2 8 u 1 + ev.

wenn wir den Bogen von einem Nabelpunkte aus messen.

Es bleibt uns noch übrig, die beiden Fälle

ß </ ai und ß >■ ai

zu behandeln. Um zunächst zu untersuchen, wie sich dieselben unterscheiden, differenzieren wir

die Gleichung , , ^2 + ß

's-« = ~I71+
nach ß; wir erhalten

5tg 2 a _ Ä 2 —13

öß = (X s +W

also einen positiven Wert, d. h. « wächst mit wachsendem ß. Ziehen wir nun von einem Punkte

h h aus eine kürzeste Linie, so ist — yt 2 der kleinste Werls den wir ß beilegen können; für
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diesen "Wert wird aber a — 0; es berührt die kürzeste Linie die durch den Punkt A 2 ¿3 gehende

Krümmungslinie der ersten Art. Wächst ß yon —A 2 bis ai, so wächst der absolute Wert des

Winkels a von Null bis zu demjenigen Werte a 0 , unter welchem die durch die Nabelpunkte N x und

N 2 von A 2 As aus gezogenen kürzesten Linien gegen die Krümmungslinie der ersten Art A 2 = const

geneigt sind. Wächst ß weiter von ai bis — As, so nimmt a zu von a 0 bis 90°; es berührt für

ß = —A s diese kürzeste Linie die durch den Punkt A 2 A 3 gehende Krümmungslinie der zweiten

Art. Zu jedem ß gehören zwei Werte a, die sich nur durch das Vorzeichen unterscheiden. Es

gilt demnach allgemein der Satz, dass durch jeden Punkt P auf dem positiven elliptischen Para¬

boloid zwei kürzeste Linien gezeichnet werden können, die demselben Werte ß entsprechen ; diese

Linien laufen in den Winkelraum (bez. Scheitelwinkelraum) Ni PN 2 hinein, wenn ß <; ai, jedoch

in den Nebenwinkelraum, wenn ß )> ai ist. Die Krümmungslinien halbieren die von den beiden

kürzesten Linien gebildeten Winkel.

Die Gleichung 15) führt jetzt auf elliptische Integrale. Nehmen wir als untere Integrations¬

grenze — ai an, so wird

1-2

r AdA + i' AdA
const = f . . — — / . — - —2=1J "]/ A (A + ai) (A + a 2) A + ß) J "j/A (A + ai) (A + a 2) (A + ß)

—a, —a,

Für den Fall

ai > ß > a 2

ist — ß der kleinste mögliche Wert für A 2 , da A 2 + ß immer positiv bleiben muss; wir erhalten

K K

r A dA + r
const .= ; .- — — / —w—

J j/ A (A + ai) (A + a 2) (A + ß) J "]/ A- (A + ai) (A + a 2) (A + ß)
—ß

Zur Transformation dieser Integrale benutzen wir die Substitutionen

18) x 2 = £ a -' Aiil und S3 = ß_ *£ " a >ß 9-1 H~ 9-1 9-1 ^3 ~f~ ß

ndpr 1 C1 — K 2 ^2) , _ _ ai/9 (1-—x 3)
"2 (ai — a 2)—( ß — a 2)x 2 3 ß- —ai x 3

1 , „ (ai— a 2) (ai — ß) 1 , „ _ a i (ai — ß) x 3
A2 T" 9-1 7 Ñ Ya \ A3 + Ri — -=

(ai CI2) (ß 912) X 2 ß 9,1 X3

1 , „ _ (ai — a 2) {ß — a 2) (1 — x 2) , _ ß (ai —a 2) (1 — k 2 x 3 )A2 *r &2 — — —7 \ — A3 -J- 9-2 — a
(9i — 9^2) — (ß — 9,2) X2 ß — 9-1 X3

1 JL R - ( a 1 ß) (/g —a 2)x 2 _ _ ß (ai — ß)
1 (ai — a 2) — (ß — a 2) x 2 3 ' ß — ai x 3

ai _ ( a i — a 2) (ai — ß) {ß— a 2)dx 2 , — a x ß (a x — ß) dx 3

2 ~~ I;,, . .WA 2 "3 —
[(ai — a 2) — ß — a 2) x 2] 2 (ß—aix 3 ) :

^ 2 ai (ß a 2 )
_ ß (a x —a 2)
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Die Gleichung für die kürzeste Linie nimmt dann die Gestalt an

const = —
y ß (ai -&«) fi

(1 — k 2 x) dx
(1 — mx) y x (1 — x) (1 — k 2 x)

ai
+ "]/ ß (ai —a 2) f 1—nx) yx(l— x) (1—k 2 x)

o

(1 — x) dx

IVO

und wenn wir

einführen, so folgt:

fi
const =

ß 8 2 8i
m = - i n =

a-i— a 2 ' ß

x 2 = sin 2 cp und X3 = sin 2 ip

r

— a 2) ,/(
(1 —k 2 sin 2 cp) dcp

y ß (ai — a 2) J (1 - m sm • cp) Jq> + y /? (a

V
ai r (1 — sin

'ai —a,) J (1 — n si
sin 2 ip) dip
sin 2~i//) /I ip

J cp = yi — k 2 sin 2 <// , J ip = y i — k 2 sin 2 ip
Zur weiteren Entwickelung setzen wir noch

<r
19)

Dann wird

const = —

[Asp =
J J v> u und + fdip

J Jxp = V

y ß (ai — a 2)
r z/ 2 a

J 1 — m si
am u
sin - am u du —

y ß (ai — a 2)

V

1 r cos 2 i
a 2) J 1 — así

am V
an' am v

d V

Da in dem ersten der beiden elliptischen Integrale dritter Gattung — m ein negativer echter
Bruch ist, dessen Wert zwischen 0 und —k 2 liegt, so setzen wir

m = k 2 sin 2 am a
Daraus folgt

sm s am a JL
ai

9 a l ßcos 2 ama = -
ai

tg 2 am a =
ß

ai — ß
J 2 am a =_ a t — ß

8.1 — 8 2

tg am a i am a =
ß

y ß(&i — a 2)
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unci daher
u a

ß r ¿/ 2 am u , f tg am a J am a z/ 2 am uÇ z/ 2 amu rln — f
y ß cai J 1— m sin 2 am u J 1 — k 2 sin 2 ama sin 2 am u

o u

Das ursprüngliche Integral dritter Gattung hat die Form

u

„ , N i 1 1. 8 sin am a cos am a 4 am a sin 2 am u , d , , 1 , © (u — a)
n (u, .) = Jj—p du = u -JJ Ig S (a + 3 lg

0

Durch Kombination von '' '' - a ; mit 0 2 (a) geht dasselbe über in
© (u + a)

U

/tg am a Jama z/ 2 am u d . „ 1 . 0 (u — a)1 — k 2 sin 2 am a sin 2 am u — U ôa ® Va! 2 g 0 (u + a)
o

so dass wir erhalten:

du

u

ß f A 2 am u , d . „ . . 1 0 (u — a)
y~ß ( ai — a 2) J 1 — msin 2 amu CU ~ U da g ^ 2 g 0 (u + ajo

Es ist aber
i / k 0 ä (a)cos ama = I/ , ,, ■t k 0 (a0(a)

Durch logarithmische Differentiation ergiebt sich

d ig 0 2 (a) d lg 0 (a) ß_
Y ß (ax — a 2jtg am a /1 am a = —- ^ ^ ^

d lg ©u (a) _ d lg © (a) ß
"da ~ da y ß (ai — a 2)

und
U

r ^amu du = u í ß dig 0(a) A 1 0 (u-a)
— a 2)Jl —msm 2 amu \ y0( ai _a 2) da, J 2 8 0 (u + a)I/ /3 (ai

Der Parameter a ist zufolge

definiert durch

= »l-??fej + Z(a) ) +

m = k 2 sin 2 ama

sin 2 am a = -
ai

_ - 1

oder VI

~h dà
(1 — 8 2) (1-kV)
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In dem zweiten Integrale

V/Ha

V

(-
ai —a 2) Ji¬

cos 2 am V

—n sin 2 am y
dv

liegt — n zwischen — 1 und — od ; wir setzen deshalb

n = k 2 sin 2 am (b + i K')

ai — a 2 1
folglich

sin 2 am (b + i K')
ß—a 2 k 2 sin 2 amb

sin 2 am b =_ ß.

daher b = a und
ai

n = k 2 sin 2 am (a + i K')

sin 2 am (a + i K') =
&1 —

cos 2 am (a + i K') = ■

tg 2 am (a + i K') =

J 2 am (a + i K') =

ß- •cl2

ß- ai

ß — - a 2

ai — -a 2

ß- ai

l- ai

ß

k 2 sin am (a + i K') cos am (a + i K') _ ai

J am (a + i K') " V'ß(*i — a¡)

und daher, wenn wir einstweilen a + i II' = b setzen,

y ß( a

ai i coi

ai — a 2 ) J ! — n

cos 2 am V

sin 2 am v
dv

V

-h

k 2 sin am b cos am b cos 2 am v
dv

Durch Kombination von -^4— — tv mit 0
0 (v + b)

über in

iamb (1 — K 2 sin 2 amb sin 2 amv)

(b) geht das oben erwähnte ursprüngliche Integral

v

h

k 2 sin am b cos am b cos 2 am v _ d , 1 0 (v — b)

¿/amb(l— k 3 sin 2 am K sin 2 am v) Cv v db ^" 3 ^ 2 2 0(v + b)

Da aber

so ergiebt sieb

© 3 (b)
¿/amb = 1/k

8 ig 0 3 (b) _ dig 0(b)
db db

ai

y ß (a x — a 2)
Z(b)

ai

y ß (ai — a 2)
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und
y ß (a

Y

ai f cos 2 am v
a^^a¡) J 'l— n sin 2 am y

dv = v ai
"J/ /J (ai — a 2)

3 lg 0 (b)\
+ 3b J

1 , ©(v — b)
+ 2 g © (v + b) ~~ y

ai
y /5 (ai — a 2)

Die Gleichung der kürzesten Linie heisst demnach

ß

+ Z(a + i K') ) + 2 ig ¿[ v + a + iK 'j

20)
const = u

y ß (ai — a 2)

+ Z(a) + y -
ai

y ß (ai — a 2)

+ Z (a + iE')

1 , ®( u — a ) Q (y —a— iK')^ 2 g 0 (u + a) © (v + a + i K')

Nun bestehen aber folgende Beziehungen

rix cos ana u iamu
Z(v + iK') = - gl +

0(v + iK') = ^
V 2

sin am u + Z(u)

TT1V
~2K TT

sin am v 0 (v) , q = e

r
K

Daraus erkennen wir, dass

21)

. /ri cos am a z/am a , .
Z(a + iK) = — ^ + 7 + Z(a)v ' 2K san am a

= -% + ai — ß

und
/ iV¥

0(v + a + iK) = 4 e
y <1

2K y^( aí _a 2)

7t i (v + a)

+ Z (a)

2K
sin am (v + a) 0 (v + a)

Da aber 0(u) = 0(—u) ist, so erhellt, dass

Tri (a — Y)

0 (v — a — iE') = e ~ sin am (a—y) 0 (a— y)
y q

Durch Division ergiebt sich
TT1V

0(v — a — iK') _ K sin am (a— v) 0 (a — y)

© (y + a + i K') — sin am (a + v) 0(a + v)

1 , 0(v —a —iK') ttí v , 1 , sinam(a — y ) 0(a — y)
Uû 2 g 0( y + a + iK') — 2K 2 g sin am (a + y ) 0(a + v)
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Setzen wir diesen Wert und den für Z(a + iK') gefundenen Wert in die Gleichung 20) der

kürzesten Linie ein, so erhalten wir

23) const = (u + y) (z (a) - ß - ) + J lg g(a-u) ®(a~y) sinam(a-y)
V y /9 (a : — a 2)J 2 0 (a + u) © (a + v) sin am (a + v)

oder wenn wir sin am durch ©Funktionen ersetzen

const = (u-v) (z (a) £ ) + l lg ®( a ~^) ®i(a-v)
V Y ß (aj — a 2)y 2 @(a+u) ©i (a+v)

Die Bogenlänge ist bestimmt durch

¿2 D

2s = r z (Z + /?) dz ± r

J "J/ Z (Z + ai) (Z + a 2 ) ( Z + ß) J 1

Z (Z + /9) dZ

yZ(Z + ai ) (Z + a 2 )(Z + /9) J "]/ Z (Z + ai) (Z + a 2) (Z + /9)

Führen wir statt Z 2 und Z 3 wiederum die Variablen x 2 und x 3 ein durch die oben benutzten

Substitutionen 18), so nimmt die Gleichung die Form an

^2 x 3

2 s V ß Oí— a '¿) __ ß(ß~^) f x(l—k 2 x) dx + r (1-x) dxJ ( 1-mx) 2 Vx (l -x)(l-ï*I ~ a V(l — i
a i — Z5 ai —a 2 J (i _ nix) 2 Vx(l-x)(l—k 2 x lJ (1 —nx) 2 Vx(l—x)(l-k 2x)

oder, wenn wir wieder

x 2 = sin 2 çp , x 3 = sin 2 ip
setzen,

9 V

9« V ~ß ( a i ~ a 0 _ _ 2 ft (/? — a 2) f sin 2 y (1 — k 2 sin 2 cp) ä rp + Q F (1 —sin 2 i//) di//
&i — ß ai — a 2 J (1 — msin 2 fjp) 2 z/y " 31 J (1 —nsin 2 ih) 2

o o

= 2a
d ? - 2 (2 ai — /9) f dy 2 + 2 (ai — /S) f-
¿/<¡p J (1 - m sm 2 cp) dcp y J C1 — ]

d cp

m sin 2 cp) 2 Jcp
oo ö

V y

+ 2 /9 f d ß 1 + 2 fa /9 Í d lp

J(l — nsin 2 ip) Jip [1 1 J (1 _ nsin 2 !)/) 2 Jxp0 o

Dm die Integrale, deren Nenner die Form (1 — p sin 2 a) 2 besitzt, zu reduzieren, gehen wir aus
von der Identität

sin a cos a zta

1— psin 2 n ~ ß

, sin ff cos ff ¿/ff ,
d — r-±— da

1 — p sm *ff

psin 2 a g da

3
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Die Differentiation ausgeführt ergiebt
a

sin o cos a Ja _ I 'da i
ïï" 'J Ja L

2 p sin 2 a cos 2 a J 2 a cos 2 a I 2 a - sin 2 a J- a — k - srn- a cos- astrata
1—, p sin 2 o J Jo L (1—- psin 2 ff) 2 ' 1 psin-'ffo

"do 1 — 2 sin 2 a + psin 2 a — 2 k 2 sin 2 a + 3 k 2 sin 4 a — p k 2 sin « o
Ta (1 — p"sin 2 ff) 2

'do- k 2 (1— psin 2 ff) 8 + ( 2p — p 2 — 3k 2 + 2pk 2)(l — ps in 2 o) + 2 (p 2 —p + k 2 — pk 2)
~ J Jo p 2 (l—psin 2 o) 2

¡'da fk 2 (l — p sin-'ff) , p(2—p) + k 2 (2p —3) 2(p 1) (p kü

'To L "T" p 2 (1 — psin 2 a) p 2 (l—pBin 2 a) 2

Daraus folgt

2(p— 1) (p— k 2)
P 2

Nun ist aber

ff 0

/du sin a cos a J a k 2 f(1— p sin 2 of Ts ~ 1 — psin 2 ff p 2 J (1 p sin 2 a) do
la

p (2 — p) + k 2 (2 p — 3) do
p 2 J (1 — p sin 2 a) Jo

r . do Alo /'sin 2 a do
/ (1-psm-o Ja :■ I /ir - P J /a0 0 0ff ff

A.1(7 p /1 — J 2 G
-J la ~ k 2 J Ja

do*

= 1 1 _ + ,tF) I Ja+ V

"Wir erhalten demnach

2 (p — 1) (p — k 2) r do

P 2 J
' (1 — psin 2 o) 2) J o

sino coso Ja /k 3 1 \ ida
Y) Jo = 1- psin'-'o 1 p 2 p; J Ja p

u

ifJa do

p (2 — p) + k 2 (2 p 3] ímdo
p- ){1 p sin 2 o) Ja



19

Setzen wir für p und a die entsprechenden Werte ein, so folgt

f f 'p

2( a t — ßY f ly__ _ sin y c osy dip _ ( ai — a 2) (ai—/?) fdrp a i — a 2 í 'j ¿
ß(ß —82) J (1— m sin 2 y) 2 //y) 1— m sin 2 y ß(ß — a 2) J d <p ß — a 2 J

9>

+
(ai— ß) (Hm — a, — /?) f d y

ß{ß — a 2)
(1 — m sin 2 y) ¿/y

und

2 (ai — ft: 2 f
ai (ai —a 2 ) J (

yj yj

di p sin ip cos ip d ip ß_ a t — ß ( 'dip ß
(1— nsin 2 ip) 2 dip ~

yj yj

ß /"dip _ ß ra 2 J d ai J ~
— — / — r I Jlp d lp

1 — n sin 2 ip ai ai—-a 2 / z/ ai

(ai — ft) (3ft —a t —a 2) f
ai (ai— a 2) J l

d ip
(1 — n sin 2 ift) J ip

Mit Benutzung dieser Werte geht die Gleichung 24) über in

?
fdy

'</25, 2(7 ifef 5 -C + -> + *
ü U '-4

d y
(1— m sin 2 y) dip

+

4% + 'T-?/""""' ± <-+*-»/,

dip
(1 — nsin 2 1/0 z/ ip

+
ft(ft—a 2) sin y cos y dtp + a t (a t — a 2) sin tft cos ip d ift

ai —ß 1—msin 2 y ai — ß 1—nsin 2 y

Führen wir die in 19) definierten Grössen u und v ein, so wird

2 s = (ai + a 2)u- E(u) - (ai + a 2 -ß)
— p <*1 P

» + VfCî^.)ai — p

+ ß v— ■ E(y) + (a t + a 2 — ft) [ v - T ír ( v > a + iK ') j

ß (ft —a 2) sin am u cos am u J am u ai (ai — a 2 ) sin a m v cos a m v d a ui y
aï — ß 1— m sin 2 am u ai — ß 1— n sin 2 am v

Zufolge der Beziehungen21, 22, 23 lässt sich dieser Ausdruck zusammenziehenin
sin am u cos am u d am u

2(s—s 0) "j/ ß (ai —a 2 ) = fta 2 (u+v) + /?*(a± —a 2 ) (E(u) + E(v)) — ß(ß— a 2) 1— m sin 2 am u
sin a m v cos am v d am vO-LI.J.CIIIAV \S\JKJum > >•

<11 (a i— a 2) -— - s j n I am v
Es ist aber

sin amu cos am u d am u , , k 2 sinamu cos am u J am u sin 2 am a
ft (ft a 2 - ji_n sin 2 amu — &i 1 — k 2 sin am a sin 2 am u

-- ß (ai — a-i) [Z (u) — I Z (u— a) — 1 Z (u + a)]
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sin am y cos am V //amy _ k 2 sin am v cos km v ¿/am v sin 2 am (a + i K')

1 — nsin 2 amv — ' ' ai a2 ' 1 — k 2 sin 2 am (a + iK') sin 2 am v

= /9(ai — a 2) [Z(v) —£Z (v— a —iK') —| Z (v + a + iK')]

Benutzen wir ausserdem die Relation
E

so ergiebt sich schliesslich

2 (s — s 0) y /3 (ai — a 2~j = /Ï

E (P) = K u + Z ( u )

+ (ai —a 2) (u+v) + -§ // (aj —a 2) Z (u— a) + Z (u + a)

+ Z (v — a — iK) -f- Z (v + a + i K )

Kür den Fall ß >> ai würden sich dieselben Gleichungen ergeben, nur die Konstanten würden

sich ändern.

Wir schreiten zur Bestimmung der kürzesten Linie auf dem hyperbolischen Paraboloid

"V 2 y 2

+ ' . — 2 z — Z 2 = 0&1 + ^2 &>2 "1" ^2
Für dasselbe ist l 2 = const, demnach d/t 2 = 0 und

4 ds 2 = d A* + 2 fr-A,) ff»-*.)(Âi + ai) (Ai + a 2) 3 (A3 + ai) (A3 + a 2 )

In gleicher Weise wie bei dem elliptischen Paraboloid folgen hieraus für die kürzeste Linie

die Gleichungen

26) const Jdl V(I + aj (A + a 2 ) (A + ß) ~ Jdl V 1 A2

(A + a t ) (A + a 2 ) (A + ß)

A.

27) 2s = /d A ]/ (* *2) 0- + ß) -(- i'y, |/(A -A 2) (A + ß)J r (A + ai) (A + a 2) J ' (A + ai) (A + a 2)
Die Konstante ß ist der Bedingung unterworfen

Ai + /? > 0 A3 + /? <( 0

oder — Ai < /3 < — A 3

ihre Bedeutung bleibt dieselbe; sie bestimmt die Richtung der kürzesten Linie.

Auf der Oberfläche des hyperbolischen Paraboloids liegen wiederum zwei sich orthogonal

schneidende Systeme von Krümmungslinien; Ai = const, bedeutet die Krümmungslinien, welche

durch den Schnitt mit konfokalen, positiven elliptischen Paraboloiden gebildet werden ; wir nennen

sie Krümmungslinien der ersten Art; A 3 = const, dagegen liefert als Schnittkur ven des hyper¬

bolischen Paraboloids mit den konfokalen negativen elliptischen Paraboloiden die Krümmungs-
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"*»

linien der zweiten Art. Ist a der Winkel, welchen das Bogenelement dsi der Krümmungslinie
der ersten Art mit dem Bogenelement ds der kürzesten Linie einschliesst, so folgt

— ß = 'Ii cos 2 a + A3 sin 2 a
28) tg 2 a — -

Für ß = a 2 geht die Gleichung 26) über in

const

Ai + ß
As + /?

_ r <Ui i/ Ai— A 2 +_ r dx 3 r/.
J Ai F a 2 ' A I äi A3 + a 2 * ■A3 + ai

Nehmen wir 1 2 = — c an und setzen wir

Ai + c

so ergiebt sich
¿í + ai

const = 2Jßi —
c

1—0 ) r
-a 2 J(

u 2 du
(1—-u 2) (1 — m 2 u 2)

A3 + ai
A3 + c

+

: - y-

X 2 ai — c /*= dv
y 2) (i— n 2 y 2)

wobei
m 2 = ai ~ aa

c — a 2 ?
m = c — a 2

ai — a 2

Dui'ch Ausführung der Integration erhalten wir

const lg 1 + U - 1 lg 1 + mu + lg 1 + T - n lg°1 n m & p mu - ° 1 TT + &
1 + nv

m +

oder 29) const = lg

1 — ny

1 + u 1 + 7 __ 1 + mu 1 ±_ nY
1 — U * 1 + y ng 1—mu 1 + nv

Hieraus folgt aber, dass, wenn die kürzeste Linie durch den Anfangspunkt geht, %\ = const = — a 2
sein muss ; zufolge 3) und 28) wird in diesem Falle die kürzeste Linie der vertikale Hauptschnitt.

Die Gleichung, welche sich für ß = ai aus 26) durch Jntegration ergiebt, kann sich von
29) nur in den Konstanten unterscheiden und es muss die durch den Anfangspunkt laufende
kürzeste Linie zusammenfallen mit dem seitlichen Hauptschnitt. Für ß = —A 2 nimmt 26) die
Gestalt an

dAi _|_ c dAtconst
~ fvßt

Setzen wir einstweilen

so wird

const

+ ai) (Ai + a 2)

Ai + a 2 = r 2

dr

/i

J 'y* 2 + ai — a 2 + J yq 2 + ai —a 2

const = lg r + y T 2 + ai — ;

Y (A3 + ai) (A3 + a 2)

A3 + ai = — Q2

do

_|_ te ^ Ç + Y Q 2 + (ai — a 2)
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oder
jjjr r 2 + ai — a> + r j (V? 2

+

i"}/ r 2 + ai — a 2 + rj (? 2 + »i

a 2 + Q ) = c

■P = c

Wenn wir für r und n die ursprünglichen Werte wieder einführen, so gehen diese Ausdrücke

über in

yix + ai + y Ai + a 2 j (y-^s + ax) + y — (As + a 2 )j = c

yxx + «i + yxr+ »*) (y— (a 8 Tai) — y—u« + a2 )) = c '

Durch eine kleine Umformung gehen aus diesen die beiden Gleichungen hervor

y — (ill + ax) Us + ai) + y — Ui + a 2) Us + a ä) — C

y — Ui + ax) Us + ax) — y — Ui + a 2 ) (As + a 2) = C

die sich zufolge 3; reduzieren lassen auf

|/ il 2 d~ ai

X

+

y — Us + a s)

= c

(/ A 2 + ai y — Us + a 2)

= C

wenn wir — a 2 mit in die Konstanten aufnehmen.

Diese Gleichungen stellen aber gerade Linien dar, die den Asymptotenebenen des hyper¬

bolischen Paraboloids parallel laufen. Wir finden demnach, dass durch jeden Punkt auf dem

hyperbolischen Paraboloid als kürzeste Linien zwei Gerade gezeichnet werden können, von denen

die eine der einen Asymptotenebene, die andere der anderen parallel ist. Aus

tg s ß = —
h + ß hu

A 3
l Ä
/UAs + ß

ergiebt sich für den Winkel, den eine solche Gerade mit der Krümmungslinie der ersten Art

bildet

« = * (± J/-(Ö
Es werden demnach die Winkel der beiden von dem Punkte P ausgehenden Geraden durch die

in diesem Punkte gezeichneten Krümmungslinien halbiert.

Der specielle Fall C = C' = 0 liefert die beiden durch den Anfangspunkt gehenden Geraden

des horizontalen Hauptschnitts.

Zur weiteren Untersuchung können wir die beiden Fälle unterscheiden

ß

>
<

Aus ¿tgL

3ß

l.

Ai — As

(As + ßV
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geht hervor, class mit wachsendem ß der Winkel « wächst. Lassen wir demnach von einem

Punkte Ii A 3 eine kürzeste Linie ausgehen, so wird zufolge

toi a = — h±lg ls + ß
für ß = — A t der Winkel a — 0; die kürzeste Linie berührt die durch den Punkt Ii A :} ge¬

zeichnete Krümmungslinie der ersten Art. Wächst ß von — Ai bis—A 2 , so nimmt der absolute

Wert von « zu bis zu demjenigen Winkel «, welchen die beiden durch den Punkt Ii A 3 gehen¬

den Geraden mit der Krümmungslinie der ersten Art bilden; wächst schliesslich ß von —A 2

bis —A3, so nimmt a zu bis 90° und in diesem Falle ß — — A 3 berührt die kürzeste Linie

die dem Punkte Ii A 3 zugehörige Krümmungslinie der zweiten Art.

Jede der Krümmungslinien, welche durch den Punkt Ai A3 gelegt werden können, besteht aus

zwei getrennten Zweigen; diese schneiden sich in vier Punkten Pi P 2 P¡ P4, von denen jeder in

einem Quadranten liegt. Es sollen Pi IL auf = const., Pi Pj, auf A 3 = const, sich vorfinden. Die

durch die Punkte Pi und P 2 gehenden geraden Linien treffen sich in der Parabel des seitlichen

Schnitts, so dass ein unebenes Yierseit entsteht. Für ß <1 — A 2 laufen alle von P ausgehenden

kürzesten Linien in dieses Vierseit (bez. Scheitelvierseit) hinein. Die den Punkten Pi und P¿ entspre¬

chenden Geraden dagegen schneiden sich auf der Parabel des vertikalen Hauptschnitts und bilden

ein unebenes Vierseit, in welches (bez. Scheitelvierseit) von P aus die kürzesten Linien hineinlaufen,

für welche ß > — A 2 ist. Da aber zu jedem ß zwei Winkel a gehören, die sich nur im Vorzeichen

unterscheiden, so können durch jeden Punkt P zwei kürzeste Linien gezeichnet werden, die dem¬

selben Werte ß entsprechen. Dieselben bilden mit den Krümmungslinien in diesem Punkte gleiche

Winkel. Die Gleichungen der beiden Linien sind durch das doppelte Vorzeichen des einen In¬

tegrals unterschieden ; denn finden wir bei der Fortbewegung auf der vom Punkté P unter dem

Winkel a ausgehenden kürzesten Linie, dass A L und A 3 gleichzeitig wachsen oder abnehmen, so

wird für die dem Winkel —« entsprechende Linie Ai wachsen und A 3 abnehmen oder Ai ab¬

nehmen und A3 wachsen. Dabei ist weiter zu beachten, dass beim Durchgange der kürzesten

Linie durch die vertikale, bez. seitliche Hauptschnittsebene, A3 bez. Ai aus dem Wachsen in das

Abnehmen oder umgekehrt übergeht.

Nach dieser Betrachtung schreiten wir zunächst zur Behandlung des Falles

c > ß > a 2

wenn wir wiederum A 2 =— c annehmen. Um die elliptischen Integrale 26) aut die Normalform

zu bringen, führen wir statt Ai und A 3 neue Variable Xi und x 3 ein durch die Beziehungen

Xi =
Ui ß. A 1 + a 2

a 1 — a > A i_ -\- ß

Dann wird die Gleichung der kürzesten Linie

30) x 3
c - a 2

cl'2

A 3 + ai

A 3 + c

const
' c -

Hl i' Ja-
ii — k 2 x) dx

-mx)]/x(l x) (1—k 2 x)

+ ai
- f
c—a 2) J (

dx

y&i-ß) (C—a 2) J (1—n x) 1/(1—X) (l-k 2x)

ai -

ai

- a 2
-ß

ai

c— a ■.

(ai — a 2) (c-
( il i ß) (C' Z

~ß)
a 2)
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oder wenn wir
Xi = sin 2 cp x 3 = sin 2 xp

einführen

d<¡p

const - — = J=£ == f-i+ f
V(c —a 2) (a, —/J) J V(c — a 2) (a,— /?) J(o o

IV
(1 — m sin 2 <jp) J cp

.j. ai — c i dtp

~ T/(c — a 2) (ai — /9) J (1—nsin 2 t//) z/i//o

Da sowohl m als n grösser als 1 sind, setzen wir

31) m = k 2 sin 2 am (a + i K') , n = k 2 sin 2 am (b + i K')

É ai a * ■ k 2 sin 2 am (a + iK') = . } — ? — — = k 2 sin 2 am (b + iK') = *v y cm 2 om o / p. Q -, v J
ai —ß sin 2 ama ' c — a 2 2 sin 2 amb

• , ai— ß . . , c —a 2
sm 2 am a = L- sin 2 am b =

9 2

cos 2 ama = - a " cos 2 amb =
9 i — 9j2

tg 2 am a = - 1 - tg 2 am b =ß — a 2 °
»

z/ 2 am a = —— — i 2 amb =
c—a 2 ai — ß

tgama _ "|/(c — a 2) (ai — ß) tgamb _ ")/(ai—/?) (a—a 2)

J ama — /3— a 2 ïamb ai — c

ai — - a 2

ai - -c

ai — -a 2

c — a 2

ai- -c

ai- -c

Setzen wir noch

32)

so ergiebt sich

f± £. = u und X fei = VJ J 9 + J Jxp

const — / y- .. 11 + ^ '-. 2 „ s ( u — ^ am a il (u, a + i K')y(c.— a 2) (ai —ß) y (c — a 2) (ai — /S) y z/ama

r (» - n (V, b + iK')
+ V(c—a 2) (a-i —ß) V 4 am b

oder

const = / ° az "pT u — , a \ -- -- V — IZ (u, a + iK') + il (v, b + iK')K(c — a 2) (ai — ß) y(c —ai) (ai— ß)

oder

const = . C ~ ß = u _ nlvL a) i.i» sin am (a-n) n sin am (b-y )
"j/ (c — a 2) (ai — ß) N ' - sin am (a + u) ' • 20 sinam(b + v)
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Aus der Beziehung
\ • cos am u

sin am (h — u) = sincoamu = —^J am il
geht aber hervor, dass

• , ,-rr , , cos 2 am b ai — ß . „
sin am (K — b) = ■ - ■ = = sin 2 am az/'amb ai —-a 3

oder K — b = a

gesetzt werden kann. Die Transcendente II (u, a) geht demnach über in

JI( u, K-b) = - JT (u, b) + u - I Iff ^ am(b ^ u) -
v ' ; v ; ianib 2 18 J am (b + u)

= — n(u, b) + c ~^ u — a ig ^ am(b ~ u-j
~|/(c— a 3) (a! —ß) dam (b + u)

sin am i K — b — u) _ cos am (b — u) , J am. (b — u)
b sin am (K — b + u) ^ cos am (b + u) ^ J am (b + 11)

qq \ „ , ,, , , . cosamfb— u) sin am (b — v)33) const = II (u, b) + il (v, b) + £ lg —~ — L- {
" cos am (b + u) sin am (b + v)

const = (u + v) Z(b) + 4 lg QÇtt-fr) ®(v-b) cosam(b-n) si nam(b-v)
0 (11 + b) 0 (v + b) cos am (b + 11) sin am (b + v)

und da

so folgt

oder

Drücken wir sin am und cos am durch die Jacobi'schen Funktionen ©1 und 0 2 aus, so erhalten
wir schliesslich für die Gleichung der kürzesten Linie

31) C»n, t - (u + »)Z W + ile

Die Grösse b ist definiert durch

y °- ak
0

(1-5 2) (1 — k 2 j 2)

Für ai > ß >- c

würden die Substitutionen

ß — c Ät + a 2 ai —a 2 !?_, + ß00) Xi — ,—:— • x 3 -- , — , ,
ß— a 2 Ai + c ß— a 2 Ag + ai

zu dem Resultate führen

36) const = (u + v) Z (a) + 4 lg ? ' |1 j \ j -i 1 & + u) 0 2 (a + v)

Die Parameter a und b sind durch die Beziehung verbunden

sin 2 am a + sin 2 am b = 1.

Wird ß < a 2 , so haben wir in 34) nur ß und a 2 zu vertauschen, während für ß ~ß> a 1 dieser
Tausch in 36) zwischen ß und ai einzutreten hat.
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Die Bogenlänge der kürzesten Linie wird in den Specialfällen ß = at , ß = a 2 und ß = c
durch elementare Integrale ausgedrückt, in allen übrigen Fällen dagegen sind die Integrale ellip¬

tische; wir werden nur diese weiter entwickeln. Für c >■ ß >• a 2 nimmt die Gleichung 27) für
die Bogenlänge durch die Substitutionen 30) die Form an

•V- X,

2s =

+

ß — a 2

V(c-a 2) (ai— ß)
(c-fl ß dx

ai — c

y"(c—a 2) (ai— ß) (o—/9) /<

(1—mx) "|/x(l—x) (1—k 2 x)

dx

+ (/S—a 2 )>/<
dx

(1—mx) 2 "|/x (1—x) (1—k 2x)

(1-nx) y x (l—x) (1—k 2x)
+ (ai —c)

dx

(1—n x) 2 yx (1— x) (I—k 2x)

ai — a 2 ai — a 2 , 2 _ (ai — a 2) (c— ß)

m - ai — ß > n ~~ c—a 2 ' ~~ t *i — ß) (c—a 2)

oder, wenn wir einführen
xi = sin 2 cp , X3 = sin 2 i/'

<P 1

2s V(5=iöK=fl = 2 0»-«.) Cc-Ä / tl _ m jn y- ^ + 2

9

+ 2 ¡(1-

dcp
(1— m sin 2 cp) 2 /1 cp

0

V

+
2 (ai— c) (c — jtf) ß di/'

(1 — nsin 2 ip) :J i!>
dip

n sin 2 i/;) 2 z/ ip

Mit Benutzung der oben abgeleiteten Beziehung

2 (p—1) (p—k 2)
P 2 ß da

(1—p sin 2 a) 2 _/ a

sin a cos a /1 a
1—p sin 2 a

k2 ^ _ 1 í'^o-da
z/a p

o

p (2— p) + k 2 (2 p — 3)
r\ 2

d a

p sin 2 a) z/a

verwandelt sich dieser Wert für s in

2s V(c — a 2) (ai — ß) = (ß — a 2) (— *1 —a 2 + c +, ß)

9

9

'/0
d(p

^ (ai—c) (a, + a2 —c ~ß)J(
d ip

(1—nsin 2 ip) z1 ip

9

(Í — m sin 2 !/)) J cp

9

+ (ai —ß) (ß

<p 9

- a2 \X + (c ~ a2)(ai ^ c) ß

d ip

J'ip

<f 9

— (ai — ß) (c — a 2) j Jcp dcp dl (c — a 2) (ai — ß) Jjipdp

sin cp cos cp J cp
1— m sin 2 cp ++ ( c —a 2) (a x -a 2) T T T (ai-j») (ai-a.)

sin ip cos ip J ip
1 — n sin 2 îjj
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oder zufolge 31) und 32)
f V(c — a 2) (ai — (?) „, , -TT/N

2s "|/(c — a 2) (ai — ß) = ((?— a 2) (— a,i — a 2 4- c + ß) (T^ää JT(u,a + iK)

+ (ai — c) (a x + a 2 — c—(?)|v — jj (v, b + i K')

4- (ai — ß)(ß— a 2)u 4- (c—a 2)(a! —c)v — (ai —/î)(c — a 2)E(u) + E(y))

. w . sin am u cos am u J am u , ow „ sin am v cos am v z/am v
4- (c — a 2) (ai —a 2 ) z ;—5 4-( a i— (?) ( a i— a 2 ) z ;—=——T 21 y 1 2J 1— m sin 2 am u r/ 1—n sin 2 am v

Durch Reduktion von

JI(u, a+iK') und II (v, b + i Ii') auf JT(u, a) und JT (y, b)

ergiebt sich

2s V(c —a») {&i—ß) = V(c— a») (ai — ß) (ai + a-2 — c — ß) ^H(u,a) — JT(v,b)
1 sin am (a — u) 1 , sin am (b — v)\

+ 2 8 sin am (a + u) 2 8 sin am (b + v) j

+ (ai —/?) (/3 — a2) u + (c— a 2) (m— c)v— (ai— ß) (c—a 2) (E(u) + E(v)

„ , sin am u cos am uz/am u . , n -, sin am v cos am v z/amv
4- (c a 2) (ax a 2) ^ m sin 2 amu 1 1 1—n sin 2 amv

Ersetzen wir noch a durch b —K, so folgt

2 s -j/(c—a 2) (ai — ß) =— V(c—~ä 2 ) (a t — ß) (ai + a 2 — c— ß) (jl( u,b) + lT (y,b)

+ 1 lg .cosCb^u) Sin (b-u)\ + (ai _ c) (u + v) _ (0 _ a2) ( E(u) + E(v) \
2 ° cos (b + u) sin (b + u) J 1 '

/ sin am u cos am u z/am u , (n „ \ sinamv cosamv A amy
+ (c —aD (ai —a 2 ) Z— v—5 + ( a l— P)( al a 2j 1 n oin 2 amv'v -j v 1— m sin 3 am u i-— 11 sm ain N

oder zufolge 33)

2 v( c— a 2) (s — so) = (c— a 2)(ai —c) (u + v) — (a x — ß) (c—a 2) ( e(u )4- E(v)J

sin am u cos am u z/ am u , -, sinamv cos amy z/amv
4- (c— a 2) (ai — a 2) ^ m s i n 2 am u + ( 1 ß)( Ll 2) i — D s in 2 amv

Es ist nun

, N sin am u cos am u z/ am u . k- si a am u cos am u iarnu sin 2am (a + iK')
(c a 2) (ai — a 2) -i—pi 2 arn „ (c—a 2)(ai ß 2 s i n 2 am ( a 4- i K') sin 2 am u

= (c —a 2) (ax — (?) (z (u) — \ Z(u -a—iK') — { Z (u 4- a 4- i K '))

sin am v cos a 111v z/am v , , , k 3 sin amv cosamv //amy sin 2 am (b + iK')
(ai— ß) ( a i a 2) ^ n 2 aTT1 v ~ I e a 2j ( a i P/ 1— k " sin 2 (b + i K') sin 2 amv

= (c—a 2) (a x—(?) fz (v) — ¿Z(v—b— iK') — *Z(v 4- b + iK'))
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so dass wir erhalten, wenn wir noch an Stelle der Transcendenten E (u) und E (v) die Funktion Z

einführen

xai-
E 1

fr =R( S—s 0) = |^( a i— c ) — j|i— ß) K -J (u + V) - 2 (ai — ß) (Z(u—a—iE') + Z(u + a+ i K')

+ Z (v — b — i K') + Z (v + b + i K')

Für die anderen Werte von ß würden sich die Resultate nur in den Konstanten unterscheiden.

Um die laufenden Koordinaten der kürzesten Linie in dem Falle c>/?>a 2 durch die

Variabein u und v auszudrücken, führen wir in 3) die Grössen Xi und X3 an Stelle von

und H3 ein; dadurch gehen diese Gleichungen über in

X

y 2 =

(ai — a 2) (ai — c) s (1 —Xi) x 8

c — a 2 (1 — mxi) (1 — 11x3)

(ai —a 2 ) (/S — a 2) (c—a 2) xi (1—x 8)

2 z — c = (ai — a 2)

Es ist aber

a i — ß

1 —x 3

-nx 3

(1-mxi) (1 —nxi)

1 —X!

Ï — m xi

xi = sin 2 amu, 1 — xi = cos 2 amu, X3 = sin 2 am v, 1 — X3 = cos 2 am v

(1—mxi) (1—nx 8) = (1—k 2 sin 2 am(a +iE') sin 2 amu) (1—k' 2 sin 2 am(b +iE')sin 2 amv)

Benutzen wir die Beziehung

so wird

(1—mxi) (l-nxs) =

0(u) (@(a)\ 2 0(u + a) 0(u— a)

0 (v) J ~ 1—k 2 sin 2 am a sin 2 am u

0(u + a + iK') 0(u- -ili') 0(v + b + iK') 0(v—b—iE')

© 2 (u) © 2 (a + iE') 0-'(v) 0 2 (b + iE')
0 4 (O)

©i(a + u) ©1 (a — u) ©i (b + v) ©! (b —v)

O; (a) &l (b) ©X (u) ©?(v)

©2 (u + b) 02 (u — b) ©i(v + b) @i (v — b)

0»(b) ©1 (b) 0 2 (u) 0 2 (v) " 1 '

Wir erhalten demnach für die laufenden Koordinaten die Werte

( ai -fl ( ai — c) 2 ©1(b) ©;- (b) 0; 2 (U) Q\ (v)

2z

X' —

y 2 =

-c =

(c — ß) 0 2 (K) © 2 (0) 0 2 (u + b) 0 2 (u — b) ©i(v + b) ©i(v — b)

{ß — a 2) (c — a 2 ) 2 0; 2 (b) 0|(b) ©;(u) 0|(v)

(c — ß) © 2 (K) 0 2 (O) © 2 (u + b) © 3 (u— b) ©i (v + b) @i (v b)

(a t - ß) (c a 2) (©^ (b) ©2 (v) © 2 (u-|-b) 0 2 (u — b)— 0|(b) ©|(u) ©i (v+b) ©ifV — b))

(c — ß) ©(E) © 2 (u + b) 0 2 (u — b) ©i (v + b) ©i(v — b)
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