Uber die mehrdimensionale Geometrie.

Die abstrakte Wissenschaft kennt keine Grenzen

Grafimann, Ausdehnungslehre,

I. Historische Orientierung.

Nur selten gelingt es der reinen Mathematik, tiber den Kreis ihrer
Jinger hinaus Interesse hervorzurufen, und in diesen seltenen Fillen
ereilt sie noch meist das Verhingnis, millverstanden zu werden. So
geschah es mit der Rektifikation der Kreislinie, mit der Trisektion des
Winkels, so droht es noch heute mit der wunderbaren Schépfung
Grabmann’s und Riemann’s, mit der Geometrie n-facher Mannigfaltig-
keiten zu geschehen. Der Laie vermutet in diesem Falle metaphysische
Hypothesen, wo kiihne Verallgemeinerungen unternommen werden, fir
die Ergebnisse der reinen, deductiven Geometrie fahndet er nach Ob-
jekten der Sinnenwelt, kurz er nimmt Abstraktion fur Spekulation.

Allerdings ist das mathematische Problem eines n-dimensionalen
Raumes zuerst vom Philosophen in Angriff genommen worden.
Bereits vor etwa drei Jahrhunderten trigt Henry More meist mit einer
gewissen Angstlichkeit die Annahme einer vierten Dimension, einer
Dimension der Geisterwelt vor,') erregt aber damit wenig Beifall bei
den zeitgendssischen Forschern. Trotzdem glimmte seither das Problem
an der Gemarkung von Mathematik und Philosophie fort und derselbe
Leibnitz, der More in einem Briefe an Clarke wegwerfend einen *im
tibrigen« (dlailleurs) von guten Absichten geleiteten Mann nennt, er-
wihnt selbst gelegentlich der Abhandlung seiner geometrischen Charak-
teristik die Berechtigung, Dinge in den Bereich der Geometrie zu ziehen,
die auberhalb unseres Vorstellungskreises liegen. »Je nai qu’ une re-
marque a ajouter, cest que je vois qu'il est possible, d'étendre la ca-
ractérique jusqu'aux choses qui ne sout pas sujettes a limagination,
mais,« figt er wenige Zeilen spiiter hinzu, »cela est trop important et
va trop loin pour que je me puisse expliquer la-dessus en peu de
paroles.«?) Kant hat sodann durch seine bewunderungswiirdigste
Leistung, durch die Unterscheidung zwischen dem Ding an sich und
seiner Erscheinung, die Moglichkeit geboten, sich mit Gebilden ohne
Riicksicht auf ihre reale Existenz zu beschiftigen. Allerdings sind seine

') Zimmermann: Henry More und die vierte Dimension des Raumes. Akad.
d. Wissensch. in Wien, phil.-hist. Klasse, Bd. 98.

*) citiert aus Gralmann: geometrische Aualyse,

*) z. B, Helmholz u. Hartmann.




Hypothesen tiber den Raum noch keineswegs endgiltig von der Wissen-
schaft acceptiert: namhafte Philosophen und Naturforscher wenden sich
entschieden gegen dieselben. Insbesondere hat Kant’s Behauptung, der
Raum sei a priori gegeben, vielfach Widerspruch gefunden, doch voll-
zieht oder erleichtert er zumindest durch diese These den Ubergang
zu einer polydimensionalen, streng aprioristischen, absoluten Geometrie.
Uber die reale Existenz der 4. Dimension #dullert er behutsam genug:
»s0 viel zur Zeit noch bemerkt worden, ist kein Raum gefunden worden,
der mehr als drei Abmessungen hitte.")

Eine wesentliche Forderung erhielt unser Gegenstand durch die
Einfahrung der imaginiren Zahlen. Von Cardan, Descartes, Wallis hie
und da erwihnt, von Euler vielfach benititzt und dennoch verleugnet,

r r
er nennt Ausdricke wie Y 1, \"— - 2 etc. Zahlen, die nichts

sind; sie sind weder grober noch kleiner als Nichts; und auch nicht
einmal Nichts selbst, weswegen sie fir unmoglich genommen werden
miissen?) — wurden sie um die Wende des 18. Jahrhundertes von Gaub
su einem hochst fruchtbaren System der complexen Griben beniitzt.
Durch die Einfithrung solcher nicht srealere Zahlen und Groben in die
Algebra, durch ihre graphische Darstellung war gleichsam ein Prijudiz
fiir die mehrdimensionale Geometrie geschaffen worden, das ihr nur
vorteilhaft sein konnte. Aber ebenso wie die hchst ungewohnte Denlk-
weise mit imaginiren Zahlen nur schrittweise Anerkennung selbst bei
den Gelehrten von Fach finden konnte, es sei hier an die heftigen
Ausfille Dtihrings gegen Gaull erinnert, — ebenso oder noch ziher
war und ist der Widerstand gegen die polydimensionale Geometrie. —

Grabmann?®) hatte den Mut oder vielmehr das Ungliick, ihr erster
Vorkiampfer zu sein. Sein Werk wurde jedoch von den Zeitgenossen
fast gar nicht beachtet, weshalb sich Grabmann von der Mathematik
der Altertumforschung zuwandte. Inzwischen haben Gaub, Lobatschefsky
w. s. w. den Grund zu einer absoluten Geometrie: gelegt; welche For-
derung dieselbe fiir den »hheren Raume hatte, ist klar. Riemann?*) und
gleich darauf Helmbholtz®) hatten inzwischen die Ideen Gralbmann’s,
unabhingig von demselben, wenig variert, wieder aufgenommen; seit-
her ist die mehrdimensionale Geometrie ein selbstindiges Kapitel der
Mathematik worden, deren Literatur heute mehrere Hunderte von Ar-
beiten moderner Denker umfabt.®)

Il. Uber die Existenz des mehrdimensionalen Raumes.

Die erdriickende Mehrheit dieser Arbeiten lalbt die Frage, ob dem
hoher-dimensionalen Raum Realitdt zukomme, unbeantwortet, die ganze

1) Citiert aus Kant, Kritik der reinen Vernunft, Reclam - Ausgabe p. 50;
iibrigons hat Kaut in der zweiten Ausgabe 1887 selbst diese verklausu'ierte Be-
i erkung unterdriickt.

2y Euler, Yollsiiindige Anleitung zur Algebra, 1770, citiert aus der Reclam-
Ausgabe, p. 61,

3) GraBmann's Ausdchnungslehre 1844,

4) Riemann: Uber die Hypotesen, dte der Geometrie zugrunde liegen. 1856.

5) Helmholtz: Uber die Tatsachen, die dor GGeometrie zugrunde liegen. 1866,

8 Ein Verzeichnis findet sich in Schlegel: Sur le developpement o I’état
actuel de la Géometrie 4 n Dimensions. Enseign. Math; 1900,




Theorie wird sozusagen jenseits wvon Existenz und Nicht-Existenz ab-
geleitet. Schon Grabmann betont ausdriicklich den rein abstrakten
Charakter seiner Untersuchungen, er behandelt eine von allen rdum-
lichen Anschauungen geldste rein mathematische Wissenschaft ; die
Stereometrie ist ihm sonach nur eine specielle Anwendung auf den
unserer Sinnenwelt zuginglichen Raum. Fir ihn sind Punkt, Gerade,
Ebene u. s w. =Elemente,« die er glucklich mit den Elementen der
Kombinationslehre vergleicht, wo ja auch nicht tiber »Existenz« oder
Beschaffenheit spekuliert wird. Die Hypothesen, die in der neueren
Physik aufgestellt werden, wollen ja auch nicht mehr Abbilder der
Wirklichkeit sondern nur ihre Analogien sein. Daher kann eine Hypo-
these heute nicht mehr als »falsch« erkliirt und durch eine »srichtige:«
ersetzt werden, man kann vielmehr nach Bedarf anstatt einer ange-
nommenen Analogie eine praktischere, den Erscheinungen sich noch
besser anschmiegende Analogie, die auch nur in unseren Gedanken
existiert, einfithren. Ebenso existieren die vierte Dimension und die
Gesetze der vierdimensionalen Groben nicht im Raume, nicht in der
Anschauung, sondern im Verstande oder — im »Abstraktionsgebiet.«1)

Durch reine (GGedankenprocesse sind wir seit [Langem schon im-
stande, uns einen Raum dreier Dimensionen zu konstruieren, der von
dem Raume, zu dem wir lediglich durch Heranziehung der Sinne ge-
langen wiirden, wesentlich verschieden ist. So erdenkt sich Lobatschewsky
eine :Pangeometriec, in der man durch einen Punkt mehr als eine
Parallele zu einer gegebenen Geraden ziechen kann. Die Sumine der
Winlkel eines Dreiecks der Pangeometrie ist kleiner als 180°.%) Strenge
genommen ist aber selbst der alte ehrwiirdige Euclid’'sche Raum nicht
adiquat dem Raum unserer Wahrnchmungen.®) So zum Beispiel ist der
wahrgenommene Raum auch vem freiesten Bergoipfel aus betrachtet
endlich, wiithrend die Euclid’sche Geometrie einen abstrakten, unend-
lichen Raum annimmt. ‘Ohne zu verkennen, »>dab die empirische Be-
obachtung der Mathematil grolle Dienste leistet, mub doch zugestanden
werden, dalb der Rohstoff, den uns die sinnlichen Eindriicke liefern,
durch unseren Geist verarbeitet wird, und dald das subjektive Element
in der reinen Mathematik den Vorrang vor dem objektiven hat.«*) In
der Tat: Haben wir nicht einen vollkommen klaren Begriff von der
geraden Linie, ohne sie je streng in der Natur angetroffen zu haben?
Alles in Allem genommen ist also der Raum der Sinnenwelt keine
Denknotwendigkeit, die von der Erfahrung nicht bestitigten oder
gar ihr widersprechenden dreidimensionalen und mehrdimensionalen
Ausdehnungen reprisentieren immerhin Denkmdglichkeiten.

Sowie aber die Denkmoglichkeit der z-fachen Mannigfaltigkeit
feststeht, kann man dieselbe den Operationen der logischen Denkgesetze

') Scheffler, Irrige Ansichten iiber dem vierdimensionalen Raum, Zeitachrift
fiitr: math.-naturw. Unterricht, Bd. 11.

%) Lobatschewsky: Geometrische [Untersuchungen zur Theorie der Parallel-
linien, Berlin 1840.

%) Hartwig nennt ihn am VIIL. deutsch-sterreichischen Mittelschultage ein
Zorebild der Wirklichkeit.

4) Veronese: Grundziige der (eometrie von mehreren Dimensionen, iibersetat
von Schepp, Leipzig 1894, p. XV,
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unterwerten. Dadurch entsteht die E\'Ietageomctrie,‘} eine in sich abge-
schlossene Wissenschaft, die von der Aubenwelt ebensowenig eine An-
leihe machen mub wie die Algebra. Wir unterwerfen ja auch Potenzen
mit gebrochenen Exponenten unbekiimmert um ihre Deutung den for-
mellen Gesetzen des Rechnens.

Dabei hat es aber auch an beachtenswerten Versuchen nicht ge-
fehlt, der vierten Dimension Realitit zu verleihen. Um dieselben wiirdigen
zu konnen, missen wir vorerst den zwei- und eindimensionalen Raum
niher betrachten. Helmholtz erinnert daran, dall Wesen, die verurteilt
wiren, in der zweiten Dimension ecingesponnen zu sein, sogenannte
splattgedriickte Intelligenzenc, der dritten Dimension unbedingt jede
Realitit absprechen miibten. Fir diese Flichenwesen wiren die uns
geliufigen Euclid’schen Axiome auf den Kopf gestellt. Zwischen je
zwei Punkten wire auch dann eine kirzeste Linie moglich, doch misste

dieselbe nicht notwendig eine Gerade sein — Helmholtz nennt sie eine
geradeste Linie. Ja noch mehr: Wihrend Ebenen-Bewohner immer,

Kegelfiichen- und Cylinderflichen-Bewohner nur bei sehr specieller
Wahl der beiden Punkte zur Geraden vordringen, fehlt der Begriff der
Geraden dem Ellipsoid-Bewohner tberhaupt. +»Schon in dem ecinfachen
Falle der Kugel wiirden zwischen je zwei Polen sich unendlich viele
geradeste Linien legen lassen, paralelle geradeste Linien wiirde man
gar nicht ziehen konnen, und die Summe der Winkel im Dreieck wiirde
von zwei Rechten verschieden sein; jene Wesen wiirden ihren Raum
ebenfalls unbegrenzt, aber endlich ausgedehnt finden, und bei der Aus-
bildung einer Geometrie wiirden sie andere geometrische Axiome haben
als wir, aber sie konnten noch immer ihre Raumgebilde beliebig auf
der Kugel verschieben ohne deren Dimension zu #ndern.«*) Aber selbst
diese Verschiebung hort auf bei den Flichen nichtkonstanter Krimmung.
Auf dem Hyperboloide zum Beispiel kann der einfachste Linienzug
nicht ohne Biegung, Zerrung, Dehnung fortbewegt werden. Ganz zu
geschweigen von den Flichen mit Ecken und Kanten. Um ein Dreieck
vom Kegelmantel auf die Kegelbasis zu bringen, miissen erst seine
Seiten .an der Peripherie des Grundkreises gebrochen und sofern sie
nicht Erzeugenden des Kegels angehoren, gerade gebogen werden.
Noch durchsichtiger wird das, worauf es hier ankommt, bei Gebilden
erster Dimensionen. Auf der Geraden libt sich ohneweiters ohne jede
Deformation die Strecke AB verschieben, ebenso das Bogenstiick AB
auf der Kreisperipherie gleicher Krimmung., Aber schon auf der Ellipse
wird die Verschiebung nur durch Zerrung des Bogenteilchens moglich.
Also wieder geht die Verschiebung ohne Deformation nur auf Gebilden
mit konstantem Krimmungsmalle vor sich. Die Gerade — im zwei-
dimensionalen Raume die Ebene — sind specielle Fille mit dem
Kritmmungsmalie Null.

Nun lehrt uns die Anschauung, dab die Verschiebungen in un-
serem dreidimensionalen Raume ohne jede nachweisbare Deformation
erfolgen, daraus folgern wir, dall unser Raum ein konstantes Kritmmungs-

) Der Name wurde urspriinglich ironisch von Gegnern dieser Disciplin ge-
braucht, jedoch yvom Helmholtz acceptiert. Vergl, Helmholtz: Ueber den Ursprung
und Sinn der geometrischen Sitze. Gesammelte Werke Bd. 2, p. 640,

3) Konigsberger: Hermann v. Helmholtz's Unfersuchungen iiber die Grund-
lagen der Mathematik und Mechanik. Heidelberg 1895,
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mab besitze. Weil gerade so wie fiir die Ebene der Satz, durch einen
Punkt ist nur eine Parallele zu einer Geraden moglich, bisher auch
erfahrungsgemal fir den Raum Giltigleit hat, so setzen wir das ridum-
liche I\rummungqmdﬁ mit Recht gleich 0. Den Raum, den wir wahr-
nehmen, hat also gemil den bis heute gesammelten Erfahrungstatsachen
das ]mnstante Krimmungsmall Null. Aber der physische Raum mub
nicht notwendig mit dem Raume der Anschauung, der mit unseren
Sinnen erfalt, Sinnestiuschungen unterworfen ist, tibereinstimmen. »Der
physische Raum und der Raum der Anschauung konnten sich zu ein-
ander auch vérhalten wie der wirkliche Raum zu seinem Abbild in
einem Konvexspiegel.«’) Wir kénnten ja auch der plattgedriickten
»Kugelintelligenz: Gliser aufsetzen, wodurch die Kugelflichen sich auf
ihrer Netzhaut als Ebene abbilden, projezieren wiirde. Es wire also
voreilig zu behaupten, der pseudosphirische Raum sei nicht vorhanden;
er ist nur unseren Sinnen nicht zuginglich. Wire das menschliche
Auge anders organisiert, so wiirden wir einen anderen »iulleren< Raum
sehen, dem wir andere Axiome unterlegen miilten. — Aber nicht ein-
mal das konstante Kriimmungsmall Null ist von der Erfahrung uber
jeden Zweifel hinaus sichergestellt.... »aber das Resultat der geome-
trischen und astronomischen Messungen, welche uns die Winkelsumme
eines Dreiecks nur pnahezu und streng gleich zwei rechten Winkeln er-
geben konnen, berechtigt uns offenbar nur zu schlieben, dall das Kriim-
mungsmab unseres Raumes sehr klein ist; dall es in Wirklichkeit ver-
schwindet, Lilit sich nicht beweisen .. ..«%) Dem Raume ein Kriimmungs-
mali beilegen, heilit eigentlich schon, die nichst hohere, also vierte
Dimension einfithren, denn jedes Gebilde hat Kriimmungsmale nur in
Bezug auf die ndichst hohere Dimension — die krumme ebene Linie
nur in Bezug auf die durchgelegte Ebene, die krumme Fliche nur in
Bezug auf den Raum. Um das Kriimmungsmall des Raumes an einer
Stelle festzustellen, milbte es nach Riemann empirisch durch Messung
festgestellt werden, das heilit: wir militen einen eudklid'schen Raum
durchlegen, uns selbst den Standpunkt in dieser vierten Dimension er-
wihlen und untersuchen, wie groli der Radius der Kugel sei, die an
der betreffenden Stelle llltJf’llCth viele Punkte des du‘ld!menmonalcn
Raumes enthilt. Der rempwl\e Wert dieses Radius gibt uns dann ein
Mab der Krimmung des Raumes. Diese Kugel ist selbstverstindlich
hiebei als Korper, nicht als Oberfliche zu denken. Dalb wir der Kugel,
die ganz in der vierten Dimension verliuft und unseren Raum nur
quasi streift, in unserer Erfahrung noch nie begegnet sind und mit an-
gestrengtesten Vorstellungsversuchen nicht beikommen kénnen, ist kein
stichhiltiger Grund gegen ihre mogliche Existenz.

In iberaus launiger Weise bespricht Fechner?®) die Moglichkeit
einer vierten Dimension. »Wiirde man,c sagt er, »cin zweidimensionales
Wesen — etwa einen Schatten!) — im dreidimensionalem Raume fort-
bewegen, so wiirde dasselbe diese Ortsverinderung sich nur als Zeit-

1) Helmholtz: Uber den Ursprung und Sinn der geometrischen Siitze, Bd.
IT. p. 652,

") Kinigsberger, Helmholtz' Untersuchungen.

%) Fechuer. Kleivere Schriften: p. 260. u. &, w., herausgegeben unter dem Pseu-
donym Dr. Mises.

4) In einem anderen Aufsatze desselben Werkchens unterhiilt sich Fechner mit
dem Gedauken, dem Schatten Bewn[tsein zuzuschreiben,
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verinderung zu Bewubltsein bringen konnen.« sUmgekehrt,« schlielt
Fechner weiter, serklirt sich jede Zeitverdnderung, die wir warnehmen,
aus dem Mangel unserer Sinneswerkzeuge, die Bewegung, die wir tat-
siichlich dmch den vierdimensionalen I\aum machen, als Ortsverin-
derungen zu erkennen.c

Kastlich ist es, wie Fechner diesen Gedanken weiter ausspinnt.
Die jeweilige Beschaffenheit der Welt, alle Ereignisse sind ihm nui
Querschnitte. des vierdimensionalen Prismas, das wir lings seiner Hohe
durchwandern. Speise und Trank stehen von Distanz zy Distanz bereit,
wir miissen nur beim Vorbeireisen darnach langen. Die noch bizarreren
Ertrterungen Zoellner's und der mathematischen Spiritisten muagen
besser ganz aulier Betracht bleiben. Naturgemil konnten solche zu weit
getriecbene Analogien nicht ohne Zurtickweisung bleiben, wenn schon
die Polemik dann und wann mehr leidenschaftlich als wissenschaftlich
wriree =y e Gegen alle solche Versuche (es ist die Rede vom vier-
und fitnfdimensionalen System) mull man sich wahren,« schreibt Lotze,")
»sie sind Grimassen der Wissenschaft, die durch véllig nutzlose Para-
doxien das gewohnliche Bewubtsein einschiichtern und dber sein gutes
Recht in der Begrenzung der Begriffe tiuschen.e Noch 1880 spricht
Gilles?) in schirfsten Worten der Ausdehnungslehre jedwede Berechti-
gung ab, sie trage die Denkwidriglkeit an <|11 Stirne, ihre Anhinger
seien Bahnbrecher des Aberglaubens! — Bei diesen Meinungsverschie-
denheiten war es das fir die Sache Ersprieblichste, unbekiimmert um
Auslegungen die abstrackte Geometrie abzuleiten, ihre Sitze unabhiingig
von der Realitit, unter lediglicher Beachtung des Satzes vom Wider-
spruch zu formulieren,

Ueber die polydimensionalen Kérper.

Hatte man eine Abstrakte Ausdehnung vierter Ordnung geschaffen,
so galt es nunmehr, dieselben mit Gebilden zu beleben; und da ist es
duberst anziehend zu verfoloen, wie mannigfach die zu diesem Behufe
eingeschlagenen Wege waren, wie dieselben Ideen fast gleichzeitic un-
abhingig von einander von den Mathematikern der verschiedenen Linder
und verchiedenen Richtungen (Analytiker und Synthetiker) erfallit und
ausgestaltet wurden, wie sehr die Ergebnisse ihrer Untersuchungen tiber-
einstimmten. — Durége?) geht vom Begriffe des »ecinfachens« Korpers
aus, seine Methode ist die synthetische. Er nimmt ein iiberall konvexes
ebenes Polygon an, dessen Ecken gerade Linien in den Raum hinaus
beschreiben. Die Endpunkte Lhuu Geraden mogen wieder in einer
Ebene liegen. Ein auf diese Weise erzeugter Korper moge mit Durége
ein einfacher Korper genannt werden.. Es ist leicht einzusehen, dall
wenn die vom ersten konvexen Polygon in den Raum gesandten Ge-
raden unter cinander parallel sind und das abschliefende cbene Polygon
ebenfalls parallel zum Ursprungs- -Polygon gelegt wird, ein hllt/.mllc'
Fall des einfachen Korpers, das Prisma resultiert. Schneiden sich die
ausgesandten Strahlen in einem Punkte des Raumes, so degeneriert das

) Lotze: Logik p. 217. citiert aus Veronese.

?) Zeitschrift fiir math, und vaturw, Unterricht. X1. 1880 p. 5.—24.

%) Durége: Usher Kirper von vier Dimensionen. Sitzungsberichte der Akademie
der Wissenschaften in Wien, math.-naturw, Klasse, 1881,




zweite Polygon zu einem Punkte, der einfache Kérper ist zur Pyramide
geworden. — Die Anzahl der Begrenzungsstiicke des ersten Polygons
werde mit 7z bezeichnet, die des zweiten Polygons mit & und die des
ganzen einfachen Korpers mit 7. —

Die angehidngten Indices 0, 1, 2 sollen jeweils besagen, ob Ecken,

Kanten oder Flichen gemeint werden. — Dann ist
?J"U = o :.\,
’ el | 1 v l
e e RS S (1)
’ gL 4
Rig — 2
daraus folgt
| i AT i i
wly — 'y F =N — N + 2 (2)
Da aber das Polygon ebensoviel Seiten als Ecken hat, so mul3
man /V, = /, setzen und die Formel (2) geht iber in
o / | ) o e S
wo — 'y -F g = 2 (3)

Diese Gleichung ist aber nichts anderes als die Euler’sche Relation,
allerdings nur abgeleitet fiir den besonderen Fall eines Durége’schen
I\'t"al‘pl'l'.‘i, h

Die Ubertragung der vorstehenden Betrachtung auf Koérpern von
vier Dimensionen geht nun zwanglos vor sich: An Stelle des konvexen
Polygons gehen wir nunmehr vom konvexen Polyeder aus. Von jedem
Eckpunkte desselben rage eine Gerade in die vierte Dimension hinein.
Je zwei dieser Geraden, die von den Endpunkten einer Kante des ur-
spriinglichen Polyeders ausgehen, mogen in derselben Ebene und alle
diejenigen, die von den Eckpunkten ein und derselben Fliche beschrieben
werden, im nidmlichen Raume liegen. Den Abschlub dieser Geraden
bilde neuerdings ein Polyeder. Dasselbe kann zu einem Punkte degene-
rieven, wir haben sodann eine vierdimensionale Pyramide erhalten; die
Kanten, die den vierdimensionalen Raum durchschreiten, konnen zu
einander parallel verlaufen, das abschliebende Polyeder also durch
Parallelverschiebung des urspriinglichen erzeugt worden sein; wir er-
halten auf diese Weise das vierdimensionale Prisma. Den allsemeinen
FFall des so entstehenden vierdimensionalen Korpers nennen wir wieder
einen einfachen Korper, diesmal vierter Dimension. Analog wie frither
bezeichnen wir mit 2 V und #»’ die Zahl der Begrenzungssticke des
urspriinglichen Polyeders, des Gesammt-Gebildes und unterscheiden
durch die Indices 0, 1, 2, 3, ob wir es mit Punkten, Kanten, Flichen
oder Begrenzungskdrpern zu tun haben.

Dann gelten die Relationen:

o) ”’nl —= ¥ |l_ ".\.-l ]
Fhiee it W Tz [
£) ny = My Ny =y g (4)
%) wy = ny + Ny + Jf '
il )
d) wy = 2 +
Da nun fiir das abschliebende Polyeder die Euler’sche Relation
gilt: N, — N, + N, = 2, so erhalten wir, wenn wir aus der Summe
von a und 7 . ... 3 und § subtrahieren
i [} 1 / L Ty =
Ny e g g =100 (2)
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Diese Gleichung (5) ist demnach die Euler'sche Relation fiir den
vierdimensionalen Raum. Nun kann man wieder den ganzen vierdimen-
sionalen Korper, Rudel’) und Hopf?) nennen ihn den Allkérper, zur

Entstehung des einfachen funfdimensionalen Korpers beniitzen — die
Durchfiihrung macht nunmehr keine Schwierigkeiten mehr — und ge-
langt zur Gleichung
oy — nly + Wy — Wy on; = 2, (6
allgemein daher :
N R T N N 01 %
> (7)
f i 1 4 | / —_— d
und 7y — wly ol — . LoD e = 3J

Dieser Form des Euler’'schen Satzes haftet aber noch der Mangel
an, zwischen pardimensionalen und unpardimensionalen Raume zu unter-
scheiden. Um diesem Ubelstande zu begegnen, betrachten wir das Ge-
bilde, fiir welches eben die Beziehung ihrer Grenzgebilde Zahl eruiert
werden soll, selbst als seine Grenzgebilde, dann ist beispielsweise fiir
das Polyeder der Satz in folgender Form zu schreiben:

E— Ka |+ F — Ko = 1
oder mit Verwertung der Durtge’schen Bezeichnung
i i 1 i ? P 3
s e e e e 1 (8)
wobei #%, die Anzahl der begrenzenden dreidimensionalen Gebilde,
gleich 1 zu setzen ist. Fiur den vierdimensionalen Korper lautet dann
die Relation
] v | / / | e S
wly — n + ny b7 d S e e — |

und fur den A dimensionalen Korper:

e R s L

oder unter Verwendung des Summensymbols:

{6
= (—1) n;
i o

= (9)

Erwihnenswert wire noch, dab diese Relation auch in den minder-
dimensionalen Riumen Giltigkeit behdlt. Fiar die Strecke, dem ein-
dimensionalen Korper, ist die Eckenzahl 2, die Kantenzahl 1, und
tatsidchlich ist

Ze—ril =2

Fur das ebene geschlossene Polygon, z B. fiir das Sechseck, ist

6 die Ecken —, 6 die Kanten —, 1 die Flichenzahl, und richtig ist wieder

6—6 4 1=1

) Rudel: Vom Kérper htherer Dimension. Kaiserslautern 1882,

1) Hopf: Eire Wahrheit von der Gasse. Piidagogium, herausgegeben von I}_ittan,
XVIL Jahrgang p. 35. — Dieser kleine humorvolle Aufsatz ist besonders geeignet,
beim Laion Interesse fiir den Gegenstand hervorzurufen,

il
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Einen wesentlich anderen, iibrigens auch synthetischen Weg hat
Rudel in dem obzitierten Schriftchen eingeschlagen, um die multiplen
Ausdehnungen mit Gebilden zu bevdlkern. Er beniitzt hiezu fruchtbar
das lemp der P10Jr,l<t10n. Nehmen wir ein ebenes go%chlov\%encs Po-
lygon und projezieren wir alle Endpunkte desselben von einem auber-
halb gelegenen Punkte aus, so erhalten wir die Pyramide, einen Du-
rége ‘schen einfachen Korper mit degeneriertem Abschlubpolygon. Ebenso
kénnen wir nur ein Polyeder als Projektion auffassen, dessen Projektions-
zentrum auberhalb dieses Raumes, also im vier dnm-ns:omlm Raume
gelegen ist. — Rudel gelangt zu genau demselben erweiterten Euler’schen
Satz wie Dureége. Er gcht noch einen Schritt weiter, indem er die
Eigenschaften der einzelnen Allkérper beschreibt, vom Neigungswinkel
zweler je in einer Ebene zusammer nstofender Korper spricht, von der um-
schriebenen Kugel u. s. w. Bei diesen beiden Entstehungsarten geht
man noch von Sitzen und Gebilden der Erfahrung aus, was Grassmann
und neuerdings Veronese ganz vermieden haben. Der vierdimensionale
Raum, den wir soeben besprochen haben, war ein Euklidischer, der,
den Veronese seinen Untersuchungen 7ug1untie legt, ist ein absoluter.
Scharly') schligt vor, fur derlei abselute Httmchluntmn den Ausdruck
»Raume behufs Verhiitung jedes Milverstindnisses ganz zu vermeiden
und liecber von dreifachen, vierfachen,..... # fachen Continuen zu
sprechen.

Veronese') lit nun aus einem einfachen Continium ein zwei-
faches entstehen, indem das ganze einfache Continium als ein Element
aufgefallt und mehrere solcher neuer Elemente aneinandergereiht wer-

den. — Durch Zusammenfassung des ganzen zweifachen Continiums
als ein Element kommt man zum dreifachen und durch Fortsetzung
dieses Verfahrens zum vierfachen . . . . # fachen Continium.

IV. Analytische Geometrie.

Ebenso wie ein Punkt, der in einer Ausdehnung dritter Stufe
liegt, durch 3 Koordinaten eindeutig bestimmt ist, so ist er in dem
n-dimensionalen Raume durch # Koordinaten festgesetzt. Wir gehen
eben hier von der Annahme aus, zu der wir-durch Analogie aus dem
zwei- und dreidimensionalen Raume berechtigt sind, dall durch einen
Punkt der #!* Dimension 7 zu einander senkrechte Gerade moglich
sind; dieselben stellen ein System von Koordinatenaxen vor. Die Distanz-
formel lautet nunmehr

b= Vo= o —wr o+ (o — )%

oder in kiirzerer Schreibweise

s ahaaa

R e (B )% Q)
wobei die Koordinaten der beiden Endpunkte mit %, #; .... % , bezie-
hungsweise mit »/, #’g..... %% bezeichnet wurden.

1) Im Jahresprogramm des Aufliger Gymnasiums,
) Veronese: Grundziige ds. p. 62 n. 196.
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Nennen ‘wir die laufenden Koordinaten & £, .... &, so ist die
Gleichung einer Geraden, die durch 2 Punkte geht.!)

v > »
G M _';-; T e _;?l — ¥n (.}}
Sl — N 7 . =
wl——nfl . ix,—itfy Kopp—T Aim 2
Allgemein lautet jetzt die Gleichung einer Geraden:
7 i F iy = S bl
b T G TR S e V) e
it niE 1 | ) b
Ae"l _JI" Au-:‘:'- R -'l"rv ’:m_”n (3)

)k =i B"

“I(u :7[ + -'4”“ :_-;2 —i— . . PR, . [ -';ll =n
jede Gleichung des Gleichungssystems (3) stellt das einfachste Gebilde
der nichst niedrigen Stufe vor, was fir # = 3 und # = 2 ohneweiters
verifiziert werden kann, Daher stellt auch

Ag + By +C2 -} Dn=—E

die Gleichung unseres (eudklid'schen) Raumes im Allraum, d. h. im
Raume vierter Dimension vor. Die Gleichung der Kugel lautet nunmehr:

C‘-"l —I'
die Mittelpunktsgleichung des #—1 dimensionalen Gebildes zweiter
Ordnung ist

o St = )

SV

Lo | 14 | | Ya Y =
ﬂlﬂli”fz:’qu 1= s o s 5w T8y G —F (D)

Setzen wir in (5) # = 2, so erhalten wir unsere Kegelschnitte, und fir
n = 3 die Flichen zweiter Ordnung. Fiir ein Linienclement haben wir
aus (1)

ds =\ ST dE

=1

und fiir ein Flichen-Element, besser gesagt fiir ein Begrenzungs-Element?)

i=mn ;. ‘1.2
o G e KA 6)
R 1“} %

Fir n=1 gehen diese vier Formeln in die wohlbekannten Formeln
fiir Kreis und Kugel iber.

Durch die analytische Geometrie, auf hohere Riume angewandt,
haben wir nunmehr ein Mittel, allen arithmetischen Ausdriicken eine
geometrische Bedeutung zu unterlegen, was wir bisher nur bei Glei-
chungen bis zu drei Unbekannten imstande waren. Ebenso lassen sich
algebraische Ausdriicke hoherer als dritter Dimension zwanglos ins Geo-
metrische {ibersetzen. So ist uns a. b. c¢. d. ein Korper vierter Stufe,

1) Czuber: Ueber die Differentialquotienten von Funktionen mehrerer Variabeln:
Sitzungsberichte der Akademie der Wissenschaften, math. naturw. Klagse, 1892 Wien.

?) Biermann: Uber die regelmiilligen Korper hiherer Dimension. Sitzungs-
barichte der Akademio der Wissensch., math.-naturw. Klasse, Wion 1884,
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der durch Bewegung eines Spath’s?) lings einer in den vierdimensionalen
Raum auf unserem Raume senkrecht stehenden Geraden parallel zur
urspriinglichen Lage des Spathes ensteht. Uberhaupt werden wokl alge-
braische Ausdriicke, die nicht durch den zwei- und dreidimensionalen
Raum interpretiert werden konnten, viel zur Ausgestaltung der Lehre
vom hoheren Raum beigetragen haben.

a* ist uns jetzt der Inhalt eines Allwiirfels, &" der des Wiirfels
n'** Stufe; die Diagonale eines Allwiirfels ist, nachdem die Diagonale

des Quadrates a \ 2, die des Wiirfels a \' 3 betriigt, jedenfalls

d=a \4=2a @)
Fiir den Wirfel #'** Stufe ist die Diagonale
d=a \ n ()
Damit sind aber die Qadratwurzeln aller Zahlen geometrisch inter-
pretiert. Aber auch fir andere Korper hoherer Stufe lassen sich
Berechnungen machen. Der Inhalt der Allpyramide kann aus dem Inhalte
R r ht o ! ! B &
des Dreiecks ¥ :“‘? und der dreidimensionalen Pyramide ¥ = -
abgeleitet werden; er ist
Vi :
4

wobei F das Volumen derjenigen dreidimensionalen Pyramide oder
allgemeiner desjenigen dreidimensionalen Korpers bedeutet, der fir un-
sere hthere Pyramide gleichsam Basis ist. Fiir die Pyramide z*¢" Stufe
gewinnen wir die Inhaltsformel

I/n—l . /

n

J= (10)

Die Bedeutung von V,_; dirfte kaum eine nihere Erklirung er-
heischen. Allerdings wiire es schwierig, eine solche Formel direkt be-
weisen zu wollen, und schon von Formel (9) sagt Fechner: »Was wer-
den das fur perspektivische Zeichnungen sein miissen, wenn es gelten
wird, zu beweisen, dali das Prisma von vier Dimensionen sich in vier
Pyramiden gleichen Inhalts zerlegen lasse.<?)

Besonderes Interesse beansprucht noch der specielle Fall der ein-
fachsten, das ist der dreiseitigen Pyramide: Nennen wir die Seite des
Dreiecks %, die daraufgefillte Hohe /,, so ist der Inhalt des Dreiecks
oy ok : . : g
-L"—% Die auf das Dreieck gefillte Hohe der dreiseitigen Pyramide

5 ¢ )
ey leg R
- ~ . . - - / = .
nennen wir /%, der Pyramideninhalt ist — ;— Auf dieselbe wird
) 723
') Die von Grassmenn anstatt des unférmigen Ausdrucks Parallelopiped ein-

gofiihrte Bezeichnung.
*) Fechner: Kleinere Schriften, p. 260.
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in einem Punkte die Hohe /%, in den vierdimensionalen Raum hinein
errichtet, der Inhalt der so entstehenden vierdimensionalen Pyramide

b kg b,k .
ist F=-—1"3%8"3"% _  Der Inhalt der einfachsten 72— dimensionalen
T3
Jy M Vi
: ; AP o : . A
Pyramide nimmt somit die Formen ¥ = -—;————)-f——- oder
= il A
=1
= i
A/ == _.r' z_l.- n! U ]}
=

Eine solche tibersichtliche Form gewinnt die Darstellung des Inhalts
durch rechtwinklige Koordinaten unter Zuhilfenahme der Determinanten.
Danach ist der Inhalt des Dreieckes

1 1 2y 2
N — 5 ] Xy Sa
24 B
der Inhalt der Pyramide
' 1 y Yy %
(U B 1= 2
tgzi il 2 }:2 3 )
Al T3 Ya %3
|1 2, 9,8 |

| | B8 PR e

1 1 g Y2 59 &
(g voril B 1 R0
I3 D 0

11§85 ks PR el 7

Fur die Pyramide #t*" Stufe kommen wir zur Formel

| _ » »
hA T R e e
1 1 2P, B e i il Fle ¢
= n'! b Adiit- g (12)
) e G Il i R SR e
Hiebei bedeuten die ersten Indices den 1. 2.....» Punkt, die zweiten

die 1. 2....#z* Koordinate des jeweiligen Punktes.
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V. Der regelméssige Kérper.

Unter den Gebilden in den hoheren Riumen haben diejenigen,
die man ihrer Analogie mit den Platonischen Kérpern halber die regel-
maBigen Korper nennt, hervorragendes Interesse erregt. Puchta') hat
dieselben auf analytischem, Rudel?) auf synthetischem Wege bestimmt.
Unter einem regelmibigen Ko6rper #f" Dimension versteht man ein
Gebilde, dal von lauter kongruenten regelmibigen Korpern —3to
Dimension derart eingeschlossen wird, dall in jeder Ecke, Kante, . . . ..
endlich in jedem Grenzgebilde #—2*" Dimension eine endliche Anzahl
und gleichviele begrenzende K&rper ;=3 Dimension zusammenstoBen.
Der regelmifige Korper von der geringsten Flichenzahl ist bekanntlich
das Tetraéder; der regelmibige Allkérper, der von der geringsten Zahl
von Korpern begrenzt ist, heilit analog Alltetraéder, er entsteht durch
Projektion eines Tetraéders aus einem Punkte, der in der vierten
Dimension liegt. Das Alltetraeder hat demnach vier und ein, also fiinf
Punkte, wird von fiinf, nimlich dem urspriinglichen Tetraeder und
jenen vier Tetraedern, die sich auf den Begrenzungsseiten des urspring-
lichen aufbauen, begrenzt. Zehn ist die Zahl der Kanten, ebenso grob ist die
Zahl der Flichen. Projezieren wir dieses Alltetraeder aus einem Punkte
der 5. Dimension, so kommen wir zum funfdimensionalen und durch
Fortsetung des eben geschilderten Verfahrens zum #z-dimensionalen
Tetraeder.

Verzeichnen wir nun die Anzahl der Ecken, Kanten, Flichen
u. s. w. jedes derartigen Tetraeders, so bekommen wir

fiir die Linie 2al

fur das Dreieck Sund el

fiir das Tetraeder 406 44
fir das Alltetraeder Eae] Ol (D21l

Wie man sieht, bilden diese Ziffern, wenn man in jeder Zeile die
Ziffer 1 voranschickt, ein Pascal'sches Dreieck.

Ebenso kénnen wir vom Quadrat, Wiirfel, Allwiirfel u. s. w. zum
Wiirfel der #'*" Dimension fortschreiten. Der Allwirfel ist ein vier-
dimensionales Prisma, dessen Basis ein Wiirfel ist, dessen Seitenkanten
gleich den Grundkanten sind und auf dem Basis-Wiirfel normal stehen.

Er hat demnach 16 -— 8 beim Basis-Wiirfel, 8 beim Deckwiirfel —
Ecken, 32 Kanten, von denen je 12 dem Grund- und Deckwiirfel an-
gehdren, wihrend die ibrigen 8 Seitenkanten sind. — Auller den je

6 Flichen des Grund- und Deckwiirfels baut sich auf jede Kante des
Grundwiirfels eine Seitenfliche auf, im ganzen haben wir also
6 + 6 - 12 = 24 Grenzflichen. An Begrenzungskérpern haben wir
zundchst Grund- und Deckwiirtel; auf jede Fliche des Grundwiirfels
baut sich aber ein Seitenwiirfel auf, wir haben demnach 6 Seitenwiirfel,

1) Puchta: Analytische Bestimmung der regelmiiSigen Kirper, Sitzungsberichte
der Akademie, Wien, Bd. 89. u. 90.

) Rudel: Vom Korper hiherer Dimension, Kaiserslautern 1882,
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also 8 Begrenzungswiirtel. In derselben Weise wie fiir das hohere

3 ' Tetraeder tabellarisiert erhalten wir diesmal:
fiir die Linie Z ]

| fiir das Quadrat o |

: fiir den Wiirfel SanlP el
fir den Allwiirfel 1o e o e P L S

S T AN e g Tagnt T Y w e T e e

Demnach finden wir die Begrenzungszahl £ Dimension eines
Korpers (Wirfels) #!*" Dimension, indem wir die Begrenzungszahl Ater
Dimension, des Wiirfels niichstniedriger Dimension, also 57 =7 " Dimen-
sion, mit zwei multiplizieren und zur Begrenzungszahl 7 =5 *" Ordnung

T A [ 2 v

addieren. —

Nachdem die Herstellung solcher hoherer Tetraeder und Wiirfel
unabhingig von # ist, existieren in jedem Raume gleichgiltig, welcher
Dimension er ist, zumindest zwei regelmiibige Korper.

Der schon besprochene Allwirfel ist ein Allkérper, in  dessen
Ecken drei Wiirfel zusammenstolien. Fahndet man nun nach dem Ge-
bilde, in welchem vier solcher K&rper zusammenstolben, so tritt der
Grenzfall ein, der. am besten erklirt ist durch Analogien mit dem
Forschen nach regelmiliigen Korpern im dreidimensionalen Raume,
etwa wenn vier Quadrate oder drei regelmiiflige Sechsecke zusammen-

SR 7 A I A T e

A L e P

stolien.

Bk Hier degeneriert der Korper zur Ebene, dort der Allkérper zum
Korper.

{ Ubereinstimmend mit Rudel findet Puchta folgende sechs regel-

miibige Allktrper:

arerr

«) Einen von 8 Hexaedern begrenzten Korper mit 16 Eckpunkten

p) Einen von 5 Tetraedern begrenzten Korper mit 5 Eckpunkten.

n) Einen von 16 Tetraedern begrenzten Korper mit 8 Eckpunkten.

8) Einen von 600 Tetraedern begrenzten Korper mit 120 Eck-
punkten.

¢) Einen von 120 Dodekaedern begrenzten Kérper mit 600 Eck-

punkten.
{) Einen von 24 Oktaedern begrenzten Korper mit 24 Eckpunkten

e

|
i Ein jeder Allktrper sei durch dem ihm vorgesetzten griechischen
] Buchstaben bezeichuet. Wie leicht einzusehen ist « dual zu =, £ dual
zu sich selbst, 3 dual zu ¢, endlich { wieder dual zu sich selbst. Der
fiinfdimensionale hohere Korper mub von Allkdrpern umgeben sein.
! Puchta zeigt, dass nur o und f Anlab zu solchen Gebilden geben.
15 Zwei dieser Gebilde, den hoheren Wirfel und das hohere T(.'ﬁ'h(\.dt:l‘,
i haben wir bereits eingehender besprochen, £ liefert aber noch einen
1 zweiten hoheren Koérper. Man kann tiber einer Fliche nicht nur drei,
{ sondern auch vier Alltetraeder errichten,
Wir erhalten dadurch ein Gebilde mit 10 Eckpunkten, 40 Kanten,
80 Flichen, 80 Tetraedern und 32 Koérpern . — War das Ikosaeder
- schon unbrauchbar fiir die Erzeugung der regelmibigen Gebilde vierter
Stufe, so fillt nunmehr auch das Dodekaeder und Oktaeder fiir die
g i Gebilde noch hoherer Stufe aulier Betracht. Die entstandenen Gebilde
ftinfter Stufe. bezeichnen wir mit «, B; und B
i
!

I
|




oy ist von 10 Allkérpern = mit 32 Eckpunkten begrenzt,

fs ist von 6 Allkérpern § mit 6 Eckpu.kten begrenzt,

i

(/s ist von 32 Allkérpern §§ mit 10 Eckpunkten begrenzt.

2 Demnach ist a5 zu (', hingegen [5 zu sich s:-lhsﬁcrmjugicrt.
n, 0, ¢ und ¢ sind zur Bildung hoherer Allkérper untauglich.  Anlab

zu den Korpern in den mehr als fiinfdimensionalen Riumen kénnen

also nur o, [; und p; geben. — Es kann gezeigt werden, dal in dem
Raume von #z Dimensionen stets drei regelmiliige Korper existieren,
nimlich «, @, und g%, und dali diese im , 41 dimensionalen Raume

drei weitere regelmiliige Korper o, -7 [On+ 1, E:a'“_|__r erzeugen.

Betreffs «,, und {, (dem Tetraeder und Wiirfel) wurde es bereits ge-
zeigt, %, ist aber fir # = b der reziproke Korper zu o, wihrend j3,
zu sich selbst reziprok ist. Zusammenfassend gibt es also in der ersten
Dimension einen regelmiligen Kérper, die Strecke, im zweidimensionalen
unendlich viele, die regelmiligen ebenen convexen Polygone, im drei-
dimensionalen fiinf, die Platonischen Koérper, im vierdimensionalen
und hober dimensionalen Raume drei regelmibige Korper.

VI. Anwendungen der # dimensionalen Geometrie.

So interessant die Polygeometrie schon »als Ding an siche ist, so
hat sie der Mathematik, d. h. den tbrigen Zweigen derselben, vorziiglich
aber der zwei- und dreidimensionalen Geometrie manche wertvolle
Hilfe gebracht. Es ist zundchst moglich worden, die heterogenen Sitze
aus der Planimetrie und Stereometrie als spezielle Fiille einer hoheren
Einheit zu betrachten. Wenige Beispiele werden klar machen, was hier
gemeint ist, indem links der aligemeine Satz, rechts dessen Anwendung
auf den zwei- und dreidimensionalen Raum verzeichnet wird.

1. Jede Gerade, die zwei | 1. Jede Gerade, die zwei
Punkte mit einem Raume 0, ge- Punkte mit einer Ebene gemein
mein hat, liegt ganz in demselben. hat liegt ganz in derselben.

2. Durch ,, + 1 Punkte ist ein | 2. Durch zwei Punkte ist
n dimensionaler Raum eindeutig eine (erade, durch drei Punkte
bestimmt. eine Ebene eindeutig bestimmt.

3. Zwei Gebilde #'*" Dimen- | 3. Zwei Ebenen unseres Rau-
sion schneiden sich in einem Ge- mes schneiden sich in einer Ge-
bilde z—1%" Dimension, wenn sie raden; zwei Gerade, die in der-
beide im selben Gebilde 7z} 1% | selben Ebene liegen, schneiden
Dimension liegen. | sich in einem Punkte.

4. n + 1 Gebilde #zf" Dimen- 4. 3. Ebenen des Raumes
sion schneiden sich in einem schneiden sich in einem Punkte,
Punkte, wenn sie in einem Ge- | zwei Gerade der Ebene ebenso.
bilde 2z 4 1" Dimension liegen. |

Derartige Sitze lieben sich noch ins Ungemessene vermehren ;
so konnen wir uns das Phinomen erkliren, dall zwei sicher kongruente
Gebilde des Raumes, z B. Handschuhe der rechten und linken Hand.
Objekt und Spiegelbild u. s. w. nicht zur Deckung gebracht werden

2
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konnen, (symetrische Kérper), indem wir annehmen, dall ebenso wie
zwei ebene symetrische Figuren nur durch Drehung durch den Raum
aufeinandergelegt werden konuen, dies bei symetrischen Raumgebilden
nur durch Drehung durch den vierdimensionalen Raum moglich sei,
und da derselbe unserem Vorstellungsvermégen unzuginglich ist, far
uns unmoglich bleibe. Inwicfern simtliche Gleichungen der Analytik
spezielle Fille einer polydimensionalen Analytilk sind, wurde bereits
besprochen. Die mehrdimensionale Geometrie bringt also tatsdchlich
manche Ordnung in das Chaos der Elementargeometrie, sie ist unter
Anlehnung eines bekannten Wortes Sylvesters tiber die Determinanten
»a (Geometrie upon Geometrie.« »Elle abrégee, rithmt ihr Laisant')
nach, sle langage, peut dispenser de longs calculs, permettre a l'esprit
de moins s'égarer dans les symboles.«

Aber auch Sitze, die mit der Geometrie in keinem rechten Zu-
sammenhange stehen, wurden durch die Ausdehnungslehre zum Teil
einfacher, zum Teil ganz neugefunden. — So verwendet Czuber den
n-dimensionalen Raum zu einer neuartigen Behandlung der Differenzial-
quotienfen von Funktionen mehrerer Variabeln und gelangt durch Ver-
schiebung eines Punktes um /\ s im polydimensionalen Raume unter
Verwendung ecines #-axigen orthogonalen Koordinatensystems zur
Taylor'schen Entwicklung einer Funktion mehrerer Verdnderlichen.
Puchta beweist mit Hilfe der Polygeometrie einen Satz aus der Theorie
der Substitutionen. Die Kinematik gewann aulerordentlich an Eleganz
und Klarheit, indem die Zeit als vierte Koordinate eingefiithrt wurde.
sMan siehts, sagt Fechner, »dald der Mathematiker jetzt keine Ursache
mehr hat, sich iiber den Zuwachs der Arbeit, den ihm die vierte
Dimension macht, zu beschweren, da ihm dafiir die ganze Bewegungs-
lehre erspart ist.e Auch der Chemismus (vant t'Hoff, Bresch, Wislicenus)
hat aus der Polygeometrie Nutzen gezogen.

So schen wir durch den neuen Zweig der Mathematik die ver-
schiedensten Kapitel der realen Wissenschaflten geftrdert, »de nouvelles
voies sont ainsi ouverfes aux chercheurs dans des domaines inexplorés,
et la Geometrie, méme en restant dans son ancien domaine infuitif est
fructifice et enrichie a4 bien des égards«.?)

Aber noch hoher als diese handgreiflichen Vorteile, die die exakten
Wissenschaften aus der mehrdimensionalen (Geometrie ziehen, sind die
Forderungen zu veranschlagen, die durch sie die hehre Kunst der Ab-
straktion erfihrt. Seit Kopernikus wurde unserem Denken keine &hn-
liche Zumutung gestellt: Alle Erfahrungen der Sinne zu negieren, sie
in Fesseln zu schlagen, um dem abstrakten Verstande einen seiner
herrlichsten Triumphe zu verschaffen. Die vornehmsten Geister haben
die Bedeutung des Abstraktionsvermogens der Menschen gepriesen.
Eine glinzende Fihiglkeit nennt sie Henri Taine, die Mutter der Reli-
gionen und Philosophie; sie  allein unterscheidet den Menschen vom
Tier und wieder den fiihrenden Geist vom Durchschnittsmenschen.
Abstrahieren konnen, heilit sich tber das tigliche ILeben erheben

1) Liaisant: Mathematique, Kuseignement, Philosophie, Paris 1900.
) S¢hlegel: La geométrie & n Dimensions. L'Enseigo. Math., Paris 1900.
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kéonnen. Durch Abstraktion zur Objektivation, der hohen ethischen
Forderung Schopenhauers. Die Fihigkeiten der Abstraktion zu ent-
wickeln ist eine fundamentale Aufgabe des mathematischen Unterrichtes

Mit der Inangriffnahme derselben mub frithzeitic begonnen werden.
»Wenn der Knabe zu begreifen anfingts, sagt Goethe,") »dab einem
sichtbaren Punkte ein unsichtbarer vorhergehen miusse, dab der nichste
Weg zwischen zwei Punkten schon als Linie gedacht wird, ehe sie
auf dem Papier mit Bleistift gezogen wird, so fithlt er einen gewissen
Stolz, ein Behagen. Und nicht mit Unrecht, denn ihm ist die Quelle
alles Denkens aufgeschlossen.«

UNG.-HRADISCH, den 16. Mai 1903.

Otto Simon.

!) Goethe: Maximen und Reflexionen VI.
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