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Analytische Behandlung einer Gleichung von der Form Y = ¥y Worin f(x) und

F(x) Functionen dritten Grades sind.

Wenngleich die Aufzabe, die auf den folgenden Blittern behandelt werden soll, vorzugsweise
mathematisches Interesse darbietet, so kann ich doch nicht umhin, zum Verstiindniss derselben auf
eine frithere geologische Arbeit!) zuriickzuweisen, welcher die gegenwirtizce Aufrabe ihre Entstehung
verdankt, und von welcher sie in gewissem Sinne eine Ergiinzung bildet. Der Inhalt jener fritheren
Abhandlung ist in der Kiirze folgender,

In der Steinkohlenformation findet sich eine ausserordentlich grosse Zahl versteinerter Baum-
stimme, welche auf den Schichten des sie umgebenden Gesteins senkrecht stehen. Migen auch viele
von ihnen an dem Orte ihres Vorkommens gewachsen sein, und dadurch fiir ihre “senkrechte Stellung
eine einfache Erklirung an die Hand geben, o ist doch nach dem Urtheile aller Fachleute ein grosser,
wenn mnicht der grisste Theil derselben durch Fluss- und Meeresstrimungen an die Stelle hingetrig-
ben worden, wo sie hent zu Tage gefunden werden. Wie aber kamen die letzteren zu ihrer sonder-
baren Stellung? Die bisherigen Beantwortungen dieser Frage konnten nicht geniigen, wenngleich nicht
in Abrede gestellt werden goll, dass in einzelnen Fiillen, unter besonders glinstigen Bedingungen
, (ie Vorginge, welche bei der einen oder andern Erklirungsweise herangezogen werden, wirklich stati-
gefunden haben mogen. Zur Erledigung des fraglichen Punktes suchte ich daher eine Erklirang zu
geben, welcher unter Ausschluss aller zufilligen Verhiltnisse lediglich auf allgemein giiltige physika-
lische Gesetze zuriickging.

Bei jedem auf einer Flissigkeit sehwimmenden Kérper liegt der Schwerpunkt des Kirpers und
der Schwerpunkt der verdringten Flitssigkeit =0, dass ihre Verbmdungslinie eine Vertikale bildet.
Eine Aenderung in der gegenseitigen Lage der Schwerpunkte zieht also auch eine Aenderung in der
Lage des schwimmenden Korpers hach sich: Bei einem schwimmenden Baumstamme, der, wie es bei
den meisten Vorkommnissen in der Steinkohlenformation der Fall ist, keine, ader nur Rudimente von
Aesten und Wurzeln besitzt, liegt der Schwerpunkt im Allgenieinen auf der Achse, der Schwerpunkt
der verdriingten Fliissigkeit um ein Geringes <unterhalb der Achse. Riickt nun durch irgend eine
Ursache der Schwerpunkt des Stammes nach dem dickern Ende hin, g0 sinkt dieser THeil des Stam-
mes tiefer ins Wasser ein, ja es kommt dieser Theil sehr leicht ganz unter Wasser zu liegen, da ja
der Tiefgang der Stimme ein sehr betriichtlicher ist. Dann aher ragt der andere Theil ganz aus dem
Wasser hervor und der Schwerpunkt der verdriingten Flitssigkeit wird dadurch auch fast genau auf
die Achse verschoben. In dem Falle aber muss, wenn der Abstand zwischen dem Schwerpunkt des

1) »Physikalische Erklirang des Absatzes sehiwimmender Baumstimme zur Zeit der Steinkghlenbildunge, abge-

druckt in dem Jahrbuch fiir Mineralogie ete. von Leonhardt und Geinitz, Jahrgang 1868, Beite 102 bis 182 und
262 bis 293.
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Stammes und dem Schwerpunkt der verdriingten Fliissigkeit -2voss genug ist, um den Widerstand des
Wassers zu fiberwinden, der Stamm eine vertikale Stellung einnehmen.

Nun dringt in jedes auf dem Wasser liegende Stammstick etwas Wasser ein, und zwar diirfen
wir in unserm Falle nur an ein Eindringen vom obern und untern Ende denken, da ja die Stimme
der Kohlenformation noch mit fhrer Rinde versehen sind, diese aber dem Wasser den Eintritt vep-
sperrt oder doch im hichsten Grade erschwert. Wegen der besondern Temperaturverhiltnisse, die
nach Goppert zur Zeit der Steinkohlenbildung obwalteten, konnte das Eindringen des Wassers sehr
sehnell erfolgen, ja es konnte sogar in dem Masse, wie die pHanzliche Substanz sich zersetzte, anorga-
nische, versteinernde Materie von beiden Enden her in den Stamm gelangen,

Ich suchte also zn ermitteln, erstens ob durch das allmilize Vordrincen einer fremden
Materie in einen Pflanzenstamm der Sehwerpunkt desselben nach unten hin verschoben wird: zweitens
ob eindringendes Wasser alein schon im Stande ist, die Lage des Schwerpunkts so zu veriindern, dass
der Stamm aus seiner urspriinglichen horizontalen Lage in die verticale iibergeht, in dieser Lage
schwimmt und schliesslich untersinkt. _

Zur Beantwortung der ersten Frage glaubte ich zur Sicherstellung des Resultates die Mittel nicht
abweisen zu diirfen, welche die Mathematik an die Hand gibt, wenngleich ich mir begreiflicherweise
miglichste Einschriinkung auferlegte, Die zweite Frage wurde durch eine grosse Zahl von® Versuchen
erledigt. Beide Fragen konnten in vollem Masse bejaht werden. Hinsichtlich dieser Versuche, sowie
der Einzelheiten tberhaupt muss ich natiirlich auf meine frihere Arbeit verweisen; der mathematische
Theil dagegen verlangt an dieser Stelle eine nihere Auseinandersetzung.

Um die Grundlage zu einer mathematischen Behandlung der ersten Frage zu gewinnen, legte ich
den Baumstimmen diejenige einfache Gestalt bei, die den patiirlichen Vorkommnissen am meisten ent-
spricht, die Gestalt des abgestumpften Kegels; bestimmte hierauf zuerst die Lage des Schwerpunkts
fiir einen solchen Stamm unter der Voraussetzung, dass der Stamm aus cleichartiger Masse gebildet
gel, und sodann auch unter der Voraussetzung, dass von beiden Enden her bis zu gleicher Tiefe eine
fremde Substanz in den Baumstamm eingedrungen sei.

Capitel I
Denken wir uns eine grade Linie AB (siehe Figur) und in der Verlingerung derselben iiber B
. B
6] $ A

hinaus® einen l"lmlil 0, setzen dabei AO =1, BO =Kk, s0 dass also AB=1—k ist, nehmen wir ferner
an, die Linje AB sei so belastet, dass das Gewicht eines jeden Punktes derselben proportional ist
seiner Entfernung vom Punkte O in irgend einer Potenz ¢: so findet man die Entfernung v des
Schwerpunkts der Linic AB vom Punkte O durch die der elementaren Statik entlehnte Formel:

e41 Jet2 —ke+2
I T R D (o g PO o
gener Masse liegt der Schwerpunkt anf der Achse, und es verhalten sich die Flicheninhalte aller
Schnittkreise wie die (uadrate ihrer Entfernungen von der Spitze des Kegels. Der Schwerpunkt des
Regels und der dés abgestuipften Kegels fallt also zusammen mit dem Schwerpunkt der Achse, wehn
wir uns jeden Punkt derselben proportional dem Quadrate seiner Entfernung von der Spitze des

Bei einem graden Kegel oder einem graden abgestumpften Kegel von homo-
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Kegels belastet demken. Verstehen wir also in der obigen Formel unter k die Hihe des den abge-
stumpften Kegel erginzenden Kegels, unter | die Hihe des ganzen Kegels und setzen endlich ==t
] . o =Kkt =, : .

so zeigt die sich ergebende Formel y = i o die Strecke an, um die der Schwerpunkt des abge-
stumpften Kegels von der Spitze des Kegels entfernt ist. Etwas bequemer wird diese Formel, wenn
wir fitr 1 und k die Radien der beiden Grundkreise des abgestumpften Kegels einfithren. Ist nimlich
i der Radius des grissern, r der des kleinern Grundkreises und « der Winkel zwischen der Seite und
der Dasis des Kegels, so ist 1 =R . tange und k=r. tange; also

; Ri—pt
= tange. .
b G oy

Diese Formel gilt also anch fiir einen Baumstamm von der angegebenen Gestalt, so lange er aus
gleichartiger Masse besteht. Dringt aber von beiden Enden her in gleicher Tiefe eine fremde Sub-
stanz ein, so setzt sich der Stamm aus drei Stiicken zusammen, welche alle drei die Gestalt abge-
stumpfier Kegel besitzen. Die beiden #Gussern dieser Abschnitte haben gleiche Hihe und oleiches
specifisches Gewicht, der innerc aber hat eine andere Hihe und ein anderes spegifisches Gewicht. Je
mele die fremde Substanz in den Stamm eindringt, desto mehr nimmt die Hohe dey fiusseren Kegel
zu, withrend in demselben Masse die des innern Kegels abnimmt.

Zur Schwerpanktsbestimmung des veriinderten Stammes haben wir nach statischem Gesetze
zuerst den Schwerpunki eines jeden der drei Abschnitte zu bestimmen, was mit Hilfe der vorhin
abgeleiteten Formel ohne Weiteres zn bewerkstelligen ist. Denken wir uns dann die Masse oines jeden
der drei Abschnitte in dem zngehorigen Schwerpunkte concentrirt, so erhalten wir drei auf derselben
graden Linie liegende schwere Punkte, welche unter sich starr verbunden sind. Die Entfernungz des
Schwerpunkts dieser drei Punkte von irgend einem auf ihrer Verbinduneslinie liezenden Punkte wird
dann ausgedriickt durch die ebenfalls der elementaren Statik entlehnte Formel:

v M, R Mz 4 v M,
s M; + Mo -+ Mg

WOrin ¥i,- ¥z, ys die Entfernungen der schweren Punkte von dem auf der Verbindungslinie angenom-
menen Punkte und M, Ms, My die Gewichte der betreffenden Punkte bezeichnen,

Als den Punkt, von dem aus man alle Entfernungen berechnet, nehmen wir wieder die Spitze
des Kegels; sind ferner B, und r; die Radien der nen hinzugetretenen Grundkreise, so ist

£ | ok o 4 s . 34 k]

Fi] Tir—1 i H.1 et U By : R — st
Vo= - fangu, -————, Yo— —tange .= ! i — = tangae, == —
ik 4 g 148 —p8t e 4 ST R 20 4 Sy == R,

Die Gewichte, welche in den drei Punkten wirken, sind gleich dem Producte aus dem Volumen der
zugehdrigen abgestumpften Kegel, ihrem specifischen Gewichte und dem Gewichte einer Volumeneinheit
i . o : : PR | s . :
Wasser. Das Volumen V eines abgestumpften Kegels ist gleich 5 - - (R2 - Rr -+ #), oder setzen wir
]
fir h das ihm gleiche (R—1).tge, 50 ist '
V=" tgu. (R 4 Re o 1) — L 1 tge (RE— 18
B 7r L tEe . (R L 1+1)__.'f:..r,.,,(_,,_t—r_].
Bezeichnen wir ferner das specifische Gewicht der beiden #ussern Kegel durch 8, das des innern
durch s, wobei S natiirlich immer grisser ist, als g, und ist w das Gewicht einer Volumeneinheit
Wasser, so wird:

Mi=gx. toe.(r*—1%).5.w, My=1{m . tge. (RB3—n%).5.w, Ms=4m"tge, (R*—R,%). 8. w.
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Die Werthe von y;, ys, y; und von M;, M. M; in die obige Formel des Schwerpunkts eingesetzt
ergeben :
g Y GRS ) R
4 (r®—1r?). S+ (Rf—1,®) .5 + (B*—R®) . 8
Mittelst einer geringen Umformung verwandelt sich dieser Ausdruck in
v=.3.t o, B DIS = (Rit—n (B —8),
T4 P (RE—18 — (R —n ) (S —s)

In dieger Gleichung nimmt mit dem Vordringen der fremden Materie R, stets ab, wihrend r,
zunimmt. Nennen wir die Tiefe, his zu welcher der Baumstamm durchdrungen ist, f, so ist
t=(r;—r).tge und t = (H—R;) . tge. Aus beiden Gleichungen folgt, dass r, —r=R—R,; ist, d. h.
dass r; immer um dasselbe Stiick zunimmt, um welches R; abnimmt. Somit enthiilt also die vorste-
hende Gleichung diejenizen Beziehungen, welche zwisehen der Tiefe der eindringenden Substanz und
der Lage des Schwerpunktes stattfinden. Bezeichnet man die Differenzen r;—r und R—R,; durch x,
so ist offenbar der kleinste Werth, den x dnnehmen kann, gleich Null. In diesem Falle ist noch keine
fremde Masse in den Stamm jeingedrungen; R, ist also gleich R, r, gleich r. Von Null anfangend
riichst x und erreicht seinen grossten Werth in dem Augenblicke, wo der mittlere Kegel verschwindet,
und die beiden dussern zusammenstossen, mit andern Worten in dem Augenblicke, wo die von aussen
R4 R—r

2 2
Sowohl wenn x seinen kleinsten, als wenn es seinen griissten Werth besitzt, stellt der abgestumpfte
Kegel eine homogene Masse dar; in beiden Fillen muss also die Lage des Schwerpunkts dieselbe sein,

eindringende Substanz den Baumstamm ganz erfilllt hat. R, ist dapn=r1, = ¢ % also=

Setzen wir in unserer Formel x =0 und x = -R_"I-‘, g0 entsteht in der That beide Male

2

'D lj i _1 i

yi= E go T
Ferner itberzengt man sich leicht, dass an der &ml]e, wo X =0 ist, die Function im Zunelimen,

R—r . ; b e ; AL,
Wo Xx= — : 15t, im Abnehmen begriffen ist. Bildet man nimlich
dy 3 b 4(RE—1%).5—(R:*—1,' )E—s)]R 241 8)—3[(R—r*).S— —{(Re*—1)(5—s)1(Rs2+-11%) (S—s)
dx 4 [R*—1H)S—(Ri*—n1%)(S—s) 2 e
R—r

: . ’ : : dy i :
und setzt darin x einmal = o, und das andere Mal = 5 B0 ist im ersten Falle {1-3;_ positiv, im

zweiten negativ. Dadurch ist also bewiesen, dass durch eine von beiden Enden bis zu gleicher
Tiefe eindringende fremde Bubstanz der Schwerpunkt des Baumstammes sich nach dem dickern
Ende hinbewegt, spiter dagegen wieder in seine urspriingliche Lage zuriickkehrt. Tiefer in die
zwischen dem Eindringen der fremden Substanz und der Lage des Schwerpunkts bestehenden Verhilt-
nisse einzngehen, insbesondere auf algebraische Weise die grisste Entfernung des Schwerpunkts von
der Spitze des Kegels zu bestimmen, hielt ich nieht fir passend, um nicht einen geologischen Aunfsatz
mehr, als unumginglich nothwendig war, durch mathematische Untersuchungen zu belasten. Ich
begniigte mich mit einer tabellarischen’ Uebersicht von Zahlenbeispielen, denen ich durch gzewisse all-
gemeine Betrachtungen eine miglichst allgemeine Bedeutung zu verschaffen suchte.

Die so durch die Umstinde gebotene kleme Liicke in meiner damaligen Beweisfiihrung auszufiillen,
benutze ich die gegenwiirtize Gelegenheit, wobei ich allerdings wegen des dem Gegenstande anhaften-
den mathematischen Interesses iiber die Grenzen der frithern Arbeit hinausgehend, die Frage in ihrer
Allgemeinheit behandle. Hierbei schien es mir am gerathensten, eine graphische Darstellung zu ermog-
lichen. Ich formulire also die Aufzabe so:
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Aus der Gleichung
8 gy (RETI8—(Ri 198 —5)
VS *(RE—1¥)8 — (R3—r %) (8 —s)'
wobei (1 —1).tge = (R—R,).tga="1 ist, diejenige auf reehtwinkelige Achsen bezogene Curve
abzuleiten, deren Abscissen t, und deren Ordinaten y sind.
Beziiglich unserer frithern Aufgabe kime diese Curve nur innerhalb der Grenzen t=o und

t = I}-T—- «toee in Hz tracht.

Capitel II.

Ell*—l":l u._!_|Rl —11*)(5 —s) it sichst s snwandeln, dass s
(B3 —r3) . S— (R —r%)(8—35) ~ zuniichst so nmzunwandeln, dass statt

der zwei Variabeln R, und r, nur die eine Variable t vorkommt. Da (r;—r). tge = (R—Ry) . tge =t

Die Gleichung y—- tgee .

i ! t t t . :
ist, 80 ist also ry mit v+ e und Ry mit h—t;w- zu vertauschen. Demnach nimmt unsre Gleichung

die Gestalt an:

I.u{l‘{ -+ 1) (-i'---)n—im'ii' - }( ; )-4- 4(R3 4 1*]( )—l 8 —s8) + (R*—11)s
3 " \tge taer tge) 4" i '

}1-__'_ tga-.‘_ 3 o
4 lg(tf)—-:sm ") u}r—*+=-n[ ]]5 54 (R —1)s

e t o
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oder wenn man Zihler und Nenner durch (§S—s) dividirt und gleichzeitig Sb'—'i =p setzt:

g, 4B+ _[t‘E“)S_J;{RE_FE}(tE ) 4R+ ,JJ( t )T ®—r.p

g [ttn) 3(R— (rt ) r’rm; 12 ﬂ( )J'ml =

Aus den Bemerkungen von Seite 4 folgt, dass Tk ist. Nehmen wir diese Substitution ver,
e

go erhalten wir zwar zuniichst eine etwas andere Curve; jedoch empfiehlt es sich der Einfachheit
halber, dieselbe fir einstweilen festzuhalten, besonders da wir ja in jedem Augenblicke ohne Miithe von
der mneunen zur urspriinglichen Curve zuriickkehven kimment). Wir hitten es demuach mit der Curve
zn thun, welche :msgudri‘ttkt wird durch die Gleichung:
T:' o 4(R 4 r)x®*—6(R* —r*)x* 4 4(R? | 1'“]}_&__—i—___{l'{' —rp
AT 2% —3(R—r)x? + 5(R2 - rf)x 4+ (R —13)p
§ 1. Aus der vorstehenden Gleichung folgt zunichst, dass jedem Werthe von x nur ein einziger
Werth von y entspricht,
§ 2. Setzt man x = o, so entsteht, wie beveits bekannt (5. 4), ;-'=_': 1grr.§: __ :1 ils Schnitt-

punkt der Corve mit der Abscissen-Achse. Denselben Werth von y erhalten wir, wie ebenfalls schon

1) Beide Curven sind muicht wesentlich verschieden, nur der Grad der Schnellighkeit. mit der die Krommung
sich @ndert; ist bei der einen Curve ein anderer, als bei der andern Curve. Setzt man z. B. in die Gleichung der
z o

=
r = o - . .
Parabel y*=2px fiir x = ein, so echilt man y?="F & also wiederam eine Parabel mit demselben Scheitel, aber
a 1 i

mit anderer Krimmung.
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bekannt ist, wenn man X =—";— nimmt. Um zu sechen, ob derselbe Werth vielleicht noch einmal

- pi v
vorkommt, setzen \\I.I fir y i tgﬂ‘fﬁ”— =

: il ein, wodurch sich mit Fortschaffung der Nemner nnd
Weglassung des auf beiden Seiten vorkommenden Factors § tge ergibt:
2R —r)x® —B(R* —r*)(R—r)x? + 3(R* —19)(R2 + r¥)x + (R*—1rf)(R*—r?)p = 4(R*—r¥)(R +-1)x® —
— B(RY —r%)(R2 —rf)x? 4 4(H°— ¥)(R? 4 r¥)x + (R*—r3)(R*—T14)p.
Unter Vornahme der nithigen Reductionen nimmi die Gleichung die Form an:
' Cxt—3R—r)x2 + R—1)2.x=0.

- ; - ; R—r
Man itherzeugt sich nun leicht, dass gusser den bereits bekannten Werthen Null und —.— auch noch

(R—1) fiir x wesetzt der Gleichung Geniige leistet.

§ 5. Legen wir dem x einen unendlich grossen positiven Werth bei, so nimmt y die Form “,f
an. Um' den gensuen Werth von y zu finden, haben wir Zihler und Nenner dreimal zu differentiiren,
Auf diese Weise entsteht y = §tge. (R + r). Ganz denselben Werth erhalt man, wenn man fiir x einen
unendlich grossen negativen Werth annimmt.

§ 4. Wir untersuchen ferner, ob die Curve die Abscissen-Achse schneidet; nehmen wir also y=o
an, g0 erhalten wir dadurch die Gleichung

4| R 1)x? —6(R* —af)x® o AR 4 ol - (BT }ga
2x!—3(R—r)x? + 3(R?+ 19)x + (R2—1¥)p
Die linke Seite der Gleichung wird zu Null, wenn entweder der Zihler gleieh Null und der Nenner
eine unendliche Grisse, oder wenn der Nenner unendlich gross, und der Zihler eine endliche Grisse
18t. Wird der Nemner unendlich gross, so wird es anch der Zihler, und y nimmt dann den vorhin ge-
tundenen Werth 2 toe. (1) an.  Dieser Fall ist also auszuschliezsen und demnach zu unter-
suchen, ob der Zihler zu Null werden kann, ohne dass gleichzeitic auch der Nenner verschwindet,
mit andern Worten, ob Zihler und Nenner gleiche Wurzeln haben, oder nicht.

Wir dividiren zu dem Ende den Nenner in den Ziihler, oder besser den durch 2 dividirten Nenner

in den durch die Constante 4(R + r) tiiriulimru Zahler:
Xf —3(R—1r)x® + (R* —Rr + r*)x + {(R* + 1) (B—r)p:x® — (R —r)x2 + JR24- ) + §(RE—18)p =1
X —j(R—r)x* + L }\. + HRs— L*}p
— (R + )i — R (R + r)p
Den durch — (R + r)* getheilten Rest dividiven wir in den vorigen Divisor :
A (R—r)x*+ (B2 4 1¥)x + JR5—r?p : X+ H(R—1r)p=x*—3R—1)(8 + p)x + {[6(R? + 1*) + (R—1r)*(3 + p)p].
x* + {R—r)px*
— HR—r1)(3 + p).x2 + ¥R® + r*)x
= '-I.—H{, +pixt—1iR -t'JE{:-I-—p}]J:v.
' H6(R® + r*) + (R—1)%(3 + p)pIX + YR —r¥)p
HO(R2+1%) + (R—r)%.(3+ p)p]x + {{6(R+r3)+(R—1)’(B+pp)R—1)p -~
RS —r)p 4 46(R2 + r?) - (R—2)2 (3 p)p|(R—1).p
Ler so entstandene Rest ist constant und fiir alle moglichen Annahmen von p, R und ¢ von Null
verschieden. Zihler nnd Nenner des in Rede stehenden Bruches haben also keinem gemeinsamen
Theiler, mithin auch keine gemeinsame Wurzel. Zur Aufsuchung des Schnittpuukts der Kurve mit der
Abscissenaxe bekommen wir dadurch die l}lcichun'r'

T35

4B+ ) —6(R—r)x* LRI+ L (R —1)p =0




oder einfacher :
¥ —HR—r)x* + (B*—Rr + rf)x + y(R2 4+ 1) (R —1)p =0.
§ 5. Zur Auflosung dieser Gleichung, welche die Form x® + 4,52 + as% 4 fiy = 0 hat, setzt

man bekanntlich \“q——j; die Gleichung verwandelt sich dadureh in 7% 4 by 4+ ¢ =0, wobei
9 :
1= J.}:'l[‘lj' Hifla | i & - - n o
Proe= 7 + 8 und ¢ =S — —— 4 g ist.  Fihrt man fiir 4 sodamn g +  ein, so erhilt man
' F &l
«ch bekannte Entwickelumeen qf = — & & - L 4 b® worans
durch bekannte Entwickelungen ¢t = 55 e 5705 g

= '/ LI 9 1[/ L'__:.: 2

sich ergibt. Die 3 Werthe von # bilden sich ]J.t"hLllh durch die Relationen:

b bilg & b
Hi==ip== “'f- e = (Pry— 3(;‘1 W M= fr”__:;,—]-. ),
Bilden wir fiir unsre Gleichung der Reihe nach die angegebenen Werthe, so erhalten wir:
' D=—HB—r)* + (R*—Rr 4 r’) =R + r)?

¢=—HR—r1) + {R—n)(B2—DRr + 1) + {2+ (R —1)p=
=—{R—r)ff(R—=r—2(R*—Rr +1*) —(R? + r*)p] =
= HR—r)(R* + r?)(1 + p).
PP=—YR—1)(B2+ (1 +p) + I & :H-- m-T] }u PP+ AR =
=~ R—1)R + (1 + p) + )/ R (B T 171+ D) + (& + )P
p= —(R_n)(R: +12)(1 4 p) + P (B—1)2. (RE+ 122, (1 - p)* + (R + 1)
Der Ausdruck unter dem Quadratwurzelzeichen ist stets positiv und kann fiir keine der miglichen
Annahmen von R, r und p zu Null werden. Die fragliche Gleichung hat also nur eine reelle Wurzel;
die Abscissen-Achse wird demnach von der Curve auch nur in einem einzigen Punkte petroffen.  Die
Abseisse dieses Punktes heisst:

Xx=}R—1) + ¥ —(R—1)R2+ )1 +p) -/ R—1)". L+ PP+ (R F 1) — (R + 1)°
=l 1.[1 7 i 'I}

EIV—{H—I']I{H.E—E— )1 + p) &+ {/ ».—1}- {R- 41t H: + ]i} - -.’tlt]i -+ T8

§ 6. Ueber diesen Werth von x lisst sich noch folzendes .-'-.Jlgenwinu feststellen. Die Grisse

I/ (R—1)3(R2 + 1%)? M1 4 p)® + &R + 1)° ist stets positiv und grosser als (R —r)(R? + r2)(1 + p), aber

kleiner, als (R—1)(R* + ¥2)(1 4 p) + ,;:'_‘.H + 1)’ Es hebt sich also jedenfalls (R—r)(R?® 4 r2)(1 4 p)
L

gegen das vor dem Quadratwurzelzeichen stehende —(R—r)(R2 412 (1 +p) auf, und davans folgt,
dass ¢?, d.h. der unter dem Cubikwurzelzeichen stehende -hmiu:dc grisser ist, als Null, aber kleiner als

1 : :
T - (R - r)®, mithin ¢ selbst grésser als Null, aber kleiner als —— (R - ¢}.  Setzt man diesen #u
o7 .' 3 .
grossen Werth von ¢ in die Gleichung von x, der man die kiirzere Form
1 i l ”.1 -+ l:l‘

X =: R—r) + qp— G
geben kann, ein, so wird der positive Theil desselben zu gross, der negative, weil ¢ im Nenner vor-
kommt, absolut genommen zu Ilein; mnhm wird x selbst zn gross. Es ist also

—

_\{q_-':ll:’ (R - L.]]_l_ =k “{ 2o -}_‘_-f M

, oder x < . (R—r)
5] R+ =
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Nun liegt es in der Natur der urspriinglichen Schwerpunktsaufgabe, dass y innerhalb x = o und

B—r . ; : : o .
x=-——— nicht gleich Null werden kann, es muss also x nothwendig negativ sein, mit andern Worten,
die Curve schneidet die Abscissen-Achse stets auf der negativen Seite derselben.

§ 7. Der Einfluss, den p auf die Lage des Schnittpunktes austbt, lisst sich in folgender Weise
ermitteln: p= g da sich s innerhalb der Grenzen o und 8 bewegen muss, so ist p durch die
Grenzen o und 4+ o« eingeschlozzen,

Von dem vorhin vorkommenden Ausdrucke |/ (R—r)*(R? + r*)*(1 + p)® + & (R+1)® sagten wir,
dass er grosser sei, als (R—r)(R* 4 r*)(1 -+ p). Nehmen wir also an, er sei gleich (R —r)(R2 - r2)(1 +p) +p,
0 lisst sich zeigen, dass mit zunehmenden p der Werth von g stets abnimmt. Setzen wir nimlich
etwa |//nl~ +nP=m+ g, 80 st m® + n®=m? 4 2mp + 9%, oder n* = 2mr - ¢®, woraus sofort ersicht-
lich, dass bei wachsendem m, aber gleichbleibendem n sich ¢ vermindern muss. Da sich nun in dem Aus-
drucke von ¢, worauf berveits hingewiesen, das von der Quadratwurzel herrithrende (B—r)(B*-+13(1 + p)
gegen das vor dem Wurzelzeichen stehende — (R —r)}(R2 4 1r?)(1 4 p) 111]’1101];!11 muss, so folgt, dass
mit zunehmenden p ¢ abnimmt, Ist p = = 0, 50 ist

p=4V R—0)B+12) + |/ (R —1)5RF + 1) + LR L 1)°
I8t p=co, 50 ist g = 0. Nun ist x =4(R —r) - rp—i“l ql" ) oter = — l--— {R—1)—q —|~§[{—;1-.~12—I,
i

wobei der innerbalb der grossen Klammern stehende Ausdruck positiv ist. Ist p = o, so hat der posi-
tive Theil desselben seinen kleinsten, der necative seinen crissten Werth, ist P = o, 80 hat nmgekehrt
der positive Theil seinen grossten und der negative Theil seinen kleinsten Werth. Der Absolutwerth
von x ist im ersten Falle am kleinsten, im zweiten Falle ist er unendlich. Denken wir uns also p
von o bis o, oder s von o bis 8 zunehmen, so geht der Schnittpunkt von einer bestimmten auf der
negativen Seite der X-Achse befindlichen Stelle bis zu einer auf derselben Seite der Achse gelegenen
unendlichen Entfernung. :

§ 8. Die Frage nach dem Schnittpunkt der Curve mit der X-Achse niithigte uns den Zihler
unserer Funktion y gleich Null zu setzen. Dadurch wurde der Gedanke nahe gelept, auch den
Nenner einmal gleich Null zu setzen. Da in diesem Falle der Zihler eine endliche Grijese ist, s0
wiirden wir auf diese Weise ermitteln, welchen Werthen von x ein unendlich grosses y entspricht.
Die betreffende Gleichung I:mt{,t unter Anwendung einer kleinen Vereinfachung:

x*—HR—r)x2 4+ }(R2 4- r9)x + {(R*—18)p = 0.
Wir ‘bilden wieder die "\".'v:lhu von b, ¢, ¢f und e¢:
b=—HBR—r)24-}(R*+12) = (R +r)2

— {R—1)® + JR—r)(R2+1?) + 4R —r¥)p=
= — HR—r1)[(R? 4 %) — 3(R® 4 r?) — 2(R? + Rr 4+ 2)p|=
= ii“"—l"‘J "i D).
i = — R —1¥)(1 + p) + (RS —(1 + p)f + %R+ 1)°
=g_|—‘j(li-'-----r-‘ +p) I 4R —1* {[+p] +;|' +1)0.
g =W —2RS—1*)(1 +p) VAR (1 + B iy e
Der Ausdruck unter dem Quadratwurzelzeichen ist \'nll,dmmn positiv. und kann fir keine Annahme
von R, r und p zu Nuoll werden. Also besitzt die vorliemende Gleichung ebenfalls nur eine reelle
Wurzel, Dieselbe heisst;




1
o 2

"9

= {R—1) + ¥ — AR — 1)1 +p) + I/ AR — (1 + D)+ (R+ 1)

g R + 1)

2y — RS—-rE‘“ﬂ(l—I—p) + Vi(ﬁ“—l*} 31+ p)E +{£1+ r)s

§ 9. Der Werth von |/4(1i~‘—-13)°-'{1+1;}-+ R+ 1)® ist grisser als 2(R® —r%)(1 4- p), aber Klei-
ner als 2(R*—r9)(1+p)+ (R+r)® Da sich nun wiederum dieses 2({R3—r%)(1 + p) gegen das vor
Quadratwurzelzeichen stehende — 2(R* —r3)(1 + p) aufhebt, so ist ¢ grosser als Null, aber kleiner als
#R +r). Setzt man fiir ¢ diesen zu grossen Werth (R +r) in die Gleichung von x, der man die
kitrzere Form

1B AT

4 i
gegeben hat, ein: so wird der positive Theil wieder zu gross, der negative zu klein, x selbst also zu
gross.  Also ist

xzém—-rp q

; R— 1)+ (11+1)—-- 'H—:-r} oder xw::;(l'{—— r).

Da nun aus der Natur der urspriinglichen Schwerpunktsaufgabe auch hier wiederum hervorgeht, dass

s 10
y innerhalb der Grenzen x=o0 und x = . - * picht unendlich werden kann, so muss der Werth von
X negativ sein.

§ 10. In dem Augenblicke, wo die Function x®—3(R—r)x? + }(R?* 4 rf)x 4+ {(R*—r®)p zu Null

wird, befindet sie sich auf dem Uebergange vom Negativen zum Fositiven. Setzt man néimlich diese

Function gleich N und hildet die derivirte Function '{}—: = 3x2—3(R —r)x + 3(R®*+ r?), so ist dieselbe fir

alle negativen Werthe von x positiv, also auch fiic den Werth von x, welcher die Function N zu Null
macht.  Der Werth von N ist. demnach fir negzative wachsende x im Zunehmen, geht also in dem
Momente, wo er gleich Null ist, von negativen zu positiven Werthen iiber. . An dieser Stelle nun' hat
der Zihler der Function y, wie friher (8. 6) gezeigt worden, einen von Null verschiedenen Werth,
der auch wegen der Stetigkeit des Zihlers fiir unendlich kleine Aenderungen von x sein Zeichen nicht
wechseln kann. Lisst man also den Werth von x, welcher N zu Null macht, um eing unendlich kléine
Grijsse zu- und abnehmen, so nimmt dadurch N im ersten Falle einen unendlich kleinen positiven,
im zweiten einen unendlich kleinen negativen Werth an, y aber springt dadurch, jenachdem der
Zihler positiv oder negativ ist, von einem unendlich grossen positiven zu einem unendlich grossen nega-
tiven, oder von einem unendlich grossen negativen zu einem unendlich grossen positiven Werthe iiber.
§ 11. Welche von diesen beiden Miglichkeiten eintritt, lisst sich auf folgende allerdings nicht
ganz einfache Weise bestimmen,  Fiir alle negativen Werthe von x (und nur um soche handelt es
gich hier) ist
m_l) —(R? —Rr+ 1?)x +4(R*+ r*)(R—r)p,
IR — R xS {RE—rY)p
Sehen wir von dem constanten Factor a,h, o sind die beiden ersten Glieder des Zihlers gleich den
beiden ersten Gliedern des Nenners; das dritte Glied des Zihlers ist, wie ohne Weiteres in die Augen
filllt, kleiner als das entsprechende Glied des Nenners, und dass von den vierten Gliedern dasselbe
gilt, wird klar, sobald man fiir §(R®—r*p im Nenner j(R® -+ Rr+1*)(R—r)p setzt, Fir ein unend-
lich kleines negatives x kommt der Bruch bis auf eine unendlich kleine Grisse dem Werthe

HR* 4 2R — ;
i ;{R; }I{[l}sj pl--‘ nahe. Zihler und Nenner sind dann positiv, und der Zihler ist kleiner als der

y={tga.2(R+1)—

2
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Nenner, Durch Zunehmen des absoluten Werthes von x nehmen Zihler und Nenner ab, der Zihler
aber in stirkerem Grade, als der Nenner. Schreibt man nimlich den negativen Theil des Zihlers
und des Nenners, von dessen Wachsen (im- absoluten Sinne) das- Abnehmen des Zihlers und des
Nenners abhingt, in der Form
— [+ R—r)x+ (R*—Rr+1?))x und —[x* 4 HR—n)x +HRe41r2)x,

g0 bedingt der ausserhalb der grossen Klammern stehende Factor x fir beide Ausdriicke eine verhilt-
nissmiissig gleiche Vergrosserung; von den in den grossen Klammern stehenden je drei Summanden
sind die ersten und zweiten gleich und nehmen in demselben Masse zu, die dritten aber sind ungleich
und constant; die Zunahme ist also dort verhiiltnissmissig am grissten, wo der kleinste constante
Summand ist, hier also im ersten Ausdruck. Wenn aber in einer Differenz, deren Werth positiv und
kleiner ist, als der Werth einer anderen Differenz, der Subtrahend schneller abnimmt, als der Subfra-
hend der anderen Differenz, so muss auch der Werth der ersten Differenz schneller abnehmen, als der
der zweiten.

Schreiben wir nun y in der Form
[x* +4(R—1)x* 4 (R* —Rr +r¥)x] + (R +19)(R—1)p

— X (R — 1)+ B x|+ (R —19)p ’

g0 stellen Zihler und Nenner des hier vorkommenden Bruches zwei so beschaffene Differenzen dar,
und zwar nimmt der Zihler hier in stirkerem Masse ab, als der Nenner. Es muss also auch der
Zihler eher die Null passiren, als der Nenner. Ist der Zihler durch Null gegangen, so bekommt
er einen negativen Werth, den er dann auch fortwihrend beibehilt. ~Wiihrend aber der Zihler jetst
absolut steigende negative Werthe annimmt, nihert sich der noch positive Nenner dem Werthe Null,
y also dem Werthe —c. Ist der Nenner durch die Null durchgegangen, so nimmt auch er negative
Werthe an, und y springt dann von —= in + o iiber.

§ 12. Hierdurch also ist der fragliche Punkt erledigt, und gleichzeitig erfahren wir noch, dass
der Punkt der Curve, fiir den y=o ist, niher bei dem Nullpunkt des Coordinatensystems liegt, als
der Punkt, fiir den y=+= oo ist.

§ 13. Von dem Einfluss;, den der Werth von p auf die Abscisse, fir welche vy =+ & ist, ausiibt,
liisst sich mit einigen Aenderungen in den algebraischen Grissen dasselbe sagen, was auf Seite 8 bei
dhnlicher Gelegenheit bereits gesagt ist.

Ll \—
thﬂ[]i -+ 1)

§ 14, Fassen wir die bis jetzt gewonnenen Resultate zusammen, so ergibt sich folgendes!):
Die Curve besteht aus zwei getrennten Armen, indem durch das einmalige Verschwinden
des Nenners (§ 8) y plotalich von — o zu 4 oo ibergeht (§ 10 und 11). Der eine
Arm beginnt also fir einen bestimmten in § 8 gefundenen negativen (§ 9) Werth von
x in unendlich grosser auf der negativen Seite der Y- Achse gelegenen Entfernung
und steigt von da aus derart an, dass seine Richtung im Allgemeinen nach der posiliven
Seile der X-Achse hingeht. Die Abscisse des unendlich entfernten Punktes, mit dem der

1) Man vergleiche hierzn die am Ende des Aufsatzes angeheftete Tafel, worauf die punktirte Curve die zwi-
sthen = und y, die ausgezogene Curve dagegen die zwischen t und y hestéhenden Relationen versinnbildlicht. Die
relativen Werthe der vorkommenden Grissen sind so gewihlt, dass R=10; r=3; 8=205; a=0,5 und tge=20 ist.
Hieraus ergibt sich h=140; 1=200; «=87"%'10" und t=20x.
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Arm beginnt, liegt um so weiter nach der negaliven Seite hin, je grisser p ist (§ 13).
In einem niher bei dem Nullpunkte, aber ehenfalls noch auf der negativen Seite gelege-
nen Punkte durchschneidet derselbe Arm die Abscissen-Achse (§ 5, 6. 7 und 12). Hier-
anf trifft er die Ordinaten-Achse auf der posiliven Seite in einer Entfernung vom Null-

4 S H
A ELJ— 5 ist (§2, erreicht dann durch gewisse die X-Achse

jedoch nicht mehr treffende Krimmungen diesen selben Werth. von y noch zweimal, das

oy
punkte, welche gleich — tange

. . : Tk L e
erste. Mal in einem Punkte, dessen Alscisse , das zweile Mal in einem Punkie, dessen

9
Abscisse (R—r) isl (§ 2). Wiihrend endlich im weitern Verlaufe der Curve der Werth von
x bis ins Unendliche fortschreitet, nahert sich y immer mehr dem Grenzwerthe jtga(R + r)
(§ 3). Weder dieser Arm der Curve, noch der andere machen solche Kriimmungen, dass
einem Werthe von x zwei Werthe von y angehorien (§ 1).

Der zweile Arm beginont mit demselben Abscissenwerthe in unendlich grosser auf der
positiven Seite der Y-Achse liegenden Entfernung, bei welchen der erste Arm aunf der
andern Seile der Y-Achse in unendlich grosser Entfernung begann (§ 8—11). Im Allge-
meinen ist dieser Arm von hier aus nach der negativen Seite der X-Achse hin gerichtet;
er trifft weder die Y-, noch die X-Achse, senkt sich auch niemals so sehr, dass

e AREey

YR
wirde (§ 2)°) und nahert sich endlich, wihrend x ins Unendliche nach der negativen
Seite hin forlschreilet, einem Punkte, dessen Ordinate wiederum fige(R +r) ist (§ 3).

A
1) Dass :tgw.-ﬁ“--— :.s wirklich kleiner ist, als ftge.(R +r) lisst sich auch auf folgende Weise zeigen:
(R—r)ed rt r?
14 kRS — = = tort D BT SRR A oas Jren M
S e T P e B e
D L Mloiuer it 2l 1, 00 St e < B v 0 e alat maikh o e
a nun TR T e A LR 15 Ff‘—r"{: i+ r, um so mehr also auch 1 ““'Rﬂﬁ‘{'ﬁ'wﬂi +r).
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Capitel IIL

§ 1. Um zu weiterer Erkenntniss des Laufes der Curve zu gelangen, ist es néthig, zu dem

ersten und zweiten Differentialquotienten der Function y tiberzugehen. Statt der Gleichung

sy HBA1)x—B(B2—1f)x® 4 4(R® 4 r¥)x + (R4 —r)p
Y=g T SR —nxe SR O (=
wollen wir die bereits auf Seite 10 zu Grunde gelegte
xt— |[ —1}:-.9+ (B2 —Rr+ )z +{(R2+ ) (R—1)p

S A Rt — 3R —1)x* + (R +19x + JR—1*)p.
benutzen und ihr mittelst einer an sich deutlichen Vereinfachung die Gestalt :,'._- tge (R 4 1), I:wé
geben. Dann ist
dy 3 i gf f%\
x5t (R+1). ——— =

ftge . (R +1). [§x® —§(R — r)x* + ;{R‘* + r*)x 4 4(R® — r%)p].{3x? — 3(R —r)x + (R?— Rr + %)}
—{x8 —§R—1)x? + (R*—Rr+ r2)x + 3R 4 r2)(R —1)p} } 8x2 — 3(R—1)x +4(R? + r%)|]:NE =

3 X5—3(R—r)x'+(R*—Rr4-1?) |x8 '

| —4R—r) +3R—r) | —3(R—r)(R*—Rr+r?)x*
+3(R2+4-1%) | —3R—1)(R241%) | -+3(R2r2)(R2—Rr+1d)lx
- | +YRE—r® | —3(Re4r¥)(R—r)p
el e +8(R—1) —3(R*+1?) s i I 4 e
. +3(R—1)| —R—1)e | 3(R—r)(R2+12)
‘ —3(R*—Rr+1?)| +3(R—1)(R*—Rr+4r?) —j(Re+r?)(R*—Rr+1?)
o2e | —3(R—r)(R2+r2)p +3(R*+-r?)(R—r)%p
e

ltF_rS}{Ilg_l 1+l }I} . NE=%tgﬂ'“{+T‘}.[{H+!'}|9R“' %“.'L ____1.}“'{__|_r} {1_1] l"'“’% l{f- i )2 P\+

—a(B—r)(R*4-r*)%p
e 4 i ‘J{l—g‘.!_‘f_ J(R—r)*px+4(R—r)°p.

HR—r)x* (R re)x - §{RE—r)p[?
Um zum zweiten Differentialverhiiltnisse zu gelangen, setzen wir den im ersten Differentialver-

HB—1)}(R+-r)?]: Ne=jtpe. I{it-.—!]" o—

hiiltnisse vorkommenden Zihler gleich 7', dann ist } tgrf (B + r)® ,‘:q und daraus folgt:
R N 42 oz AN N g, 4
d,}. jt {]_{ 1‘):’ “dx dx s ':i- g (R []";', dx
g =g (bap NG = gtge AR 1)t N :

Fiihren wir dieses aus, so entsteht :

:L" = jtga. (R + r)°.[}x* — 4R —r)x* + HB? + r2)x + YR —r2)p}. {5x? —HR—1)(1 —p)x—J(R—1)2.p}

— 2x* — R —r)(1 —p)x* — R —1)*px + YR —r)*. p} §3x* — 8(R — 1)x + 3(R* 4 13}” ME =
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I jR-T)(1—p)xt  —fR—1)p]x |

—jR—r) | +iR—(—p) +HR—1)’p x*
| iR L S(Rert)(R—r)(1—)| —y(R+r2)(R—r)%p
A ; ' L3R —r%)p —3R2—19)(R—r)(1—
@A ol epiy | amepy| [ H P)P
R (—p)| —R—)(1—p) +IR—TIREr2)(1—p)
| HB—p | —iR—1)p +3(R+1%)(R—1)*p
2 | —3R—)p | HIR—)p

—3(RP—r?)(R—1)2p?

%
Il

_%{[{.... I-}:I[R? o 1-2}]-,
ftga . (R41)* . [— 3% — 3R —1)(2p—8)x* 4§} (Bp — 1)(R —1)* + 4Br{ x® 4
YR — r)p}12Rr — T(R —r)2{x2 + 3(R —1)*. p{2(R® 4 Rr + r*)p + 3(R —r)*}x —
3R —r)*p[(R2 + Rr 4 r¥)p + (R + r2)}]: No.
§ 2. In den Untersuchungen des vorigen Capitels nahmen einzelne Punkte der Curve unsere
Aufmerksamkeit besonders in Anspruch. Einer derselben war der Punkt, dessen Abscisse Null, und

: 3 it — oyt i : 3 bl
dessen Ordinate Etga ‘R g8 war; dieselbe Ordinate begegnete uns auch noch bei denjenigen Punkten
; R—r ; !
der Curve, deren Absciszen e und R —r waren. Wir wollen nun zusehen, ob durch Einsetzung

dieser drei Abscissen-Werthe in die fir das erste und zweite Differentialverhiltniss gefundenen
Gleichungen positive oder negative Werthe erzielt werden. Bei dem ersten Differentialverhiltniss
ist der Factor 3tge.(R 4 r)* stets positiv; ebenso ist der Nenner des andern Factors, da der-
selbe ein Quadrat ist, fiir alle Werthe von x positiv. Das Vorzeichen von ::i ist also identisch mit
dem Vorzeichen des Ziihlers x? — (R —1)(1 —p)x? — }{R —r1)*px + (R —r)*p. Ist x=0, so ist

dieser Zihler gleich R —r)®p, der erste Differentialquotient also positiv. Ist x = H}_ -rpsu lautetder

Zithler 4R+~ 1)® — &R —1)31 — p) — R —1)°p + B —1)’p = — (R —1)*. (1 4 p), und der erste

Differentialquotient ist negativ. Ist endlich x=R —r, so verwandelt sich der Zihler in
(R—r)f—jR—1) (1 —p)— R —1)*p + HR —r)* . p={R—r)°. (p + 2),

und der erste Differentialquotient wird positiv,

Auch bei dem zweiten Differentialverhiiltnisse kann man von dem constanten und stets positiven
Factor tge. (R -+ r)* absehen. Setzt man x=o, so wird der Zihler des iibrigbleibenden Factors
= — 3R —1)®. p{(R® + Rr+ r*)p + (B® + r%) I, also negativ, der Nenner wird = {{(R* —r®)p;%, also
positiv; folglich wird der zweite Differentialquotient fiir diesen Fall negativ. Unter der Annahme
ferner, dass };=I.{I.2_._.r sei, wird der Zahler des zweiten Differentialquotienten gleich — &R —r)®
— SR —1)°(2p —3) + SR —1)*. }(8p — 1)(R —1)* + 4Rr}+ Z(R —r)*. p}12Rr — T(R —1)*}

+ AR —1)e. p.{2(R? + Re + )p + 3(R —r)®|— (R —1)*. p. }(R? 4 Rr + r¥)p + (R* + 1) .
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Liisst man hieraus die allen Summanden gemeinsame positive Grisse (R —r)® fort, so bleibt noch:
—2(R—1)*(p—1) + | (8p — 1)(R — 1) + 4Rr | + p}12Rr— T(R —1)*} + 2p|2(Re + Rr + r2)p
+ 3(R — )2} — 4p{(R* + Rr + r9)p + (R 4 1?)} =
2R —r) —(R—r)® + 4Rr—2(R—r)t.p + S(R—r)t.p + 12Rrp — T(R — ri*p + 6(R—r)2p —
—4(R* +r)p + 4(R* + Rr 4 r¥)p* — 4(R? + Rr +12)p2 =
(R+rf.p+ @B+ =(R+r)2.(p+ 1) Der Zihler ist also positiv. Der Nenner lautet durch

R—r.

Substitution’ von

MR —1)® — (B —7r)P + R+ r*)(R — 1) + YR* —r)p]* = ([(R* —r®)p + (B —r)[i(R® + r?) —
— R — )Y = §[(R* —1*)p + (R —r)(R® + Rr -+ r)] = [4(R® — r¥)(p + 1)]",

ist also ebenfalls positiv. Da nun Zihler und Nenner positiv sind, so muss es auch ‘der zweite Diffe-

rentialquotient sein.

Endlich wiire x =R -—r zn setzen. Der Zihler ist in diesem Falle:

—3(R—rpf— (R —1)°.(2p — 1) + Y{R—1)%| (8p— 1)(R—r)® - 4Rr{+ 3R — 19).p{12Rr—7(R—1)?}
+ 3B —rPp. {2R* + Rr+r¥)p + 3R — 1)t} — ¥R — 1. p. {(K2 + Rr + %)p 4 (R* + r2)}.
Lisst man auch hier wieder die allen Summanden gemeinsame positive Grisse ¥R — r)® fort,

80 bleibt noch :

— 4R —rP2p —1) + 2}(Bp— (R —1)* + 4Rr} + p}12Rr — 7(R — r)*} + p}2(R* + Rr + r¥)p+

+ HR—r)* | —pJ(R* + Br +1*)p + (R® + r2){ = — (R2 4 Re +r)p*+ 2AREL Rr + rZ)p? — (RBP4 r¥)p

+ 3R —r)*p + 12Rrp — (R —1). p + 16(R —r)*.p — 8(R — r)2p — AR —r)p +8Rr+4R—r)=

(B* + Rr + r*)p* + (8R2 +4Rr + 3r%)p + 2(R + r)%, und diese Grosse ist positiv. - Setzt man R —r

fiir x in den Nenner ein, so ergiebt sich:

[(B—r)*— 3R —1) + §(R* 4+ r2)(R —r) + R* — r9)p]* = [(R —r)(R* + R+ r?) + 4(Re — roplP=

[(R® —1%) + §(R* — r*)p]* = [(R* —r*)(1 + {p)].

Da auch diese Grosse positiv ist, so ist es auch der Bruch und weiterhin auch der zweite Differential-

quotient.

: sy ; < 1 : :
§ 3. Da nun ein positives di das Steigen der Curve, ein negatives das Fallen derselben angicbt,

: i d*y ; 2 \ :
da ferner durch ein positives d'x-: angezeigt wird, dass die Curve ihre eonvexe Seite, dorch ein nega-

: diy . = g b
tives d x}i dagegen, dass sie ihre concave Seite nach unten kehrt, so folgt aus den letzten Eriirterungen,
dass in dem Punkte, fiir den x = o ist, die Cure im Steigen ist und ihre concave Seite der X-Achse

. _ - j.l —
zugewendet, dass ferner in dem Puncte, dessen Abscisse gleich ——-

5 ist, die Curve fillt und ihre

convexe Seite der X-Achse zukehrt, und endlich, dass in dem Punkte, dessen Abscisse (B — 1) ist, die
Curve wieder steigt, aber ihre convexe Seite nach der X-Achse hinkehrt.

§ 4. Wir haben im vorigen Capitel an zweiter Stelle die Werthe zu bestimmen gesucht, welche
Yy annimmt, wenn X zu unendlich grossen Werthen itbergeht, und haben gefunden, dass sowohl filr ein
positives, wie fiir ein negatives unendlich grosses x die Y-Coordinate den Werth stga(R + 1) erhilt.
Liisst man nun auch in den Formeln des ersten und zweiten Differentialquotienten x bis ins Unend-
liche hinein zu- oder abnehmen, so nihert sich der erste Differentialquotient immer mehr dem Werthe
1
13

3 X513 : ; ; . ia b
2tgcr(Ii'u~|— I)e. —: e =ytgeR+rP.— und der zweite Differentialquotient nahert sich immer mehr dem




| — 3x6 3 3 : A
Werthe ;—tgfe(R + 1. — = 2t-ga{]i + 1), o Ist also x unendlich gross und positiv, so hat

; : ' o drel. . ; - , ; :
gj' einen unendlich kleinen positiven, =3 einen unendlich kleinen negativen Werth, ist x unendlich
X

dx?

] a¥: /. : ; : diy
gross und negativ, so hat dx ©inen unendlich kleinen negativen, und dxt
kleinen negativen Werth. Das sact uns also: Wihrend die Curve auf der negativen Seite der
Abscissenachse aus dem Unendlichen herkommt, senkt sie sich nach dieser Achse hin und kehrt ihr
die concave Seite zu, wihrend sie dagegen auf der positiven Seite der X-Achse sich ins Unendliche
hinein erstreckt, steigt sie empor and kehrt der Achse ebenfalls ihre concave Seite zn. Da j; auch
die trigonometrische Tangente des Winkels bezeichnet, den die Tangente der Curve mit der Abscissen-
achse bildet, so folgt aus dem Vorhergehenden auch, dass fir ein unendlich grosses positives oder
negatives x die Tangente der Curve parallel der X-Achse wird.

§ 5.  Im vorigen Capitel haben wir auch einen negativen Werth von X gefunden, fiir den
y=—= war, und einen andern ebenfalls negativen, aber absolut genommen kleinern Werth
von X, fur den y= o war. Wir hiitten also auch filr diese Fille die vorhin angewandte Methode zu
benutzen. Wir gelangen aber zu allgemeinern Resultaten, wenn wir an die Entwickelungen des § 11
im vorigen Capitel ankniipfend bedenken, dass von x=o, oder von dem Schnittpunkte der Curve mit
der Y-Achse an gerechnet y ohne Unterbrechung nach der linken Seite hin abnimmt, bis es den Werth
— oo erreicht. Daraus folgt schon, dass fir alle zwischen den angegebenen Grenzen befindliche
Werthe von x der erste Differentialquotient, dem wir nach Seite 12 die Form
dZ AN

& %%

wiedernm einen unendlich

3
gge. R+ 10—

geben wollen, positiv ist. Der zweite Differentialquotient lautet nun
o r TN

; (g a0 —oveZ o s

gtee Ry ). ———— N SRR

Ferner ist

% = 3x% — 3(R —r)x + (R* — Rr + 12);
gl}: = 3x* — 3(R —r)x + §(R* + r9);
::;f = 6x — 3(R —1);

2
Die beiden ersten Differentialquotienten von Z und N sind also fiir alle negativen Werthe von x positiv,
die beiden zweiten negativ. Die beiden letztern sind nebenbei einander gleich. Wegen dieser Gleich-

heit kann man schreiben:
p AL o7 ANAN
(1L N(\ 3 j:)df—’ % 3(}: g _’: dx ):15:
lh{: T S ___"-NEI IR

: : dy
und wegen der vorhin angegebenen Gleichung von d';i aunch :
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o d®Z dy dN
oy N i
dx* DR 7T T
Wie frither (Seite 9 f.) gezeigt, ist innerhalb der Grenzen x=o0 und y=—w der Werth von N

stets positiv und Z immer kleiner, als N, Hieraus, sowie aus den vorhin hergeleiteten Beziehungen,

T

i dN :
dass nimlich fl\ fir die in Bede stehenden Werthe von x stets positiv, T fitr alle negativen Werthe

.

PRETR ¥
von X positiv, ix: dagegen negativ ist, folgt, dass auch d__“ innerhalb der Grenzen x=o0 und y = — =
fortwihrend einen negativen Werth besitzt. Die Curve kehrt in diesem Theile ihres Laufes ohne
s dy . i - . :
Unterbrechung ihre concave Seite nach unten. Da d‘% immer grisser und zuletzt bei dem Verschwin-

den von N sogar oo wird, so wird auch der Winkel swischen der Tangente und' der X-Achse immer
gruqqu bis er bei y = — oo gleich einem Rechten wird.

§ 6. Ehe wir zu dem noch itbrigen Werthe y = + o tibergehen, wollen wir eine Betrachtung einschie-
ben, dlc auch fitr fernere U nl.elauchungen von Wichtigkeitist. Es ist friher (8. 6) gezeigt worden, dass Ziihler
und Nenner der Function y keinen gemeinsamen Theiler, also auch keine gemeinsame Wurzel besitzen.

Ferner geht aus der ;\uﬂuumg der Gleichang Z=o0 (8.7) und N=o0(S. 8£) hervor '), dass auch Z und N fiir

sich betrachtet keine gleichen Wurzeln besitzen. Davaus folgt nun, dass auch Zihler und Nenner von

3: keine gemeinsame Wurzel enthalten. Von den in
N a7 7 dN
dy 3¢ . @y dx dx
e BT

vorkommenden variabeln Griissen gibt es nimlich keine, welche einen gemeinsamen Theiler besiissen;
denn sellt man Z und N als Producte durch ihre Wurzelwerthe dar: Z=(x —e)(x—@)(x— ) und
N =(x — u)(x — »)(x —g), worin @, @ und y die Wurzeln der Gleichung Z=0, i, ».¢ die Wur-

o : : 7 IN s ;
zeln der Gleichung N = o sind, und bildet darauf {1{ und tt_a g0 iiberzeugt man sich sofort von der

Richtigkeit des Gesagten. Dasselbe gilt anch noch, wenn man ?ﬁ{ und } _ hinzuzieht. Also auch
N(\' Y 23%)— 2(:\ % 2 M)‘W

: i : : dz 3 dx® dx Jdx
fiir den zweiten Differentialquotienten :Ii}; = ;.;-T,ﬂllgfr AR+ 1) R
& i

bekommen wir das Ergebniss, dass Zihler und Nenner keine gemeinsame Wurzel besitzen.
§ 7. Wiihrend y von — o zu + oo iiberspringt, geht N von einem unendlich Kleinen positiven
zu einem unendlich kleinen negativen Werthe iiber. Hierbei dindert nun nach der vorstehenden Be-
. dy . dy s Li== : : : ;
trachtung weder bei dx’ noch bei b der Zihler sein Vorgeichen. Der Nenner ist bei % die zweite,

bei {-ﬁfé die dritte Potenz von N. Mithin bleibt das Vorzeichen von :Tli ungeiindert das positive, das

L 12 ) el 1 Tl :
Vorzeichen von tr_:f: dagegen geht in das negative iiber; mit andern Worten: die Curve ist an der

1) Wir erhielten sowohl fiir die Gleichung Z=o, wie auch fir die Gleichuug N =o nur einen reellen Werth,
die beiden andern waren also complex und conjugirt.




-
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Stelle, wo ¥ mit wachsendem x = + o wird, im Ansteigen begriffen, und kehrt ihve convexe Seite nach

unten, Da in diesem Falle giz—'rm wird, 8o steht die Tangente der Curve in diesem Punkte wieder
genkrecht auf der x-Achse, und fillt zusammen mit der Tangente des Punktes, fir den y = — oo ist.

Diese Senkrechte ist also Asymptote fiir beide Curveniste.

dy . d*y ‘
§ 8. Die beiden Punkte y=+ oo sind die einzigen, fur welehe d"i. sowie m“:h['h,;: unendlich wer-
den konnen. Wir haben uns nun auch zu fragen, fiir welche Werthe von x dieselben Differentialquo-
; - : - . , ; Wi i “d il%y
tienten der Null gleich werden. Da, wie vorhin gezeigt, Zihler und Nenner von t'l'}" und i ‘,Leme

gemeinsamen Wuarzeln haben, so treten die angeregten Fiille ein, wenn die Zihler gleich Null, oder
die Nenner unendlich werden. Das unendlich werden der ‘\ienuer ist aber auch noch anszuschliessen,

dy
weil dann auch die Zihler unendlich werden, und i  und | = ! sich beziehungsweise den Seite 14f, ge-

g L] bt ] Ry R e L dy
fundenen Werthen jtoe(R + r)*. — und — Stge(R + r)*. —; nihern. Es sind also die Zihler von -
) X G} AT dx

und von ::L‘Y_ gleich Null zu setzen. Demnach ist zuniichst die Gleichung
— 3R —r)(l - — R - xR HB—1r)p=o0
in Bezug auf x aufzuldsen.
Unter Festhaltung derselben Bezeichnungen wie auf Seite 7 ist
b=—4R—1)2. (1 —pf — R+ 1)?.p= — HR—1)2(1 — p)*+ 4p|{ = — HR — 1)*. (L + p)*.
e=—gR—rP.(1—pP—FGR—rP.(1—p).p +xR—1)p.p
— (B —1)°. | (1 —pp® + 6(1 —p)p — 4p}
— SR —1)*. (1 —p—8p*— ) =— HER—11. (1 + ). (1 — 20— p)

P =R —r)P . (1 4+ p)1—2p—p®) + § V‘%—jﬁ (14 R (1—2p—p) —JJU{R— r!“[l + it
=&(R—r) . (1 4+p).1(1—2p—p%) + VU —9p—pE—(1 +p)t
= 4R —1rp. (1 +pj(1—2p—p®)+ 2 @ Fpp-
Es nimmt also ¢* die Form P 4 Qi an; in diesem Falle erhalten wir fiir x bekanntlich drei
reelle und von einander verschiedeme Werthe, nimlich

x|=—-a'+3-l/— H-'IH

ng_lllt_i_g,/’_lic h - |-I.Lr
g i O

A a4 | _,l/ _Fms h L+ die
Xy — — 3 9 - : % i

c
5

[
¥

] ok ; : P M pNE A . ¢
worin sich h durch die Beziehung cos h = — ]/ _(l':') ergibt. Im vorliegenden Falle ist also

g ol 2 l/ 27,168 S e ) A S Y '[”P 1’"}
cosh = i (R r) {1 == IJ]{I 2p — } 97 . (R—r}“ []_ it 11}4 o {1 AT p]x T {jp_t_])}

Setzen wir ferner auch fiir a; und b die bekannten Werthe ein, so entsteht:
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(R —1}%u —_p) 4+ 2(1 +p) L!.'F‘-:.h}

(R— l".lr'[l — D) + 2(1 4 p) cos i—‘—%—g—;ﬂ |

|
(R — a}.lu —p) + 2(1 + ) cos !-'—Jﬁi i

Xg =

=)
R
1
4
ezl
F g

: : dy L L : . : : .
Da nun in dem Falle, dass J;c =g ist. |It;"‘ eimen endlichen und von Null verschiedenen Werth besitat,
LB A
80 entspricht jeder der drei fir x gefundenen Werthe einem Maximum oder Minimum der Curve,
Einer dieser Maximal- resp. Minimalpunkte liegt zwischen x = — o und der Stelle, wo ¥ = oo Wwird,

e : : i drs ;
weil e mnerhalb dieser Strecke sein Zeichen wechselt (verzl. Seite 14 und Seite 16). Aus demselben

.. ; A . : : B—r ; ; R—r
Grunde liegt ein zweiter zwischen x = ¢ und x = = 5— und der dritte zwischen = +— und (R—r)

(vergl. Seite 13£). Von den drei vorhin gefundenen Werthen von x ist also einer negativ, die heiden

. i ! . : ; P o 0¥ \ ’
andern sind positiv. Der negafive Werth entspricht einem Minimum, weil ,:jl:._ bei x = —cc negativ,

Mg 1) o . : ot b o ;
bei y = oo positiv ist; der erste positive gehort einem Maximum an, weil e bei x =9 positiv, bei

R—r = L 4.l g L R—=»
X = — negaliv ist, der zweite positive aber wieder einem Minimum, weil . o= nega-
L3

(5]

tiv, bei x = (R —1r) positiv ist.
§ 9. Die Gleichung, die uns das zweite Differentialverhiltniss liefert lautet:

—3x"—HR —r)(2p — 3)x* + ] (8p — (R — )2 + 4Rrjx® + HR —r)p] 12Rr — T(R — 1)2)x* +
HR—r)t. p}2(R* + R +1%)p + 3(R — 1)*} x — HBR —1)p}(R* + Rr + r*)p + (R? + 19)| =o.
Diese Gleichung ist vom fiinften Grade, lisst also eine allzemeine Lisung nicht zu. Jedenfalls hat sie eine
reelle Wurzel, kann deren aber auch drei oder fiinf besitzen. Jeder reellen Wurzel entspricht ein Bengungs-
punkt der Curve, d. h. ein Punkt, bei dem der Sinn der Kimmung sich éindert. Nun ist bei x=— = der

’ d*y y ; il = = o ! d3y
Werth won [t Kleiner, bei y = + o grosser als Null. Wegen der Stetigkeit von innerhalb dieser
uwx= ¥

l 3
: A5 s e : ] . .
Strecke muss also Jxt die Null passirt baben; folalich liegt ein Beugungspunkt der Curve zwischen
lx?
. " e L ; fly s s : 2y
X=—wund y =+ . Ein aweiter Zeichenwechsel von dxz itt ein zwischen x'= 0, wo dxe Dega-

: i d®y T . : . A :
tiv, und x = W0 ., positiv ist: e dritter endlich zwischen x =R —1r und x = + o=, indem

g ilx

bei x = (K —r) der Werth des Differentialquotienten positiv, bei x = + o dagegen negativ ist. Somit
ist die Existenz und im Allgemeinen auch der Ort dreier Beugungspunkte festoestellt, Dass aunsserdem
noch zwei Bengungspunkte vorhanden seien, ist nicht wahrscheinlich. Auch hat das Zahlenbeispiel, unter
dessen Zugrundelegung die Figur auf der nachstehenden Tafel entstanden ist, durch die Anwendung
des Sturm’schen Satzes nur drei Wurzelwerthe ergeben.

§ 10. Die Resultate dieses Kapitels sind demmach folgende:

1) Die Curve besitzt eine der X-Achse parallele Asymptole, welcher sich beide
Curveniiste von derselben Seite her nihern, wihrend der Werth von x nach beiden Seiten
bin in die Unendlichkeit forischreitet (§ 4).
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2) Ausserdem hesitzt die Curve noch drei der X-Achse parallele Tangenten. die ersie

: : S R—r : :
gwischen X = — oo und y = — oo, die zweile zwischen x =o0 und x =~ —, die dritte zwi-

&

E r i Ul Pl
schen x ==— und x=(R —1r) (§ 8). Der erste’ und dritte Berihrungspunkt stellt

ein Minimum, der zweile ein Maximum der Curve dar.

3) Die Curve besitzt auch eine der Y-Achse parallele Asymplote, welcher sich beide
Curveniiste von verschiedener Seite hier nihern, wihrend y unendlich grosse positive und
negative Werthe annimmt. (§ 5 und § 7.) Eine zweite der Y-Achse parallele Tangente
kommt nicht vor,

4) Die Curve enthilt drei Beugungspunkle (§ 9). Dass zuweilen auch fiinl auftreten
konnen, ist zwar nicht ausser Frage gestellt, ist jedoch nicht wahrscheinlieh und daher
hier ausser Betracht gelassen. Der erste Beugungspunkt liest zwischen x = — o und dem
ersten Minimum: die Curve, die bisher ihre concave Seite der x-Achse zuwandte, lkehrt
von da ab aul der gunzen Linge des Curvenastes ilire convexe Seite nach unten. Der
zweile Beugungspunkt liegt zwischen dem Maximum und dem Punkte, wo y zum zweilen

ot Bl R D : . :
Male gleich i wird. Der Curvenast hatte hisher von y =— e an die concave
Seite” nach unten gekehrt. Von der angegebenen Stelle an lkehrt er die concave Seite
nach oben his zum dritten Beugungspunkt, welcher zwischen x=(R—r) und x =0 liegt.
Yon da ab bleibt die concave Seite fortwihrend nach unten gerichtet.
5) Niemals kann einer der Beugungspunkte auf der X-Achse liegen, oder mit einem

: e . 4 dy (158 famddl
Maximal- oder Minimalpunkte zusammentreffen, da von den Grossen v, pia und Tt nicht
: "o dx

zwei gleichzeitig zu Null werden konnen (§ 6). Nach § 2 kann auch ein Beugungspunkt
niemals auf der Y-Achse liegen.

6) Aus Capitel 1 und 1I geht also hervor, dass die Curve im Allgemeinen die auf
der folgenden Tafel gexeichnele Gestalt haben muss.

5 Capitel IV.

Es erithrigt jetzt noch, dass wiv von der durch die Beziehungen von x und y ausgedriickten Carve
zu derjenigen (bergehen, die eigentlich der Zweck dieser Atvbeit war. lis ist beveits friher darauf
aufinerksam gemacht worden, dass diese letztere Curve im Allgemeinen dieselbe Gestalt, wie die erstere,
hESiL':’.i-; daher bedarf es nur der ['T('-['\'Ut'|ll.‘h1lng Ei]]igl-l‘ Punkte: wm sofort ein klares Bild vono dem
Verlaute derselben zu haben. Die Gleichung t=xtge, welche den Zusanumenhang beider Curven
angibt, sagt, dass dieselbe Ordinate, welche in der einen Curve der Abscisse x entspricht, in der
andern zu der Abscisse t oder x.tge gehif. Ist nun x =+, 30 ist auch t=+=; folglich haben
beide Curven dieselbe der X-Achse parallele Asymptote. Ist x=o0, so ist auch t =o0; beide
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Curven schneiden also die Y-Achse in demselben Punkte. Andere correspondirende Punkte der Curve
treffen nicht mehr zusammen, es sei denn, dass tge = 1 sei, in welchem Falle beide Curven identisch
wilrden. Erinnern wir uns jedoch der Entstehungsweise unsrer Gleichung, so wiirde tge stets orisser
als 1 zu nehmen sein, wodurch der Absolutwerth von t stets grisser als der von x ist. Daher
liegen bei der zweiten Curve alle Punkte mit negativer Abscisse weiter nach links, alle Punkte mit
positiver Abscisse weiter nach rechts, als die entsprechenden der ersten Curve. Der erste Bengungs-
punkt, der erste Minimalpunkt, der Schuittpunkt der Curve mit der X-Achse, sowie auch die der y-Achse
parallele Asymptote treten also weiter nach links, der Maximalpunkt, der zweite Minimalpunkt, die
beiden andern Beugungspunkte treten weiter nach rechts. Sollte tge kleiner als 1 sein, so wiirde das
Gegentheil von dem Gesagten eintreten. Ein Blick auf die Tafel wird die nithige Klarheit gewihren.

Zum Schlusse noch ein paar Bemerkungen tiber den Einfluss, den R, r und h auf die Gestalt
der Curve ausiiben. Ldsst man R und r in demselben Masse grisser oder kleiner werden, setzt man
also nkk und nr an die Stelle von R vnd r, wihrend h ungeiindert bleibt, so gehen R, und r, in nl;
und nr; iiber. Da wir aber R — R, oder r; — r= x gesetzt haben, so verwandelt sich x in nx. Ferner seht

tange, welches durch die Formel : 1_1 : bestimmt ist, in I]‘tgu iiber, t dagegen, welches gleich x.tge,
gowie 1, welches = Rl. tze ist, bleiben unverindert.

Setzt man diese Werthe in die zwischen y und x, sowie in die zwischen y und t hestehenden
Gleichungen ein, so findet man, dass y fir ein nfacbes x und fir ein gleiches t dieselben Werthe,
annimmt, Die T-Curve bleibt also durchaus unverindert, wenn R und r bei gleichbleibendem h in
demselben Verhiiltnisse vergrissert oder verkleinert werden., Aus der X-Curve dagegen wird in diesem
Falle eine neue Curve, so dass die alte und die nene Curve sich ihrer Gestalt nach im Allgemeinen wie die

Figuren uoserer Tafel zu einander verhalten. Bezeichnet man das nene x durch x;, das neue y durch
dy, dy dx " I dy d, 1 d% dy, 1 d2y
_ 5 dx; ~dx dx  onodx dx2 ndx® dx; ~ n? dx?
Bei der neuen X-Curve wird also im Vergleich zur irihern X-Curve fitr ein gleiches y der erste Diffe-
rentialquotient n mal, der zweite n? mal kleiner,

Y1, 80 ist x;=y und x; =nx; folglich ; ferner ist

st nh
B—r  R=f
mithin tge in ntge iber. Auch 1 verwandelt sich in nl, sowie t in nt; x dagegen &ndert sich nicht.
In die zwischen x und y bestehende Gleichung hat man also nur statt tge das nfache von tge zu
setzen, wodurch y ebenfalls n mal grosser wird. Die urspriingliche und die neue x-Curve stehen also
so zu einander, dass zu gleichen Werthen von x im letztern Falle ein nmal grosseres y gehort, als

Lésst man R, r, R' und r' ungedindert, verwandelt dagegen h in nh, so geht

im ersten Falle. Aus der fir die T-Curve aufgestellten Gleichung findet sich, dass bei der neuen Curve

im Vergleich zur urspriinglichen dem nfachen t auch ein nfaches y entspricht.

= dy dfy 3 dy dy? UL, o ; .

Die Aenderungen von i und due SoWie von o5 nd it ergeben sich ihnlich, wie vorhin. Be-
zeichnet man wiedernm das neue x durch x,, das neuve x durch y, und das neue t durch t;, so ist

X1 =%, To=ny, und {; = nt.

AT dy d*y, 1 s . Ay, diny) dt dy 1 dy A%y,  1dy

Tol I e — = T e 2 + g o == =0 == 1 a1 —_— %
Folglich ist ix. g U dtixﬁ “(ixe’ ferner is it it at n P uni Y 17
. St ; : . 3 v z
Bei der mneuen X-Curve wird also fir gleiche Werthe von x nicht nur y, sondern auch %I:c und gx{

nmal griosser. Bei der zugehirigen T-Curve dagegen, bei welcher fiir ein nfaches t aunch y nmal
21'_- : :
it:-' wird nmal kleiner.

grisser wird, bleibt fur ein ebenfalls nfaches t ‘ﬁ ungeindert, und :




Yresp. T-Achse.

;] A-resp. T-Achse.

—+




| o -rexp. F-dofse.

Asgmplofe Avganplote
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