Zyklische Kollineationen.
Von Professor Gustav Siegmund.

KEine Kollineation heifit zyklisch von der Periode n, wenn sie auf
die Punkte des Raumes n-mal hintereinander angewendet, diese in sich
selbst iiberfithrt. Die analytischen Bedingungen hiefiir sollen hier auf-
cestellt werden. Fithrt man fiir die Kollineation das Zeichen K ein, so
erhilt man durch beliebie oftmalige Anwendung von K eine Gruppe
von unendlich viel Kollineationen:
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Es kann nun eintreten, daf die Gruppe nur endlich viel Trans-
; Pl
formationen enthilt, indem eine Potenz z. B. K*+1! dieselben Gleichun-
gen besitzt wie K:
Knt+ti=1K
EKntiK-1=K K-1=1 oder
R,

d. h. K n-mal hintereinander angewendet gibt die Identitdt und ist daher
zyklisch mit der Periode n. Es ist die eigentliche Periode, wenn n die
kleinste Zahl ist, die A*=1 macht. Angenommen fiir n,<_n wire auch
schon K™ =1 und das wire die kleinste Zahl, fiir die dies eintritt. Wir
dividieren n durch ny:

n= - ny, Wobel ny < .

Kn— Kanetm—= (Km)2 K*— Kn— |

Dies widerstreitet der Voraussetzung, dall n, die kleinste Zahl
sei, die KA periodisch macht; daher mufl n, =0 sein. Erniedrigt sich mit-
hin n auf eine kleinere Periode, so muB diese ein Teiler von n sein.

Bleibt bei der Kollineation K irgendein Gebilde unverdndert, so
bleibt es auch bei jeder Potenz K™ unverindert.




A. Ebene Kollineationen.
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Die Gleichungen der Kollineation in homogenen Punktkoordinaten
lauten:

Wy =y @+ by @y + ¢4 @y
ux = as;x; + by @y + 3 X4 (1) !
u _J':;f — s Iy — {J‘-sl Ty 1~ Cg L3
ay Dy ¢ 1
Bezeichnen wir |asb,e. | = 4 und die entsprechenden Unter- i
| a5 b cq L

¢y iy 1
determinanten mit & ;. und — J, 80 lautet die Umkehrung:
u

ey f3s 7y ;

Aoy — oy @y - ot - gy i

Az, = @y + fas + sy (1% |

ALe = T ) .F'nr—'— Vg .nl"-rl |

3 ! 1 s = i Bt | ]I

Damit die Umkehrung eindeutig sei, nehmen wir 4==0 an. Wir |

werden nur solche Kollineationen betrachten. Die inverse Transformation
ist also wieder eine Kollineation, wie es ja nach der Gruppeneigenschaft
sein mub.

Jede gerade Linie geht bei der Umformung wieder in eine gerade
Linie tiber:

ax, + bxs - ca; =0 verwandelt sich nach (1') in:

AT B R N el ---"'Lr-'».' . 5 2
p (o) T @a e — €35 ) 7 Buy - Pa s sy ) +
+ =T e +—psxs) =0 oder
A
o 2 | T =il i . = gl 1 { | i - ! I
(aey-Fbp +ep)a) +(aey 40P+ cps)xs + (aes 4 bPs + cys) s =0.

Fihren wir entsprechend den Punktkoordinaten in der Ebene auch
homogene Linienkoordinaten wu,, us, u, ein, so stellen sich die Gleichun-
gen, nach denen sie vertauscht werden, nach der soeben durchgefiihrten
Umformung der Geraden so dar:

TUy = oy Uy - Py Uy~ Py Ug
T Uy = tg Uy ~ By Usg - o Ug (2)
Ty = oty g - Py Us - P3 s

A ; < ?

Setzt man = = 5 S0 bekommt man fiir die Umkehrung:

F]
G — a Uy - ag Uy - gty
6 its = by Uy -+ by us' =+ by () l{

: ) i )
GUg=— € Uy —} Cq Uo — C3lg
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Man bezeichnet diese Systeme als die transponierten Systeme (1).
Die Determinante von (2') ist auch 4.

Eine weitere wichtige Eigenschaft der Kollineation ist die Invarianz
des Doppelverhiltnisses von vier entsprechenden Elementen. Es geniigt
dies fiir das Strahlenbiischel nachzuweisen, da diese Eigenschaft fiir die
Punktreihe dann als notwendige Folge von selbst gilt. Es seien vier
Strahlen des Biischels

a-ab—0 (3)
gegeben, wobei « und & lineare homogene Funktionen von @y, 2, und
x; sind. Transformiert man mittels (1), so entsteht:

a +—6b =10 (3"
wobei @ und & homogene lineare Funktionen in z;, @, und z; sind.
a =0, b =0 sind die Bilder von ¢ =0, b=0; die Biischel (3) und (3"
sind mithin projektiv, d. h. die Doppelverhiltnisse entsprechender Strahlen
sind gleich. Man nennt daher die Kollineationen auch projektive Ver-
wandtschaften.
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Soll ein Punkt in sich selbst iibergefiihrt werden, so mull @y a2 =
— @ 2, @y sein. Durch Einsetzen in die Gleichungen (1) ergibt
sich dann:

Diese Gleichungen lassen sich nur dann fiir nichtverschwindende
Werte von @« befriedigen, wenn ¢ der kubischen Gleichung
€y
D as by—o ¢; |=0 geniigt.

Fiir sich selbst entsprechende Gerade erhilt man auf dieselbe Weise
die Gleichungen:
(a, —6) Uy + as s —azug=>~0
by s - (By — 6) g - by s =0 @)

€ Uy Gy U+ (e — ) uy, =0

Da verschwindende Werte von u keinen Sinn ergeben, so hat man

a; — 6 o tty
D' by by — @ by = (.
Gy €2 Cg —.0 |

Ks ist nun aber D= D). Es gibt also zu jeder Wurzel von D einen
invarianten Punkt und eine invariante Gerade. Denn setzt man die




Waurzel in (4) und (4) ein, so reduzieren sich beide Gleichungssysteme
auf nur zwei Gleichungen und bestimmen als Schnittpunkt zweier Ge-

raden oder als Verbindungslinie zweier Punkte die invarianten Gebilde.

D =0 ist eine kubische Gleichung. Wir erhalten drei Wurzeln und
daher auch drei Doppelpunkte und drei Doppellinien. Letztere miissen
durch die Doppelpunkte gehen; denn wire dies nicht der Fall, so miiiten
ihre Schnittpunkte weitere invariante Punkte sein, was aber nicht sein
kann. Da o® und o den Koeffizienten — 1 haben, so hat die Gleichung
stets drei endliche Wurzeln. In bezug auf diese kinnen folgende Fille
eintreten:

Klassen von Kollineationen in der Ebene.

1. Alle drei Wurzeln seien reell und voneinander verschieden. Man
erhiilt als invariante Figur (Fig. 1) ein Dreieck.
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a) Zwei der Wurzeln seien konjugiert imagindr. Man erhdlt als
invariante Figur einen reellen und zwel konjugiert imaginire Punkte
und eine reelle und zwei konjugiert imagindre Gerade. Invariante Figur
ist also ein Punkt und eine nicht durch ihn gehende Gerade. Letzfere
trdgt die imagindren Doppelpunkte, ersterer die beiden imagindren
Doppelgeraden.

2. Die Gleichung D =0 habe eine Doppelwurzel. Bezeichnet man
mit D; die Unterdeterminante der 7. Zeile und L. Kolonne von fJ), so
lautet die analytische Bedingung fiir das Eintreten einer Doppelwurzel:

Dy, 4= Dy + Dy = 0.

Nehmen wir an, es verschwinden nicht alle Unterdeterminanten
von [, so liefert die Doppelwurzel einen doppelt zu zéhlenden festen
Punkt und die einfache Wurzel einen gewishnlichen festen Punkt. Das
System (4) liefert ebenso zwei Doppellinien, von denen eine doppelt zu
zihlen ist (Kig. 2). Man kann sich diesen Fall durch Grenziibergang
aus 1 erhalten denken, indem zwei Eckpunkte des invarianten Drei-
ecks zusammenfallen.
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3. Die Gleichung D =0 besitze wieder eine Doppelwnrzel, fiir die
jedoch alle Unterdeterminanten verschwinden sollen. Diese Wurzel in
das System (4) eingesetzt, reduziert dieses auf eine einzige Gleichung,
die jetzt den Ort der festbleibenden Punkte darstellt. AuBerdem gibt
die einfache Wurzel einen weiteren invarianten Punkt. Das System (4)
Gleichung. Es ist die Gleichung

liefert fiir die Doppelwurzel eine einzige
eines Strahlenbiischels, dessen Strahlen
Doppellinien sein  miissen. Auflerdem
liefert die dritte Wurzel eine weitere
Doppellinie. Diese muB mit der punkt-
weise festbleibenden Geraden zusammen-
fallen; denn wire dies nicht der Fall,
so entstinden durch Schnitt dieser Ge-
raden mit dem Strahlenbiischel weitere
~! Doppelpunkte, was jedoch nicht sein
kann. Man erhilt so den Fall der Zen-
tralkollineation (Fig. 3).

4. 1D — 0 habe eine dreifache
Wurzel, fiir die jedoch die Unterdeter-
minanten nicht verschwinden sollen. Man
erhilt einen dreifach zu zdhlenden in-
varianten Punkt und eine dreifach zu
zihlende invariante Gerade. Die Gerade
oeht durch den Punkt (Fig. 4). Es ist
der Grenzfall, wenn alle drei Ecken und
alle drei Seiten des invarianten Dreiecks
zusammenfallen,

D, D=0 besitze eine dreifache
Wurzel, fiir die auch alle Unterdeter-
minanten verschwinden sollen. Die Glei-
chung (4) rednziert sich dann auf eine
einzige Gleichung und man erhilt oo!
Doppelpunkte, die auf einer Geraden an-
geordnet sind. (47) gibt o' Doppellinien

eines Strahlenbiischels. Da der Scheitel desselben ein invarianter Punlkt
ist, so muB er auf jener punktweise festbleibenden Geraden liegen. Wir
erhalten somit einen ausgearteten Fall von Zentralkollineation (Fig. 5).

6. Verschwinden bei einer dreifachen Wurzel auch die Unterdeter-

minanten ersten Grades, so gibt dies:

.f‘.l'.l = 'Q. (’;I :“' (.’! =——11)

g = U, |J,r.J — 91 l"g = ()

as =0, by =0, ¢
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Die Gleichungen (1) nehmen dann die Form an:

W = oy
Wiy = X5
way' = oy

Man erhilt somit die Identitét.

3.

Eine Ursache einer raschen und schinen Lgsung einer jeden Auf-
gabe in analytischer Behandlung ist die passende Wahl der Koordinaten
und des Koordinatensystems. Da wir bei der Bestimmung der invarianten
Figur auf ein Dreieck gestoBen sind, werden
wir Dreieckskoordinaten einfithren. Fiir die
sechs Arten der Kollineation sollen nun die
Gleichungen in Dreieckskoordinaten geson-
dert abgeleitet werden.

1. Zum Koordinatendreieck wiihlen
wir das invariante Dreieck (Fig. 6). Zur
Bestimmung der Gleichungen der Kollinea-
tion fiir diesen Fall benutzen wir die
Strahlenbiischel in den Ecken. Sie gehen
in projektive iiber:

GRS r, 24w, =0 geht iber in (4;).... % +uas =0.

Die allgemeinste projektive Beziehung zwischen zwei Biischeln
mit gemeinsamen Scheitel ist gegeben durch:

al+b
H ch-t+d
Fiir die Doppelstrahlen gilt:
citl-d—a)l—b=0
] _'f'r.!-——(ﬁ t |L (a—d)E-L+4be
L= i :

|

Bei dem Biischel (4) sind die Doppelstralilen gegeben durch: i=0
und 2 =oo. Damit eine Warzel 0 auftritt, muB /=0 sein und damit
die andere co wird, muB ¢=0 sein; mithin besteht zwischen 2 und w

" al
der Zusammenhang: u — I
e
4 A 0
Wir setzen ~ ="
& 0

Die Biischel (4,)....2 - ows =0 und (4s)....@s +va; =0 gehen

genaun so liber 1n (A ...z +62s=—0 und (ds) ...z F 2y = 0.

g
|
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Setzen wir die Verhiltnisse der Parameter s und — = Gj, so konnen
93 " Oy

wir die umgeformten Biischel auch schreibeu:

(or2y) =20y o), =10k (4y)'
(0s 3) +0(ggy)=0 .. ... (4,)
(o) 2 (o) =0 ..... (As)

Beriicksichtigt map, daB die trimetrischen Koordinaten blofi dem
Verhiltnis nach bestimmt sind, so ergeben sich als Gleichungen der
Kollineation:

LT, =01
(L Ty = 0o Ly (9)

WLy — D3y

s soll noch gezeigt werden, dab
diese Gleichungen wirklich eine projek-
tive Transformation darstellen. Zu diesem
Zwecke geniigt es zn zeigen, dal vier
Punkte und ihre Bildpunkte dasselbe
Doppelverhiiltnis  besitzen. Die vier
Punkte P (yi; ¥s #s)y @ Ry %, 2), &
(g =+ MRy ooy vee) UDD S (4 -2, .0

- . v (¢ . - .
....) haben das Doppelverhiltnis { PRRES}| = . Mittels () gehen die
[
Punkte iiber in
A e e e RN SR 2 '
.I'“('h""']r“J}f‘J(]}‘_ ‘\J_,ﬂj("{l ._rrfI ..... |)
01 Q2 Q3- NOL Q27 @3/ N0y 0,
TR
und S ('h Al e et M N )
Orasi i) /
1 1 . . v T O 1
Auch diese vier Punkte hiaben das Doppelverhéltnis {P'Q B'S'} = -
T

9. Hier bleiben zwei Gerade und zwei Punkte fest. Wir legen das
Koordinatendreieck so in die invariante Figur, daB nur die Seite x, =0
keine Doppellinie ist (Fig. 7).

Der Strahlenbiischel (4,) wird genau wie beim letzten Fall in den
projektiven verwandelt:

----- v, - Lag =0 geht iiber in (dy) ---- 0@ 4 4 (03 @) = 0.
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Der Biischel (4;) wird so in sein Bild transformiert, da es pro-
Jektiv ist und mit dem urspriinglichen Biischel blof den Doppelstrahl
x; — (0 besitzt:

(Ag)....xy +uas =0 geht iiber in (ds)'....s 2yl e —

Damit die beiden Biischel fiir u=0 den einzigen Doppelstrall

(2%

a2, =0 ergeben, mufl nach einer friheren Bemerkung u= sein.
e
v al
Wir setzen daher p——"*——
PyalisEed
(4y) kann jetzt so geschrieben werden:
012 v (2] + 012 5) =
Ve Daraus erhalten wir fiir die Glei-

chungen unter Beriicksichtigung eines
Proportionalititsfaktors:

Wity = Q12 &g
Wy = @ ~- 013 Tg (G
&g — 05 25

3. Hier ist ein Punkt und eine Ge-
rade darch ihn invariant. Wir wihlen
das Koordinatendreieck so, daB der Eck-
punkt 4; und die Seite @ =0 unver-
dndert bleiben (Fig. 8).

Der Biischel (4,) eeht in den projektiven (4;)" iiber, so daB Dbeide
Biischel nur den Strahl @; =0 gemeinsam haben. Man hat daher:

(dg)....@; 41y =0 geht iiber in (4;)....o02, + L@z, +oa) =0.

Der Biischel (4;) geht in den projektiven (4,') iiber. Da diese
beiden Biischel den Strahl 4, 4." entsprechend gemein haben, sind sie
perspektiv. Die Perspektivititsachse wird eine Gerade durch den Doppel-
punkt 4, sein, da die beiden entsprechenden Strahlen A, 4; und A." 4,
durch die Kollineation auseinander so entstehen, daf nur der Punkt A,
festbleibt. Man kann die Perspektivititsachse beliebig durch 4;, am ein-
fachsten als die Gerade z; -+ @, — 0 annehmen. Dies ist keine Beschriin-
kung der Allgemeinheit; denn es kann das zogehiorige Koordinatendreieck
so gewihlt werden, daB die Perspektivititsachse in jene Gerade fillt.

Der Biischel {(4,)....2; - A2y =0 ist mithin perspektiv zu (4" ....
oa, +1ay'=0. Das Erzeugnis der beiden Biischel muB in zwel Gerade
zerfallen: in die Perspektivititsachse und den entsprechend gemein-
samen Strahl:

Ty Ty — 0y By =&y (T +Xa); Ty’ =&, a5 - 0z
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Daher ergeben sich die Gleichungen:
um =0a
was = - om @
- Ly =y - T -0 Ts
4 : ; - Gt
1 4. Beim Fall der Zentralkollineation legen wir das Koordinaten-
system in ein invariantes Dreieck hinein (Fig. 9).
g Der Strahlenbiischel (4)....x; 4@, =0 mub in den identischen
@y 4 way' =0 iibergehen, d. h. es mufl
| = —1 sein. Die Biischel (4,) und (4,)
§ u

transformieren sich wie frither so, da
zwei Doppelstrahlen vorhanden sind.
Beriicksichtigt man diese Umstinde,
so erhilt man:

Xy = 05 X

- r 3
s = 013 T 8)
Wy = 03 &y

5. Wir legen hier das Grund-
dreieck so in die invariante Figur,
dafl bloB die Seite xx =0 und der
Punkt 4; nicht fest bleiben (Fig. 10).
Der Strahlenbiischel (4.) bleibt un-
verindert:

(A3) . ...z + Ly =0 mul} daher iiber-

gehen in (o) + 2 (0 2g) = 0.

Die Beziehung zwischen den a:-
Koordinaten erhilt man, wenn man das
Biischel (4;) betrachtet, das in ein
projektives, konlokales mit dem einzi-
gen Doppelstrahl =, =0 umgeformt
wird, oder aus den beiden Biischeln (4,) und (4,"), die perspektiv sind,
da sie den Strahl 4, 4," entsprechend gemein haben:

Xy Wy —— Q Xy Ty = Ty Xy Ty =& + 0 Ty,

Man hat daher
wr, = o
pay = + o (9)

g
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6. Man erhilt die Identitit mit den bekannten Gleichungen:

Iz J‘,‘;' =0
(s — 0Ty (10)

LTy = 0T

o

4.

Wir untersuchen nun fiir die einzelnen Fille gesondert die n-malige
Wiederholung der Kollineation K.

1. Wendet man auf den Punkt (2) die Gleichungen (5) n-mal hinter-
einander an, so ergibt sich:

1

(n

W™ = g"
12 o\t — naflane
2y — 0" T

Damit der n-mal der Umformung unterworfene Punkt wieder in
die Anfangslage zuriickkehrt, mull sein:

Wty ) = a2
;

Ut e = a1
! ] 3
" @yt = @y

wobei a eine beliebige Zahl ist. Die GriBen o miissen also den Bedin-
gungen genigen:

=
01" — L
9.__"' =
.:y.\.” — T

Damit also die Kollineation periodisch sei, miissen die o n' Wurzeln
aus einer beliebig wihlbaren Grife a sein. Es ist hier mithin eine all-
gemeine Periode n moglich. Da es aber bloB eine oder bei geradem =
zwei reelle Wurzeln der Gleichung " — a =0 gibt, so werden zwei der
Wurzeln konjugiert imaginir sein miissen und die dritte wird reell sein.
Hs sind bloB zwei konjugiert imagindre Wurzeln dieser Gleichung ver-
wendbar, weil die drei Grofen o,, o, und o, gleichzeitig Wurzeln der
kubischen Gleichung ) — 0 sein miissen, wie noch gezeigt werden wird.
Wir erkennen somit, daB im Fall 1a, wo ein Doppelpunkt und eine
nicht durch ihn gehende Doppellinie vorhanden ist, K durch gewisse
Bedingungen zykliseh mit der Periode n gemacht werden kann.

2. Nach den Gleichungen (6) ergibt sich fiir einen n-mal umge-
formten Punkt:
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Damit der Punkt wieder in den urspriinglichen iibergeht, miiBte sein:

01" —0
n0;" 7t =1
Q" =0

Die ersten beiden Bedingungen sind hier nicht erfiillbar; daher
kann dieser Fall nie eine zyklische Kollineation ergeben.
3. Die Gleichungen (7) n-mal angewendet ergeben:

e — oo
phat =mno* a1 e'®;
noapan) — -”. an —1 | Tt _]} on '-'-]..) T et A (il A ol e
Ty TP 1.2 G ikl & el sy
Riir den Fall der Periodizitit ergidbe sich:
ot —a
not—'=0
ni{n— 1) o
FOS
Diese Bedingungen lassen sich fir ein von Null verschiedenes n
nicht erfiillen.
4. Aus den Gleichungen (8) der Zentralkollineation folgert man
leicht, daB sie zyklisch sein kann. Hs braucht blo8 bestehen:

-2 =0,

012" = a
oy" —a

Fiir reelle Zentralkollineationen folgt, daB o, und o; die beiden
reellen Werte der nt*® Wurzel aus « darstellen. Es mull daher n gerade
sein. Wir werden spiiter bei der Untersuchung der Periode 2 sehen, daf
die reelle Zentralkollineation, sobald sie iiberhaupt zyklisch ist, immer
die Periode 2 besitzt.

5. Die m-malige Anwendung der Gleichungen (9) ergibt:

R ) I R
N = 0" @y

y_u :]u:il'rl'. p— i)n _,.:1"
Dieser Fall kann nicht zyklisch werden.
6. Die Identitiit hat natiirlich jede Periode und braucht daher nicht
niher untersucht zu werden.

.

Es soll nun auf moglichst einfache Weise der Zusammenhang zwi-
schen den Konstanten der Kollineation in der Form (1) und den Kon-
stanten i, 03, 9s in den Kormen (5) bis (9) festgestellt werden. Sind
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die drei Grofen p; voneinander verschieden, wie im Fall (1), so sind
die nenen Koordinaten den friiheren mit dem Faktor o proportional:

T — 0 Lt —0 e — 0 T
Setzt man dies im Gleichungssystem (1) ein, so erhdlt man drei
homogene lineare Gleichungen, die, da sie fiir alle Punkte der Ebene
gelten, das Verschwinden der Determinante zur Folge haben miissen:
|
D tly ff;.- — (e, —10
[ l’r,r- Cog— 0

3 3 3 5

Dies gibt eine kubische Gleichung fiir o. Man erhilt somit drei
Werte und diese miissen die drei Griolen oy, o, und o; sein, wie sie in
den Gleichungen (5) bis (9) auftreten. Auch in allen besonderen Fillen
liefert die Gleichung die zugehirigen Werte. Denn dort, wo diese Glei-
chung eine Doppel- oder dreifache Wurzel besitzt, dort enthalten auch
die Gleichungen der Kollineation zwei oder nur eine Konstante.

Die obige Gleichung lautet ausfiihrlich geschrieben mit Verwendung
der friilheren Bezeichnung:

08— (ay ~+ ba + ¢3) 02 - (¢ ~+ f+ 75) 0— 4 =0,

Es bestehen daher zwischen den Konstanten von (1) und den von
5) bis (9) die Beziehungen:

01 0:+ 0 =0+ b+ ¢4
0102 1~ 01 03 - 02 03 = — fI3 12 (11)
0102 .03 =

Fiir eine Doppelwurzel der Gleichung D=0 bleiben diese Bezie-
hungen bestehen, nur daB o, =90, wird; dasselbe gilt fiir dreifache
Wurzeln.

6.
1. Wenn wir von der Identitit absehen, so haben wir gefunden, daB
blofi die Zentralkollineation und die allgemeine Kollineation, bei der ein
Punkt und eine nicht durch ihn gehende Gerade festbleibt, periodisch

sein konnen. Wir wollen zuerst die periodische Zentralkollineation niiher
untersuchen. Sie hat auf das invariante Dreieck bezogen die Gleichungen:

EhTy === Ojaisly
s = O1p &g

Wy =0y &y

Die Gleichung D=0 hat hier eine Doppelwurzel o, und eine ein-

fache Wurzel o;. Diese miissen fiir die Periode » nt¢ Wurzeln auns irgend-
einer Grofe « sein. Bezeichnet man in Hinkunft den reellen positiven
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Wert von |¢ mit « so sind die » Wurzeln der Gleichung o" —a=0:

sk

¢ .¢ " fir k=0,1,2....n—1. Bei geradem n bestehen zwei reelle

< ! 1 i T sl
Wurzeln: fir k=0, +-« und fir k=, ee = — «. Alle iibrigen
Wurzeln sind imaginidr und es gehoren immer zwel konjugiert imaginédre
Bhri 2kxi

zusammen: ee¢ " und ee

Bei der von uns betrachteten Zentralkollineation muB g,,, weil es
eine Doppelwurzel der kubischen Gleichung ist, entweder - « oder —«
sein. Wir erhalten somit zwel Miglichkeiten. In beiden Fillen muB =
gerade sein. Nach den Gleichungen (11) erhalten wir somit zyklische
Zentralkollineationen, wenn die Konstanten von (1) folgende Bedingungen
erfiillen:

@ —;— Ilii__, S Cg = o a4y h'?. —E-- Ly — —&
&+ B+ yvs=—e® oder e -fsFyps=—0e (12)
| =—un A = ol

Es soll jetzt gezeigt werden, daB diese Bedingungen immer die
Periode 2 ergeben. Zu diesem Zwecke bilden wir die Aufeinander-
folge zweier Kollineationen in den Formen (1). Es ist dies zugleich ein
Beweis fiir die Richfigkeit der obigen Bedingungen, die ja dann auf
zwel ganz verschiedene Weisen abgeleitet erscheinen.

pxy =y + b iy (=1, 2, 3).

LiaBt man auf den Punkt (=) wieder K wirken, so entsteht der

Pankt (x/):
wra = (a;ay + b as -+ ¢ ay) & + (@ by - b by +- ¢ by) @ |-
(@ 01+ bues - cica) @y (i=1, 2, 3):

Diese Gleichungen miissen, soll die Periode 2 bestehen, auf die

Identitit fithren:

@y 4+ by as + ey azg=a
ay by by bs ¢y g =0
G ey Sl=lerier =)
g ) f;g (s —— Cg Qg = ()
o by - by by ey by =a
Qs €y -+ bs Co 2 c3=0
s ay -+ by as + ¢y az =10

a; by —+bgba 4¢3 by =0

g ¢ by co €5 c3=a

Diese neun Bedingungsgleichungen lassen sich auf drei wesentliche
zuriickfiihren; bildet man aus den neun Funktionen eine dreigliedrige
Determinante, so zerlegt sie sich nach der Multiplikationsregel:

14 = a¥,
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Fs sind also zwei Fidlle zu unterscheiden:
a) A === i a® = o3
FaBt man von den obigen Gleichungen die ersten drei, dann die

zweiten und dritten drei fiir sich zusammen, so erhidlt man mit Beriick-
sichtigung der fritheren Bezeichnisweise:

o a, = o @ o = [ oty =y ]
[ #d ;Jl = fa 74 r{J: — ]j'.: o f;_.,. S : a
& e =0y & Co = fs ¢ Cg = Vg

Diese neun Gleichungen ersetzen die oberen. Wie man sieht, lassen
sich immer drei der neun unbekannten Koeffizienten durch die anderen
sechs ausdriicken. Daraus folgt, daB es nur drei wesentliche Gleichun-
gen zwischen ihnen geben kann, aus denen man ja dann immer drei
durch die anderen sechs ausrechnen kann,

Wir addieren jetzt die drei Gleichungen des Systems, die nicht
gleich 0 sind:

a2 o2 -2+ 20 s + 2 ag e, + 2 by o =3 o,

i1 |

Um links ein vollstindiges Quadrat zu erhalten, addieren wir auf
beiden Seiten die entsprechenden Polynome:

(ay 403 4 ¢3)2 =3 a2+ 2 (et + fa | 73)-

Eine weitere Gleichung zwischen diesen Grofen ergibt sich nach
fritherem:

02 L:.’ =1 g =0y =T l";._\ —-:-— :J¢ ==y
Ut —u,2¢2—3at =0
u=(1=2)e2 also
) o1+ P+ =38c® und B) o -y ——e?
ay 1= ;J__. —I— Cpg == b s (s _ "": -;1_ O .

Die ersten Gleichungen kommen nicht in Betracht, da sie fiir die
Identitit gelten. Man erkennt dies, wenn man in das System (11)
01 = 0o = 03 = + « Setzt.

Fiithrt man dieselbe Rechnuneg fiir
o

b) 4=—|a*=—e&® durch, so erbilt man:
(ay -+ bs + cg)2 =3 a2+ 2 (c; - o + 93)
(@ +bs 4 ) o= — (e + fi3 1 y3) =u
W u.2e*—3 ¢t =0

U= (—1-+2)a
Das gibt die beiden Fille:

&) o +potys=—+3c® und B) o + s 5= —
a+ b+ cg=—3¢a ! !
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Die Gleichungen unter ¢) sind wieder nur fiir die Identitdt ver-
wendbar. Man iiberzeugt sich davon, wenn man in das System (11)
0, = 03 = 03 — — & einsetzt.

Die Bedingungen, die wir unter a, ) und b, ) erhalten haben,
sind genau dieselben die fiir die Zentralkollineation erfiillt werden miissen,
damit sie periodisch werde. Sie geben gleichzeitig, von der Identitat
abgesehen, die einzige Moglichkeit, dafl die kollineare Verwandtschaft
involutorisch werde. Man erhilt somit den Satz:

Jede reelle Zentralkollineation, die iiberhaupt periodisch ist, besitzt
die Periode 2 und soll eine Kollineation involutoriseh sein, so mufl es
eine Zentralkollineation sein. Alle diese involutorischen Zentralkollinea-
tionen erhilt man, indem man die Koeffizienten der Kollineation den
einen oder den anderen der drei Bedingungen (12) unterwirft.

9. Es ist nun noch der Fall zu betrachten, wo ein Punkt und eine
nicht durch ihn gehende Gerade invariant bleibt.

Wir miissen drei verschiedene nte Wurzeln aus der GroBe a betrachten.
Man erhiilt wieder zwei Unterfille. Ist » ungerade, so kann man zwei
konjugiert imaginire Werte und -+« nehmen. Ist » gerade, so kann
man auch noch — ¢ und zwei konjugiert imagindre Wurzeln verwenden.
[n beiden Fillen muB n>>2 sein, damit zwel konjugiert imaginire
Wurzeln vorhanden sein konnen. Man erhilt:

¢ 2hm
a) a Da Oy ( ) 08 | \.
= i s
: lo o 2kz o N 13
¢ —+ fPs Y3 =\ % CO§ "
T R i k 9 !
J=0
/7 2kx
) 5 fa r;--:K‘,’ Cos —1\]|‘
1
. . o
T Sl A 13
( o Va - % C08 = (
i
Ad=—uo?

Die Beziehungen (13) geben fiir gerades und ungerades u, (13)
nur fiir gerades = die notwendigen und hinreichenden Bedingungen
fiir die Koeffizienten von (1) fiir allgemein zyklische Kollineationen mit
der Periode n. Es ist noch zu beachten, daf fiir die eigentliche Periode #,

2hiri
J: relativ prim gegen » sein mufBl, damit die zugehorige Wurzel e
eine primitive Wurzel sei, d. h. zur kleinsten Potenz « erhoben gleich
a werde. Wiirde dies nicht verlangt, so wiirde sich moglicherweise die
Periode = auf einen ihren Teiler erniedrigen.

Es sei noeh erwihnt, daB die obigen Bedingungen den einzig mog-
lichen Fall der Periodizitit fiir » > 2 fir eine beliebige rdumliche Affinitit

9
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mit endlichem Doppelpunkt vorstellen. Legt man néimlich diesen Doppel-
punkt in den Koordinatenanfangspunkt, so stellen die Gleichungen (1)
fiir w=1 eine golche Affinitit dar, wenn man 2; und @/ als riumliche
dreiachsige Koordinaten von Punkt und Bildpunkt auffaBt. Da aber w als
willkiirliche Konstante jeden beliebigen Wert annehmen kann, so gelten
fiiv diesen Fall die gleichen Entwicklungen.

Eine der drei Bedingungen fiir das Eintreten der Periodizitit der
Kollineation ist 4 =—-k ¢ Dies lift sich leicht erkliiven. Fihren wir
die Transformation (1) zweimal hintereinander aus, so entsteht wieder
eme lineare Transformation derselben Art, deren Determinante, wie wir
gesehen haben, 22 ist. Dies gilt genau so fiir weitere Wiederholung der
Transformation. Fihren wir sie also n-mal hintereinander aus, so ent-
steht eine lineare Transformation, deren Determinante -4* ist. Soll nun
nach n-maliger Anwendung die Identitit herauskommen, so muB Am—a?
sein, da die Determinante der letzteren @ ist. Da fiir eine reelle Trans-
formation die Koeffizienten in (1) reell sein miissen und deshalb ihre
Determinante als durch die vier Grundrechnungsarten aus diesen reellen
Grifen erzeugt auch reell sein mul, muB also fiir eine zyklische Kolli-

i
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neation 4 = - | a® = -k ¢4 sein. Das Minuszeichen kann nur dann stehen,
wenn # gerade ist. Auch bei den ridumlichen Kollineationen wird uns
aus demselben Grunde fiir die Periodizitit die Bedingung 4 = -+« ent-

gegentreten.
7.

Von Bahnkurven kann man eigentlich nur bei infinitesimalen T'rans-
formationen sprechen. Wenn man von der infinitesimalen Transformation
zur endlichen iibergeht, werden die Bahnkurven in der Art weiter be-
stehen, dal alle ihre Punkte bei beliebig oftmaliger Anwendung der
Transformation auf ihmen verbleiben, sich allerdings auf ihnen sprung-
weise weiter bewegen. Es gelingt nun, fiir die zyklischen Kollineationen
Linien zu finden, die sich genau so verhalten. Wir wollen sie wegen
dieses Zusammenhanges Bahnkurven der Kollineation nennen.

Um die Bahnkurven der zyklischen Kollineation mit der allgemeinen
Periode » >2 zu bestimmen, beweisen wir zuerst zwei Hilfssitze:

1. Jede periodische Kollineation K, wird durch irgendeine beliebige
andere Kollineation K in eine Kollineation A, mit derselben Periode n
transformiert:

Denn hat K, die Periode », so heiit dies:

HKy=1;

Transformiert man K, mittels A:

T K K=K,




Bildet man:
e e e [ ‘!\'. B SO Y L [T
K3=—K KKK 'K, K=K s KT

Durch n-malice Wiederholung dieses Vorganges erhilt man:
B - =1 D
KK 'KPK=K 'K=1.

Somit ist auch K/ zyklisch mit der Periode n.

2. Hs gibt oc* Kollineation K, die einen Kegelschnitt in einen
Kreis, einen beliebigen Punkt und eine beliebige Gerade in bestimmte
gleichartice Klemente umformen.

Da es oof Kollineationen in der Ebene gibt, so wird durch acht
Gleichungen zwischen den Koeffizienten der Transformation eine einzige
festgelegt. Die Bedingung, daB der Kegelschnitt in einen Kreis iiber-
geht, gibt zwei Gleichungen: Die Koeffizienten in der transformierten
Gleichung bei 2* und »* miissen gleich sein und der Koeffizient des
Gliedes mit @y mufl verschwinden. Soll ein Punkt in eimen bestimmten
anderen iibergehen, so liefert dies zwei weitere Gleichungen fir die
Konstanten und ebenso gibt die Bedingung, eine Gerade soll in eine ge-
wisse andere iibergehen, weitere zwei Gleichungen. Man erhilt somit im
ganzen sechs Gleichungen zwischen den Konstanten der Kollineation
und somit oo® zugehorige Kollineationen.

Wir nehmen nun an, K, fithre die Punkte «,, ao, a3, . . . . . .. @,
zyklisch ineinander iiber. Ist » >3, so liBt K, einen reellen Punkt 4
und zwei konjugiert imaginire Punkte B und I'unverdndert. Die Punkte
a; miissen natirlich alle voneinander verschieden sein. Denn wire dies
nicht der Fall, so konnte man immer K» so bestimmen, daf fiir dieselbe
die beiden zusammenfallenden Punkte ein Doppelpunkt wire und diese
Transformation hiitte auBer den drei angegebenen Doppelpunkten noch
einen weiteren vierten und wire daher die Identitit.

Da die Kollineation die Biischel projektiv transtormiert, gilt

ay (o @g v oo Q) /N G (g @y oo @ @) A Oy (G G oe o @p) A\ USW.

Betrachtet man zwei der n Kegelschnitte, die je zwei der aufein-
anderfolgenden Strahlenbiischel erzeugen, so miissen diese durch die
Doppelpunkte 4, B und I" gehen®).

Bestimmen wir jetzt eine Kollineation K, die einen dieser Kegel-
schnitte in einen Kreis verwandelt, 4 invariant 148t und die invariante
Gerade von K, in die unendlich ferne Gerade umformt.

Transformieren wir K, mittels &, so erhalten wir nach dem 1. Satz
wieder eine periodische Kollineation: K, = K—1 K, K.

“) Reye, Geometrie der Lage, 2. Bd., 11. Vortrag.




Bei dieser Transformation gehen alle oben bestimmten n Kegel-
schnitte in Kreise iiber, da ja die beiden Punkte B und I durch die
sie alle hindurcheehen, in die imaginiren Kreispunkte iibergehen. Gehen

die Punkte a, a,....a, durch K in '@, ....a, iber, so gilt jetzt:
a) (s @y ...a.)Zas (as .. a0 &) = ag' (@ ... ax)) 22 USW.
Projiziert man also von einem der » Punkte a' o ....q, die iibri-

gen, so erhdlt man lauter kongruente Biischel. Daraus folgt aber, dall
die Punkte a,'a, ....a, auf dem Umfange eines Kreises in gleichen Ab-
stinden liegen miissen. Da die Kollineation K den Punkt A fest laBt
und obige Schlisse fiir alle Punkte der Ebene gelten, so ist K die
Rotation um A. Es ist mithin auf ~o*fache Weise moglich, jede zyklische
Kollineation K, mittels einer Kollineation K in eine gewthnliche Rotation
tiiherzufiihren.

Damit nun ein Strahl nach n-maliger Drehung in seine urspriing-

97
liche Lage zuriickkehre, muB der Drehungswinkel o = - ;;'T sein, wobel
k relativ prim gegen z sein mufl. Die Bahnkurven sind hier Kreise, auf
denen die Punktzyklen in den Ecken von lauter regelmiBigen n-Keken
angeordnet sind.

Transformieren wir diese Rotation mittels K1 wieder zuriick, so
erhalten wir die urspriinglich betrachtete Kollineation K, Die Bahn-
kurven gehen in Ellipsen tiber, auf denen die Punkte a,as....dx zyk-
lisch projektive Punktreihen bilden, und zwar liegen auf jedem Kegel-
sehnitt oo! verschiedene zyklisch projektive Punktgruppen. Da das Ver-
hiiltnis zwischen Pol und Polare durch die Kollineation nicht geéindert
wird, und da 4 und die unendlich ferne Gerade bei der Rotation 1n
dieser Beziehung stehen, so folgt weiter:

Die Punktzyklen liegen auf den Kegelschnitten eines Kegelschnitts-
biischels mit den imagindren Grundpunkten B und [ fiir die 4 und g
Pol und Polare sind. Jeder der Punkte B und I ist doppelt zu zéhlen,
weil in ihnen die imaginiren Geraden erster Art 4 B und 4 I'von Jedem
Kegelschnitt des Biischels beriihrt werden.

Auch bei nichtperiodischen Kollineationen konnen Kegelschnitte
in sich transformiert werden. Es ist nimlich moglich, bei Kollineationen
mit einem invarianten Dreieck, K so zu bestimmen, daB ein Kegelschnitt
in sich transformiert wird. Es zeigt sich dann, daB auch gin  ganzes
Kegelschnittsbiischel in sich transformiert wird; es sind dies alle jene
Kegelschnitte, die zwei Seiten des Hauptdreiecks in den Schnittpunkten
mit der dritten Seite beriihren®). Diese Transformationen werden jedoch
im allgemeinen nicht periodisch sein. Verlangt man aber, daB sie perio-
disch werden, so miissen sie die Periode 2 haben, da die projektiven Punkt-

*) Doehlemann, Geometrische Transformationen, S. 188,
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zyklen auf den Kegelschnitten zwei reelle Doppelpunkte besitzen. Es
schneiden sich dann aber entsprechende Gerade in der Achse der In-
volution, das ist in der einen Seite des invarianten Dreiecks. Man erhilt
also die involutorische Zentralkollineation. Fihrt mithin die Zentral-
kollineation einen Kegelschnitt in sich selbst iiber, so muBl er involu-
torisch auf sich bezogen sein und die ganze [Kollineation besitzt die
Periode 2. Es gibt nun oc® invariante Dreiecke bei der Zentralkollinea-
tion; denn die oo Doppelpunkte konnen auf oo®*fac h verschiedene Weise
mit dem Zentrum der Kollineation zu invarianten Dreiecken zusammen-
gefat werden. Es gibt daher oo® Kegelschnittsbiischel, die die zyklische
Zentralkollineation in sich transformiert. Eine involutorische Zentral-
kollineation fiihrt daher oo® Kegelschnitte in sich selbst iiber, nidmlich
alle, die den Mittelpunkt und die Achse als Pol und Polare besitzen™)

Wir konnen jetzt zusammenfassend sagen:

Jede zyklische Kollineation K, hat entweder die Geraden eines
Strahlenbiischels oder bei anderer Zusammenfassung oo® Kegelschnitte
su Bahnkurven: dann ist die Periode gleich 2 und wir haben gine Zen-
tralkollineation vor uns; oder bei hoherer Periode ein Kegelschnitts-
biischel it vier imagindren Grundpunkten. Auf den Kegelschnitten
dieses Biischels liegen die Punktzyklen so angeordnet, daB je zwei dieser

Punlktreihen projektive Reihen bilden.

8. Raumliche Kollineationen.

In den folgenden Betrachtungen wird ders selbe Weg eingeschlagen
wie bei den ebenen Kollineationen. In Punkt 1 stellen wir einige all-
cemeine Eigenschaften fest, in Punkt 2 bestimmen wir die invarianten
Gebilde und teilen darnach die Kollineationen in 13 Klassen, in Punkt 3
legen wir das Koordinatensystem moglichst in das invariante Gebilde
and erkennen dabei die Moglichkeit der Periodizitit. Nachdem wir dann
in Punkt 5 die Beziehung zwischen den Konstanten im Parallelkoordi-
natensystem und im allgemein projektiven Koordinatensystem bestimmt
haben, erhalten wir im letzten Punkt 6 die Bedingungen fiir die Perio-
dizitit der riiumlichen Kollineationen.

15
-Die Gleichungen der Kollineation in homogenen Punktkoordinaten
lanten:

way, Qyp &y 1 Gpa s - Qg Ly T A4 Ty

[l _a',,' = Loy & — (o oy i .

Hos S ALk o0 1t (1)

L%y = Gg; Xy -~ Uga Lg U4 g '

Wy = gy Ty = Cga Tz gy )

)

) Doehlemann, Geometrische Transformationen, =. 184.




Bezeichnen wir wie in der Ebene die Determinante der Koeffizienten
der rechten Seite mit 4 und die zugehiorigen Unterdeterminanten mit

5L ] 0 4
Coy Co Ca g
Cgy Cga (g3 O

€41 O Oy oy und
setzen wir — . 80 lautet die zu (1) inverse Transtormation:
L :

Ay = o 0 = e e = e g e e (s A i (1)
1 1 = 3 i 1 .

Beriicksichtigt man die Bedeutung von 2, so zeigt sich, daBi die
inverse Transformation nur dann eindeutig ist, wenn =50 ist. Dies
setzen wir in Hinkunft immer voraus. Die inverse Transformation ist
dann wieder eine Kollineation; iiberhaupt bilden die Kollineationen eine
15¢gliedrige unendliche kontinuierliche Gruppe.

Jede Ebene geht wieder in eine Ebene iiber.

Uy T, s 5 —- g Xy - uy 2y =0 geht iiber in
Uy (0 &y - Oy -“:-. == a1 @y ey @) *”;'-‘-." =g o= 0 oder
Xy -l r\; i, —= .r'l.\,lt_'. ) | .4'.‘.\ ‘f'l (¥ 1_}_

Dies ist wieder ein homogener linearer Ausdruck in @/ und stellt
daher eine Ebene dar. Fiihrt man homogene Ebenenkoordinaten w,, s,
g, uy €in, so findet man nach letzterem leicht das Gesetz, nach dem
sie gedndert werden:

T == e Uy - O Ue —— g W~ ey Uy (B=1, 2, 3, 4) (2)

Setzt man fiir die willkiivliche Konstante = - so erhdlt man fiir
die Umkehrung:

G U=y Uy sy U - agi %y +aguy =1,2, 38, 4)

Die Gleichungen (2') unterscheiden sich von den Gleichungen (1)
aufler in den Verdnderlichen nur dadurch, dafi die Koeffizienten a;; statt
nach Horizontalreilen nach Vertikalreihen in der Determinante o an-
geordnet sind.

Eine Gerade geht vermoge der Transformation wieder in eine Ge-
rade iiber, da ja die Gerade als Schnittlinie zweier Ebenen aufgefaBt
werden kann.

Bei der rdumlichen Kollineation bleibt das Doppelverhdltnis von
vier entsprechenden Elementen erhalten. Genau wie in der Ebene kann
man hier zeigen, daf das Doppelverhiltnis von vier Ebenen des Biischels
a -+ 26 =0 sich nicht dndert. Es geht in den projektiven Ehenenbiischel
@ 206 =0 iiber. Dasselbe gilt natiirlich fiir den Strahlenbiischel und



die Punktreihe. Man kann dies direkt beweisen, oder als Folgerung aus
der Projektivitit entsprechender Ebenenbiischel ableiten. Zwei Ebenen,
die sich bei der Raumkollineation entsprechen, sind durch eine ebene
Kollineation aufeinander bezogen. Denn jede Gerade der. einen Ebene
wird in eine Gerade der anderen Ebene iibergefihrt, wobei die Doppel-
verhiltnisse von vier Elementen erhalten bleiben.

5]

Fiir die invarianten Punkte erhdlt man:

i (@ — 0) @y s Lo —— Gy g Ty am "J'l_.‘b
(e vy | 1 0 - (lon 2 Loy o )
2 g 3 24 vy (3)
@n: (as Lo (a o) =0 ;
gy &y == Gyn Ta —— Qg Ty - (Qyy — 0} Ty = 0

Diese Gleichungen geben nur dann von Null verschiedene Werte,
wenn die Determinante verschwindet:

ayy — 0 Ly (g iy 4
4 (tay oo 0 tlag Clay
i) : =2 2 - ().
”"l g (¥ F i e
8 33 5 54
I lyn i [ — 0

Wir erhalten entsprechend den vier Wurzeln dieser Gleichung vier
Doppelpunkte der ridumlichen Kollineation.
Ahnlich findet man vier Doppelebenen:

(@ — )y oy U L @gy Ug — gy Uy =1

ya U g )ty Clgo U Ly Uy (8] .
4

g U oy U 1 L) Chgg ity ]

iy Wy oy U gy Uy - ((lgq — ) Uy —U

Man erhilt fir p dieselbe Bedingungsgleichung fiir die Doppel-
ebenen wie oben. Es wird zu jedem Doppelpunkt eine bestimmte Doppel-
ebene gehoren, nidmlich die, welche vermoge derselben Wurzel der Glei-
chung vierten Grades D=0 aus dem Gleichungssystem (4) folgt.

Es seien nun o, und ¢, zwei verschiedene Wurzeln der Gleichung
D — 0. Setzen wir in das System (3) den Wert o, und in das System (4)
den Wert o, und multiplizieren wir noch (3) jeweils mit wy, up, u5, u,
und (4) ebenso mit — @y, — @, — a3, — a4, S0 entsteht durch Zusammen-

= 3

fassen, wenn wir in (4) statt ;' w; setzen:
(00— 01) (1 1y - X0 Uy - g Ug - @y Ug) = 0.

Wenn g, 0., so muB der zweite Faktor verschwinden, d. h. der
Punkt (a) liegt in der Ebene (u;). Je zwei zu verschiedenen Wurzeln
gehorende Doppelelemente liegen mithin ineinander. Je zwei Doppel-
elemente, die aus gleichen Wurzeln hervorgehen, liegen im allgemeinen
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nicht ineinander; denn dann ist in obiger Gleichung der erste Faktor
gleich Null.

Betrachtet man nun zwei Wurzeln o; und lidBt sie sich einander
immer mehr nihern, indem man die Glieder der Determinante sich all-
mihlich #ndern liBt. Bei dieser Wertinderung der beiden Wurzeln gegen-
einander, werden sich auch die zugehorigen Punkte gegeneinander be-
wegen. Denn es miissen die Punkte zusammenfallen, wenn dasselbe die
Wurzeln tun, Jeder der beiden Punkte liegt immer in der Ebene, die
zur anderen Wurzel gehort. LiBt man nun die beiden Punkte ganz zu-
sammenfallen — die Gleichung D=0 hat dann eine Doppelwurzel —
so werden auch beide Ebenen zusammenfallen, da ja Punkt und Ebene
von denselben Wurzelgrofien abhingen. Da nun bei diesem Grenziiber-
gang stets der eine Punkt die Ebene, die zum anderen gehort, enthilt,
wird beim Zusammenfallen der beiden Punkte der sich ergebende doppelt
zu zahlende invariante Punkt der Kollineation in der zur selben Doppel-
wurzel gehdrenden invarianten Ebene liegen. Alnlich konnte man fiir
dreifache und vierfache Wurzeln schliefien, so daB man hat:

Fiir mehr als einfache Wurzeln der Gleichung D=0 liegen die
entsprechenden invarianten Gebilde in vereinigter Lage.

In bezug auf die Wurzeln der Gleichung D =0 konnen nun fol-
gende 14 Fille eintreten:

Arten von Kollineationen im Raume.

1. Die vier Wurzeln seien reell und verschieden. Das invariante
(Gebilde ist ein Tetraeder. Es reduzieren sich ndmlich fir jede Wurzel
die vier Gleichungen (3) auf nur drei wesentliche. Diese bestimmen einen
invarianten Punkt als Schnittpunkt von drei Ebenen. Ahnliches gilt fiir
das Gleichungssystem (4).

a) Zwel der vier verschiedenen Wurzeln seien konjugiert imaginir.
Man erhiilt zwei reelle und zwei konjugiert imagindre Puankte, deren
Verbindungslinie reell ist. Die Gleichungen (4) geben zwel reelle und
zwel konjugiert imagindre Doppelebenen, deren Schnittlinie reell ist. Die
beiden imagindren Punkte liegen in den reellen Doppelebenen, da sie
zu verschiedenen Wurzeln gelidren. Sie miissen daher auf der Schnitt-
geraden der reellen Doppelebenen liegen. Aus dem gleichen Grunde
schneiden sich die beiden imaginiren Ebenen nach der Verbindungslinie
der beiden reellen Punkte. Man erhiilt als invariantes Gebilde ein Tetra-
eder, von dem bloB zwei Ecken, zwei Seiten und zwei Gegenkanten
reell sind (Fig. 11).

6) Alle vier Wurzeln seien imaginir, und zwar je zwei davon kon-
jugiert. Es gibt zwei reelle Doppeleeraden, die sowohl als Verbindungs-
linie zweier konjugiert imaginirer Punkte, als auch als Schnittlinie der
zum anderen Paar komplexer Wurzeln gehitrenden konjugiert imaginiiren
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Ebenen aufgefaft werden konnen. Vom invarianten Tetraeder sind bloB
zwei Gegenkanten reell,

9, Die Gleichung D=0 habe eine Doppelwurzel. Fiir sie sollen
nicht alle Unterdeterminanten dritten Grades von I verschwinden. Man
erhilt drei invariante Punkte und drei :
invariante Ebenen, von denen ein Punlkt J‘
und eine Ebene doppelt zn zidhlen ist. :
Der doppelt zu zihlende Punkt liegt im
Schnitt der drei invarianten Ebenen, weil
nur er in der derselben Wurzel entspre-
chenden Ebene liegen kann. Die doppelt
711 zidhlende invariante Ebene ist in —
Fig. 12 schraffiert.

3. D=0 habe wieder eine Doppel-
wurzel, wihrend die beiden anderen ver-
schieden sein sollen. Fir die Doppel-
wurzel mogen auch die Unterdetermi-
nanten dritten Grades verschwinden.
Setzen wir dann die Doppelwurzel in
(3) ein, so reduzieren sich die vier Glei-
chungen auf zwei wesentliche und be-
stimmen somit eine gerade Linie, die jetzt
punktweise festbleiben muf. (4) lefert
ebenso ein invariantes Ebenenbiischel.
Die Punktreihe und das Ebenenbiischel
miissen, als zu einer Doppelwurzel ge-
horend, ineinander liegen. Dies kann aunf
dreierlei Art geschehen. Entweder indem
die Punktreihe zum Ebenenbiischel per-
spektiv, in der Achse oder in einer Kbene
des Biischels liegt. Die letzten beiden
Fialle konnen nicht eintreten, weil die
beiden, den einfachen Wurzeln entspre-
chenden, invarianten Punkte auf der
Achse des Ebenenbiischels liegen miissen.
Die den einfachen Wurzeln entsprechen- s
den Doppelebenen gehen nach fritherem '”d'1l3
durch die Punktreihe und durch den zur
anderen einfachen Wurzel gehorenden Doppelpunkt (Fig. 13).

a) Die beiden einfachen Wurzeln kénnen konjugiert imagindr sein.
Dann sind die beiden Doppelpunkte und Doppelebenen konjugiert ima-
ginir. KEs bleibt als invariantes Gebilde ein Ebenenbiischel und eine
dazu perspektiv liegende Punktreihe iibrig.




S ¥

o 2|5 e

4, Die Gleichung D =0 habe zwei Doppelwurzeln, so daf fir keine
die Unterdeterminanten verschwinden. Wir erhalten zwel Invariante

Ebenen und auf jeder einen unverénderlichen Punkt. Diese miissen auf
der Schnittlinie der beiden Ebenen liegen. Denn wiire dies nicht der

Fall, so wiire die Schnittlinie eine in-
s / variante Gerade und miiBte zwel reelle
fes 2 oder imaginire Doppelpunkte tragen, so
AL L) _.J' daB es im ganzen vier invariante Punkte
J / giibe. Es gibt in jeder Ebene noch eine
[ / invariante Gerade, da in den Doppel-
/ / / ebenen ebene Kollineationen, wie sie in
I Punkt 2 unter 2 behandelt wurden, be-
L ) stehen (Fig. 14).
— a) Die beiden Doppelwurzeln seien
o konjugiert imagindr. Ks sind dann die
beiden doppelt zu ziihlenden Ebenen kon-
/ jugiert imagindr. Dasselbe gilt von den
beiden Doppelpunkten. Man erhilt als
reelles invariantes Gebilde eine Gerade.
b. KEs seien wieder zwei Doppel-
wurzeln vorhanden. Fiir die eine o, sollen
auch die Unterdeterminanten dritten
Grades verschwinden, fir die andere
aber nicht. o, liefert dann eine punki-
weise festbleibende Gerade und ein in-
variantes Kbenenbiischel. Die andere
Doppelwurzel gibt eine invariante Ebene
mit einem darin liegenden Punkt. Die
Punktreihe mufl zum Ebenenbiischel per-
spektiv liegen; denn wiire dies nicht der
Fall und lige sie z. B. in der Achse, s0
wiirde dies noch weitere ool invariante
Punkte zur Folge haben, da dann aut
allen Doppelebenen Zentralkollineationen
entstehen wiirden. Dies trifft jedoch nicht
zu (Fig. 15).

6. 1) =0 habe zwei Doppelwurzeln
und fiir beide verschwiinden die Unter-
determinanten dritten Grades. Jede Doppelwurzel ergibt eine Invariante
Punktreihe und einen invarianten Ebenenbiischel. Die beiden Punkt-
reihen liegen in den Achsen der beiden Ebenenbiischel (Fig. 16).
Die Verbindungslinie irgend zweier entsprechender Punkte schneiden
die beiden Achsen, da durch jeden Punkt eine Treffgerade der beiden
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Achsen der Ebenenbiischel existiert und diese eine Doppelgerade sein
muB. Ebenso schneiden zwei einander entsprechende Ebenen sich nach
einer Schnittgeraden, die gleichfalls beide Achsen trifft. Wir erhalten
also hier neben den beiden punktweise festbleibenden Geraden noch oo®
weitere Doppelgerade, die einen Strahlenkomplex erster Ordnung und
erster Klasse bilden,

a) BEs konnen nun beide Wurzeln konjugiert imagindr werden. Die
beiden punktweise festbleibenden Geraden sind dann imagindre Gerade
zweiter Art, d. h. solche, die weder einen reellen Punkt, noch eine reelle
Ebene tragen. Dann besteht auch dep Strahlenkomplex reell, da die
beiden Geraden konjugiert imagindr sind und als solche trigt jede oo
imaginidre Punkte, die den anderen zugeordnet, konjugiert imaginir sind
und daher reelle Verbindungslinien haben.

7. Es sel eine dreifache Wurzel vorhanden. Man erhilt als inva-
riantes Gebilde einen dreifach zu zdhlenden Punkt und durch ihn eine

ebensolche Ebene, ferner in dieser Ebene liegend einen einfachen Doppel-
punkt und durch den dreifachen Punkt eine einfache Doppelebene (Fig. 17).

8. o sel eine dreifache Wurzel, fiir die auch die Unterdeterminanten
dritten Grades verschwinden sollen. Man erhiilt eine invariante Punlt-
reihe und einen invarianten Punkt, und ebenso aus dem Gleichungs-
system (4) einen invarianten Ebenenbiischel und eine invariante Ebene.
Die invariante Punktreibe liegt in der invarianten Kbene, da sie zu
verschiedenen Wurzeln gehoren. Die Punktreilie kann daher nicht in der
Achse des Ebenenbiischels liegen. Dagegen mulf der invariante Punkt
in ihr liegen. Liige nun die Punktreihe perspektiv zum Ebenenbiischel,
so wiirde im Schnittpunkt der invarianten Ebene mit der Achse des
Ebenenbiischels ein weiterer invarianter Punkt entstehen, was jedoch
nicht sein kann. Daher muB die Punkfreihe in einer Ebene des Biischels
liegen. (Fig. 18.)

9. Fiir die dreifache Wurzel o verschwinden auBer den Unterdeter-
minanten dritten Grades auch die zweiten Grades. Die Gleichungen (3)
und (4) reduzieren sich in diesem Fall fir die dreifache Wurzel auf eine
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einzige Gleichung. Man erhilt somit eine punktweise festbleibende Ebene
und ein elementweise festbleibendes Strahlenbiindel. Die zweite Wurzel
liefert eine Doppelebene und einen Doppelpunkt. Letzterer fillt mit dem
Scheitel des Strahlenbiindels, erstere mit der punktweise invarianten
Ebene zusammen. Es ist dies der Fall der Zentralkollineation.

10. Die Gleichung D=0 habe eine vierfache Wurzel. Wir erhalten
als invariantes Gebilde einen vierfach zu zihlenden unverdnderlichen
Punkt und eine vierfach zu zillende feste Ebene, die den Punkt enthilt.

11. Die Gleichung habe wieder eine vierfache Wurzel, fiir die auch
die Unterdeterminanten dritten Grades verschwinden sollen. Es bleibt
eine Punktreile punktweise und ein Ebenenbiischel ebenenweise unver-
indert. Die Punktreihe kann nun in zweierlei Art mit dem Ebenen-
biischel vereinigt liegen:

Entweder die Punktreihe liegt in der Achse des Ebenenbiischels
Fig. 19) oder

12. die Punktreihe liegt in einer Ebene des Biischels (Fig. 20);
beide Fille sind moelich: welcher wvon ihnen eintritt, kann nur eine
Untersuchung lehren. Die ebene Kollineation in den Doppelebenen 1m
Fall 11 sind ausgeartete Zentralkollineationen. Hier gilt dasselbe von
der Ebene, in der die Punktreihe liegt. Die anderen Doppelebenen
tragen ebene Kollineationen, wie sie in Punkt 2 unter 4 besprochen
wurden.

18. Die Gleichung 1) =0 habe wieder eine vierfache Wurzel, fiir
die auBer den Unterdeterminanten dritten Grades auch die zweiten Grades
verschwinden. Invariant bleibt hier eine Ebene punktweise und ein
Strahlenbiindel elementweise. Der Scheitel des letzteren, der ein inva-
vianter Punkt ist, muB den oo? unverinderlichen Punkten der Ebene
angehiren; denn wire dies nicht der Fall, 'so miiiten wir noch einen
invarianten Punkt durch eine weitere Wurzel erhalten, was jedoch nicht
sein kann. Wir haben hier den Fall einer ausgearteten Zentralkollineation
vor uns, wenn niamlich das Zentrum in die Kollineationsebene fallt.

14. o sei eine vierfache Wurzel, fiir die alle Unterdeterminanten,
auch die vom ersten Grade, verschwinden.
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Man erhiilt aus dem Gleichungssystem (3) o0 = a;q, 0= s, 0= dy3,
0 =ay; alle andern Werte «;; sind Null
Die Gleichungen der Kollineation nehmen die Form an:

(L ity =0
Mo — 00
u ;t!;jr — 0.y
u ,r'_]' =HOR o
Es ist dies die Identitét.
i3]
b,

Wir stellen nun die Kollineation in rdumlichen projektiven Punkt-
koordinaten dar. Zum Koordinatentetraeder wiihlen wir das invariante
Tetraeder, und wo ein solches nicht vor-
handen ist, legen wir das Koordinaten-
tetraeder in das invariante Gebilde pas-
send hinein. Wir haben wieder dieselben
Kille zu beriicksichtigen.

1. Hier ist das invariante Gebilde
ein Tetraeder; wir machen es zum Koor-
dinatentetraeder (Fig. 21). Wir kinnen
die Gleichungen der Kollineation leicht
aus dem Umstande ableiten, daB die
Ebenenbiischel, die die Kanten des festen
Tetraeders tragen, sich in projektive
Biischel so verwandeln, daf die beiden Tetraederebenen, die diese Kante
bilden, Doppelebenen der Projektivitit sind. Wenden wir dies auf die
vier Ebenenbiischel an, so ergeben sich die Gleichungen der Kollineation
in der Form:

LTy = 01 &y
Ly = 02 0
(g = Q0gF3
Wity = 04 £y

Damit nun die Verwandtschaft in diesem Fall zyklisch sei, brauchen
bloB die ¢; m*¢ Wurzeln aus einer beliebigen Zahlengrofie e sein. Da es
nicht vier voneinander verschiedene reelle n'* Wurzeln aus « gibt, son-
dern hochstens zwei, so wird blof der Fall 1«) und 16) periodisch sein
konnen. Kine rdumliche Kollineation, die ein reelles Tetraeder invariant
1466, kann daher nie zyklisch sein.

2. Wir legen das Koordinatentetraeder in das invariante Gebilde
so hinein, daB nur eine Seitenfliche keine Doppelebene der Transforma-
tion ist (Fig. 22). Die Ebenenbiischel (ds4;), (4, 4,) und (4, 4,) sind
projektiv mit ihren umgeformten und besitzen jeweise zwei Doppelebenen.




(dg Ag)... @y -+ Ay =0 geht iiber in @ +(*2)a,=0

012
| . : L (0

Ag Ay ...« #a3 =0 geht iiber in ;- ; - zJ.:'_.‘. 0
Q12

(& v ) @, =0.

\ Oy

Ay, Ay).. .5 + vy =0 geht iiber i

Dagegen hat der Ebenenbiischel (4 4,)...@ - 2oy — 0 mit seinem
umgeformten nur eine Doppelebene @, =0,
Hat letzterer die Gleichung @' 4-pas'=0,
so lautet die Bedingung hiefiir /. = < £ .”u :
w2 y

Der Biischel (4; 4,) kann daher

auch geschrieben werden:
(010 ) — () —- 018 Ts) = L),
Bedenkt man noch, dal «; und «/
blofi Verhiltniskoordinaten sind, so er-
gibt sich:

1 &y = Oypa )

o ,."._. = ,r'l = O]._. Ir':_. o
(o))

Lty = 0g @y

WLy — 04Ty

Fiir n-malige Wiederholung bekommt

man, wenn man u" =7 Setzt:
T "i' e i’?-- xr,
Tl =non @ i e
v 2l
i rife

Hier kann mithin nie Periodizitiit

eintreten,
3. Der Ebenenbiischel (dg.4y)...x 4 2@, =0 bleibt hier invariant
T i ' . e } e A Oja Lo
(Fig. 28). Geht er in @, + wa, = 0 iiber, so mulb = 1 '___:[ gesetzt
g’ L

werden.
Die Ebenenbiischel an den anderen Kanten werden in projektive
mit zwei Doppelebenen umgeformt. Man erhilt daher

Ty = 012 %y

Pn — Oy Oy ~
i ER O13 L3 (7)
Wiy =03 Xy

.H Ly = Ej_‘ £y
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Dieser Hall der Kollineationen kann mitunter periodisch sein. Es
brauchen nur die drei Grifien o, os und o, n* Wurzeln aus « sein.

4. Wir legen das Koordinatentetraeder so in die beiden invarianten
Ebenen, die auBer der Schnittgeraden noch je eine weitere invariante
Gerade tragen, daB =, =0, x;=0, die Punkte 4,, 4, und die Kanten
A, A, und A4, 4, invariant bleiben (Fig. 24). Der Ebenenbiischel (4g )

oeht in einen projektiven mit den zwei Doppelebenen a; =0, @, =0 iiber

und gibt die Beziehung "= axy, @y’ = bay. Der Biischel (4, 4,) geht

in einen projektiven mit der einzigen Doppelebene @, =0 iiber. Daher
geht @y - La, =0 iiber in amx; 4 (2 +axs) =0.

Dasselbe gilt von dem Biischel (4, 45). Es hat mit dem transfor-
mierten die einzige Doppelebene @y =10

Fig.24 s Fig.25

g - Lay, =0 geht daher iber in bay - (g - b)) =0.

8

Da sich auch hier wie in der Ebene die Konstanten in der Dar-
stellung mittels projektiver Koordinaten als die Wurzeln der Gleichung
D =0 ergeben werden und in diesem Fall diese Gleichung nach der
Voraussetzung zwei Doppelwnrzeln o, und o, hat, so miissen sie gleich
a und b sein.

way = g

s =2y -0y & 3
(8)

iy 0 @y

Wy = Xy -+ 0s

Diese Gleichungen konnen nie zyklische Kollineationen.darstellen;
denn dann miiite sein:

oy —ua o,=a
nel—l=10 Ntk =)

Diese Bedingungen lassen sich auBer fiir » =0 nicht erfiillen.
5. Hier ist die Ebene 4, 4, 4, und der Ebenenbiischel 4, 4, in-

variant (Fig. 25). Da letzterer lauter Doppelebenen enthiilt, die Punkte
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sich also in den Ebenen durch die Kante 4, 4, verschieben, so mufi

fiir die Koordinaten wg, 2, die den Abstinden von den Ebenen A, Ay g
’ . P b

und 4, 4, A, proportional sind, gelten: -z-j =

b et

projektiven Biischel iiber, so

Lo JI.I..
Der Biischel (4;4;) geht in einen
daB zwei Doppelebenen bestehen:

=\,

(s dnaw o v, -+ 2wy, =0 geht daher iiber in g, x; 42 0
(45 4,) wird so in einen projektiven Biischel umgeformt, daB nur
eine Doppelebene = — 0 besteht:

(dg 4,)....2; +Aas =0 geht iiber in oy & -4 (2, + 0y 25) =0
.

N

-

Man erhilt somit fiir die Kollineation die Gleichungen:

LT, = 0%
Wy = @ + 0) s 9)
L :;,-' = 0g g
u .4'.'4- 02 1y
Auch hier kann Periodizitit nie eintreten, da o,” — a und n9,"~*=0

nur fiir # =0 eintritt.

6. Es bleiben zwei Gegenkanten des Koordinatentetraeders punkt-
weise und die zugehirigen Ebenenbiischel ebenenweise invariant (Fig. 26).
Da sich die Punkte in den Ebenen des einen Biischels und auch in den
Ebenen des zweiten Biischels bewegen miissen, gilt:

Q= 0 &
UL — 0y La
e (10)
Wy = O3 L
Wy = 0o Ty

Fiir periodische Transformationen muf g,*=a und o.,"=a sein.
7. Hier bleiben die beiden Ebenen z; =0, ;=0 und die Pankte
A4, und 4, invariant (Fig. 27). (4, 4,) und der projektive entsprechende
Ebenenbiischel haben zwei Doppelebenen:
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v, - Aay =0 geht iiber in ax, + 2w, =0.

. A4y

A

i Der Biischel (4, 4,) geht in einen projektiven iiber mit der ein-
1 zigen Doppelebene ; = 0:

,J (43 4,)....2, + Az, =0 geht iiber in aay -2 (e + ax)=0.

4 Zur weiteren Bestimmung kann man den Biischel (A 4,) betrachten.
Da er mit seinem projektiven Bild (d4.'4,)’ die Ebene 4y A4, ent-
sprechend gemein hat, so sind die beiden Ebenenbiischel in perspektiver
Lage. Da die beiden perspektiven Biischel in der Beziehung von Original
j und Bild stehen und die entsprechend gemeine Ebene A, s 4, eine
i Doppelebene ist, in der die Doppelgerade Ay 4, liegt, so kann nur diese
: Linie als der Schnitt der beiden Biischeln entsprechend gemeinen Ebene
| aufgefait werden. Es mulB daher die Perspektivitidtsebene durch 4, A,
} oehen. Wir konnen sie noch beliebig annehmen und tun dies am ein-

fachsten in der Form: =, -+ x; =0
(do Ay) oo T -Flzg =0
(A" A) ooy F Aag =0.

Das Erzeugnis der beiden projektiven Bischel ist nun:

Ty Ty — ATy Ty = Ty (&1 |- @)

2y = x; - Ty G X,

a ist die dreifache, b die einfache Wurzel von D =0.

HE =0,

UW®s = @ 1 0Ts

(ot Ty 2 2B b
il v i | . I\-l l]

Py = 1 T 083

Ty — 04 Ty,

Hier kann Periodizitit nicht eintreten.
8. AuBer dem Biischel (y 4,), der Punktreihe 4, 4, bleibt noch
der Punkt 4, und die Ebene z,=0 invariant (Fig. 28). Der Biischel

. . . - a i o i
(4, A,) ist invariant; daher ist ~*="%.
il Py L'y
(As 45) transformiert sich projektiv so, daB zwei Doppelebenen

entstehen:
(ds Ag).... 2 + 224 =0 geht iiber in ax, +Aba,=0.
(4g 4,) verwandelt sich so in sein projektives Bild, daB nur x; =0
Doppelebene ist:
(g Ag)....ay + Axo =0 geht tber in awx, 2@ + ax)=0.
a ist die dreifache Wurzel o, b die einfache Wurzel g, der Gleichung
D = (. Mithin erhdlt man:

K. k I. St R. IL




'} u J."].—— 0
& A
} (LS €Ty T 0%y ks (12)
wy —oxy Y
Wy =0,
Periodizitit ist hier ausgeschlossen.
i 9. Wir haben den Fall der Zentralkollineation vor uns. Das ganze
| Koordinatentetraeder ist hier invariant. Die Ebene 2, —0 sei die Kolli-
neationsebene, 4, das Kollineationszentrum, Die Ebenenbiischel (4; 4,),
(4, 4,) und (4, 4;) sind invariant; daher ist: @ tasias =2 125 t 2y,
Betrachtet man noch eines der drei IEbenenbiischel an den anderen
Kanten, so transformiert sich jedes in ein projektives, so daB zwei
Doppelebenen bestehen:
(A Ay s 2, + Aay =0 geht iliber in pa; + 1o, &, =0.
Die Gleichungen der Zentralkollineation stellen sich mithin so dar:
ey =0l
L ,-".1. = R 9
sl =3 (13
Wity =0 Ly
Wy — oy,
Dieser Fall wird dann periodisch sein, wenn o" = o, = a ist.
10, Hier bleibt blof die Ebene z; —=0 und der Punkt 4, invariant
(Fig. 29). Der Ebenenbiischel (4, 4;) hat mit seinem entsprechenden
projektiven Biischel die Ebene a; =0 gemeinsam:
(dg A)....x; }1ws =0 geht {iber in oz, 1 (x, -+ 02:)=0.
Der Biischel (4, 4,) gehf in den projektiven Biischel (4,"A4,) iiber.
Da der Punkt 4," sich nicht aus der Doppelebene herausbewegt, so haben
die beiden Biischel dieselbe entsprechend gemein und miissen daher per-
spektiv sein. Da die beiden Biischel durch die Kollineation auseinander
hervorgehen und die Perspektivititsebene durch die Schnittlinie ent-
'
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frei von unndtigen Konstanten zu bekommen.

|.]n :'1_’- Siate S | ;_ Ly _"_'.U

As" A oo ay

Lo =0,

Das Erzeugnis der beiden Biischel ist:

Betrachtet man noch die beiden Biischel (4, 4;) und sein Bild
(4s" 4,'), so sind sie wieder perspektiv, da sie die Ebene ;=0 ent-
sprechend gemein haben. Die Perspektivititsebene ist irgendeine Ebene
durch 4,, da dieser Punkt ein Doppelpunkt der entsprechend gemeinen
Ebene ist. Ohne die Allgemeinheit zu storen, nehmen wir die Perspek-

tivititsebene in der Form an:

7y 1 e -+ g = 0.
Man hat dann:
7 P S o it ]
Al AN Yo A ay =0.
Das Erzeugnis ist
By — 00X By =2 (T 1 X2
Man erhilt somit
u = 0@y
v
WLy — &y - g .0 &g
wa =2 -+ 2 T3 - oy,

Auch hier ist die Periodizitit ausgeschlossen.

11. Die Gerade 4,4, bleibt punkt-
weise, der Ebenenbiischel (4, 4;) ebenen-
weise invariant. In jeder Doppelebene
liegt ein invarianter Strahlenbiischel,
dessen Scheitel anf der Punktreihe liegen.
In der Ebene 4, 4, 4, sei es der Strahlen-
biischel mit dem Scheitel 4,, in' der Ebene
A, A; A sei der Scheitel in A, (Fig. 30).
Aus der Transformation des KEbenen-
biischels (4, 4,), das in das identische
tibergeht, und den beiden Biischeln (4, 4;)
und (4, 4,), die in ihre projektiven Bilder

sprechender Ebenen geht, so muB sie hier durch die in der Doppelebene
enthaltene Kante 4, A, gehen. Sie kann als eine beliebige Ebene des
Biischels (4; 4,) angenommen werden, ohne die Allgemeinheit zu beein-
trichtigen. Wir wiihlen sie als die Ebene «; - #; =0, um die Gleichungen

(14)
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ey g

iibergehen, indem dabei bloB eine einzige Doppelebene a2, =0 und a; =0
auftritt, kann man die Gleichungen ableiten.
Man erhdlt:
wa, =0 &
iy

Ll =— :J." e i} .J'E

I et
) (1D)
Loy = 0 Ly

Wy =Ty o0&y

Auch in diesem Fall kann die Kollineation nicht periodisch werden.

12. Hier bleiben die Gerade 4y 4, und der Ebenenbiischel (4, 4s)
elementeweise invariant (Fig. 31).

Da die Punkte in den Ebenen dieses Biischels transformiert werden,

- - €& s = . - s .
so gilt: =~ =7=%. Der Biischel (4, 4,) geht so in seinen projektiven

@y oy
Bildebenenbiischel iiber, daB es eine einzige Doppelebene a, =0 gibt:

(dg.4,) ... + Aoy =0 geht also iiber in @@y 4-4(%2 + 0 2 )=

Die beiden Biischel (4, 4,) und (4, 4,), die als entsprechende
Biischel der Kollineation projektiv sein miissen, sind hier wie ersichtlich
perspektiv, da sie die Ebene A, 4, 4, entsprechend gemein haben. Ent-
sprechende Ebenen miissen sich nach Geraden schneiden, die die punkt-
weise festbleibende Gerade A, A, treffen. Es muB daher die Perspekti-
vititsebene durch diese Gerade gehen, Ohne die Allgemeinheit zu storen,
wihlen wir e =0 als Perspektivititsebene und wir erhalten:

(Ay Ag) ...x5 s — 0
(A" 45) .. .25 +Aoxy= 0.

Das Erzeugnis der Biischel ist nun daher 2y @, — o @y, = @ 24

vy = s + 0 T3
Somit ergibt sich
T, =Ty = 0Ty
Ty = 0 o -
U”z 0 Lo (16)

In diesem Fall kann die Kollineation, wie man sieht, nicht periodisch
werden,

13. Wir haben den Fall der ausgearteten Zentralkollineation vor
uns. Die Ebene 4.4, 4, bleibt punktweise und das Strahlenbiindel (d,)
elementeweise invariant (Fig. 32). Da alle Punkte des Raumes sich auf
Strahlen durch 4, verschieben, so ist P :':‘.- oder @, : @y s @y =

Ly g 4

= 2,12, 12, Beriicksichtigt man ferner, daf der Biischel (4, 4,) so0in
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seinen projektiven Bildebenenbiischel iibergeht, daB die Ebene a; =0
die einzige Doppelebene ist, so ergeben sich die Gleichungen:

Ty ' — o€y
LTy = Ty - 0 17)
o ‘i' = 0y
way =0y

Auch hier kann die Kollineation nicht zyklisch werden.

SchlieBen wir den Fall der Identitit als trivial aus, so ergibt sich,
daB bloB diejenigen Arten riumlicher Kollineationen zyklisch sein kinnen,
die unter 1., 3., 6. und 9. besprochen wurden.

Wie in der Ebene kann man auch im Raume die Beziehungen
zwischen den Koeffizienten o; und @ aufstellen. Da anch die homogenen
Tetraederkoordinaten eines Punktes proportional den Abstinden von den
Tetraederebenen sind und da wir das Koordinatentetraeder in das in-
variante hineingelegt, oder dort, wo es nicht ganz invariant war, die
einzelnen Tetraederseiten wieder in ihrer Lage zu den invarianten fest-
gelegt haben, stellt sich die Beziehung zwischen Punkt und Bildpunkt
allgemein so dar: 7/ —g.z; d. h. der Punkt &ndert seine Entfernung
mit dem Faktor o infolge der kollinearen Transformation. Setzten wir
@/ in das System (1) ein, so zieht das Nichtverschwinden der @; das
Verschwinden der Determinante D) nach sich. Es ist dies eine biquadra-
tische Gleichung fiir o und sie kann zur Bestimmung der Grien o;
verwendet werden. Dort, wo die Gleichung mehrfache Wurzeln hat,
spezialisiert sich die Kollineation auf eine der zwolf betrachteten Arten
und in ihrer Darstellung in allgemeinen projektiven Koordinaten treten
immer gerade so viel verschiedene Konstante auf, als die zugehdrige
Gleichung D=0 Wurzeln hat. Um die Gleichung D =0 ausfihrlich
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schreiben zu konnen, fiihren wir neben den friiheren noch folgende
Bezeichnungen ein:

iy e Qyy g Qi A4 |
=4, = Ay, = Ay
a9y tgg | %31 %as Ay Gyy
Gge dsg | __ 4 Qog oy | i g3 Cgy I
= Aag — A = gy
dga gy : A4z Ogs @45 Mgy

Die Gleichung D =0 lautet dann:

ot (@11 -+ ass + ags + ”.I.I:I 08 - (Age = dyg - A1y Agg - Agy + Agy) 0°—
— (ergq - o9 + 055 - 2e4) 0 + 4 =0,

Da sich die Koeffizienten als Funktionen der Wurzeln darstellen
lassen, so ergibt sich:

01— 02 1 Qg —— 04 == B3 I~ Gog =%y
0y f)‘-,;'i 010310104 :'Q'.:f-.’.'s" [’:i’i'i'{’;i’t-’"' Ais -']a:i —lyg 1 Aoy Asg -|::4
01 03 05 =1~ 01 Q2 04 -~ 01 03 Oy - 05 03 04 = Gy1 I~ ag —~ Gag T~ Py
0y -0g.0s.0,= 4.
5),

Es ergab sich, dab eine Kollineation nur dann zyklisch ist, wenn
die Werte o nt* Wurzeln aus einer beliebigen Grifie @ sind. Wir be-
2 kmxi
zeichnen die nt** Wurzeln aus a wie frither mit +e.¢ * (k=0,1,2,...n—1).
1. Die vier Werte o; sind alle voneinander verschieden. Ist noch
n gerade, so erhilt man eine zyklische Kollineation, wenn folgendes
zutrifit:

0= -—T0, 0o ——0, Gg=—wue , 0g=—0ae

Bestehen also zwischen den Koeffizienten einer Kollineation in der
Form (1) die Gleichungen:

. : : 2 ke
Aoy + agg + @y = 2 @ COS
; n
Ay 4 Ay + Ayy 1 Ao - 4sy L3 0 18
2 o i
0y Clag T~ Cgg g4 — % o’ cos
1

so erhilt man eine zyklische Kollineation mit gerader Periode =, von
der Art wie sie unter 1a) besprochen wurde. Liegt nun eine solche
zyklische Kollineation X, vor, so bleiben bei ihr zwei Ebenen des
Biischels («) und zwei Punkte P, P, der Punktreile & invariant (Fig. 33).
Betrachten wir einen beliebigen Punkt a,, so wird derselbe der Reihe
nach in die Punkte a,, @; . . . . a, zyklisch iibergehen. In einer zykli-
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schen Projektivitit von » Elementen existieren nur dann reelle Doppel-
elemente, wenn n— 2 ist*). Es muf also die Verwandtschaft K, die
Ebenen des Biischels (@) und die Punkte der Reihe & involutorisch paaren.

Sollen nun die n Punkte «,, @ . . .. @, voneinander verschieden sein,
so miissen die Punkte a;, @3 . . .. a@,—: in einer Ebene E, und die
Punkte @, @ ....a, in einer anderen Kbene FE, des Biischels («)

liegen, so zwar, daf diese Ebenen von den Doppelebenen harmonisch
getrennt sind. Dieser Umstand verlangt in Ubereinstimmung mit unserer
Rechnung, daf n—2p gerade sein muB. Betrachten wir nun die Trans-

formation K,2, so sind bei ihr die Ebenen a;, a3 . . . . asp—1 und ag, oy
. ... dy, invariant. Gleichzeitig verwandelt sie die Punkte a;, gy
.. @sp—y und ebenso as, dy .. .. Ggp zyklisch ineinander. Sie
hat daher die Periode p. Ist nun p>3, so werden die Punkte a;, a5
... Gsp_y und @y, ag . ... a, zyklisch projektive Punktgruppen aut
Kegelschnitten fy und %k, beschreiben.

Projizieren wir sie aus P, so erhilt man RS

zwei Kegel K, und K, die identisch s S

sein miissen. Denn wiire dies nicht der ( N

Fall, so wiirden sich K, und K, in vier | N "'\M
reellen, teilweise oder ganz imaginiiren ( SRS
Strahlen schneiden, die Doppelstrahlen } e ":H\-\ /
der Transformation &, sein miiiten. Man __G,-f"'”".ﬁ_ b _n—
bekime so fiinf Doppelstrahlen durch b T3 P
P,, was aber nicht sein kann. KEbenso HS' = ;

muf der Doppelpunkt [P die beiden

Kegelschnitte &, und %, durch einen einzigen Kegel projizieren. F; so-
wohl wie I trigt ein Kegelbiischel. Fiir jeden Kegel sind « und b
harmonische Polare und das Tetraeder, das durch Z; und P, und die
beiden imaginiren Doppelpunkte von « bestimmt ist, ist Polartetraeder.
Je ein Kegel des einen und ein Kegel des anderen Biischels schneiden
sich in zwei Kegelschnitten. Diese enthalten abwechselnd die aus dem
Punkt «, durch wiederholte Anwendung von K, hervorgegangenen Punkte.
Die Periode ist fiir jeden beliebigen Punkt des Raumes =, mit Ausnahme
der Punkte der beiden Doppelebenen, fir die sie sich auf ”} erniedrigt
und der Punkte der Doppelgeraden b, fiir die sie gleich 2 ist.

Im Falle n—4 reduzieren sich die beiden Kegel auf Ebenen. Die
Kollineation K, ist dann geschart involutorisch, welcher Fall noch
besprochen werden wird.

Es kann nun zweitens noch der Fall eintreten, dall alle vier n®"
Wurzeln aus ¢ imaginir sind:

# Doehlemann, Geometrische Transformationen, 5. 90.
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Wenn daher die Konstanten der Kollineation in der Form (1) die
Bedingungen erfiillen

2!!;7 2!-'|,T)

| | | M i o o —— \C08
(1 o —— Clga —— My =% (r 05 COs
| B B it 83 44 " I n

Al! -+ Aig ":‘ Ay

~ Aoy Ay 1+ Aqy —

= 2h ( 1 - cos AL =N -+ cos 13“ i ffl.‘.]. T\' (19)

" n
4 . S L e PATHE B
Oy — las T Cas 4oy =23\ cos - COS8
JAAERES d 3 < 1 ; i,
A=uat

so erhiilt man eine zyklische Kollineation vom Fall 16), bei der zZwel
windschiefe Gerade fest bleiben.

Hier muB »>5 sein, weil sonst nicht vier verschiedene imaginire
Waurzeln bestehen. Man kann nun zeigen, daB in diesem alle die Punkte
ay, Qs . . ..a, die durch wiederholte Anwendung von I, entstehen, auf
einem Hyperboloid liegen®). Betrachtet man die urspriingliche und Bild-
punktreihe auf den beiden Doppelgeraden, so miissen sie imaginire Doppel-
punkte besitzen. Wir bezeichnen dieselben, um von ihnen sprechen zu
konnen, auf der einen Doppelgeraden mit If; und Iy, aunf der anderen
mit 7 und P. Es sind jetzt die beiden Linien If, 13, I, P, einerseits
und 77, P, und I, P, anderseits zwei konjugiert imaginire Gerade.
Sie bestimmen mit dem Punkte a, ein reelles Hyperboloid. Die Erzeu-
genden der einen Schar sind die reellen Treffeeraden von I, I und
1, P, die auBerdem noch die reelle Treffgerade von a, zu I7, P; und
II, P, schneiden. Letztere beiden Geraden bestimmen mit dem Punkt a;
die andere Erzeugendenschar. Die Regelfliche #, enthélt auch die oben
genannten Paare konjugiert imaginirer Geraden. Durch K, geht das
Hyperboloid in ein zweites I, iiber, das auch die vier imaginiren Gre-
raden und a, enthiilt. Liegt a, auf H,, so liegen alle weiteren Punkte
auch auf H, und diese Fliche wiire eine bei der Transformation inva-
riante Fliche und konnte mit dem Namen Bahnfliche bezeichnet werden,
da alle Punkte, die auf ihr angenommen werden, durch die Kollineation
K, nicht zum Verlassen der Fliche gebracht werden kinnen. Lige nun
a, z. B. auBerhalb H;, so miilite H, ganz anBerhalb von H, liegen, da
sich die beiden Flichen in vier imagindren Krzeugenden schneiden
miissen. Wir erhielten dann durch Anwendung von K, I, das durch a,
bestimmt ist und auch auBerhalb F, und H, liegen miifite, und so weiter
schlieBend finde man, daB a, auBerhalb H; und a,, das aus a, mittels

9 Liiroth, Math, Annalen, Bd. 13.

PR PSS SERSE PR T

it o e =



S 1 s

K, sich ergibt, auch auBerhalb Z, liegen miiBte. Das ist aber gegen
unsere Voraussetzung, da A, auBerhalb von £, liege. Auf dieselbe Weise
kann man die Annahme, @, und damit , liege im Tnnern von H, wider-
legen, Es folgt also, daf sich jeder Punkt auf einem Hyperboloid durch
die vier imaginiren Erzeugenden bewegt. Man erhilt so ein Biischel von
Hyperboloiden, fiir das die beiden Doppelgeraden harmonische Polaren
gsind, und bei dem, da sich alle Flichen in vier imagindren Erzeugenden
schneiden, keine zwei der dem DBiischel angehérenden Flichen sich
schneiden.

9. Wir fanden im Punkt 3, daB der unter 3. besprochene Fall perio-
disch werden kann. Bei ihm treten fiir o eine Doppelwurzel und zwei
ginfache Wurzeln auf. Sollen diese Grifen n'* Wurzeln aus « sein, 8o
sind zwel Hille moglich: ;

Die Doppelwurzel ist 4 e oder —e. Letzteres kann nur bei ge-
radem n eintreten. Die beiden anderen Wurzeln sind in beiden Féllen
konjugiert imaginir.

Wenn also die Koeffizienten einer Kollineation der Form (1) die
Bedingungen
2k x )

T

: : ; / QR m
Aya 4 Agg + A1y +Aas f"121"5'—'13.1——lfﬂﬂk]. +-2 cos = j (20)

n
= ({l
oder
" A o A
Gy — @an 1~ Ugg T Wyyq - 20 L — 1 -1 €08 ]
: 2k a
g Ay - Ay Agy - Aoy +Agg =262 (l -2 cos ) (21)

s n

R ; 2k

01 | Cea ey gy =2 "’-'"(_ 1 - cos = )

Jf—i 5

erfiilllen, so erhalten wir eine zyklische Kollineation von der Art, wie
sie in Punkt 2 unter 3 @) besprochen wurde. Hs bleibt dabei ein Kbenen-
biischel und eine dazu perspektiv liegende Punktreihe unverdndert. Die
Punktzyklen a;, as, a5 ... a, liegen auf Ebenen des invarianten Biischels
und zwar fiir » > 2 auf Kegelschnitten, wie von der Ebene her bekannt
ist. Man erhiilt somit als Bahnkurven lauter Kegelschnittsbiischel in den
Ebenen des invarianten Ebenenbiischels und hat nur eine oftmalige
Wiederholung der allgemein zyklischen Kollineation der Ebene. Man hat
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hier wie dort zweierlei Bedingungen fiir die Periodizitéit, wobei die einen
fiir beliebiges », die anderen bloB fiir gerades n gelten. Die co® Kegel-
schnittsbiischel setzen sich zu einem Biischel von Flichen zweiter Ord-
nune zusammen, fir den die Achse des invarianten Biischels und die
invariante Punktreihe harmonische Polaren sind.

3. Weiter fanden wir, daB der Fall 6 Periodizitit zuldfBt. Fiir o
ergaben sich zwei Doppelwurzeln. Es konnen wieder zwei Hille ein-
treten: Die beiden Doppelwurzeln sind entweder --e und e oder

i Srer

n

zwei konjugiert imaginire Werte e " und ee
Geniigen daher die Koeffizienten yon (1) den Gleichungen:
I~ gy =~ gy — U

-]5-' 1 ‘lzl.' -}5-1 —=—d0 ('-’L’l

lyq

so haben wir es mit einer zyklischen Kollineation vom Fall 6 zu tun,
deren Periode n=2 ist.

Man spricht dann von einem geschart involutorischen Raum. KEs
bleiben bei demselben, wie in Punkt 2 gezeigt wurde, zwei Ebenen-
biischel mit den Achsen elementeweise invariant. Alle Ebenen des
Biischels sind somit Doppelebenen und tragen als solche ebene kollineare
Verwandtschaften, die hier Zentralkollineationen sind. Jeder Biischel
enthilt also oo! ebene Zentralkollineationen. Soll nun der geschart
kollineare Raum periodisch sein, so missen auch die Verwandtschaften
in den Doppelebenen periodisch sein. Das sind aber Zentralkollineationen
und die konnen, wie gezeigt wurde, nur die Periode 2 haben. Also folgt,
daB der geschart kollineare Raum, wenn iiberhaupt periodisch, nur in-
volutorisch sein kanp. Man kann sich diesen Raum leicht konstruieren.
Wenn die Achsen u, v gegeben sind, so sind alle entsprechenden Punkte
des geschart involutorischen Raumes durch dieselben harmonisch ge-
trennt. Man hat daher auf jeder Geraden des Strahlenkomplexes eine
[nvolution, deren Doppelpunkte die Schnittpunkte der Geraden mit den
Achsen w., v sind.

Sind die beiden Doppelwurzeln konjugiert imagindr, so ergibt sich:

Lassen die Koeffizienten einer Kollineation in der Form (1) die
Bedingungen zu:

) [
vy e
iy s e by 4 @ cos
£ it
1 L hx
,. ] y | A ) 2 )
1 1+ 4 A, lay Ay < € < cos ) 99
n- /S (&d)
2k a
&y — O (4] Gy = 40° €08
1
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so ist sie vom Typus 6«), hat iiberhaupt kein reelles Doppelgebilde und
hat die Periode n.n muB mindestens 3 sein, demnn fiir n=2 gibt es
keine imaginiren Wurzeln von a. Die Bahnkurven sind also hier oerade
Linien, die einen Strahlenkomplex erster Ordnung und erster Klasse bilden.

4. Endlich kann noch die Zentralkollineation periodisch werden.
Aug demselben Grunde wie beim geschart involutorischen Raume ist
auch hier die Periode n=— 2. D =0 hat eine dreifache und eine einfache
Wurzel. Es konnen wieder zwei Fille eintreten: Entweder die dreifache
Wurzel ist -+ ¢, dann ist die einfache — e, oder sie ist —a, und dann
ist die einfache -+« Man hat daher:

Bestehen zwischen den Koeffizienten der Kollineation (1) die Be-
ziehungen:

i |
.-|.‘_J ;13_]-- 0] 24
t11
oder
‘-f__] 1 Ir'.!'_' ““3.’;’ ”l-'- — :3_{_
Aia "'—‘1!:. Ay I *'1113"' ‘"lﬂL s, = 0 O
’ 3 &)
Gy T e - K33 L ~
f— ot

so hat man eine involutorische Zentralkollineation vor sich.

Zusammenfassung der Ergebnisse:

Zyklisch kollineare Raumverwandtschaften erhdlt man, wenn die
Koeffizienten in der Darstellung (1) die Bedingungen erfillen:

1. Die Gleichungen (24) oder (25). Es ergeben sich dann involuto-
rische Zentralkollineationen (n—= 2).

2. Die Gleichungen (22). Man bekommt den geschart involatorischen
Raum (rn=2).

3. Die Gleichungen (20) oder (21). Letztere ergeben nur gerade
Perioden. Man erhilt zyklische Kollineationen (= >=3) vom Fall 3 ). Die
Punktzyklen liegen auf Kegelschnitten, die in den Ebenen des invari-
anten Ebenenbiischels liegen und daselbst Kegelschnittsbiischel bilden.
Letztere kann man zu einem Biischel von Flichen zweiter Ordnung zu-
sammensetzen.

4. Die Gleichungen (23). Es ergeben sich zyklische Kollineationen
(n > 3) vom Fall 6 a). Die Punktzyklen liegen auf Strahlen eines Strahlen-
komplexes erster Ordnung und erster Klasse mit imaginiren Leitgeraden.

5. Die Gleichungen (18). Man erhilt zyklische Kollineationen (n = 4)
vom Fall 1) mit gerader Periode. Die Punktzyklen liegen abwechselnd
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auf zwei Kegelschnitten, deren Gesamtheit zu zwei Kegelbiischeln zweiter
Ordnung zusammengesetzt werden konnen. Fiir n =4 erniedrigen sie
sich auf zwei Ebenenbiischel.

6. Die Gleichungen (19). Es ergeben sich zyklische Kollineationen
(n>5) vom Fall 15). Die Punktzyklen liegen auf Hyperboloiden, die
zusammen ein Biischel von Hyperboloiden bilden. Je zwei Flichen des
Biischels schneiden sich nicht reell und die beiden Doppelgeraden der
Transformation sind fiir jede Fliche harmonische Polare.

i
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