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Uber ein Konoid vierten Grades,
Von Ludwig Hochmuth.

Die Flichennormalen in den Punkten eines ebenen Schnittes einer
Fliche zweiten Grades erfiillen eine Regelfliche vierten Grades, die man
als Normalenfliiche bezeichmet. Bei einem Zylinder sind alle Flichen-
normalen zu einer Ebene parallel; daher besitzen die Normalenfiichen
von Zylindern Richtebenen, welche zu den Mantellinien der Zylinder-
fliche senkrecht sind. Alle Flichennormalen eines Rotationszylinders
schneiden seine Achse; diese ist somit eine Leiteerade seiner Normalern-
flichen. Die Normalenfliche Iings eines ebenen Schnittes eines Rotations-
zylinders besitzt also eine Leitellipse, eine Leitgerade und eine dazu
senkrechte Richtebene, ist mithin ein gerades Kegelschnittskonoid
vierten Grades.

Die Ellipse L (Fig. 1) sei ein ebener Schnitt des Drehzylinders z;
A Bund € D sind die Bilder ihrer Achsen:

{ sei die Achse des Zylinders, Wir wihlen ; Z5)
auf dieser den Punkt £, und legen durch S P
ilm die Richtebene. Diese schneidet die | /
Leitellipse L in zwei Punkten 7 und
£y, weleche mit £, verbunden zwei Er-
zeugende o, und p. des Konoides liefern,
die sich auf der Zylinderachse ! schneiden.
Diese ist somit eine Doppelgerade und
die Ebene durch 4 B und ! eine Sym-
metrieebene unserer Fliche. Wihlen wir
auf [ den zu I beziiglich O gymmetrisch
gelegenen Punkt ), und legen wir durch
ihm die Riehtebene, so erhalten wir die .
Erzeugenden ¢ und g.. Wegen der Sym- At
metrie der Leitellipse L in bezug auf ihre
Achse O'D ist die Erzeugende ¢, parallel zu p,, und ¢, parallel zu p,.
Aus diesem Grunde ist die durch den Mittelpunkt O gelegte Richtebene
eine zweite Symmetrieebene des Konoides. Je zwei zueinander parallele
1t
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Erzeugende schneiden sich aut der nnendlich fernen Geraden der Richt-
ehene: diese ist somit eine zweite Doppelgerade unserer Fliche.

Bewegt sich der Punkt £ auf der Doppelgeraden ! nach aufwarts,
so riicken die Punkte P, und £, immer niher an A4 heran und fallen
schlieBlich mit A zusammen. In dieser Lage enthilt die Richtebene nur
pine Erzeugende k, und beriihrt die Fliche lings derselben. Dasselbe
oilt fiir den Scheitel B der Leitellipse. Die durch 4 und B gehenden
Erzeugenden %y und k. sind Torsallinien oder Kanten, ihre ‘mhmllpnnlx{u
S, und S, mit ¢ sind Kuspidalpunkte oder Spitzen des Konoides. Die
auf der unendlich fernen Doppelgeraden liegenden I\ll‘-lllll.l]]rl'll!i\'rt‘ sind
imaginir. Bewegt sich der Punkt 7, gegen den Punkt O hin, so néhert
gich P, dem Punkte €, F» dem Punkte ). Riickt P, in den Punkt O,
so fallen die beiden fllﬂ'f’hn‘l' gen Erzeugenden mit der Nebenac hse O D
der Ellipse L zusammen. Diese ist also eine Doppelerzeugende d, in
welcher die Fliche sich selbst durchschneidet. Die Ebene durch 7 und d
ist eine dritte Symmetrieebene des Konoides.

Ebenen durch die Doppelerzeugende.

7Zur Darstellung des Konoides sollen seine beiden erstgenannten
Symmetrieebenen als Grund-, beziehunosweise Aufrillebene dienen. In
der Fig. 2 ist nur der vor der
AufriBebene gelegene Teil der
Fliche gezeichmet. £ und L sind
die Risse der Leitellipse, p' und
g’ die Bilder einer beliebigen K-
zengenden p. Wir legen durch
die Doppelerzeugende d eine
Ebene, deren Spuren ¢ = d und
e, sind und untersuchen die i
Sehnittkurve dieser Ebene mit

Fig.‘l

dem Konoide.

st P, der auf der Erzeu-
genden p liegende Punkt dieser
Schnittkurve, so gelten folgende
Beziehungen:

OP:0P —0Q:0Q, =P, P :PP'=8 4:8 4;;
da OP =S8, 4 ist, so gilt fiir jede Lage der KErzeugenden
(=5 45

da die Strecke S, 4, nur von der Neigung der schneidenden Ebene ab-
hingig ist, so haben alle Punkte der Schnittkurve im Grundri den
gleichen Abstand S, 4, vom Punkte O: d. h. der Ort der Punkte 7" ist

der nm O mit dem Halbmesser O A," beschriebene Kreis.
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Jede Ebene durch die Doppelerzeugende schneidet das Konoid nach
einer Ellipse, die sich auf die Richtebene als Kreis projiziert.

Zu diesem Ergebnisse kommen wir auch durch folgende Betrachtung:
Unser Konoid ist eine Fliche vierten Grades und wird von einer Ebene
im allgemeinen nach einer Kurve vierter Ordnung geschnitten, Eine
Ebene durch die Doppelerzeugende enthilt daher auBer dieser im all-
gemeinen noch eine Kurve zweiter Ordnung, welche eine Ellipse sein
muB, da jede solche Ebene alle Erzeugenden des Konoides schneidet.

Die unendlich ferne Ebene enthiilt auer der zweiten Doppelgeraden
noch zwei imaginire Erzeugende, welche die absoluten Kreispunkte der
Richtebene mit dem unendlich fernen Punkte der Doppelgeraden [ ver-
binden. Somit geht der GrundriB jeder ebenen Schnittkurve durch die
absoluten Kreispunkte der Grundebene. Ist daher die Schnittkurve ein
Kegelschnitt, so muf} ihre Projektion auf die Richtebene ein Kreis sein.

Auf dem Komnoide liegt also ein System konzentrischer Ellipsen,
deren Ebenen durch die Doppelerzeugende gehen und von welchen jede
als Leitellipse dienen kann.

Konstruktion der Tangentialebene und ihrer Schnittlinie mit dem
Konoide.

Jede Ebene durch eine Erzeugende einer Regelfliche beriihrt diese
in einem Punkte der Erzeugcenden. Inshesondere sind die beiden Tangen-
tialebenen in einem Punkte der Doppelgeraden durch diese und die
beiden durch den Punkt gehenden Erzeugenden bestimmt; somit beriihren
die Richtebenen die Fliche im Unendlichen.

Sei p' der Grundrif einer Er-
zeugenden p (Fig. 3), P ein Punkt
auf ihr, in welchem die Tangential-
ebene zu konstruieren ist. Die erste ey = Fig.a
Spur ¢, derselben ist parallel zu p'. T3
Die Ebene durch den Punkt /2 und
die Doppelerzengende d schneidet
das Konoid nach einer Ellipse, deren
Grundril der durch F° gezogene
Kreis L' ist. Die Tangente ¢ der-
selben ist die Schnittlinie der
Ellipsenebene mit der gesuchten
Tangentialebene des Punktes P2
daher ist ihr erster Spurpunkt
7, = [d, t] ein Punkt der ersten
Dpur .

Ist umgekehrt die erste Spur # einer Tangentialebene gegeben,
so findet man ihren Berithrungspunkt, indem man ‘die zu ¢ parallele




Erzeugende p zieht und vom Punkte 7 = [d, {,] auf diese das Lot fillt.
Der Fullpunkt desselben ist der gesuchte Bertihrungspunkt.

Die Tangentialebene hat aufier der in ihr liegenden Erzeugenden p
mit dem Konoide noch eine Kurve dritter Ordnung gemein. Um diese
zu erhalten, bringen wir die Tangentialebene mit dem Biischel der
Ebenen durch die Doppelerzeugende zum Sehnitt. Ist s eine dieser
Schnittgeraden, so ist ihr Schnittpunkt ¢ mit der FErzeugenden p ein
Punkt der in der zungehirigen Kegelschnittsebene liegenden Ellipse.
deren Grundrif der durch ¢ gehende Kreis Z," ist. Diese Ellipse
schneidet die Schnittlinie s noch in einem zweiten Punkte S, welcher
der Schnittkurve der Tangentialebene mit dem Konoide angehort. Es
handelt sich um den Ort der Punkte &, wenn s sich um 7} dreht.

Wir zeichnen das dem Kreise L'}, eingeschriebene Rechteck @ 8 U V.
Dreht sich ¢ um 7%, so wandert @ auf p' und UV dreht sieh um den
zu 71, beziiglich O symmetrisch gelegenen Punkt #.  Die Geraden SV
umhiillen mithin eine Parabel, fiir welche £’ der Brennpunkt und p' die
Scheiteltangente ist. Wegen O F'—= 0 7 ist ¢, die Leitlinie dieser Parabel
Der Punkt & ist also der FuBpunkt des Lotes aus dem festen Punkte
7, aunf die Tangente SV der Parabel und der Ort der Punkte & ist die
Hubpunktkurve einer Parabel filr einen Punkt 7} ihrer Leitlinie als
Pol. Wir gelangen also zu folgendem Ergebnigse: Die Schnittkurve einer
Tangentialebene mit dem Konoide projiziert sich auf die Richtebene als
Fubpunktkorve einer Parabel fiir einen Punkt ihrer Leitlinie als Pol.
Die zugehirige Erzeugende ist die Scheiteltangente, die erste Spur der
Tangentialebene ist die Leitlinie dieser Parabel. Ihr Brennpunkt liegt
stets aut der Doppelgeraden d.

Da das Dreieck S Q0O gleichschenklig ist, so ergibt sich beiliufig
der Satz: Bleiben in einem gleichschenklicen Dreiecke der Scheitel und
ein Schenkel ihrer Lage nach fest, wihrend sich die Grundlinie um
einen ihver Punkte dreht, so besehreibt der Endpunkt des zweiten
Schenkels die FuBpunktkurve einer Parabel fiir einen Punkt der Leit-
linie als Pol.

Wir haben so foleende punktweise Konstruktion der Schnittkurve
gewonnen: Man ziehe Strahlen s durch 77 und mache O =08, wo
0 =[s,p] ist.

In Fig. 4 ist der Grundrib der vollstiindigen Schnittkurve gezeiehnet.
Der Punkt 7, ist ein Doppelpunkt derselben. Riickt € nach @
00, =0T, = 0 (), s0o vereinigt sich § mit 77; daher ist 7) @, eine
Tangente der Schnittkurve im Punkte 77. Aus dem gleichen Grunde ist
anch 7, Qs eine Tangente in 7} und man erkennt, daf die beiden
Doppelpunktstangenten zueinander senkrecht sind.

Die zu p parallele Erzengende des Konoides liefert einen unendlich
fernen Punkt der Schnittkurve; daher ist die Schnittgerade der zu-



gehirigen Richtebene mit der Tangentialebene eine Asymptote a derselben.
Die Tangente im Punkte § wurde als Schnitt der Tangentialebene ¢
mit der Tangentialebene des
IKonoides 1im Punkte & ge- B\ d
wonnen. (8 U | SSO,UV | & p
{7 Vauft,.) Ko N
Die Tangente in O ist
die zu p’ symmetrisch gelegene
Erzengende p, welche die
Asymptote @ in einem Punkte
schneidet, der nach der oben
angegebenen punktweisen
Konstruktion ein Punkt der
Schnittkurve ist.

Konstruktion der Haupt- : \ 0
tangente. ; NN
Die Tangente im Be- 2

rithrungspunkte P der Tan-

ocentialebene an die Schnitt-

kurve mit dem Konoide ist eine Haupttangente der Fliche. Sie
kann nach der in Fig. 5 angedeuteten Tangentenkonstruktion fiir Fub-
punktkuryen leicht gezeichnet werden, In Fig. b bedeutet K, die ge-
gebene Kurve, K ihre FuBpunktkurve fiiv den Pol 0. Kommt ¢, in eine
unendlich benachbarte Lage, so verschiebt sich der zugehirige Punkt
P der Fubpunktkurve unendlich wenig auf dem Kieise iiber O F, als
Durchmesser. Die Tangente dieses Kreises ist also zugleich Tangente
der Fullpunktkurve im Punkte P und somit die Diagonale PN des
Rechteckes £, N O P die Normale derselben, In unserem Falle (Fig, 4)
ist p' eine Tangente der Parabel und £ ihr Beriithrungspunkt. Die Haupt-
[rif senkrecht zur Diagonale N P des Recht-

tangente ist also im Grw
eckes P''T, N R, von welchem der Eckpunkt 7 stets auf 4 liegt., Damit
haben wir eine einfache Konstruktion der Haupt-

i tancente eewonnen. Sei P’ der gegebene Punkt,

s0 zeichne man das Rechteck P'T, NR, wo 7]
auf d legt; die Haupttangente ist zur Diagonale

M \Ho N P’ dieses Rechteckes senkrecht. Wandert P
f

N o auf p', so verschiebt gich N P parallel zu sich

gl selbst, da das Seitenverhiltnis des Rechteckes

Fig.5h. e . 3 : x =
7 ungeindert bleibt. Die Haunpttangenten in

den Punkten einer Erzengenden sind im Grundri8 untereinander
parallel.
Zn ‘demselben Ergebnisse gelangt man auch dureh folgende Be-

T




trachtung: Die Haupttangenten in den Punkten einer Erzeugenden
bilden eine Schar eines orthozonalen hyperbolischen Paraboloides, welehes
das Konoid lines dieser KErzeugenden oskuliert. Die Doppelgerade /
gehort dieser Schar an, daher ist die zugehorige Richtebene zur Grund-
ebene normal und folglich sind die Grundrisse der Haupttangenten lings
einer Hrzencenden untereinander parallel, Die Richtebene der zweiten
Schar des Paraboloides, zu welcher die Erzeugende des Konoides gehort,
stimmt mit der des Konoides iiberein.

Sei (Fig. 6) P ein
Punkt der Erzeugenden
p. Wir denken uns das
lings p oskulierende Pa-
raboloid mit der durch

U .
P gehenden Kegel-
e schnittsebenezum Schnitt

gebracht. Dieser Schnitt
ist eine Hyperbel /
g deren Grundriff von dem
. Kreise L' im Punkte /7
P oskuliert wird, Die

Asymptotenrichtungen

dieser Hyperbel sind parallel zu den Schnittgeraden ihrer Kbene it
den beiden Richtebenen des Paraboloides. Somit verlduft die eine
Asymptote wagrecht, withrend die zweite zu der gesuchten Haupt-
tangente parallel ist. Der GrundriB der ersten Asymptotenrichtung
ist parallel zu d und es handelt sich nun darum, demn Grundrifi der
zweiten Asymptotenrichtung zu finden. Dies erreichen wir durch folgende
Uberlegung.

Der GrundriB der Hyperbel und ihr Oskulationskreis im Punlkte
P sind kollinear verwandt. # ist ein Zentrum dieser Kollineation. Da
die Doppelgerade [ eine Erzeugende des Paraboloides ist, so muli ¢ ein
Punkt des Grundrisses der Hyperbel sein; mithin sind O und O, einander
entsprechende Punkte. Ebenso bilden der unendlich ferne Punkt ,
der Hyperbel und der Punkt U, des Kreises ein paar einander kollinea:
entsprechender Punkte. Da O U, und 0, U; sich auf der Kollineations-
achse schneiden miissen, so ist diese durch
die Verbindungseerade P (@ gegeben. Ihr
Schnittpunkt S mit dem Kreise L gehirt auch
der Hyperbel an; somit ist /S die so-
genannte Kriimihungssehne, d. h. die Schnitt-
sehne der Hyperbel mit ihrem Oskulations- .
kreise. Da bei der Oskulation eines Kreises &

mit einem Kegelsehnitte (Fig. 7) die Tan-



oente des Oskulationspunktes P und die zugehorige Kritmmungssehne 2.8
dumnmlhl (zleichgeneigt) gegen die Achsen des Kegelsclhnittes sind,

ist nunmehr die Achsenrichtung der Hyperbel 7" bekannt; sie héilftet den
Winkel der Tangente ' gegen die Kollineationsachse. Da auch die
Asymptoten mit den Achsen der Hyvperbel gleiche Winkel einschliefen,
<o bildet die gesuchte zweite Asymptotenrichtung gegen die Tangente &
denselben Winkel wie die Asymptotenrichtung P U. gegen die Kolli-
neationsachse P'S. Macht man daher arc P’ Vo=arcS {7, ‘so ist V7, ein
Punkt der gesuchten Haupttangente %'.

Aus diesem Ereebnis 1iBt sich auch die erste Konstruktion der
Haupttangente ableiten: Wir yerbinden den Schnittpunkt T, von t' und d
mit dem Punkte O, und wollen zeigen, daB &' zu der Diagonale des
Rechteckes P T, N O, senkrecht ist. Zu diesem Zwecke haben wir nur
zu beweisen, dal

(R 1Y = = (515 Oy)
ist,

Sind 2 und y die rechtwinkligen Koordinaten des Punktes £, so
folet aus der Figur:

: e O
also
y:2x= PES R ()
oder
0 QU Pi= P POy
daher ist
10 G Plag AR T 0y
nnd somit aunch
= () = 'JI'HI U, ) = < | ) 2 ,\'!)u' },
wodureh die Richtigkeit der ersten Haupttangentenkonstruktion be-
wiesen ist.
Haupttangentenkurven.

Kin dem Punkte P unendlich benachbarter Punkt £ der Haupt-
tangente & einer Regelfliche gehort noch dieser an und besitzt eine im
allcemeinen von der Haupttangente # verschiedene Haupttangente Z.
Wir gehen nun auf /; in den zu P, unendlich benachbarten Punkt 7.
und zeichnen wiederum seine Haupttangente. Anf diese Art von einer
Haupttangente in die unendlich benachbarte iibergehend, kann man auf
der Fliche Kurven beschreiben, die man als Haupttangentenkurven be-
zeichnet. Durch jeden Punkt der Fliche geht eine Haupttangentenkurvye,
ihre Gesamtheit bildet eine Kurvenschar, welche die Fliche iiberdeckt.

Wir wollen nur den GrundriB dieser Kurvenschar untersuchen. Iis
handelt sich also darum, die Differentialgleichung jener Kurvenschar
aufzustellen und zu integrieren, deren Tangenten in der angegebenen




Art konstruiert werden. (Fig. 6.) O sei der Ursprung, d die X-Achse
eines rechtwinklicen Koordinatensystems. Da die Haupttangenten langs
einer Brzeugenden im GrundriB untereinander parallel sind, so ist der
Anfangspunkt O ein Alnlichkeitszentrum der Schar, mithin mul die ge-
suchte Differentialgleichung homogen sein.
Aus Fig. 6 folgt:
T (90 )

also:

: ; f_'l.’ (r {_.'Jr ':'J.‘” — ) "'Ir,' e l'rr."lrl.f 4]

iy o [ tgq tq (90 + ¥) L-- tg g cotg 7
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I 2 a
fl (/] 1 o i $ e,
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Die Differentialgleichung der Grundrisse der Haupttangentenkuryen

lautet also:

oy Y 2 0
Lok TR 3 ) 1 e
st also homogen.
Wir setzen
i 1
also
vy 'rH.J ."I
und erhalten:
) \
' tdda ( 8 0
: ’ g
) l \
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Die Gleichung der Kurvenschar lautet somit:
(2 - ."J"'.]:' - a2=4).

Diese Kurven sind von der sechsten Ordnung und gehen durch
die absoluten Kreispunkte. Sie sind symmetrisch in bezug auf die Koordi-
natenachsen, besitzen im Ursprung einen Doppelpunkt, dessen beide Tan-
centen mit der Y-Achse zusammenfallen,

Zur Gewinnung einer einfachen Konstruktion fithren wir Polar-
koordinaten ein; alsdann ergibt sich:

8=l ¥, cost
oder
il — oo g% .
Fiir jeden Wert des ¢ ergeben sich also abgesehen von dem

Doppelpunkte O noch vier Werte des », von denen jedoch nur zwei
reell sind und der Gleichung
P l ki cos g
ceniteen. Setzt man noch
Yl — K.

20 erhilt man die Gleichung der Kurvenschar in der einfachen Form

K cos @,
zunehmende Konstante bedeutet.
Fiir die Konstruktion einer solechen Knurve darf man K =1 an-

nehmen, da man die BEinheitsstrecke beliehie grof wihlen kann, ks

=]

worin K eine beliebie al

handelt sich also darum, die Kurve zu zeichnen, deren Gleichung

P# = COS o
lautet. Wir fassen » als Kathete eines rechtwinkligen Dreieckes auf, dessen
Hypotenuse die Liinge 1 hat und in welchem der der Kathete » an-
liegenden Hypotenusenabschnitt der Strecke cosg gleichkommt. Um
die Strecke » zu finden, beschreiben wir mit

—
der Einheitsstrecke als Radius einen Kreis p/T
um O (Fig. §) und zeichnen iiber 0.4 als fig.3
Durchmesser einen zweiten halb so groben
Kreis. Zieht man nun einen beliebigen Halb- — % '“‘"'r'_\.‘,_")"?"' C ;;
messer OF und fillt von B das Lot B C auf e ;

04, so ist cos p =) (' und somit O L), wo D

auf dem kleinen Kreise gelegen ist, die =
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hestehen:
Wegen

verhalten sich:

Auns dem

12

gesuchten Kurve liefert.

N

kurven haben denselben Grundril.

Fiivr den Punkt €, dessen
der Konstruktion der Haupttangente die zugehirige Rechtecksdiagonale
() N zu d senkrecht sein. Dies ist der Fall, wenn folgende Beziehungen

Tangente

zu d parallel ist,

oesuchte Kathete =, welche auf O B iibertragen einen Punkt P der

In der Figur 9 ist
nach dem eben entwickel-
ten Verfahren eine Haupt-
tangentenkurve vollstindig
oezeichnet, Sie besteht aus
zwel Ovalen, die einander
im Anfangspunkte ¢
rithren. Auf dem
berithren die Haupttangen-
tenkurven die beiden Tor-
sallinien in den zugehirigen
Kuspidalpunkten und
stehen aus einem geschlosse-
nen Linienzuge, der keine
Doppelpunkte besitzt. Je
zwel beziiglich der der
Grundebene  symmetrisch
Haupttangenten-

Le-

v onoide

be-

oelegene

mufl mach

A0 QMoo A4GRN
Yy QR 2 0.0
RN O

Dreiecke O QT folet:

iy —0 Q0

4 5 e
QT;
Yy

0 )

setzt man diesen Wert in die erste (Gleichung



— 13 —

Der Punkt @ liegt also auf jenem Radius, dessen Winkel gegen
die X-Achse durch die Beziehung
tgp==12
gegeben ist. Die Konstruktion dieses Winkels ist aus der Fig. 9 er-
sichtlich. Dasselbe Resultat ergibt sich aus der Gleichung der Kurve:
(x? 1+ 28
a2 T

Fiir ihren hochsten Punkt mull ¢ =0
Y

& /x4 8
. ( £ g )_H
dm\ a2 !

Dies liefert die Bedingung:

==}

also

sein.

s — —= %) =10
woraus
Iy e
: AT
=12

folet.
Ebene durch eine Torsallinie.

Wir untersuchen nur den GrundriB. (Fig. 10) ¢ sei die erste Spur
einer Ebene durch die Torsallinie &,. Da diese Ebene eine Tangential-
gbene des Konoides im
zugehirigen  Kuspidal-
punkte S; ist, so mul
der GrundriB der in ihr
liegenden Schnittkurve
die FuBpunktkurve einer
Parabel sein. O ist der
Scheitel, d die Achse
dieser Parabel; somit
ergibt sich in diesem
Falle als FuBpunktkurve
eine Strophoide. Die
Schnittgerade der Ebene
£ mit der unteren Tor- d| el
salebene  liefert  die 3R
Asymptote derselben.

Die Strophoide laBt sich auch direkt nachweisen. Wir bringen die
Ebene % mit allen Kegelschnittsebenen des Konoides zum Schunitt; sei
s der GrundriB einer solchen Schnitteeraden, L' der Grundrif der zu-
oehirigen Ellipse, so ist P'=|[s, L'| ein Punkt der gesuchten Schnitt-
kurve. Die zur Erzeugenden p beziiglich der Grundebene symmetrisch
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gelegene Erzeugende p, trifft die Ebene £ in einem Punkte 7 so, daBl
B =) PSS
Da nun
AOF A~ AQFP D
und
04 OPFP
ist, so ist auch
QP =0D=0F;
womit eine bekannte Konstruktion der Strophoide nachgewiesen ist.
Die Konstruktion der Tangente als Schnift der Ebene E mit der
zugehorigen Tangentialebene liefert ein einfaches Verfahren fitr das
Zeichnen der Strophoidentangenfe. (P'7' | p, Taufd, T'T, |p', 1} aufe; )

Ebene senkrecht zu den Torsallinien.

Wir legen (Fig. 11) die Doppelerzeugende d in die Riffachse und
wihlen als Leitlinie des Konoides die in der Koinzidenzebene liegende
Elipse, deren Grund- und Aufrif durch den Kreis L, gegeben ist. Grund-
und AufriB einer Erzeugenden p miissen gich in einem Punkte I auf L,
schneiden. P und P” sind die Risse des Schnittpunktes P der Krzeugen-
den p mit der schneidenden Ebene E. Wir wollen den Ort der Punkte
P' untersuchen. Dreht sich ' um O, so bleibt P stets Scheitel des

Fig. 11
P
% d
P =
T €
rechtwinkli¢en Dreieckes P’ B, P’, von welchem # auf ¢, F, auf L,

wandert und 2, P’ immer parallel zu ¢ bleibt. Der Punkt 2" heschreibt
eine Kurve, deren Entstehungsweise iihnlich der aus der Fig. 12 er-
sichtlichen Erzeugungsart der Versiera der Agnesi ist. Die Schnittkurve
besitzt zwei Symmetrieachsen und besteht aus zwei Asten, die sich im
unendlich fernen Punkte ihrer Asymptote o beriithren.

Die Tangente ¢’ im Punkte P” wurde als Schnittlinie der schnei-
denden Ebene £ mit der Tangentialebene des. Punktes P konstruiert.
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Diese enthiilt die Tangente der durch 2 gehenden Ellipse. Der Aufrif}
dieser Ellipse ist affin zu L,; 4" B” ist die Affinititsachse, p" der
Affinitdtsstrahl; somit ist " V7 die gesuchte Ellipsentangente. Ihr erster
Spurpunkt U liefert mit 5, verbunden die Spur #; der gesuchten Tan-
gentialebene in der Koinzidenzebene. ¢, triftt die Ebene £ in einem
Punkte 7' (dessen Grund- und Aufril zusammenfallen) und es ist 7'07"
die gesnchte Tangente.

Parallelbeleuchtung.

Wir betrachten nur den von der Doppelerzeugenden und der oberen
Torsallinie begrenzten Teil des Konoides und nehmen (Fig. 13) die
Lichtrichtung senkrecht zur Doppelerzeugenden an. Wir willen als Leit-

fia.ﬂr

ellipse jene, deren Ebene zur Lichtrichtung parallel ist. Alsdann ist der
Schatten p* der Erzeugenden p auf die Grundebene leicht anzugeben, da der
Schatten der in'aite]]ilusr mit der Doppelerzeugenden zusammenfillt. Da
p* die erste Spur der durch p gelegten Lichtebene ist, so ist #
(P % | p') ein Punkt der Selbstschattengrenze und sein Schatten £* ein
Pankt der Schlagschattenkurve. Nun ist stets G* F*4: 0 @', wenn p die
Fliche durchliuft. Somit ist die Schlagschattenkurve die Einhiillende
aller Lagen einer Strecke von konstanter Linge, welche sich so bewegt,
dafi ihre Endpunkte anf zwei zueinander senkrechten Geraden gleiten.
Die Schatten aller Erzeugenden umbhiillen also eine Astroide, deren
Spitzen auf dem Kreise L' liegen und welehe & * und J beriihrt. (In der
Fig. 18 kommt nur eine Hilfte derselben zur Geltung.)

Die Geraden Q* P' umhiillen eine Kurve, die dadurch entsteht, daf
alle Tangenten einer Astroide an einer ihrer Spitzentangenten ortho-
gonal reflektiert werden. Diese Kurve ist in Fig. 14 vollstindig gezeichnet.
Da der Beriihrungspunkt einer Tangente der Schnittpunkt zweier un-



o
endlich benachbarter Lagen derselben ist, so erhilt man auf der re
flektierten Tangente p; den Berithrungspunkt, indem man ginen Halb-
kreis zeichnet, weleher durch P* geht und €D im Punkte @F beriihrt
Dieser Halbkreis schneidet die reflektierte Tangente in ihrem Beriihrungs-
punkte . Ist M sein Mittelpunkt, so ist wegen P M— M P, auch
Q* P=@Q* P, und damit haben wir eine einfache Kongtruktion dieser
Kurve und der Selbstschattengrenze gewonnen.

Zur Konstruktion der Selbstschattengrenze projiziere man den
beliebigen Punkt @ des Kreises L' auf den festen Durchmesser C.D
und fille von dem so erhaltenen Punkte das Lot Q% P auf den zugehirigen
Radius O Q. Nehmen wir den Halbmesser des Kreises L' als Einheit an
und wihlen wir den Durchmesser CD als X-Achse, so lautet die
Gleichung des Grundrisses der Selbstschattengrenze

P cos? g
oder

(@* + 2 =at,
ist also dhnlich gebaut, wie die Gleichung des Grundrisses einer Haupt-
tangentenkurve. Die Kurve besteht aus zwei Ovalen, die einander im
Ursprunge O beriihren.

Verlingert man das Lot @* P um sich selbst iiber den festen
Durchmesser (' D hinaus, so erhiilt man einen Punkt Z; jener Kurve,
von welcher die Selbstschattengrenze eine FuBpunktkurve ist. Diese
Kurve besitzt vier Spitzen und einen Selbstberithrungspunkt in 0. Die
Spitzen sind jene Punkte, welche von C'D die griSte Entternung haben.
Die zueehirigen Tangenten tragen jene Punkte der Selbstschatfengrenze,
deren Tangente parallel zu C'D ist. Durch eine der fritheren analoge
Rechnung findet man, daB fiir diese Punkte die Beziehung

Y

H i

[.’.,

——

0| =

gelten muB. Macht man also DG =54 D, so triet O G jenen Punkt H

00|

der Selbstschattengrenze, welcher auf der gesuchten Spitzentangente liegt.
Ahnliche Kurven ergeben sich, wenn der Lichtstrahl senkrecht zu
den Torsallinien ist.
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