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Die Kristallographie an der Realschule.
Von
Professor Josef Gerstner.

Uber die methodische Behandlung der Kristallographie. Den
grollartigen Aufschwung, welchen die Naturwissenschaften in den letzten

Jabrhunderten genommen haben, verdanken sie vor allem der Induk-

tion. Soll einem Lernenden das Wissen eines anderen beigebracht
werden, so ist es wieder die induktive Methode, die leicht und uber-
zeugend zum Ziele fiithrt, Zuniichst vermittelt dieselbe die Kenntnis des
Einzelobjekies oder der einzelnen Erscheinung gegrimdet auf die An-
schauung und schreitet allmiahlich vom Besonderen zum Allgemeinen vor.
Durch Wiirdigung dieses Weges hat namentlich in den naturwissenschaft-
lichen Fiachern die Unferrichtsform eine erfreuliche Vervollkommnung
erfahren. Mehr als ein anderer Unterrichtszweig eignet sich die Kristallo-
graphie fir die induktive Methode, da sie sich mit der Ableitung der
Formen aus einer Grundform (Oktaeder, Grundpyramide) aufs innigste
verkniipfen lilt. Gerade aber in der Kristallographie hat sich auch eine
andere Methode Eingang verschafft. An die Stelle der Ableitung der
Formen aus einander tritt die Bildung derselben auf Grund der Symmetrie-
verhilinisse.”) Jedes Kristallsystem wird durch eine bestimmte Anzahl
von Symmelrieebenen gekennzeichnet. Aus denselben wird ein Schema
hergestellt, in weleches — man machte sagen ,mechanisch” alle Arten
von Flichen eingesetzt werden, die moglich sind und dabei dem gegebenen
Symmetriegrade Gentige leisten. Aus den Flichen bauen sich die mog-
lichen Formen auf. In solcher Art wird eine Vereinfachung des Lehr-
ganges und eine leichtere Ubersicht des Stoffes angestrebt. In der Tat
bietet diese Methode grofie Vorteile. Trotzdem sollte sie der Mittelschule
fern gehalten werden. Sie geht nicht den erprobten induktiven Weg, in-

sofern sie nicht zunachst die Kenntnis der Einzelformen anstrebt und

hierauf das denselben Gemeinsame zusammenfalit, sondern im Gegenteil

erst das System charakterigiert und nun aus dieser Charakteristik die

Siehe Gust. Tsehermak, ,Lehrbuch der Mineralogie”, wo diese Methode
in mustergiltiger Weise durchgefiithrt erseheint,
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Formen ableitet., Dadureh verlieren die Einzelformen f{ir den Schiller an
Bedeutung, er siecht den Wald, sieht aber die Biume nicht. Will man ein
Kristallsystem aufbauen, so wird es fir die Mittelschule denn doch immer
am besten sein: man schafft erst die Bausteine aus der grindlichen
Kenntnis der Einzelformen. — Diese Methode setzt ferner gewisse Vor-
kenntnisse voraus, die sich auf die Achsen, Parameter, Flichentypen u. a.
beziehen. Diese Kenninisse miissen von noch unbekannten, namenlosen
Formen abgeleitet werden, was besonders beziiglich der Achsen erheb-

liche Schwierigkeiten bereitel. Man hat es da nimlich mit cedachten

Linien zu tun, die erst durch eine bestimmie Form die Eigenart erhalten

und losgeldst von denselben sich schwer denken lassen. Man rithmt der
Methode der Symmetricebenen Finfachheit und Leichtfalilichkeit nach.
Diese vorziiglichen Eigenschaften bestehen tatsiichlich, aber leider nur fir
jenen, der kristallographische Vorkenntnisse hat, insbesondere die Einzel-
formen schon kennt. Wir haben es aber an der Mittelschule mit Anfiingern
zu tun, die erst in die Kristallographie eingefiihrt werden sollen. Fiir
solehe ist es auch nicht leicht, sich in einem aus 5, 7, .i" selbsi 9 Sym-
metrieebenen  errichteten Schema zurechtzufinden. Ubrigens ist  die
Methode der :";l\']li.'lll'|f'il‘i']Jl'lll‘li |\'|-i!||‘.~&\\'i-;_".-' einwandfrei. Wenn Iil'lililllll die
veomelrischen RaumgriBlen nach dem Grade ihrer Symmelrie in sym-

melrisch ein-, zwei-, drei- u. 8. w. achsige einteilt, so lifit sich niehts

dagegen sagen. Wenn derselbe aber soweil ginge, die Symmelrielinien

und Symmefrieebenen gewissermafien als das Urspriingliche, als das Ge-
gebene zu betrachten und daraus die Raumgrdfien geradezu abzuleiten,
so wiirde er Widerspruch herausfordern. Er nimmt z. B. zwel auf einander
normale Symmefrielinien an, um einen Rhombus zu erhalten; das gelingl

ohne weiteres. Nun konnte er tiber dieselben Linien auch das H’}'!Il]l]i'tl'i.‘i.‘il

vierachsige Quadrat bilden, was aber ausgeschlossen werden soll. Darnm

die Annahme: die beiden Symmetralen dtrfen nicht gleichwerlig sein
und die Bildung gleicher Winkel mit den Seiten der Figur nicht gestatien.
Oder ‘er zieht eine Symmeltrale, um sie zur Konstruktion eines Delloids
zu verwenden. Nun kénnen aber die Seiten auch so gelegt werden, dafi
ein Rhombus oder selbst ein Quadrat entsteht. Um die Bildung dieser
Formen zu verhindern, miilile er annehmen, dall die Symmeirale nach

beiden Richfungen hin verschieden sei, Solehe Symmetrielinien kennt die

Geometrie nicht. Die Raumgrilien sind das Urspringliche, die Symmetrie-
linien werden in die fertice Fieur geleet, lassen sich von derselben nicht los-
ldsen und haben ihre Bedeulung nur im Zusammenhang mit derselben. —
Was wir g0 in der Geometrie zuriickweisen wiirden, wird in der Kristallo-
graphie tatsiichlich geiibt. Um z. B. die rhombischen Formen zu bilden,
nimmt man ein von drei aufeinander senkrechten Symmetrieebenen ge-
bildetes Schema an. Durch Legung der méglichen symmetrischen Flichen
erhilll man simtliche rhombische Formen — aber auch die des tesseralen,

tetragonalen und hexagonalen Systems. Man braucht z. B. Pyramiden-




flichen nur so zu legen, dall sie gegen die 3 Ebenen die gleiche Neiguing
haben und es entsteht das Oktaeder. Um die Entstehung von Formen
anderer Systeme zu verhindern, muff man nun annehmen, jéde Symmetrie-
ebene sei von der anderen verschieden, so daff eine Begrenzungsfliche
mit einer derselben nicht den eleichen Winkel bilden kann' wie mit der
anderen, Auch im tetragonalen und hexagonalen System wird die Annahme
von drei, im fesseralen System von zwei Arten von Symmetrieehenen
notwendig. Die Aufstellung eines Schemas in der besprochenen Art wire
vielleicht besser dann am Platze, wenn der Schiiler erst simtliche Formen
des Systems kennen gelernt hat. Dann wirde s eine schone Ubersicht
verschaffen. Anstatt im vorhinein eine Verschiedenheit der .‘-';wmun'r]'iu-—
ebenen anzunehmen, gibt man als Richtschnur: Lege dlle jene Flichen,
die der Symmetrie Gentige leisten, mit AusschluB jener, die das
Auftreten neuer Symmetrieebenen ermdaglichen.

Uber das Zeichnen von Kristallbildern. Nehen Modellen vermoger
gute Zeichnungen ‘die Unterrichtserfolge in der Kristallographie wesent-
lich zu heben, darum sollte man auch den Unterricht nach Moglichkeif
durch Zeichnen unterstiitzen, d. h. man sollte vorzeichnen und die
sSchiiler verhalten, dali sie milzeichnen. In jedem Unterrichtsfache greift
man, sobald es sich um eine besondere Klarstellung des Lehistoffes
handelt, zur Kreide, und. einige Striche sagen da oft mehr als Hunderte
von Worten.

Jeder Unferricht hat wvor allem zwei Ziele im Auge: daff der
Schitler den Unterrichisstoff verstehe und daff er ihn im Gedachinis
behalte. Wird nur eines dieser beiden Ziele erreicht, so ist nicht viel
gewonnen. Verflichtigt sich das gut Verstandene nach kurzer Zeit, so
bleibt nur der bescheidene Erfolg, daf sich der Schiiler im Denken getibt
hat. Noch schlimmer ist es, wenn dieser seinem Gedichtnisse mechanisch
etwas einverleibt, was er gar nicht verstanden hat.

Das Zeichnen unterstiitzt das Verstehen und das Behalten und
Jeistet in beiden Beziehungen mehr als das beste Modell. Auf diesem
rabt das Auge nur kurze Zeit, darum wird auch die Vorstellung nicht
tief genug eingepriigl. Das Modell bietet die Eigentiumlichkeiten neben-
einander. Die ,Gleichzeitickeit” wirkt storend; es wird schwer, die Auf-
mer

ksamkeit der Schitler auf eine bestimmte Eigentiimlichkeit zu lenken.
Die Zeichnung, welche wir entwickeln, verwandelt das .Nebeneinander?
in ein ,Nacheinander”. Wir sehen den Kdérper mit seinen charakteri-
stischen Eigenschaften allmiithlich entstehen, neue Eigentiimlichkeiten
treten erst aul den Plan, nachdem wir die vorhergehenden richtig auf-
gefalit haben, eine falsche Vorstellung verrit sich in ihren Konsequenzen
und kann sofort richtig gestellt werden. Bei Vorfiihrung des Modelles
kommt nur das Auge und das Wort des Lehrers in Betracht, beim
Zeichnen tritt dazu als Drittes die Hand. Schon durch diesen fuBerlichen
Umstand allein gewinnt das Gedichtnis. Wichtiger noch ist es. daff die




Hand vom Verstand gefiihrt werden muB. Das Auge des zerstreuten
Schillers ruht auf dem Modell, aber sicht es nicht und die Worte des
Lehrers prallen vom Ohre ab, ohne eine V orstellung zu wecken. Hingegen
lafit sich die Aufmerksamkeit des Schiilers beim Zeichnen kontrollieren,
beziehungsweise erzwingen.

Das Modell vermag noch gute Dienste zu leisten, solange es nur
mit den auBerlichen Umrissen des Korpers vertraut machen soll. Der
Unterricht mufl sich aber auch an die Einbildungskraft der Schiiler
wenden, an deren ,geistiges Auge”, welches in den Kérper eindringt, dort
die Achsen sieht, Punkte verriickt, Linien zieht, neue Flichen legt und
bemerkt, wie und wo sie sich durchschneiden. Dem begabten Schiiler
bereitet alles dies keine Schwierigkeiten, der minder begabte bedarf einer
Unterstiitzung der Einbildungskraft, welche ihm der Zeichenstift gewihrt.
Dieser zaubert das, was der Geist gesehen, auf die Papierfliche, klart,
vervollstindigt und festigt die Vorstellung. So wird die Zeichnung
wichtiger als das Kristallmodell, dieses gibt nur die Grundlage zu einer
richtigen Vorstellung, jemer bleibt deren weitere Ausgestaltung aber-
lassen,

Die Kristallographie ist ein Stiick Geometrie. Es mag zugegeben
werden, daB die Geometrie schon deswegen der Zeichnungen bedarf, weil
sich daran Berechnungen kniipfen, die ohne dieselben undurchfithrbar
waren, aber abgesehen davon wilrde es immer noch ungeheuerlich er-
scheinen, wollte man die Geometrie an Modellen und fertigen Zeichnungen
betreiben.

Soll eine Zeichnung ihren Zweck voll erfiillen, so mufl} sie richtig
sein und bestimmte Ziele anstreben. Insbesondere darf sie nicht fliichtig,
blof nach dem unverlaflichen AugenmaB gemacht werden. Es ist z. B.
bald ein Kristallbild entworfen, welches einem Tetrakishexaeder dhnlich
ist: man zeichnet ein Hexaeder und setzt jeder Fliche eine vierseitige
Pyramide auf. Wer wollte sich da die Fiahigkeit zutranen, den Scheitel
auch nur einer der perspektivisch verschobenen Pyramiden ohne weiteres
richtig zu treffen oder o gar alle sechs Pyramiden in Einklang zu bringen?
Das wire aber noch nicht einmal das Schlimmste. Eine Zeichnung muf
néamlich mehr bieten als einen bildlichen Entwurf des Modells.

Es gibt ein einfaches Mittel, ein Kristallbild nutzbringend und dabei
geometrisch einwandfrei zu gestalten: man zeichne unter Anwen dung
der Ableitungszahlen. Dadurch wird freilich das Zeichnen zu einem
nKonstruieren”, aber darin ist der Realschiiler nicht weniger geiibt wie
im freien Zeichnen. Durch die Konstruktion erzielt man, daB die Achsen-
und Symmetrieverhiltnisse, weiterhin die Bedeutung der Ab-
eitungszahlen sowie der Begriff des Parameterverhiltnisses zu
voller Klarheit gebracht werden. Es ist nicht dasselbe, wenn man
gelegentlich an einer fertizen Form die Achsen aufsuchen und das Para-
meterverhiltnis bestimmen 1iBt oder anderseits, wenn man die Achsen-
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und Parameterverhiiltnisse zur Ableitung, d. h. zur Bildung neuer
Formen benutzt. Im letzteren Falle bleiben Kristallform, Achsen- und
Parameterverhiltnis im BewuBtsein vereint und bilden ein untrennbares
Ganzes, Jede Verinderung des einen geht Hand in Hand mit der des
anderen, und das eine ohne das andere wird gar nicht gedacht. Die Ver-
bindung mit der darstellenden Geometrie wird dabei in ganz natur-
gemitBer Weise hergestellt; denn auch hier werden die Ebenen durch
die Achsenabschnitte bestimmt; nach Angabe derselben werden viele
Aufgaben iiber Kristallformen von den Schillern selbstindig konstruktiv
eelost werden konnen.

Beim Zeichnen der tesseralen Formen gehe man vom Oktaeder,
in den anderen Systemen von der Grundpyramide aus. Mit Hilfe
beider und iiber dieselben zeichne man die anderen Gestalten. Dadurch
wird der Zusammenhang der Formen klar. Der Nachweis eines solehen
Zusammenhanges macht die Kristallographie zur Wissenschaft. Man
lernt zudem die Flichen, Kanten und Ecken verschiedener
Formen in ihrer gegenseitigen Lage kennen, sieht z. B. daB die
Hexaederflichen vor den Ecken, die Rhombendodekaederflichen vor den
Kanten des Oktaeders erscheinen und wird sich in der Folge bei der
Auflosung der Kombinationen bald zurechtfinden.

Die Kristallographie hat insofern eine praktische Bedeutung, als sie
eine Hilfswissenschaft fiir die beschreibende Mineralogie bildet. Eine
grofiere Beachtung verdient aber ihr Bildungswert, der ihr einen
Ehrenplatz unter den Lehrgegenstinden der Mittelschule sichert. Wenn
man jedoch auf die Wechselbeziehungen der Formen zueinander, d. i
auf die Ableitung kein grofies Gewicht legt, und wenn man weiterhin
ihren mathematischen Inhalt vernachlissigt, so beraubt man sie des an-
sehnlichsten Teiles ihres Bildungswertes und reduziert den Zweck des
Unterrichtes auf das blofe Kennenlernen der Formen durch Anschauung.

Was das Zeichnen der Kristallbilder weiterhin anbelangt, so wire
noch zu erwigen, ob dasselbe nicht zu schwierig und niéht zu zeit-
raubend ist,

Schwierigkeiten bietet nur die Darstellung des Achsenkreuzes in
gedrehter Stellung. Es wire zu umstindlich und nicht am Platze, die
Drehung wirklich durchzufithren, man wird vielmehr das Achsenkreuz
als gegeben betrachten, d. h. dasselbe einer fertigen Konstruktion ent-
nehmen. Im iibrigen ist ein Kristallbild bald vollendet, rascher gezeichnet,
als beschrieben werden kann, wie man es machen soll. Zudem geniigt
es, wenn man von den charakteristischen Flichengruppen jener Formen,
welche den Habitus des Oktaeders, Hexaeders u. a. tragen, nur eine
zeichnet; die Ubersicht itber die Form gewinnt sogar dabei. Man kann
auch auf Grund einer gegebenen Anleitung einzelne Formen vom Schiiler
selbst zeichnen lassen. Sollte aber das Zeichnen demnoch ein Defizit in
der verfiigharen Zeit hervorrufen, so 1aBt sich dasselbe an anderer Stelle




ausgleichen, vielleicht.wird es schon »dadurch wett gemacht, dali die
Wiederholungen des Lehrstoffes wegen der beim ersten Unterrichte er-
zielten besseren Erfolge weniger Zeit in Anspruch nehmen. Weise Grind-
lichkeit im Untetrichte wird in der Regel zur besten Spar-
meisterin an Zeit und Muhe.

Berechnung der Ableitungszahlen. Die Beziehungen zwischen
Kristallographie und Mineralbeschreibung bleiben ziemlich locker, da man
viel zu selten in die Lage kommt, dem Schiler eine Verwertung seiner
kristallographischen Kenntnisse fir das Bestimmen und Beschreiben
der Mineralien moglich zu machen. Der Grund liegt darin, dal deut-
liche oder auch nur enizifferbare Kristalle selten sind. Man mul} sich
leider in der Mehrzahl der Fille mit der Nennung des Systems, in
dem das Mineral kristallisiert, begniigen; in anderen Fillen miissen

la

Zeichnungen und Modelle ein dirftiges Surrogat fiir wirkliche Krista
geben.

Um so mehr sollte man die vorhandenen deutlichen Kristalle aus-
nutzen, um den Zusammenhang zwischen Kristallographie und Mineral-
beschreibung inniger zu gestalten. Damit ist unter anderem gemeint: man
lasse von den Schiilern Messungen vornehmen und darnach das Achsen-
beziehungsweise das Parameterverhéltnis der Flichen bestimmen. An spe-
ziellen Beispielen wird spéiterhin gezeigt werden, welche geringe Miihe
dies verursacht, vorausgesetzt, dali beim Unterrichte gezeichnet wird. An
einem richtigen Kristallbilde erkennt man sofort die Wechselbeziehung
zwischen Kantenwinkel und Achse, hézichungsweise Parameter, Zu solchen
Messungen wiirden sich besonders eignen: Granat oder Analzim fir das
[kositetraeder; Pyrit fiir das Pentagondodekaeder; Zirkon fir tetragonale,
Baryt, Arragonit, Schwefel fir thombische, Gips, Augit, Amphibol, Ortho-
klas firr monoklinische, Quarz, Kalzit fiir rhomboedrische Formen,

Im Februar des heurigen Jahres wurde in einer Vollversammlung
des Vereines ,Realschule” nach einem Vortrag des Prof, Dr, Gust. Schilling
,Uber physikalische Schiileriibungen? einstimmig die Resolution gefaft,
es sei die Einfiihrung solcher Ubungen an der Realschule anzustreben.
Am 8. April beschiiftigte sich der Mittelschultag mit demselben Gegen-
stande. Es wurde, nachdem Dr. Schilling neuerdings in einem eingehen-
den Vortrag die Wichtigkeit von physikalischen Schiileritbungen begriindet
hatte, dieselbe Resolution angenommen, nur iiber Antrag des Prof. Dr
Kleinpeter (Gmunden) durch den Zusatz erweiterl: .es sei in allen
naturwissenschaftlichen Fichern praktischer Unterricht anzustreben” In
der Chemie haben sich praktische Ubungen gut bewihrt, in der Natur-
geschichte begniigt man sich mit Bestimmungsitbungen in der Botanik
und Mineralogie. Die Anregung, welche der Verfasser dieses Aufsatzes
beziglich der Kristallmessung gibt, entspringt demselben Bestreben: die
Schiiler dem Lehrgegenstande néher zu bringen.
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Berechnung und konstruktive Darstellung von Kristallnetzen.

Das Wissen der Schiller in den verschiedenen Unterrichtsfichern 1it
sich mit Faden vergleichen, welche parallel nebeneinander verlaufen und
verhiltnisméfiig sparlich durch Querfiden zu einem. Netze verbunden
werden. Es ist eine oft hemerkte Tatsache, dal ein Schiler die Kennt-
nisse, die er sich in der Naturgeschichte erworben hat. beim Ausarbeiten
deutscher Anfgaben nicht benutzt, in der Naturgeschichtsstunde die
Lander nicht kennt, welche ihm als Heimat der Tiere bezeichnet werden,
dafl er in der Chemie nicht' rechnen kann u.'s. w., obwohl er leicht
und richtig geantwortet hitte, wenn man dieselben Fragen im betreffen-
den Unterrichtsfache an ihn gestellt hitte. So macht es den Bindruck
— man verzeihe den trivialen Vergleich — als ob ein solcher Schiiler
fir jedes Unterrichtsfach eine eigene Abteilung im Gehirn hitte, welche
nur nach aufen mindet, hingegen mit den anderen nicht in Verbindung
steht. Diese Erscheinung ist psychologisch wohl begriindet. Jedes Unter-
richtsfach arbeitet vorherrschend in der Entwicklung von Lingsreihen
von Vorstellungen, nur selten reichen die Querreihen in das Gebiet eines
zweiten Unterrichtsgegenstandes. So fehlt es, psychologisch gesprochen,
an ,Hilfen”, welche eine Vorstellungsreihe, welche einer zweiten Wissen-
schaft angehort, tber die Schwel

e des Bewulitseins heben kénnten. Das
wire wohl das Ideal des Gesamtunterrichtes, alle die Wissensfiden zu
einem dichten Netz zu verkniipfen. Kénnte man den Gesamtunterricht
einer Klasse in die Hand eines einzigen Lehrers legen, wire es leichter
diesem Ideale nither zu kommen. Unter den bestehenden Verhiltnissen
wird es um so mehr zur Pflicht, die vorhandenen Verbindungen der Unter-
richtszweige auszubilden und neue Verbindungen zu schaffen,

So liefen sich auch zwischen der Kristallographie einerseits und
der Mathematik sowie der = darstellenden Geometrie anderseits leicht
Briicken errichten. Einen Teil des Baues miiite der zeichnende Kristallo-
graph besorgen, den ansehnlicheren Teil hingegen die Fachlehrer fir
Mathematik und Geometrie,

Die Sache ist keineswegs so gedacht, alsob in den mathematischen, be-
ziehungsweise geometrischen Lehrbiichern der Kristallographie ein be=-
sonderer Abschnitt einzuriumen, wohl aber, dal unter die Aufzaben
auch eine Anzahl kristallographischer aunfzunehmen wire. Man kénnte
den Einwand erheben, daf der Platz fiir derartige Aufgaben teilweise
schon im Lehrstoff der VI. Klasse gesucht werden miifite, wihrend die
Kristallographie erst in der VII. Klasse gelehrt wird. Der Grund zur
Kristallographie wird aber schon im chemischen Unterrichte der IV. Klasse

gelegt, zudem kann jede Kristallform wunabhiingig von der anderen mit
wenigen Worten, ohne daBl man kristallographische Vorkenntnisse vor-
aussetzt, soweil erklirt werden, dafi die Aufgabe klar wird.

In diesem Aufsatze wird eine Reihe von Aufgaben vorgefithrt und
zugleich die Losung gegeben. Damit soll nicht gezeigt werden, wie man
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es machen soll, sondern nur, daf die Aufgaben auf elementarem Wege
mit Nutzen gelost werden konnen. Vielleicht lassen sich die Rechnungen
und Konstruktionen kiirzer und besser durchfithren — dabei kann die
Sache nur gewinnen. Wenige Fundamentalsiiize der Geometrie, inshesondere
solche der Trigonometrie geniigen zur Berechnung, die also in dieser
Beziehung keine Schwierigkeiten bereitet. Solche konnten nur darin ge-
funden werden, daB die zu berechnenden Linien und Flichen im Raume
mannigfaltige Lagen annehmen. Aber gerade hierin liegt anderseits ein
Vorzug dieser Aufgaben: sie wenden sich an die Einbildungskraft der
Schiiler und schaffen ihm Gelegenheit, sich im ,riumlichen Schauen”
der Flichengebilde zu itben. Die Symmetrieverhiltnisse der Formen
versetzen uns in die Lage, alle Linien, insbesondere die Senkrechten im
Raume sicher zu ziehen. Aus der naturgeschichtlichen Lehrmittelsammlung
konnen jederzeit die Modelle beigestellt werden, welche zur richtigen
Vorstellung verhelfen. Die Berechnungen beziehen sich fast durchwegs
auf die Herstellung der Kristallnetze, so dal der Schiiler in der Lage
ist, das Ergebnis seiner Berechnung auch praktisch zu verwerten, insofern
er das Modell oder das Kristallbild, weleches er entworfen hat, korperlich
herzustellen vermag.

Fir die darstellende Geomelrie kiimen zweierlei Arten von Anfgaben
in Betracht: die Konstruktion der Bilder von Kristallen in gedrehter
Stellung (in Anschaunungsfigur, Axonometrie), also dieselbe Konstruktion,
die der zeichnende Kristallograph vornimmt, nur miifite in der darstel-
lenden Geometrie die Drehung aus der Grundstellung wirklich durch-
gefiihrt werden — weiterhin die Konstruktion der Kristallnetze.

Der Schreiber dieses Aufsatzes ist dieselben Wege gewandelt, welche
in den Berechnungen und Konstruktionen eingehalten werden, um eine
Reihe von kleinen Modellen herzustellen, welche, neben die Mineralien
gelegt, die Anschauung unterstiitzen. Kristalle, Modelle, das Kontaktgonio-
meter, im Notfalle Angaben iiber Achsenverhiltnisse oder Kantenwinkel in
einem Lehrbuche der Mineralogie waren die Hilfsmittel. Diese Arbeit bot
ihm soviel geistige Anregung und Befriedigung, daf in ihm der Entschlufi reifte,
seine Erfahrungen zu verdffentlichen, ausschlieilich in der Absicht, eine
Verwertung derselben fiir die Schiiller anzuregen.

Fiir das Studium der Kristallformen gibt es eine lange Reihe von
Werken. Hier seien nur genannt: Naumann (Lehrbuch der reinen und
angewandten Kristallographie), Kupffer (Handbuch der rechnenden
Kristallonomie), Rammelsberg (Lehrbuch der Kristallkunde), Miller
{Lehrbuch der Kristallographie), Karsten (Lehrbuch der Kristallographie),
v. Lang (Lehrbuch der Kristallographie)) Quenstedt (Grundrif der
bestimmenden und rechnenden Kristallographie), Rose (Elemente der
Kristallographie), Klein (Einleitung in die Kristallberechnung), Liebisch
(Geometrische Kristallographie). K. Twrdy schrieb einen ,methodischen
Lehrgang der Kristallographie”. Da es sich in dieser Schrift durchwegs
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um Elementaraufgaben handelt, wurde die Benutzung von wissenschaft-
lichen Hilfsquellen nicht notwendig. Die streng wissenschaftliche Kristall-
darstellung und Kristallberechnung kennt vollkommenere Methoden, als jene
sind, die hier angewendet werden, Es wire aber unstatthaft, neue Gesichts-
punkte, neue Begriffe in den kristallographischen Unterricht der Mittel-
schulen einfithren oder gar fiir die Berechnung Formeln benutzen zu
wollen, zu deren Ableitung die mathematischen Kenntnisse des Mittel-
sehillers nicht ausreichen. Es handelt sich nicht darum, den kristallo-
graphischen Lehrstoff dem Umfange oder der Tiefe nach zu erweitern,
angestrebt wird einzig und allein, dafi alles das, was der Lehrplan vor-
schreibt, zur Gianze verstanden und geistig verarbeitet werde.
Die Aufstellung allgemeiner Rechnungsformeln wurde vermieden; jede
Aufgabe kann unabhingig von der anderen aufgelost werden. Nirgends
wurde der Gesichtskreis des Schiilers iiberschritten und auf diese Art
gezeigt, daBl das mathematische und geometrisehe Wissen desselben aus-
reicht, die meisten Kristallmodelle und Kristallbilder, welche beim Unter-
richte in Betracht kommen, soweit zu berechnen oder zu konstruieren,
daB er selbst die Modelle zu verfertigen vermag.

Der Verfasser mulite, um die Zeichnungen, Berechnungen und
Konstruktionen verstindlich zu machen, die Elemente der Kristallographie
in die Schrift aufnehmen. Hierbei ist er namentlich bei der Beschreibung
der Grundformen weiter gegangen, als fiir diesen Zweck notwendig war.
Er wollte jedoch nebenbei jenen Weg in allen Einzelheiten kenn-
zeichnen, den er bei Erteilung des kristallographischen Unterrichtes fir
den besten hilt: den Weg der strengen Induktion.

I. Das tesserale System.,

Das Oktaeder (Fig. 1, I) wird bei ebenmifliger Ausbildung von
8 kongruenten, gleichseitigen Dreiecken umsehlossen, Es hat 12 gleiche
Kanten und 6 gleiche Ecken. Durch je 4 Kanten (oder Ecken) lifit sich
eine Ebene legen, welche die Form in 2 symmetrische Hilften teilt. Es
gibt also 3 solche Symmetrieebenen, Sie stehen aufeinander senkrecht
und grenzen den Raum in 8 gleiche Teile (Oktanten) ab, Man nennt
sie Hauptsymmetrieebenen. Das Oktaeder wird so gestellf, daf} eine
derselben horizontal, die 2 anderen also vertikal zu liegen kommen; von
den letzteren stellt man die eine in die Léangsrichtung, d. i. von
vorn nach riuckwiirts, die andere in die Querrichtung, d. i. von links
nachrechts (Grundstellung). Aufierdem gibt esnoch 6 weitere Symmetrie-
ebenen, welche durch die Halbierungspunkte der Kanten senkrecht
auf die letzteren verlaufen und die von den Hauptsymmetrieebenen ge-
bildeten rechten Winkel halbieren. Sie werden Nebensymmetrieebenen
genannt, So weist das Oktaeder im ganzen 9 Symmetrieebenen auf.

Die Hauptsymmetrieebenen schneiden sich in 3 aufeinander normalen
Geraden X X,, YY, und ZZ, Diese nimmt man als die Koordinaten-




achsen an, mit Hilfe welcher man die Richtung der Begrenzungsflichen
im Raum bestimmt. Sie durchkreuzen sich tm Mittelpunkt der Kristall-
form. Von ihren beiden Armen werden die vom Miltelpunkte nach vorn,
rechts und oben verlaufenden als positiv, die anderen als negativ an-
cenomuien. Die im Inneren der Kristallform gelegenen Abschnitte der
Koordinatenachsen mnennt man kristallographische Achsen oder
Achsen kurzweg. In der Grundstellung verlauft eine in der Langsrichtung
(Langsachse), eine zweite in der Querrichtung (Querachse), die dritte
vertikal (Hauptachse). Diese Achsen sind beim Oktaeder gleich lang

und stehen selbstverstiindlich normal aufeinander. Als Mabzal

1l fiir eine
halbe Achse pfleet man a anzunehmen, Das Verhdltnis der 3 Achsen
A. V) launtet also 2a:2a:2a oder aza:a oder 1:1:1. Um eine Uber-
einstimmung mit der Bezeichnungsweise in der darstellenden Geometrie
zu erreichen, wollen wir hierfiiv (1, 1, 1) schreiben.

Soll die Richtung
einer Begrenzungs-
fliche im Raume be-
stimmt werden, so be-
achtet man die Ab-
schnitte, welehe sie an

den Koordinatenachsen

erzeuel. Die Abschnitte
werden  vom - Mittel-
punkte an bis zum

Schnitte mit der Be-
cerenzungsfliche  ge-
Fibr. 1. nommen und Koor-

dinaten oder in der

Kristallographie gewohnliech Parameter genannt. Fir jede Be-
arenzungsfliche kommen 3 Parameter in Betracht, deren Verhilinis
Parameterverhiltnis heiit. Die Oktaederfliche ABF schneidet die
X X,-Achse im Abstande OA =a, in demselben Abstande aber auch die
YY,- und Z7,-Achse, Das Parameterverhiltnis lautet darum (a, a, a) oder
(1, 1, 1) und man sieht, daf dasselbe hier mit dem A, V. identisch ist.
Will man eine bestimmte Fliche eindeutig bezeichnen, so fiigt man den
Parametern das Qualitatszeichen bei. Fiir die Fliche DAF lautet also das
Parameterverhilltnis (a, — a, a), wobei man zu beachten hat, daf sich
die erste Zahl stets auf die Lings-, die zweite auf die Quer- und die
dritte auf die Vertikalrichtung bezieht. Abgesehen von den wechselnden
Qualititszeichen haben aber alle Oktaederflichen dasselbe Parameter-
verhiltnis (1, 1, 1) und dieses kann darum geradezu als charakterisierendes
Zeichen oder Symbol far das Oktaeder gelten. (Bezeichnung nach Weif).
Die Hauptsymmetrieebenen erzeugen am Oktaeder Schnittflichen,
welche Haupischnitte genannt werden. Man unterscheidet den
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basischen, den Lings- und den Querhauptschnitt; in allen drei
Féallen ist die Schnittficur ein Quadrat.

Da es bei einem Kristall nicht auf die Form und Grille der Be-
grenzungsilichen, sondern nur auf deren Richtung gegen das Achsensystem
ankommt, die durch das Parameterverhiilinis geceben ist. so kann man
sich eine beliebige Fliche unabhiingiz von ‘den anderen parallel ver-
schoben denken. Unveriindert bleibt dabei das Parameterverhiltnizs und
mit diesem der Winkel, welchen die Flichen miteinander bilden. (Ge-
setz der Konstanz der Flichenwinkel). In der Kristallographie hat
man sich darum die Symmetrie nicht in der Art zu denken wie in der
Geometrie, wo gleiche Form und gleiche Distanz zu beiden Seiten der
Symmelrielinie oder Symmetrieebene vorausgesetzt wird. Bei Kristallen be-
zieht sich die Symmetrie nur auf die Flichenrichtung, d. h. auf die Para-
meterverhiltnisse. Die Abbildung Fig. 1 zeigt uns das Oktaeder in eben-
miliicer Ausbildung. cewissermaflen in seiner Idealezestalt, d. i. in einem
speziellen Fall. in dem alle Begrenzungsflichen gleiche Zentraldistanz
haben. Auch die anderen Kristallformen wollen wir ausschliefilich in der
[dealform darstellen. Aus dem Gesagten folet auch. dall in einem Oktanten

unendlich viele Oktaederfliichen denkbar sind, dafl sie zueinander parall

verlaufen, dasselbe Parameterverhiiltnis besitzen, zu demselben Oktaecder
gehoren und den Wert einer einzigen Begrenzungsflache:-haben. Weiter-
hin folgt, daB eine Form mit dem Parameterverhiltnis (1, 1, ]:i nicht

mehr als 8 Flichen haben kann.

I

in einer Geraden, welche durch den Mittelpunkt des Oktaeders und den

Jedem Oktanten schneiden sich je 3 der Nebensymmelrieebenen

einer Begrenzungsfliiche verliuft: in der Fie. 1 die Gerade O 5. Mit den
Hauptsymmetrieebenen schneiden sich die Nebensymmetrieebenen in Ge-
raden, z. B. O t, welche vom Mittelpunkt der Form durch die Halbiernngs-
punkte der Kanten verlaufen. Diese beiden Arten von Sechnittlinien
kénnfe man Achsen zweiter Ordnung nennen; in ihnen liegen, oleich-
wie in den eigentlichen Achsen, die kristallographiseh wichtigen Punkte
der vom Oktaeder abgeleiteten anderen tesseralen Formen,

1. Aufgabe. Es ist das Bild eines Oktaeders zu entwerfen. — Die

Kristallformen lassen sich in mehrfacher Weise bildlich veranschaulichen:
fir uns kornmt nur die Darstellung in orthegonaler Projektion oder
rechtwinkeliger Parallelperspektive in Betracht, wobei man sich
die Kristallform vor die Zeichenfliche gehalten und das projizierende Ange

s0 in unendlicher Entfernune denkt, dafl die projizierenden Strahlen

parallel und senkrecht (orthogonal) auf die Bildfliche fallen. Man pro-

Jiziert nur die Eckpunkte und verbindet deren Bilder durch gerade Linien,

welehe die Projektionen der Kanten geben. Denkt man sich das Oktaeder
in Grundstellung vor die Bildflache gehalten, so werden sich die Haupt-
und Querachse in wahrer Grofe projizieren. Darum bilden (Fig. 1, II)
wir mit D, B;—=F, G, =2 a als Diagonalen das Quadrat D, G, B,F, und
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erhalten so das Bild des Oktaeders, Hier hebt sich ein Teil der Kanten
und Ecken voneinander nicht ab und die Projektion der Lingsachse
erscheint als ein Punkt. Ein solches Bild verschafft keine Ubersicht und
eignet sich wenig zu Deduktionszwecken. Hingegen leistet es bei Kon-
struktionen gute Dienste, da sich ein Teil der Achsen und meist .mLh
ein Teil der Kanten in wirklicher Linge projiziert. So kann die Fig.
[I unmittelbar zur Konstruktion des Netzes eines Oktaeders \er\\-’t,mh.t.
werden, dessen Halbachse a (z B. a=10cm) gegeben ist. Man bildet die
Begrenzungsdreiecke mit der Seite D,F;, die hier in wahrer Grdfle er-
scheint. In der Folge wird das erste Bild der Kristallformen fast aus-
nahmslos der Grundstellung entnommen, so oft es sich darum handelt,
das Netz durch Konstruktion zu erhalten. Die Bildebene denkt man sich
hierbei vertikal ge-
B stellt, eine Gerade,
parallel mit dem
linken Papierrande,
A ; bl bezeichnet die Ver-
tikal-, eine solche
parallel mit dem
unteren Papierande
die Horizontalrich-
tung. Die Formen
werden darumso vor
der Bildebene ge-
dacht, dafi die
Hauptachsemitdem

Tt S ,__fr”"'/ linken, die Quer-

i 1A [l v A achse mit l.!("['ll un-
e ' teren Papierrande

Figs 2. parallel verlanfen.—

Fig. 1, I zeigt uns
das Oktaeder in Ansichtsstellung. Hier iibersieht man alle Kanten,
Ecken und Achsen. Eine solche Figur ergibt sich als das Resultat einer zwei-
fachen Drehung aus der Grundstellung. Man denkt sich (Fig. 2) auf die
Bildehene P; eine Ebene E gelegt und das Oktaeder so gehalten, dal} der

basische Hauptschnitt mit ihr zusammenfillt, die Hauptachse also darauf

senkrecht steht. Nun dreht man das Oktaeder um die Hauptachse, bis
die Querachse den Winkel ¢ (in der Fig. ¢ = 209, also die Lingsachse
den Winkel 90° -1 ¢ (1109 mit der Querrichtung |)|Hn;. t. Wir ziehen darum
in der Querrichtung die Gerade E,, wilhlen in derselben den Punkt G,
errichten hier eine Gerade C, A!, welche mit E, den Winkel C;C; A"=
110° bildet und betrachten dieselbe als Diagonale eines Quadrates,
A'B! (, DY, welches uns den basischen Hauptschnitt des Oktaeders gibt.

Die Projektion der Hauptachse mit ihren Endpunkten, d. i. den Ecken




F und G fillt in den Mittelpunkt O! des Quadrats. Nun denken wir uns
E mit E, als Drehungsachse nach vorn und aufwirts um den Winkel
900 — g (hier ¢ =8¢) gedreht, so daf sie schlieBlich mit der Horizontal-
ebene den Winkel =289 bildet, das Oktaeder aber denken wir uns mit
E unbeweglich verbunden. G wird die Lage beibehalten, die anderen
Mittelecken A, B und D aber werden Drehungskreise beschreiben, deren
Ebenen durch die Spuren V,, V,! und V,!' sich kennzeichnen. Die Spur
far die Drehungsebene des Mittelpunktes O, der beiden Ecken F und G
und also auch der Hauptachse ist U,. In C; errichten wir normal auf
E, die Gerade ,X; als Bildachse einer zweiten Bildebene P,. Auf dieser
werden sich die Drehungskreise projizieren. O und A%, sind die zweiten
Jilder von O und A vor der Drehung. Nach beendeter Drehung erzeugt
E auf P,, die Spur E,, welche wir erhalten, wenn wir in (, unter
einem Winkel von 90° — =820 eine Gerade ziehen. In derselben er-
scheinen auch die zweiten Bilder der Punkte A und O nach beendeter
Drehung, withrend die ersten Bilder derselben durch die Schnittpunkte
Ai und O, der von A; und O, gezogenen Ordinalen mit den Spuren V,
und U, bestimmt werden. Bisher wurden die Ecken D und B nicht be-
riicksichtigt. Durch Verlingerung der Quadratseite A1D! bis zum Schnitte
mit E, im Punkte b entsteht die Strecke A'b, welche die Drehung mit-
machen und schlieflich in die Lage A;b gelangen wird. Dabei wird D
in der Drehungsebene, deren Spur V, ist, verbleiben, so daB der Schnitt-
punkt der Geraden b A, mit V, seine neue Lage D, bezeichnet. Wird
von D, durch O, die Projektion der Querachse gezogen, so gibt der
Schnittpunkt mit V11, die Lage der vierten Mittelecke. Es ertibrigt noch,
das erste Bild der Hauptachse zu suchen. Dasselbe fillt in die Spur U,
und sein Mittelpunkt liegt in O, In wirklicher Linge wird sich die Haupt-
achse auf P,, projizieren, Wir errichten in O, eine Normale, tragen nach
oben und unten a auf, iibertragen die Punkte F, und G, auf U, und er-
halten hier F, und G,. Schlieilich werden die Projektionen der Kanten ge-
zogen.”) — Selbstverstiindlich eignet sich eine solehe Konstruktion keines-
wegs fur eine kristallographische Lehrstunde u. zw. schon deswegen
nicht, weil sie zu umstindlich und zeitraunbend wire. Hier kommt es
darauf an, ohne erheblichen Zeitverlust ein anschauliches Bild zu schaffen.
Dies erreicht man, wenn man das Achsenkreuz in gedrehter Lage
als gegeben betrachtet, so daf man nur die Endpunkte der Halb-
achsen miteinander zu verbinden hat. Man kinnte sich fir das Zeichnen
des Achsenkreuzes leicht ein mechanisches Hilfsmittel verfertigen, indem
man einer guten Konsiruktion die Werte zur Darstellung eines ,per-
spektivischen Achsenkreuzes? aus drei Holzstiben entnimmt. Das soll
sagen: man gebe den Holzstiben ein Lingenverhiltnis und verbinde sie

*) Eine iibersichtliche und leichtfaliliche Erliuterung verschiedener Projektions-
methoden des Achsenkreuzes und der Kristallformen iiberhaupt findet der Leser in

v. Langs ,Lehrbuch der Kristallographie'.




unter Winkeln, wie Achsen und Winkel im gedrehten Achsenkreuz dem
projizierenden Auge erscheinen. Binnen kurzem hat man aber eine
solehe Sicherheit in der Darstellung des gedrehten Achsenkreuzes erlangt,
dal man auf jedes Hilfsmittel verzichten kann. Ist das Achsenkreuz ge-
zeichnet, g0 lafit sich die weitere Konstruktion nicht allein des Oktaeders,
tallformen mit Lineal und Zirkel korrekt

sondern tiherhaupt aller K
durchfithren. ohne dall das Ungefihr oder das Augenmall eine Rolle spielt.

Da wir die tesseralen Formen unter Zugrundelegung des Oktaeders
und mit Bezug auf dasselbe berechnen wollen, so erscheint es zweck-
mifig, jene, Werte vom Oktaeder zu gewinnen, die hierbei Verwendung
finden und dann als bekannt. voransgesetzt werden sollen,

Die Oktaecderkante hat die Linge a V2 (A ABO in Fig. 1, I).
Die Distanz der Kante vom Mittelpunkt der Kristallform ist der halben
Kantenlinge gleich = 2 e A AOR), Die Hohe einer Oktaederfliche

-3

£ £ : e : o
DR l G (/. DAR) Die Sechnittlinie Os der Nehensymmetrieebenen

trifft die Oktaederfliche in deren Mittelpunkt I und teilt die Hohenlinie
- i . 2 : - ]
DR im Verhiltnis 2:1, so dafi also DI=5DR= 1 6: IR=+=DR

I 6. Die Distanz der Oktaederfliche vom Mittelpunkte betriagl

3 (/A TOR).

Der Neigungswinkel der Flichen oder Flichenwinkel Dieser
Winkel wird in der Kristallographie Kantenwinkel genannt. Den letzieren
Namen aber gebraucht man in der Geomelrie fiir den von 2 Kanten in
einer Begrenzungsfliche gebildeten ebenen Winkel. Um MiBverstindnisse
s vermeiden, sollen im folgenden die Ausdriicke ,Flichenwinkel” und
Kantenwinkel” in jener Bedeutung angewendet werden, die dem Schiiler
aus dem ceometrisehen Unterrvichte gelanfig ist, Der [liachenwinkel an einer
Oktaederkante 1aBt sich aus dem /\ A €S berechnen. Dieses liegt in der
Nebensymmetrieebene, welche in S die Oktaederkante halbiert und auf
derselben senkrecht ist: die Schnittlinien AS und SC stehen als Fufi-

linien normal anf FB und <= ¢S A ist der Flichenwinkel. I'B -a ¥ 2;

AS=—=5 U= 6. Im ACS fstnun AC:=AS* S22 —2A5.5C.
=

cog S A: cos CSA=— L} sin (CSA—0900) ==:<cCSA — 900 —

3’ 5]
190 98 164 (S A =109°28'16". Der Flichenwinkel M A W, w elehen die
Ebenen von je zwei in der Oktaederecke susammenstoBenden abwechseln-
den Dreiecken bilden, ist, wie aus dem A M A W zu ersehen, supplementér
7111092 28' 16 und hat darum 70° 31 44",




2. Aufgabe. Es ist das Netz eines Oktaeders zu berechnen, dessen
Halbachse a=10 em ist. — Eine Seite in der Begrenzungsfliche des
Oktaeders —a )2 =10} 2 = 1414 em. 8 gleichseitige Dreiecke von dieser
Seitenlinge werden in der bekannten Weise zum Netze verbunden.

Das Triakisoktaeder. Wird in der Fig. 1, I die Oktaederfliiche
ABTF um die Kante AF nach vorn gedreht, so wird sie dadurch aus
ihrer Richtung gebracht. Die XX, - und ZZ,-Achse werden von der Dreiecks-
ebene wie frither im Abstande a geschnitten, die YY;-Achse hingegen in
einem griéfieren Abstande. Diesen pflegt man in der Weise zu.bestimmen,
daff man sich die Halbachse a mit der Zahl m =1 multipliziert denkt,
so daB also seine Grofie mit ma bezeichnet wird. Sollen die Symmetrie-
verhilltnisse, wie sie am Oktaeder bestehen, erhalten bleiben, so mufl
man den Voreane auch iiber den Kanten AB und FB und weiterhin
in jedem Oktanten dreimal wiederholen. Es bildet sich also tber jeder
Oktaederfliche als Basis eine von 3 gleichschenkeligen Dreiecken um-
schlossene Pyramide und man erhilt einen neuen Kérper: das Triakis-
oktaeder. Dieses wird von 24 gleichschenkelicen Dreiecken begrenzt.
Es hat 12 Kanten, die betreffs Linge und Richtung den Oktaeder-
kanten gleichen, nur ist ihr Flichenwinkel stumpfer geworden. Dazu
kommen noch 24 kiirzere Kanten, die zu je dreien fber den Flichen
des eingeschriebenen Oktaeders liegen. 6 Ecken sind achtflichic und
haben die Lage der Oktaederecken; zwischen ihnen verlaufen die
Achsen. Je eine dreiflichige Ecke liegt tiber einer Oktaederfliiche, Das
Parameterverhiiltnis ist, wie schon aus der Ableitung folgt, ma:a:a
(m, 1, 1), die Achsen hingegen sind durch die Ableitung nichi verindert
worden,

3. Aufgabe. Es ist das am Bleiglanz vorkommende Triakisoktaeder
(2,1,1) in Ansichtsstellung zu konstruieren. — Bei dieser und allen analogen
Aufgaben wollen wir zunichst, Fig. 3, I, das Oktaeder in gedrehter
Stellung entwerfen, beziehungsweise (im kristallographischen Unterrichte)
als gegeben voraussetzen, und daritber die weitere Konstruktion aus-
fiihren. Die Begrenzungsflichen des Triakisoktaeders denken wir uns als
das Resultat des Durchschnittes von Ebenen, die zu je dreien in jedem
Oktanten so gelegt wurden, dall sie einerseits durch eine Oktaederkante
gehen, anderseits den nicht zu dieser Kante gehdrenden Koordinaten-
achsenast in einem Punkte freffen, der den Zentralabstand 2 a hat.. Wir
denken uns also die Halbachse a in jedem Koordinatenachsenast mit
2 multipliziert, d. h. wir schneiden von jedem Aste 2a ab. Selbstver-
standlich bezieht sich die Verdoppelung in der Figur nicht auf a selbst,
sondern auf dessen Projeklion, die in den verschiedenen Koordinaten-
achseniisten einen anderen Wert hat. So erhalten wir unter anderem die
Punkte p” und p*‘. Da der Neigungswinkel der gelegten Ebenen gegen die
gleichseitige Oktaederfliche derselbe ist und ma fiir alle denselben Wert
hat, so muli die entstehende Pyramide eine gerade sein, d. h. der Scheitel

K. k. 5t RoI0 9
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muB von den Oktaederecken gleich weit abstehen und die Seitenflichen
miissen gleichschenkelige Dreiecke sein, deren Symmetralen durch den
Halbierungspunkt der Oktaederkante und den Scheitel gehen. Wenn wir
weiterhin A und F mit p verbinden, so erhalien wir ein gleich-
schenkeliges Dreieck, dessen Symmetrale durch den Halbierungspunkt der
Oktaederkante und durch p* verlauft. Diese Symmetrale ist der geome-
trische Ort fir die Scheitel aller gleichschenkeligen Dreiecke, die sich
iiber AT errichten lassen. Zu denselben gehort also auch die Begren-
zungsfliche, Darum mufl deren Symmetrale mit jener durch p verlau-
fenden identiseh sein. Analoges gilt von den Ebenen, die durch A B und
F B gelegt wurden. Der Pyramidenscheitel mufi im Schnittpunkte
der drei Geraden liegen, die man von den Halbierungspunkten

der Kanten nach den Endpunkten von ma gezogen hal. Daraus
ergibt sich folgender Vorgang fur die Konstruktion: Man zeichne das
Oktaeder in gedrehter Stellung, trage auf jedem Koordinaten-
achsenaste 2a auf, halbiere die Kanten und ziehe von jedem
Halbierungspunkte beiderseits je eine Gerade, welche den
Koordinatenachsenast, der dem betreffenden Oktanten, aber
nicht der hetreffenden Kante angehort, in einem Punkte trifft,
der den Zentralabstand 2 a hat. Der Durchschnittspunkt,
welchen je zwei der Geraden in jedem Oktanten bilden, ist der
Pyramidenscheitel, den man mit den Oktaederecken verbindet.
— Es geniigt also, wenn im Oktantenblof zweiK onstruktionslinien ge-
zogen werden. — Die beste [Thersicht iber die Form 148t sich erzielen,
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wenn man sich auf die Konstruktion einer einzigen Flichengruppe be-
schrinkt. Will man dennoch die anderen Fliichengruppen darstellen, so kann
man die Konstruktion nach der bisherigen Art fortsetzen, es ist aber vor-
teilhatter, sich die Arbeit durch Beriicksichtigung der Symmetrieverhilinisse
zu erleichtern. So mufi die Ecke Q) in einer durch H mit der Hauptachse
parallel gezogenen Geraden liegen, Zieht man diese, so bedarf es nur einer
einzigen Konstruktionslinie zwischen dem Halbierungspunkt der Kante A G
und p*, um die Lage von  zu erhalten. So liegen auch I und K in
Geraden, die von Hund Q) parallel mit der Querachse gezogen wurden u. s. w.
Ja, hat man unter Benutzung der Ableitungszahl m erst eine einzige Ecke
konstruiert, so bedarf man dieser Zahl tberhaupt nicht mehr und kann
blof gestiitzt auf die Symmetrie die Konstruktion zu Ende fihren. So
z. B. halbiert die durch H und die Hauptachse gelegte Nebensymmetrie-
ebene die Kante AB und geht auch durch (. Sie bildet mit dem
basischen Hauptschnitte die Schnittlinie O T, welche als Fufilinie normal
aufl der Hauptachse steht. Normal auf dieser sind ferner jene Geraden,
die von H und Q parallel zu OT gezogen werden. Halbieren wir also
die Kante A B, verbinden den Halbierungspunkt T mit O, ziehen von H
parallel zu OT die Gerade Ht, schneiden von O G die Strecke Os=0t
ab, ziehen von s eine mit O T Parallele sQ =t H, so gibt der Punkt Q

die Lage der gesuchten Ecke. — Das Gesagte gilt aber nicht allein fiir
das Triakisoktaeder, sondern auch sinngeméfl fiir die anderen Formen
des tesseralen Systems.

4. Aufgabe. Das Netz des Triakisoktaeders (1'/s, 1, 1) ist durch
das Projektionsverfahren zu suchen; a soll hierbei die Linge von 10em
bekommen, — Da es bei den Kristallen nicht auf die absolute GroBe,
sondern nur auf das Parameterverhiiltnis ankommt, so kénnte man sich
damit begniigen, blof anf dieses Riicksicht zu nehmen. Dies wiire der
Fall, wenn man ein Begrenzungsdreieck nur mit Riieksicht auf seine
Winkel bestimmen wiirde. Wir wollen aber hier und auch weiterhin die
Aufgabe dahin erweitern, dall wir eine Form von bestimmter absoluter
Grolie erhalten: die Halbachse a soll 10em lang sein. Wir entwerfen
(Fig. 3, II) das erste Bild des Oktaeders in der Grundstellung. Die iiber
der Oktaederfliche ABT gelegene Ecke H des Triakisoktaeders hat ihr
erstes Bild einerseits in der ersten Spur N, der Nebensymmelrieebene N,
anderseits in einer Geraden, welche wir vom Halbierungspunkte der

: . 3
Oktaederkante R nach p*, d. i. nach dem Endpunkte von 5 a = 15 em

gezogen haben, also im Punkte .. — Hy A,, H, B, und H, F, sind die Pro-

jektionen dreier ,kirzerer” Kanten. Sie geben die Kanten verkiirzt,

withrend F, B, die wirkliche Linge einer ,lingeren” Kante hat. F'H liegl
in der Nebensymmetrieebene L, welche durch die Hauptachse F G geht.
Diese Ebene wollen wir um die Hauptachse drelen, bis sie mit der Bild-
ebene parallel lauft; vom Punkte H nehmen wir an, dafi er die Drehung
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mitmacht. Der Drehungskreis des Punktes H liegt hierbei in einer Ebene,
deren erste Spur die durch H! normal auf die Projektion der Hauptsache
gezogene Gerade U, ist, der Drehungskreis selbst wird sich auf der Bild-
ebene P, projizieren, falls wir ;X; normal auf F, G, ziehen. Wir kon-
struieren das zweite Bild des Korpers. H. gibt uns die Lage des Punktes
H vor der Drehung, H, nach derselben. Wir tibertragen H's mach Py, er-
halten hier H', und durch Verbindung von F; mit H!, die Kante FH in
wirklicher Lange F, H!. Nun.sind wir in der Lage, das /\ FHB . um die
Kante ' B in die Bildebene umzulegen und zu konstruieren. F, B, H! ist
ein Begrenzungsdreieck in wahrer Grofe. Je 3 solcher Dreiecke werden zu
einer Gruppe vereinigt; 8 Gruppen nach Art der Einzelflichen im Okta-
edernetze geordnet geben das Netz des Triakisoktaeders.

5. Aufgabe. L ist das Netz des Triakisoktaeders (2,1, 1) zu he-

rechnen. (a = 10em) — Die Aufgabe ist als geldst zu betrachten, wenn man
ein Begrenzungsdreieck durch die Basis und Hohe bestimmt hat Wir
withlen das A\ AHF. Die Seite AF hat die Linge einer Oklaederkante
a J 2 = 141421 ¢m. Die Hohe R H hiingt von der Grifie des <= p" RO =@
ab, welcher aus dem A ROp" zu berechnen ist. Die Strecke B R ist
die Hohenlinie des Oktaederdreieckes und wird durch die von H nach O
gezogene Gerade HO im Verhiltnis 1:2 geteill. OR steht auf AF
normal: der <— BR O ist der halbe Flichenwinkel einer Oktaederkante,
hat also 54° 44/ 8%,

Op”"=0R tang e; tang ¢=m V2 = V'S: ‘a= 700 31‘43".
- HRh=e«—549 44¢ 87 — 159 47 35" = 6.
ey ; 5 R h S
Im RhH ist RH S = 42427 em.
= cos fi

6. Aufeabe. An einem Triakisoktaeder (Modell) sei der Flichen-
winkel der Kante AF =2 ¢ =153% 28’ durch Messen bestimmt worden;

es izt das Parameterverhiltnis zu berechnen.

e d Op tang o tang 76" 44' it
ARO P! il fange=—==ml2;m=—"12_ — ; = 3.
: )R V2 V2

Dies ist eine jener Aufgaben, welche man. wie in der Einleitung
gesagl wurde, leicht in der mineralogischen Unterrichtsstunde aufldsen
kannte, falls man den Unterricht mit dem Zeichnen der Formen verkniipfl
hat. Die Parameter sind fiir die direkte Messung nicht zueginelich, wohl
aber die Kanten beziiglich ihrer Linge, ferner die Kanten- und die
Flichenwinkel. Da infolge vers¢hiedener Unregelmifiigkeiten in der Aus-
bildung der Kristalle, namentlich aher infolge ungleicher Zentraldistanz
der Flichen das Messen der Kantenliinge unverlifiliche Resultate gibl und
auch beim Messen der Kantenwinkel keine befriedigende Genauigkeit zu
, s0 beschrinkt man sich fast nur auf die Messung der

tel, «

erzielen is
Fl

chenwin eren Grdafle unter allen Verhiltnissen konstant oder




nahezu konstant bleibt. Man bedient sich hierzu der Goniometer.
Reflexgoniometer kommen fiir Mittelschulen nicht in Betracht, bei den
Kontakigoniometern, die nirgends fehlen durften, geht die erreichbare
Gienanigkeit nicht tiber einen halben Grad. Leider eignen sich nur wenige
Kristalle zu Messungen mit dem Kontaktgoniometer. Ein dirftiges Ersatz-
mittel bilden Modelle.

Das Rhombendodekaeder. Je groBer im Triakisoktaeder (Fig. 3,
[) die Ableitungszahl m wird, desto stumpfer wird die Kante AB; fur
m— oc stellt sich die Konstruktionslinie T p“/ vertikal und mit ihr das
/\ ABH. Dasselbe gilt vom /\ AQB. Der Flichenwinkel der Kante A B
hat den Wert 180° angenommen, beide Dreiecke fallen in eine chene
Fliche zusammen, welche ein Rhombus sein mufl, da ihre 4 Seiten
einander gleich sind. Aus
24 Begrenzungsflichen sind
also 12 geworden; der neue
KarperisteimBhombendo-
dekaeder, d.i. ein Rhom-
bhenzwolfflichner., 12 Kanten
des Triakisoktaeders sind
verschwunden, die 24 an-
deren sind geblieben; die
Zahl der Ecken hat sich [\
nicht geindert, nur sind die
den Oktaederecken ent-
sprechenden Ecken 4flichig

geworden. Das Parameter-
verhiltnis ist (e, 1, 1). 1l
Besonders gut Lifit sich
die Entstehung des Rhom-
hendodekaeders aus dem
Triakisoktaeder durch Konstruktion ersichtlich machen. Wir entwerfen
suniichst das Bild eines Oktaeders in Grundstellung (Fig. 4, 1)
und konstruieren im rechten und linken oberen Oktanten die Triakis-

)

oktaeder | : 1, 1) und (2, 1, 1). *RH! und I"* R H" sind die Projek-

tionen der Flichenwinkel an der Kante AF. Sie werden von den Hohen-
linien der hier zusammenstofenden Begrenzungsdreiecke gebildet. Je
grafier m wird, desto stumpfer wird dieser Winkel. Zugleich rucken I
und H mehr und mehr gegen den Rand der Figur. Fir m = ~o wird die
dem Endpunkte der Z Z,-Achse zustrebende Konstruktionslinie parallel
mit Z Z, und geht durch H,., IR und H,R fallen in eine Gerade zu-
sammmen und dies in Wirklichkeit, nicht blofi scheinbar, da das pro-
jizierende Auge die Winkel bei R in schriger Richtung sieht. Die Kante
AF als solehe ist verschwunden und zur lingeren Diagonale eines




Rhombus geworden, die kiirzere Diagonale desselben Rhombus wird von
den beiden verschmolzenen Héhenlinien der fritheren Dreiecke gebildet.
Im Bilde sind 4 Rhomben sichtbar, in der Projektion erscheinen sie als
(Quadrate; 4 andere Rhomben werden von ihnen gedeckt, 4 endlich
stehen normal auf der Bildebene und projizieren sich in den Geraden
D, F, F,B, B G, und G,D,. Diese Strecken geben uns zugleich die
lingeren Diagonalen in wirklicher Grifie; in solcher erscheinen aber auch
die kirzeren Diagonalen, die wie jene mit dem Querhauptschnitte parallel
verlaufen, Die Projektionen der lingeren Diagonalen bilden ein Quadrat,
ebenso die der kiirzeren. Das eine QQuadrat ist dem anderen eingeschrieben,
Daraus folgt, dali am Khombendodekaeder selbst alle lingeren Diagonalen
ein Oktaeder, die kiirzeren hingegen ein Hexaeder bilden. Beide sind dem
Rhombendodekaeder eingeschrieben, Die Ecken des Oktaeders fallen mit
den 3flichigen, die des Hexaeders mit den 4flichigen Ecken des
Rhombendodekaeders zusammen.

7. Aufgabe. Es ist das Rhombendodekaeder in Ansichtsstellung zu
konstruieren. — Wir verfahren so, wie wenn wir ein Triakisoktaeder zu

zeichnen hitten. Die Konstruktion wird nur modifiziert durch den Um-
stand, daB m = coc. Die Punkte p/ p” und p*‘ sind in unendliche Ent-
fernung gertickt, dadurch werden die Konstruktionslinien parallel mit je
einer Achse und je 2 aus benachbarten Oktanten fallen in eine Gerade
zusammen. Die Abschnitte zwischen den gegenseiligen Schnittpunkten
bilden ein Hexaeder, dessen Kanten die Oktaederkanten im Halbierungs-
punkte schneiden. Man zeichne darum (Fig. 4, 1) ein Oktaeder in
gedrehter Stellung, halbiere dessen Kanten und ziehe durch
jeden Halbierungspunkt eine Parallele zu jener Achse, die
nicht zur betreffenden Oktaederkante gehdrt. Die Durehschnitts-
punkte dieser Parallelen untereinander liefern die Scheitel der
Sflichigen Ecken und werden mit den Oktaederecken ver-
bunden. So zieht man z. B. durch R eine Parallele mit der Quer-, durch
U eine solche mit der Hauptachse und erhiilt den Punkt I als Schnitt-
punkt, welchen man mit D, A und F verbindet. Es geniigt, wenn man
nach dieser Methode nur den einen Endpunkt I zu gewinnen trachtet,
von hier aus die Kanten 1D, 1A und IF zieht, wodurch man 3 Rhomben-
seilen erhalt. Durch Erginzung der Rhomben bekommt man die Seiten
angrenzender Rhomben und. das Rhombendodekaeder selbst, wenn fort-
geselzt Parallele gezogen werden.

3. Aufgabe. Es isl das Nelz eines Rhombendodekaeders zu be-
rechnen. — Nicht beliebige 12 Rhomben geben das Dodekaeder, nur solche,
bei welchen die Diagonalen in einem bestimmten Lingenverhiltnis stehen.
Man entnimmt unmittelbar der Fig. 4, II, daB die kiirzere Diagonale
I H;=0,B,=a. Da die lingere Diagonale die Linge der Oktaederkante
al 2 hat, so verhilt sich die kiirzere zur lingeren Diagonale wie 1: ) 2.
Nun wird es auch klar, warum sich ein Rhombus in der Grundstellung,




wobei er mit der Bildebene einen Winkel von 45° bildet, als Quadrat
projizieren muf. Die Oktaederkante bildet nimlich mit den beiden Halb-
achsen ein gleichschenkeliges, rechtwinkeliges Dreieck, in dem sie als
Hypotenuse erscheint und eine Projektion von der Linge der Kathete a
gibt. Soll man das Nelz eines Rhombendodekaeders entwerfen, dessen
halbe Achse a— 10 ¢m ist, so gibt man der kiirzeren Diagonale die Liinge
von 10 ¢m, der lingeren die von 10V 2 = 14'14 cm,

9, Aufgabe. Es ist das Netz eines Rhombendodekaeders zu kon-
struieren. — Man entwirft das erste Bild eines Rhombendodekaeders in
Grundstellung (Fig. 4, II), wie oben gezeigt wurde, und entnimmt der
Figur unmittelbar die Werte fiir die beiden Diagonalen. G, B, gibt eine
langere Diagonale in wirklicher Linge. Wir denken uns den dazu ge-
hérigen Rhombus Q GL B, der normal auf P, steht, um die Diagonale
gedreht, bis er mit P, parallel wird, und konstruieren ihn. 12 solche
Rhomben geben das Netz des Rhombendodekaeders.

10. Aufgabe. Es ist der Flichenwinkel des Rhombendodekaeders
su berechnen. — Fillt man von den Rhombenmittelpunkten R und S
(Fig. 4, I) auf FH die Normalen Rk und Sk, so treffen sich dieselben
auf Grund der Symmetrieverhiiltnisse in ein und demselben Punkte, d. i.
in k und <~ RkS ist der Flachenwinkel. Wir bezeichnen die Hilfte der
kitrzeren Rhombendiagonale mit c.

RS (ARHS)=cV2;FH(A RHF)=cV¥3.

Im A RHF ist Rk eine Normale vom Scheitel des rechten Winkels

' . REF: 2e¢
auf die Hypotenuse und darum Fk= O )

: . 2 el 1
Rk(ARkF)=ce 33 COS SkR (/A RSk)=—=

£y

Ciosinus — - entspricht einem Winkel von 120° Wird durch das

/\ RSk eine Ebene gelegt, so erzeugt sie am Rhombendodekaeder ein
regulires Sechseck als Schnittfigur.

Das lkositetraeder. Denken wir uns im Oktaeder (Fig. 1, I) das
/\ABF so aus seiner Richtung gebracht, daf der Punkt A seine Lage
beibehalt, die Punkte F und B aber gleichmifBig d. h. in solcher Arf
gehoben werden, daf ihre Verbindungslinie mit F B parallel bleibt, so
werden nun die Y Y;- und die Z Z,-Achse von einer durch ABF gelegten
Ebene in groferer Zentraldistanz getroffen, welche wir uns so gebildel
denken, daB wir die Halbachse a mit m>1 multipliziert denken. Das
Parameterverhiltnis lautet nunmehr (ma,ma,a)=(m,m,1). Sollen die
Symmetrieverhiiltnisse erhalten bleiben, so muB derselbe Vorgang uber
den Ecken B und F und weiterhin auch in den anderen Oktanten wieder-
holt werden. Es entsteht ein neuer Korper: das Ikositetraeder, welches
von 24 kongruenten Deltoiden begrenzt wird, die zu je 3 tber einer
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Oktaederfliche liegen. Wir unterscheiden 24 kiirzere und 24 lingere
Kanten. Die ersteren liegen paarweise tiber einer Oktaederkante, die
wie ‘gebrochen erscheint, die letzteren zu je 3 iiber einer Oktaeder-
flaiche. Die Form hat 14 Ecken. Je eine vierflichige Ecke fillt mit einer
Oktaederecke zusammen, eine dreiflichige liegt iber jeder Oktaeder-
flicche.

11, Aufgabe. Es ist das lkositetraeder (2,2,1) in Ansichtsstellung
zu Konstruieren. — Die Ebene, in welcher das Deltoid ATHR (Fig. b, 1)
liegt, geht durch die Punkte A und p“ Durch dieselben Punkte geht
aber im benachbarten Oktanten die Ebene, welcher das Deltoid AVOT
angehort. A und p" sind somit Punkte, die beiden Ebenen gemeinsam
sind und darum die Richtung ihrer Schnittlinie A p* bestimmen. Analoges

gilt von der Schnittlinie Bp’ zwischen den Ebenen, in welchen die
Deltoide HTBS und Q WBT liegen. Der Symmetrieverhillinisse wegen
schneiden sich Ap” und Bp’ in einem Punkte T, der von A und B
gleich weit entfernt ist und im basischen Hauptschnitt liegt. Er be-
zeichnet die Lage einer iither der Oktaederkante befindlichen Ecke. Ebenso
erhiilt man R und 5. Die beiden Ebenen, in welchen die Deltoide ATHR
und TBSH gelegen sind, gehen durch die Punkte T und p’‘; diese
sind ihnen gemeinsam und ebenso alle Punkte, die zwischen T und p*“
liegen, so daB T p** ihre Schnittlinie bezeichnet. Auf dieselbe Art erhilt
man die Schnittlinien Rp* und Sp’. Der Symmetrieverhaltnisse wegen
ireffen sich die 3 Schnittlinien in einem Punkte, der tber dem
Mittelpunkt der Oktaederfliche liegt. Da er allen 3 Ebenen gemeinsam

ist, so bezeichnet er die Lage der Ecke H. Aus dem Gesagten ergibt




sich folgender Vorgang fiir die Konstruktion. Man zeichne ein Oktaeder
in gedrehter Stellung und schneide von jedem Koordinaten-
achsenaste 2a ab. Von den beiden Endpunkten einer jeden
Oktaederkante ziehe man je eine Konstruktionslinie gegen die
Endpunkte von 2a jener Koordinatenachseniiste, die zu dieser
Kante gehdren (also von A nach p” und von P nach p’). So
erhilt man die Lage der tiber den Oktaederkanten gelegenen
Ecken durch die Schnittpunkte T, S, R u. s. w. Von diesen
ziehe man je eine weitere Konstruktionslinie nach dem
Endpunkt von 2a des dritten zum Oktanten gehdrenden
Koordinatenachsenastes (von T nach p'“, von S nach p‘ von
R nach p” u. s.:w) Je 3 der letzteren Konstruktionslinien
schneiden sich in einem Punkte (z B.H), welcher die Lage
der tber der Oktaederflaiche befindlichen Ecke bezeichnet,
Die Abschnitte aller Konstruktionslinien vom Beginne bis
zum Schnitte mit einer zweiten geben die Kanten.

12. Aufgabe. Es ist das Netz des am Granat vorkommenden
[kositetraeders (2, 2, 1) zu konstruieren (a = 10c¢m). — Wir entwerfen das
erste Bild (Fig. 5, II) des rechten, unteren, vorderen Achtels der Form in
Grundstellung. Dieses geschieht, indem wir zunichst das gleichgelegene
Oktaederachtel A, G;B; projizieren, wobei wir A,G,=A;B, = 10¢cm
machen. Uber der Oktaederfliche konstruieren wir die von 3 Deltoiden
gebildete Fliachengruppe. Die Kante von B, geht nach p“/, wenn O,p*
— 98— 20¢m ist; sie trifft die von G, ausgehende Kante G, W, in W,,
das in der Symmetralen O, N, liegt. Die beiden Kanten B, W, und G, W,
gehdren gewissermalien zur Oktaederkante B, G.. Ebenso gehoren zu den
Oktaederkanten A, G, und A, B, im Raume je 2 neue Kanten, welche
Seiten der Deltoide sind. Die betreffenden Figuren befinden sich in der
Vertikalebene durch A, G,, beziehungsweise in der Horizontalebene durch
A, B,; sie sind der Figur B, G, W, kongruent, so dafl sie durch Auf-
drehung dieser um die Achse O, G, und um die Achse O, B, im. Raume
entstanden gedacht werden kdénnen. Wir erhalten demnach die Ecken
V, und T, durch die projizierenden Geraden W,V, und W,T, Die
Projektion der tiber der Oktaederfliche gelegenen Ecke Q wird durch
den Schnittpunkt Q, bestimmt, welchen die von T, nach p’ gezogene
Gerade mit N, bildet. Wir haben nur noch Q, und V, zu verbinden. Um
eine Begrenzungfliche in wahrer Grofie zu gewinnen, verfahren wir wie
folgt: Ein Deltoid. ist durch die Seiten und eine Diagonale bestimmt.
Im Bilde erscheinen blof die langeren Kanten GW und WD in wirk-
licher Linge. Die kirzere Kante QT und die Diagonale QG liegen in
einer Nebensymmetrieebene L, welche durch die Hauptachse geht, also
horizontal projizierend ist. Denkt man sich  und T mit der Ebene
L fest verbunden und diese um die Hauptachse gedreht, bis sie mit der
Bildebene parallel ist, so haben die Projektionen von Kante und Diago-




nale schliefflich die wirklichen Lingen angenommen. Die weitere Kon-
struktion ist aus der Figur ersichtlich. In Fig 5, 11T wurde das Deltoid
unter Benutzung der gefundenen Werte entworfen. Je 3 derartige
Deltoide werden zu einer Gruppe vereinigt und 8 Gruppen nach Art
der Dreiecke im Oktaedernetze geordnet.

13. Aufgabe. Es ist das Netz des Ikositetraeders (2,2 1) mit
a=10 em zu berechnen, — Wir wiithlen das Deltoid HT B S und be-
stimmen es durch Berechnung der Seite BS=BT und der Diagonalen
HB und ST.

Op"=20F, Op'=20A, daher p'p“=2AF und p'R—2AR

- af j Rt ars = d 47 I e
oder AR=_Ap"==Va*-}+4a*=_Vb ="745636-e: —= B S, ebenso
o o) o)

tBS_ Tppyai gl ; Bp', daher ST =1 pp— L VTaifFaar —
D 5 0 51

2 -
== -'% — ; 2 = 94281 cm.

Aus dem rechtwinkeligen Dreieck B gp’” folgt, da B p’'=Ap'"

= 1 e = r
M F Al b (e s BV 5int = DT — 9
=a}b und gp“=5p'p“=2al2: gB=VFbat—2a Ll 8.

-

Heilt x der Schnittpunkt der Diagonalen BH und ST, so ist Bx— il.{g
a oo ] 28z : g Ao e e AR Qqrs
:-3-]' 3, gx = V3, H.\=-_1 gx=g¢ Y3, HB=Hx'-} Bx- =5 )3 =

— 866025 em.

Um das Deltoid zu konstruieren (Fig. 5, IV), zeichnel man ein gleich-
schenkeliges /\ mit der Basis ST =9'43em und den Seiten SB=BT
= 745 em. Vom Scheitel B zieht man durch ST eine Normale = 8:66 ¢m
und verbindet ihren Endpunkt H mit S und T.

14. Aufgabe. Der Winkel, welchen die Ebenen zweier in der Ecke
B zusammenstoBender, abwechselnder Deltoide miteinander bilden, wurde
am Granat (Analeim oder Leucit) gemessen und als Wert 109° 28
gefunden; es ist die Ableitungszahl m zu berechnen.

Im & l"f.'ﬁ

OBg ... 0g—=0B tang O Bg; Og= ROk =a;

mal 2 109° 28 5 r .
—T s . O RO A4 V9D — 9
=W a tang — R tang 59° 44} 2 = 2.

Die Ableitungszahl m kann alle Werte von 1 bis co annehmen, so-
mit sind unendlich viele lkositetraeder denkbar. Denken wir uns alle
Varietiiten dem Oktaeder umschrieben, so ist leicht einzusehen, dafi die
Eekpunkte desselben allen Formen gemeinsam bleiben, wohl aber heben
sich mit zunehmendem m sowohl die tiber den Kanten als auch die tiber
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den Flichen des Oktaeders liegenden Ecken; der geometrische Ort fur
erstere liegt in der Schnittlinie zwischen den Haupt- und Neben-
symmetrieebenen, fir letztere in der Schnittlinie der Nebensymmetrie-
ebenen untereinander. Die Formen werden mehr und mehr hexaeder-
ihnlich, insofern sie an ein Hexaeder erinnern, dessen Flachen eine von
4 Deltoiden gebildete Flichengruppe aufgesetzt ist. Wird schliefilich m =
— o, sostellen sich je 4 in einer Oktaederecke zusammenstofiende Deltoide
parallel mit einem Hauptschnitt und fallen in eine Fliche zusammen:
aus 24 Deltoiden sind 6 Quadrate geworden, es ist ein Hexaeder ent-
standen. In Fig. 6, IT ist der Ubergang des Okiaeders in das Hexaeder
o

: 2 3 3 ; ;
mit den Ikositetraedern (=, —, 1) und (2,
51 L) J 3

2, 1) als Zwischenformen konstruktiv er-
sichtlich gemacht.

Das Hexaeder hat also nach dem
Gesagten das Symbol (=, o0, 1). Die 6 Be-
erenzungsflichen sind Quadrate, welche sich
in 12 Kanten schneiden, deren Flichenwinkel
90° betrigt. Die 8 Ecken sind 3flichig:
die Achsen verbinden entsprechend der Ab-
leitung die Mittelpunkte je zweler gegen-

tiberliegender Quadrate.

15. Aufeabe. Es ist ein Hexaeder in
Anschanungsstellung zu konstruieren. — Wir
bilden gewissermaflen ein Deltoidikosite-
traeder mit der Ableitungszahl m = oco.
Die Punkte p‘, p* und p* sind in un-
endliche Ferne geriickt, die Konstruktions-
linie A p’ wird mit der Hauptachse parallel
und fiallt mit der von A nach —p’“‘ ge-
zogenen in eine Gerade zusammen. Analoges
gilt von den anderen Konstruktionslinien, Fig. 6.

die nun nicht mehr die Lage von Kanten

bezeichnen, sondern zu Seitensymmetralen von Quadraten geworden
sind. Diese schneiden sich in Geraden, die mit je einer Achse parallel
laufen und durch den Schnittpunkt je zweier Konstruktionslinien gehen.
Es ergibt sich also fiir die Konstruktion folgender Vorgang: Man zeichne
(Fig. 6, I) ein Oktaeder in Ansichtsstellung und ziehe durch
jeden Eckpunkt desselben je 2 Gerade parallel mit den Achsen,
die nicht zu dem betreffenden Eckpunkt gehoren. Also durch
A die Geraden RV |FG und UT|DB. RU schneidet sich
mit der durech RZ|AC gezogenen Geraden RZ in R und
dies ist ein Punkt der Hexaederkante, die wir erhalten,
wenn wir durech R parallel mit DB die Gerade IH ziehen.
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Analog bekommen wir die anderen Kanten, Dieselben liefern,
bis zum gegenseitigen Schnitte verldngert, die Hexaederecken.
Das Hexakisoktaeder. Wenn wir (Fig. 1, ) in der Oktaederecke

A die Begrenzungsfliche ABF in der Art aus ihrer Richtung bringen,
daB der Punkt A seine Lage behilt, die Punkte I' und B aber ungleich-
miBig, B mehr als F, gehoben werden, so wird jetzt ABF in einer
Ebene liegen, welehe die X X,-Achse im Abstand a, die Z Z,-Achse im
Abgtand na und die Y'Y!-Achse im Abstand ma schneidet. Hierbei ist
m> n=> 1. Das Parameterverhilltnis lautet (m, n, 1). Soll die Symmetrie.
wie sie am Oktaeder besteht,

7l '\_.: I erhalten bleiben, so mull von

! T demselben Punkte A noch eine
|t | G 2. Ebene gelegt werden, welche
[ ] A B, die Y Y1-Achse im Abstand nla

und die ZZ!-Achse im Abstande
ma schneidet. Derselbe Vor-
gang ist in denPunkten I und B
und weiterhin in jedem Ok-
tanten in analoger Weise zu
wiederholen. In jedem Oktanten
treten also 6 Fliachen auf, es
entsteht eine Form mit 48 Be-
grenzungsflichen: das Hexakis-
oktaeder. Dieses (Fig. 7, I)
wird von 48 ungleichseitigen
Dreiecken umschlossen, welche
zu je 6 uber einer Oktaeder-
fliche eine pyramidenihnliche
Gruppe bilden. 24 _mittlere”
Kanten liegen zu je 2 tber
einer Oktaederkante, die wie
gebrochen erscheint, je drei

wlangere” und ebenso je drei
Jkirzere” befinden sich tiber
jeder Oktaederfliche. Wie heim

lkositetraeder liegt uber jeder Oktaederkante und jeder Oktaederfliche

je eine Ecke; 6 weitere Ecken fallen. wie dort mit denen des ein-
geschriebenen Oktaeders zusammen.

15. Aufgabe. Es ist das am Diamant und Fluorit fir sich vor-
kommende Hexakisoktaeder (4, 2, 1) in Ansichtsstellung zu konstruieren. —
Die Ecken R, T und S (Fig. 7) erhalten wir in derselben Art wie die
gleichgelegenen Ecken am Ikositetraeder. Es ertabrigt also nur, die Lage
der Ecke H zu bestimmen. Die beiden Ebenen, in denen die Dreiecke
ATH und TBH liegen, gehen einerseits durch T, anderseits durch q**.
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Eine Gerade, durch diese Punkte gelegt, ist die Schnittlinie heider und
muB durch die Ecke H gehen. Analoges gilt von der Schnittlinie Sq
swischen den Ebenen der Dreiecke FHS und HB S. Die beiden Schnitt-
linien durchschneiden sich in einem Punkte, d. i. in H. Die Konstruktion
mufl mit Riicksicht darauf erfolgen, daB bei H keine einspringenden
Winkel entstehen. Man zeichne darum ein Oktaeder in Ansichts-
stellung und schneide von jedem Koordinatenachsenaste 4 a
und zugleich 2a ab. Von jedem der beiden Endpunkte einer
Oktaederkante ziehe man je eine Gerade gegen den Endpunkt
von 2a jener Koordinatenachseniste, die mit der betreffenden
Kante in einer Ebene liegen (also von A nach p* und von F nach p').
Die . Sthnittpunkte dieser Geraden liefern die tuber den
Oktaederkanten gelegenen Ecken (R, S, T u. s. w.). Bisher ist also
die Konstruktion wie beim Ikositetraeder. Nun ziehe man von den
sewonnenen Ecken je eine Gerade nach dem Endpunkte von 42
i, Js, qs) des 3. Koordinatenachsenastes (von T nach ', von S
nach ¢’ u. s. w.) und erhilt in deren Schnittpunkten die tber der
Oktaederfliche gelegenen Ecken. Durch entsprechende Verbin-
dung aller Ecken untereinander entstehen die Kanten.

: - . 3
16. Anfgabe, Es ist das Netz des Hexakisoktaeders (2, 5, 1) durch

Konstruktion darzustellen: (a== 10 em). — Man geht analog vor wie beim
Ikositetraeder. In Fig. 7, Il ist O, B; G, das 1. Bild des unteren, rechten, vor-
deren Achtels eines Oktaeders in der Grundstellung, N, die Spur einer Neben-
symmetrieebene, O, q""' =ma =20 cm; 0, p*=na—=1bem. Die Punkte
W,, V, und T, bestimmen wir wie beim Ikositetraeder, hingegen erhalten
wir Q,, wenn wir T} mit q** verbinden, als Durchschnittspunkt von T, "’
mit N,. Nun lassen sich die Projektionen der Kanten ziehen. G; W, gibt
die wirkliche Linge einer ,mittleren” Kante. Eine ,lingere” Kante
TQ und eine kiirzere” QG liegen in einer Nebensymmetrieebene L,
welehe durch die Hauptachse geht und horizontal projizierend ist. Denken
wir uns wieder L um die Hauptachse gedreht, bis sie mit P, parallel
wird, so werden schliefilich beide Kanten in wirklicher Liinge erscheinen.
Aus der Ficur erkennen wir die weitere Konstruktion. G, W' Q! ist ein
Begrenzungsdreieck in wahrer Grofe. Bei Zusammenstellung des Netzes
hat man darauf zu achten, daf je 2 in einer Kante zusammenstofiende
Dreiecke nicht kongruent, sondern symmetrisch sind, d. h. dafi in den-
selben die cleichen Seiten und Winkel in umgekehrter Reihenfolge liegen.
Je 6 Dreiecke werden zu einer Gruppe vereinigt und 8 solche Gruppen
nach Art der Dreiecke im Oktaedernetze geordnet.

17. Aufgabe. Es ist das Netz des Hexakisoktaeders (4,2,1) zu be-
rechnen, a — 10¢m. — Wir withlen das /\ A HR undbestimmen die 3 Seiten.

a) Seite AR. Diese wird so bestimmt wie die analog gelegene
Kante des lkositetraeders. Fir dasselbe n bleiben niimlich Neigung und
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Linge der Kante AR unverindert. Wir konnen aber A R—=SB auch in
folgender Weise berechnen:
priQE e

= =2 O Bp=63026/b"—0,
0B a

Ap“OB.. tangOBp'“'=

al2
ol

\t'BS...t"B= — VB0 = 7:07107; <ct*BS= 0 B p/" — 450 =

—18026/p!' =5 SB= o5 18996757 — 7:4536 om.

b) Seite RH. Fir diese nehmen wir die gleich lange Seite H'T.
Im A Tq”0 wird die Grofe des Winkels, den HT mit O T bildet, d. i
des == O T g abhingen von der Entfernung des Punktes ¢, d. i. von
der Zahl m, aber anch von der Zentraldistanz des Punktes T, welche
wieder durch die Zahl n bedingt wird, Wir bestimmen HT aus dem
A THHY, welches wir erhalten, wenn wir die Punkte T, S und R mit
einander verbinden, in dem so entstandenen gleichseitigen Dreiecke T S R
die Héohenlinie T u ziehen und auf diese von H die Normale HH* fillen.
Das /A TSR ist einerseits die Basis einer regelmifligen 3seitigen Pyra-
mide, deren Scheitel in H liegt, anderseits die Basis einer regelmifligen
3seitigen Pyramide mit O als Scheitel und den Strecken OT, OS und
O R als Seitenkanten. Diese fallen mit den schon ofter genannten
Schnittlinien zwischen Haupt- und Nebensymmetrieebenen zusammen
und halbieren die Oktaederkanten in den Punkten f, t' und t. Ver-
bindet man diese Punkte untereinander, so erhilt man wieder ein
gleichseitiges Dreieck, welches der Oktaederfliche eingeschrieben und
darum leicht zu berechnen ist. Dieses Dreieck erscheint als eine mit der
Basis T S R parallele Schnittfigur in der Pyramide OTSR. Die Hohe &
& A= Q’
== AT i

oo | o

BT s 1
der Oktaederfliche ist ri V6, daher t* H' = 3 a

A Tqw0'... 0OT=0tT.
Ot/ (Zentraldistanz der Oktaederkante) = _,H - HTA AL T)=Atttangf—

V2

G Li-:i:z_ tang f§; tang U'l"'i'”zia.iji'!l"r"; leutimi'-r B "
/32
1 - tang g :
1+ tang f=1-| tang 18° 26’ 5" = 1'353.
tang'O Tiq' =4:2427; 0T "' = 76% 44 13" =1.
AR AL S | M 0 i (B e i s B e
QBB a

I — ot = (1 - tang G} Tar

Fiir m =4 ist tang O T g’/ =




Fir a=10em ist T H'=5443em; AHH'T .. cH TH=p— O T H';
Qo 28/ ¢
S OTH — Ot H = 01__2_2 £ (halber Flichenwinkel des Oktaeders);
X H'TH="76° 44' 12 — 540 44 84 —220 4%,
o TH'
M= i

Seite A H= B H. Diese bestimmen wir aus dem /\ HH* B; H“B =

=

2 der Hohe des Oktaederdreieckes — r; "6y "HH* —H H' -+ H"H"

o
HH (A\H TH=HT sin H'TH= 21993 cm.
OH :0OHY=TH : {"H".

. OH" . TH
P =

O H* (Zentraldistanz der Oktaederfliche) — (;| 3; OH'=544b Fr‘.%;

H'H* — O B — O H* — 19959 H H* — 41252 em.
B H:— H H“2 + H"B? — 412522 - ( 20 ):ssynssg.

AH=HB=09148¢em.

Das Tetrakishexaeder. Denken wir uns bei einem Hexakisoktaeder

(Fig. 7, I) bei gleichbleibendem n die Ableitungszahl m mehr und mehr
wachsend, so wird die Konstruktionslinie T ¢/ und mit ihr die Kante T H
sich immer steiler stellen, d. h. der parallelen Richtung mit O g sich
immer mehr nihern. Wird m= co, so stellt sie sich vertikal und fillt
£ mit der Kante T Q im benachbarten Oktanten in eine Gerade zusammen,
] withrend die Kante AT den Flachenwinkel von 180° annimmt, d. h. ver-
schwindet. Analoges gilt von den anderen Kanten: je 2 kiurzere
aneinanderstofende Kanten benachbarter Oktanten verschmelzen in eine

Kante, wihrend alle ,mittleren’* Kanten verschwinden; die Form ist,

da je 2 an einer mittleren Kante gelegene Flichen in eine zu-
sammenfallen, 24fliichig geworden und es ist das Tetrakishexaeder ent-

standen. Dasselbe wird (Fig. 8) von 24 kongruenten, gleichschenkeligen
Dreiecken begrenzt. Es erinnert an ein Hexaeder, dessen Flichen je eine

4seitige Pyramide aufgesetzt ist. HEs hat 12 lingere Kanten, welche wie

die Kanten eines Hexaeders gelegen sind, und 24 kiirzere zu je 4 iiber

einer Fliche des eingeschriebenen Hexaeders. Acht Ecken haben die

Lage von Hexaederecken, 6 liegen iber den Flichen des Hexaeders.

Das Parameterverhilinis ist (oo, n, 1). Es wiire unlogisch und unkonsequent,

das Tetrakishexaeder aus dem Hexaeder abzuleiten, da dieses die SchluB-

form aller tesseralen Gestalten bildet, Auch darf man sich die Varietiiten-

reihe der Tetrakishexaeder nicht so vorstellen, dafi die Pyramidenscheitel
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immer hoher ricken, Vielmehr bezeichnen diese die Endpunkte der
Achsen und bleiben in ihrer Lage. Wohl aber bekommen die Kanlen
und Ecken, welche analog den Hexaederkanten und Hexaederecken ge-
lecen sind. mit wachsendem m eine zunchmende Zentraldistanz. Denkl
man sich alle Tetrakishexaeder so vereinigt, dal immer die Form mit
nichst kleinerem m jener mit néchst grdélierem eingeschrieben ist, so
bleiben nur die Pyramidenscheitel als Achsenendpunkte allen Formen
gemeinsam. Die Schnittlinie zwischen einer Haupt- und Nebensymmetrie-
linie Ot ist der geometrische Ort fiir die Halbierungspunkte der den
Hexaederkanten analog gelegenen Kanten. Fir m =1 werden diese zu
den kiirzeren Diagonalen in den Begrenzungsflichen des Rhombendode-

kaeders (s0, 1,1), fir m =— ~ werden sie zu Hexaederkanten. Rhomben-
dodekaeder und Hexaeder bilden die Grenzformen in der Reihe der
Tetrakishexaeder, wiithrend diese selbst als Grenzformen der Hexakisok-
taeder anzusehen sind.

18. Aufgabe. Es ist das am Fluorit vorkommende Tetrakishexaeder
(~.2, 1) in Ansichtsstellung zu konstruieren. — Man geht so vor, wie wenn
man gewissermafien ein Hexakisoktaeder mil n = oo hilden sollte. Da die
Punkte q', q* und ¢ in unendliche Entfernung gerfickt sind, so fallen T H
und T Q (Fig. 7) in eine mit der Hauptachse parallele Gerade zusammen.
Analoges gilt von allen mittleren Kanten des Hexakisoktaeders, R H wird

mit der Quer-, SH || mit der Lingsachse; T H, R H und S H schneiden
sich in H unter rechten Winkeln. Man entwerfe also (Fig. 8, I) ein
Oktaeder in gedrehter Stellung, schneide von den Koordinaten-

achsenarmen 2a ab, ziehe von A eine Gerade nach p“ und von F

(5=, T

T - L R e 4 5
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eine solche nach p’. Dadurch erhilt man als Schnittpunkt R.
In gleicher Weise suche man die Punkte T und S. Von R
ziehe man eine Parallele zur Querachse, von S eine solche
zur Haupt- und von T eine zur Lingsachse. Sie schneiden sich
in H. Nun verliingere man HR tber den benachbarten Ok-
tanten und mache IR—=RH. So gewinnt man die Ecke I. Analog
erhiillt man die Ecken E und Q. IK || mit HQ und QK| mit
| H gezogen, liefern durch ihren Schnittpunkt die Ecke K.
[, wird gefunden, wenn man QL gleich und parallel mit HE
macht. Wir begniigen uns mit den dem Beschauer zugewendeten Ecken,
verbinden dieselben mit den Achsenendpunkten und erhallen so das
Tetrakishexaeder,

19. Aufgabe. Es ist das Netz desselben Tetrakishexaeders (oo, 2, 1)
durech Konstruktion zu suchen; (a =10 em), — In Fig. 8, Il wurde zu-
nichst die rechle Oktaederhilfte in Grundstellung projiziert, O, F,= O, B,

=0, G, =10 em. N,und N, sind die Spuren zweier Nebensymmetrieebenen.

O, p’* erhillt die Linge von 2a=20c¢m. Die von B, nach p'“
Gerade schneidet N, in ;. Dieser Schnittpunkt bezeichnet die Lage einer
4fliichigen Ecke. Das Bild der mit derselben gleichwertigen Ecke H, liegt
in der von Q, mit K, G, parallel gezogenen Geraden Q, H, dort, wo diese
in H, die Spur N, schneidet. Nun lassen sich die Projektionen der Kanten
ziehen. Schliefilich drehen wir das A HBQ um HQ, bis es mit P,
parallel wird und konstruieren es, indem wir T B, = H, B, machen, da
H, B, die wahre Grofie der Dreieckshohe ist. Je 4 derartice Dreiecke
werden zu einer Pyramidengruppe vereinigt und 6 solche Gruppen nach
Art der Flichen im Hexaedernetze geordnet.

20. Aufeabe, Das Netz desselben Tetrakishexaeders (o0, 2, 1) ist
zu berechnen (a= 10em). — Wir wiihlen in Fig. 8, I das A TAH zur
Berechnung und bestimmen es durch Basis und Héhe.

Biip m—2 ist Op'=2A 0, Op"—2F0, daher p'p"=—2AFR, pR=—

gezogene

1 a9z S
—2AR AR — Ap'' = V5 = 74536 em.
el )
& 2a o ok
Es ist auch Re= 5 0 p' = — = 6:6666 cm.
S )
JH=2 . 6:6666cm=—13-333 cm.

21. Aufgabe. Der Flichenwinkel zwischen den Ebenen der Drei-
ecke TAH nnd KQ A (Fig. 8 I) wurde durch Messen bestimmt und als
Wert 1430 7¢ 48 gefunden; es ist die Ableitungszahl m zu berechnen.

Qa0 — 1439 7" 48"; e=T19 33" 54".

- Op”* ma
[m A AOp” ist tang «- “}I‘\ ——=m;
m=— tang 71¢ 33' 54" = 3.
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Ruckblick. Fir irgend eine Begrenzungsfliche kommen 3 Koor-

dinatenachsen in Betracht, welehe mit ihr die Abschnitte o, p und g
bilden. Man nennt diese Abschnitte Parameter, ihr Verhiltnis o:p:q
das Parameterverhiltnis., Die Glieder desselben lassen sich durch eine
Zahl r dividieren, die so gewihlt wurde, daB einer der Parameter a wird.
Das Verhiltnis lautet nun s:t:a. So ist es méglich, alle Formen aul
eine bestimmte Grofie zu bringen, so dal sie den einen Parameter a
gemeinsam haben. a ist die GréBe der kristallographischen Halbachse. Die
Zahlen s und t zerlegen wir in Faktoren: s=ma und t=na. Nunmehr
lantet das Verhidltnis ma:na:a oder m:n:1, Das soll sagen: wir
setzen den einen Parameter (die Halbachse a) als Einheit und denken
uns aus demselben die anderen Parameter durch Multiplikation mit den
Zahlen m =1 und n= 1 gebildet. Die Zahlen m und n nennt man Ab-
leitungszahlen. Man kann ihnen einen beliebigen zwischen 1 und o~
liegenden Wert geben und wird stets eine Form erhalten. Erfahrungs-
gemialB kommen aber in der Natur nur solche Formen vor, bei welchen
m und n sich als rational erweisen. (Empirisches Gesetz der ralio-

. 3 ey = . % s
nalen Ableitungszahlen.) Meist sind m und n einfache Zahlen: o0 2

3 u.s. w. Wenn wir eine beliebige der besprochenen Ableitungen ins
Auge fassen, werden wir finden, daBl durch die Ableitung die kristallo-
graphischen Achsen des Oktaeders weder mit Bezug auf ihr Lingenver-
hiltnis noech betreffs ihrer absoluten Linge eine Anderung erlitten haben,
Ebensowenig wurden die am Oktaeder bestehenden Symmetrieverhilt-
nisse geindert. Drei gleich lange und normal aufeinander
stehende kristallographische Achsen und 9 Symmetrieebenen kenn-
zeichnen alle 7 Formen. Wegen dieser Ubereinstimmung fait man sie in
eine Gruppe zusammen: das tesserale System.

Beim Oktaeder sind je 2 Flichen einander parallel. Wurden hei der
Ableitung neue Flichen gelegt, so erforderten es die Symmetrieverhilt-
nisse, dal} jede derselben eine parallele Gegenfliche erhielt. Die bisher
besprochenen tesseralen Formen bestehen also aus Fla chenpaaren.
Auch die anderen Kristallsysteme werden vom Gesetze des Flichen-
parallelismus beherrscht.

Man unterscheidet dreierlei Flichentypen:

a) Pyramidenflichen, welche mit keiner der Koordinatenachsen
parallel sind, also alle 3 in endlicher Entfernung schneiden. Hierher ge-
horen: Das Oktaeder (1, 1, 1), Triakisoktaeder (m, 1, 1), Tkositetraeder
(m, m, 1) und Hexakisoktaeder (m, n, 1).

b) Prismenflichen, die mit einer Koordinatenachse parallel sind.
Hierher gehoren das Rhombendodekaeder (~, 1, 1), welches aus 3 sich
rechtwinkelig durchschneidenden Prismen mit ¢quadratischem Querschnitt
besteht, und das Tetrakishexaeder (oo, n, 1), das man sich aus 3 sich recht-
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winkelig durchdringenden Prismen enistanden denken kann, welche ein
symmetrisches Achteck zum Quersehnitt haben.

¢) Endflichen (Schluffliichen), welche mit 2 Koordinatenachsen
parallel sind. Hierher das Hexaeder (o9, oo, 1).

[n dem Parameterverhiltnis (m, n, 1) des Hexakisoktaeders sind die
Verhiiltnisse aller anderen tesseralen Formen enthalten, da die Zahlen
m und n, einzeln oder beide zugleich 1, ferner m oder n oder beide
zugleich unendlich werden kénnen und endlich m den Wert von n an-
nehmen kann., Denken wir uns alle Varietiten der Hexakisoktaeder sich
gegenseitig umschliefend, so wird das Oktaeder den Abschlufl nach innen,
das Hexaeder den nach auBen bilden. Oktaeder und Hexaeder (vergleiche
Fig. 6, I) haben 6 Punkte gemeinsam, nimlich jene, die einerseits Eck-
punkte des Oktaeders sind, anderseits die Mittelpunkte der Hexaederflichen
bilden. In dem Zwischenraum zwischen den beiden Gestalten miissen wir
uns die ganze Formenreihe der Hexakisoktaeder denken, aber auch die

Varietitenreihen aller anderen tesseralen Kristallgestalten, die insgesamt
die Endpunkte des Oktaeders gemeinsam haben.

Holoedrie und Hemiedrie., Nicht immer sind an einem Kristall
alle Flichen entwickelt, welche demselben den charakteristizchen
Symmetriegrad verleihen. Gelangt nur die Hilfte der Begrenzungsflachen
zur Ausbildung, so nennt man den Kristall hemiedrisch (halbflichig):
im Gegensatz dazu heiBen die vollkommen symmetrisch ausgebildeten
Kristalle holoedriseh (vollflichig).

Das Tetraeder (Fig. 9) entsteht, wenn die Oktaederflichen nur in
den abwechselnden Oktanten zur Ausbildung gelangen, Durch Erweiterung
der schraffierten Flichen entsteht das positive (I), durch Erweiterung der
nicht schraffierten Flichen das negative Tetraeder (I). Das Tetraeder hat
4 gleichseitige Dreiecke als Begrenzungsflichen, 6 Kanten und 4 Ecken.
Es lassen sich nur die 6 Nebensymmetrieebenen legen. Da gerade von
den Pavallelflichen je eine nicht zur Ausbildung gekommen ist, so sind
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alle Fliachen gegen einander geneigt (geneigtflaichige Hemiedrie):
Parameterverhiltnis: (1, 1, 1).

22. Aufgabe. Es ist das Tetraeder in Anschauungsfigur zu kon-
struieren. — Wenn wir im Oktaeder, welches in Fig. 9 vom Tetraeder um-
schlossen wird, die Ebenen, in welchen die (schraffierten) Dreiecke A B F
und D GA liegen, zum Durchschnitt bringen, so bekommen wir eine
Schnittlinie, welche durch A geht. Die beiden Ebenen schneiden sich mit
der Ebene des Querhauptschnittes in Linien, die mit den Kanten F B
und DG zusammenfallen; mit diesen muf auch die neue Schnittlinie
parallel laufen. Da Analoges von den in den anderen Eckpunkten des
Oktaeders entstehenden Schnittlinien gilt, so ergibt sich folgender Vor-
gang fiir die Konstruktion: Man zeichne ein Oktaeder in gedrehter
Stellung und ziehe durch jede Ecke je eine Gerade, welche mit
der gegeniiberliegenden Seite des zur VergréBerung gewihlten
Dreieckes parallel ist (be|| FB, ce||FA u s w.). Die Schnitt-
punkte (b, ¢, d und e) geben die Tetraederecken.

Nun lilit sich auch erkennen, daB die Achsen die Halbierungs-
punkte je zweier gegeniiberliegender Kanten verbinden. Der Flichenwinkel
betragt 70° 31‘ 44”. Es ist dies namlich derselbe Winkel, welchen die
Ebenen je zweier in der Oktaederecke zusammenstoflender, abwechselnder
Dreiecke bilden und den wir schon beim Oktaeder bestimmt haben.

23. Aufgabe. Esist das Netz eines Tetraeders zu berechnen, dessen
Halbachse a = 10 em. — Aus der Fig. 9 lifit sich erkennen. daB das
Oktaederdreieck dem Tetraederdreieck eingeschrieben ist. be—2A B:
AB=al'2, somit be=2a V2 — 28284 ¢m. Vier gleichseitige Dreiecke
von der berechneten Seitenlinge geben das Netz.

Das Pentagondodekaeder entsteht, wenn in einem Tetrakis-
hexaeder die abwechselnden Flichen erweitert werden. Je nachdem man
die eine oder die andere Hilfte der Flichen erweitert, erhilt man das
positive und das negative Pentagondodekaeder. Die Begrenzungsfliichen,
12 an der Zahl, sind symmetrische Fiinfecke, bei welchen 4 Seiten gleich
sind, withrend die 5. grofer oder kleiner ist als die anderen. Wir be-

kommen die beste Ubersicht, wenn wir uns ein Hexaeder eingeschrieben
denken. Uber jeder Fliche desselben befinden sich 2 Pentagone; je
2 Kanten liegen schrig tiber den Hexaederkanten, die wie cebrochen
erscheinen; die ungleichen Kanten hingegen liegen einzeln iiber den
Flachen des Hexaeders, mit dessen Kanten sie parallel laufen. Achl
Sflachige Ecken fallen mit denHexaederecken zusammen, withrend 12 eben-
falls 3fliichige, aber unregelmiBice Ecken einzeln schrig tber den
Hexaederkanten sich befinden, Parameterverhiltnis: (oo. 1. 1).

24. Aufgabe. Es ist das am Pyrit und Glanzkobalt so hitufiz vor-
: el : 1 .
kommende Pentagondodekaeder 5 (20,2,1) in Anschauungsfigsur zu kon-

struieren. — InderFig, 10, T ist ein Pentagondodekaeder iiber das Tetrakis-
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hexaeder (=,2,1) gezeichnet, dessen abwechselnde Flichen schraffiert
sind. Wir wollen die nicht schraffierten zur Erweiterung wihlen, Var
allem machen wir ung klar, dafi die Ecken J,H,X Q u. s. w, welche
die Lage der Hexaederecken haben, ihre Lage behalten mi
denselben je 3 fiir die Erweiterung bestimmte Flichen zusammenstofien.
Die Fliachen JAK und A H Q hingegen werden die Ecke bei A (d. i. die
einer Oktaederecke entsprechende Ecke) zum Versehwinden bringen, indem
sie eine einzige durch die Oktaederecke A verlaufende Schnittlinie geben,
die aus demselben Grunde mit JK und HQ parallel sein mull, aus
welchem die Tetraeder- mit den Oktaederkanten parallel sind. Der Aus-
dehnung dieser Schnittlinie wird nach oben eine Grenze gesetzt durch
das Vordringen der Dreiecksebene JF H. Durch die Symmetrieverhalt-
nisse wird es bedingt, dal
die Symmetrielinie 'R am
tiefsten zwischen die Dreiecks-
ebenen JAK und A H () ein-
dringt. Dort wo sich die Sym-
metrale F' R mit der durch A

sen, da in

gezogenen Vertikalen schneidet,
wird eine licke entstehen, da
der Schnittpunkt den 3 Drei-
ecksebenen JFH, JAK und
AHQ gemeinsam ist. Diesen
Vorgang wird man nach ab-
wirts und weiterhin iiber jeder
4flichigen Tetrakishexaeder-
ecke wiederholen oder man
wird, was schneller zum Ziele
fithrt, einen Teil der Ecken
auf Grund der Symmetrie-
verhiiltnisse bestimmen. Man
zeichne also das Tetrakishexaeder (o0,2,1) in gedrehter Stellung
und ziehe durch jede einzelne 4flichige Ecke je eine Gerade
parallel mit einer der gegeniiberliegenden Achsen. Hat man
dieselbe durch A vertikal gezogen, so kommt sie in B in die Léngs-
und in F in die Querrichtung zu liegen (also fg|FG, kh|AO,
be||DB). Weiterhin wird die Seite JH (A JHF) halbiert und
die durch den Halbierungspunkt R gezogene Dreieckssymme-
trale bis zum Schnitt mit gf im Punkte f verlingert. f gibt
die Lage einer 3flichigen Ecke. So bestimmt man auch k und e.
Die anderen Ecken erhilt man einfacher in der Weise, daB man
unter Beriicksichtigung der Symmetrie Ag=Af,Fb=Fe und
Bh=—Bk macht. iD wird gleich und parallel mit kB, cd gleich und
parallel mit be gemacht. Schlieflich werden die gewonnenen Eckpunkte
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f, g, k, h, b, e, i mit den bleibenden Eckpunkten J, H, Q, K, E und

L. verbunden. Aus der Konstruktion ist zu ersehen, dafl die Achsen

durch die Halbierungspunkte der ungleichen Kanten gehen. Hier wurde

mit irgend einer Fliche zugleich ihre parallele Gegenfliche erweitert,

darum ist das Pentagondodekaeder parallelflichig (parallelflichige

Hemiedrie). Die Nebensymmelrieebenen sind verloren gegangen, doch
die Hauptsymmetrieebenen erhalten geblieben.

A : = 1

25. Aufgabe. Das Netz desselben Pentagondodekaeders 3 (0,2, 1)

ist durch Konstruktion zu suchen; (a = 10¢m). — Wir entwerfen zunichst

(Fig. 11) das 1. Bild des zugehérigen Tetrakishexaeders in Grundstellung

und zeichnen das Pentagondodekaeder. Die Lange von f, g, entnehmen
wir hierbei dem 2. Bilde. Um

: Raum zu ersparen, nehmen
wir bei der Konstruktion des
letzteren an, wir hitten das
Pentagondodekaeder so in die
Bildebene P, gelegt, dali diese
mit dem Querhauptschnitt zu-
sammenfillt, Die weitere Auf-
gabe besteht darin, ein Penta-
gon in wirklicher Grdfle zu
konstruieren. Wir withlen K ¢
d Qg und legen es um die
Kante ¢ d in die Bildebene
um, ¢ d, gibt uns die Kante
c¢d in wirklicher Linge. eben-
so K,0Q, die Diagonale K.

Die Drehungskreise projizieren
sich auf P,;,. Nach beendeter
Drehung erscheinen die zweiten
Bilder der Punkte t und g in
t'e und g’;. Nunmehr kann das Pentagon K¢, d, Q g*, konstruiert werden.
Dieselbe Aufgabe laft sich auflésen, ohne dal man das 2. Bild entwirft,
Man macht f, g, =b,e,, ferner G,t4, =B, 0, und t, gh—lolies

26. Aufgabe. Es ist das Netz des Pentagondodekaeders 5 (00, 2,1)

zu berechnen; (a = 10 em). — Wir bestimmen (s. Fig. 10, I) im Pentagon
bItHe die Diagonalen F f und [ H, ferner die Seite b e und die Strecke F R,
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FR—AR——Ap"=—"2V5=745cm.
3 3

9] A -

; O :43‘1 — 133 em.

Wir ziehen (Fig. 10, 11I) b e=10em, errichten im Halbierungspunkte F
eine Normale, tragen F R = 7'45cm und F{=11-18cm auf, ziehen durch

5o : ; Sel3:335 Sk
R eine Parallele zu be, schneiden beiderseits 5 — 6:67cm ab, er-

[H—2Re (Fig. 8) =

halten so die Punkte I und H und verbinden schliellich H mit f und e,
I mit f und b.

II. Das tetragonale (quadratische) System.

Die tetragonale Pyramide (Fig. 12, I), sollte im geomelrischen
Sinne besser Doppelpyramide genannt werden. Sie besteht namlich aus
2 regularen, 4seitigen Pyramiden von gleicher Hohe, welche die
Grundfliche gemeinsam haben. Nur des kiirzeren Wortes wegen nennt
der Kristallograph diese und die verwandten Formen der anderen
Systeme Pyramiden. Die tetragonale Pyramide wird von 8 kongruenten,
gleichschenkeligen Dreiecken begrenzt. Sie hat 8 gleiche Seiten- oder
Polkanten und 4 gleiche Grund- oder Mittelkanten. Auch die Ecken
sind von zweierlei Art. Man unterscheidet 2 einander gegeniiberliegende,
gleiche Scheitel- oder Polecken, in welchen sich je 4 Polkanten treffen,
und 4 Mittelecken, in denen ebenfalls 4 Kanten, und zwar immer eine
Polkante mit einer Mittelkante abwechselnd, zusammenstoffen. Die Form
wird von 5 Symmetricebenen beherrscht. 3 davon nennt man Haupt-
symmeirieebenen. Dieselben stehen aufeinander senkrecht und liefern
mit ihren Schnittlinien die Koordinatenachsen. Die 2 anderen heiflen
Nebensymmetrieebenen. Die in der Pyramide gelegenen Abschnitte der
Koordinatenachsen nennt man auch hier kristallographische Achsen
oder Achsen kurzweg. Sie verlaufen zwischen 2 segenitberliegenden
Ecken und stehen senkrecht aufeinander. Jene Achsen, welche je 2 Basis-
ecken miteinander verhinden, sind gleich lang, man nennt sie Neben-
achsen, Die dritte zwischen den heiden Polecken heiit Hauptachse
and ist linger oder kirzer als die Nebenachsen. Irgend eine Begrenzungs-
(liche schneidet nimlich diese eine Achse (Hauptachse) nie unter dem-
selben Winkel wie die beiden anderen. Dadurch gehen jene 4 Neben-
symmetrieebenen des tesseralen Systems, welche gegen die Hauptachse
geneigt sind, verloren und es bleiben neben den 3 Hauptsymmetrie-
ebenen nur die 2 mit der Hauptachse parallelen Nebensymmetrieebenen
erhalten. Die Hauptachse stellt man vertikal, die eine Nebenachse von
vorn nach rickwirts (Lingsachse), die andere von links nach rechts
(Querachse) (Grundstellung), Die beiden Nebensymmetrieebenen halbieren

die rechten Winkel, welche die beiden vertikalen Hauplsymmetrieebenen
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mileinander bilden. Es stehen also 4 Symmelrieebenen vertikal und
schneiden sich unter Winkeln von 45° in einer Vertikallinie, d. i. in der
Hauptachse. Kristalle mit derartigen Symmetrieebenen nennt man wir-
telig gebaut,

Eine tetragonal kristallisierende Mineralspezies weist
artige Pyramiden auf, die, auf dieselbe Basis gebracht, sich
nur durch eine verschiedene Linge der Hauptachse unte
kann also aus ihnen eine Reihe bilden, i

verschieden-
voneinander
rscheiden, Man
n welcher sie nach der Linge
der Hauptachse geordnet erscheinen, Im allgemeinen hat jede Mineral-
spezies eine eigene Pyramidenreihe mit bestimmten Dimensionsverhilt-
nissen zwischen Haupt- und Nebenachsen. Man wihlt aus der Reihe eine
Form als Grundpyramide aus und bestimmt sie entweder dadurch, daB
man den Flichenwinkel einer Kante miBi
solchen Winkel das A. V. berechnet. Die Lange deér halben Nebenachsen
wird mit a, die der halben Hauptachse mit b bezeichnet, zugleich werden
fir a und b die Werte gesucht. Das Verhiltnis (a. a. b) wird gewdhnlich
5]

aut die Form (1, 1, —) gebracht. Es gibt zugleich das

«

, oder dal man aus einem

Parameterver-
hilltnis fir die Richtung der Begrenzungsflichen an.

Aus der Grundpyramide lassen sich alle anderen Pyramiden der
Reihe ableiten; man braucht nur die Hauptachse mit einer Zahl m mul-
tipliziert zu denken, welche erfahrungsgemif} stets r

ational ist und grofier
oder kleiner als 1 sein kann, Fiir m

=1 erhill man die spitzigen, fiir
m<_1 die stumpfen Formen. Das ‘A, V. der abgeleiteten Pyramiden
lautel allgemein (a, a, mb). In Fig. 18, 1T ist tiber einer Pyramide eine
zweite mit dem A, V. (a, a, 2b) konstruiert.

27. Aufgabe. Es ist die Grundpyramide des Anatas in Anschauungs-
fignr mit dem A. V. (1, 1, 1°778) geometrisch zu konstruieren.
struktion ist dieselbe wie die des Oktaeders i

Die Kon-
n Fig. 2, nur gibt man der
Halbachse b=0,F; die Linge von 1778 em. falls a— 10 e gemachl
wurde. Beim Zeichnen einer tetragonalen Pyramide im kristallographischen
Unterrichte betrachtet man das

Achsenkreuz in gedrehter Lage
geben, nur die Hauptachse zieht man linger oder kiirzer als beim
Oktaeder, ohne sich an ein bestimmtes A. V. zu binden, da dies fiir
Deduktionen gleichgiltig ist

e e
als ge=

28. Aufgabe. Am Zirkon ist das A. V. der Grundpyramide (1, 1,
0-6404); es ist das Netz derselben zu berechnen. — In der Fig. 12, 1 ist

BA=B(C=Va?4b?—al 1064042 1"187 a;
CA=V2a>—aV?2 —14144

Fiir a=10em ist BA—B( — 11:87cm, CA=14-14¢m. Das Dreieck
G AB ist somit durch seine 3 Seiten gegeben, Acht solche Dreiecke, nach
Art der Flichen im Oktaedernetze geordnef, geben das Netz.
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29. Aufgabe. Beim Rutil hat die Mittelkante der Grundpyramide
den Flichenwinkel von 84° 40‘; es ist das Netz zu berechnen. — Wenn
wir im Dreiecke CA B (Fig. 12, 1) die Hohe B H ziehen und den Punkt
H mit dem Mittelpunkt der Pyramide verbinden, so erhalten wir das
rechtwinkelige Dreieck B O H. Da die Flachenwinkel der Pyramidenkanten
durch die Hauptsymmetrieebenen halbiert werden, so ist der <O HB

: - ; : 840 40/ _
der halbe Flichenwinkel der Kante C A, miBit also _;40 — 490 90,
Ch—alortel= S, B O o g el
S g TR S VR0 9005 A9V 90

Fiir a=10 em ist € A=
— 14:142 e¢m, B H= 9567 cm.
Das gleichschenkelige A\ BC A
i1st so durch seine Hohe und
Basis bestimmt.
30.Aufgabe.Gegebender
Flichenwinkel der Polkante an
der Grundpyramide des Rutils
= 1230 8. es ist das Netz

zu berechnen. — Im Dreikant A

BAOC (Fig. 12, T und IIT) ist B b

der Scheitel, d, ¢ und ¢ sind die _ y

Kanten, die 3 Ebenen (&) -"/, X M

{pd) und (d¢) die Seiten und UFa \E

die von den Kanten gebildeten D

Winkel d, e und f die Kanten- [ A
f)

winkel. Auf einer Kugel mit (

dem Halbmesser r=1 um B Fig, 12,

als Mittelpunkt erscheint ein

rechtwinkeliges, sphérisches

Dreieck DEF; DE ist die Hypotenuse. Bekannt sind die 3 Flichenwinkel:

12308

F=90% E=D = — 610 34,

cost=cotE. cotD =cot2E;: f=73% 57" 7
f ist der Scheitelwinkel im Begrenzungsdreiecke C A B, welches
durch denselben seiner Form nach bestimmt ist. Fir a=10 em ist
l, I; [-I- .'\

e
CA 8.2 _
BA P - =—=11"7H6 em.
9 = 2 o3
2 Sl = 2 sin >

31. Aufgabe, Aus dem Flichenwinkel der Polkante an der Grund-
pyramide des Anatas=97° 51 ist das A. V. zu berechnen, — Dies 1Bt
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dem ABOA (Fig. 12, I) bestimmen, falls wir den <cABO
[Il) der <c d.

sich aus
kennen. Diesem entspricht im Dreikant B A O G (Fig.
L‘:l_l:—lS“ 55’ :_)JU“_. F = 90°".
cos D cos E 3 ST
cos d=—— — > 2 —cot E=cot 48° 5%’ 30";
sin E~ sin E

d=—1290 214 24,

Im A ABO ist b =—cot ABO=cot d=cot 20° 21" 24";
a

b

d

— 17779 fir a=1, ist b=1"7779.

A, V.: @, 1, 1:7779).

39 Aufgabe. Gegeben die Grundpyramide des Vesuvians durch
den Flichenwinkel an der Basiskante G A =74" 30'; es ist der Flichen-
winkel einer Polkante zu berechnen. — Die Nebensymmetrieebene steht
auf dem /\ ABC (Fig. 12, I) senkrecht und gibt die Hohe BH desselben
als Schnittlinie. Ferner teilt sie das Pyramidenachtel BA O G in 2 gleiche
Teile, den <zCOA halbierend. Als Schnittfigur entsteht das recht-
winkelige A BOH. Der halbe Flachenwinkel der Mittelkante ist also
740 30"

=—5—=237° 15" Der mit diesem komplementire <zOBH milt
520 45'. Wir kennen nun im Dreikante BAOH {(welches in IV far
sich allein gezeichnet ist) 3 Bestimmungsstiicke: M =909 L=45% k=
R0 45,
cos K=-cos k sin L =cos 52" 45' sin 45"

K—640 39' 31*; der gesuchte Flichenwinkel der Kante BA=—2K=
= 1290 19 2

33. Aufgabe. Beim Anatas hat die Grundpyramide an der Mittel-
kante den Flichenwinkel von 136° 36'; aufier dieser findet man Pyra-
miden mit den Mittelkanten: 390 30¢, 530 22, 79° 54'. Ks sind die Ab-
leitungszahlen dieser Pyramiden zu berechnen.

Im Dreiecke BOH ist b=0H tang OHB.
136Y 36

<)

Fir cOHB = — pR0 18 ist b=0H . 2:5129.

Dies gilt fiir die Grundpyramide. Wird aus dieser eine andere Pyramide
abgeleitet, so bleibt im Dreiecke BOH die Seite O H unverindert, die
halbe Hauptachse O B=D)b wird za mb und der Winkel O HB nimmt
einen anderen Wert an. Nennen wir die Ableitungszahlen in den in
der Aufgabe bezeichneten Pyramiden der Reihe nach m, m, und my,

g0 ist

m; b=0H tang 19° 45'=0H . 035904,
myb =0 H tang 269 41'= O H . 050258,
myb=0H tang 39° b7'=0H . 0:83761.
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Dividieren wir diese Gleichungen der Reihe nach durch b=—=0OH . 25129,
s0 st

035904 1 S G s 0
S T R AR T R L e TS T v

Dieselben und ahnliche Aufgaben lassen sich auch und oft kiirzer durch
geometrische Konstruktion, besonders durch das Projektionsverfahren
auflésen.

34. Aufgabe. Beim Zinnerz ist das A. V. der Grundpyramide
(1, 1, 00672); es ist das Netz derselben mit a—10em geometrisch zu
konstruieren,

Die Betrachtung der Fig.

12, I laBt erkennen, daf in {'z\—_ "
den beiden Dreiecken O GH e ‘-\“ 7 I
und O HB die Bestimmungs- 20 ; et hs
stiicke fir das Begrenzungs- e // \\'\
dreieck enthalten sind. Die- . AR :j.

selben lassen sich aus den
Angaben konstruieren. — Eben-
so leicht liBt sich die Aufzabe
durch das Projektionsverfahren
auflésen. Man bringt das Pyra-
midenachtel BAOC (Fig. 12, IT)
in einer Lage vor die Bild-
ebene P,, daB das Dreieck AOB ;
mit derselben parallel ist. Dieses /
Dreieck projiziert sich (Fig.13,1)

in wirklicher Grofe und 1Bt i
sich aus denAngaben a=—10cm, 18-

b =6'72cem darstellen. Damil

erscheint auch das ganze Pyramidenachtel projiziert. Nun legt man
zuniichst das A\ CAO um die Kante O A, schlieflich das /\ CAB um
die Kante B A in die Bildebene. B, A, C, gibt ein Begrenzungsdreieck in
wirklicher Grofe.

3b. Aufgabe. Gegeben die Grundpyramide des Apophyllits durch
den Flichenwinkel einer Mittelkante — 120° 25/; es ist das Netz mit
a=10 em geometrisch zu konstruieren. — Man betrachte die Fig. 12, T.
Auch fiir diese Aufgabe enthalten die beiden Dreiecke COH und BO H
die zur Losung erforderlichen Stiicke. Man zeichnet zuniichst auf Grund
der Angabe a=10em das /\ COH und weiterhin mit O H als Kathete
das rechtwinkelige Dreieck O HB, wobei der <- OHB den Wert von
120% 2b¢

5 = 60° 12' 50“ erhalt. C A ist die Basis, BH die Hohe eines

Begrenzungsdreieckes; O (:: OB ist das A. V. — Um die Aufgabe mittels
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des Projektionsverfahrens aufzulésen, denken wir uns (Fig. 13, 1) die
tetragonale Pyramide so vor die Bildebene gehalten, daB eine Neben-
symmetrieebene mit ihr parallel ist und eine Mittelkante in sie zu liegen
kommt. Die Basis wird sich auf Py, als Quadrat in wirklicher Grofie pro-
jizieren, wenn wir ,X; normal auf die Hauptachse ziehen. Mit Hilfe des
2. Bildes gewinnen wir die Linge einer Mittelkante C, A, im 1. Bilde und
konstruieren dieses, indem wir zunfichst in A, einen <= von 60° 12‘ 30“
bilden. Die weitere Konstruktion ergibt sich von selbst. A, B, J, ist die
Projektion des /A ABJ, das wir um seine Hohenlinie Bh drehen, bis
es mit P; parallel wird, und hierauf konstruieren.

36. Aufgabe. Das Begrenzungsdreieck der Grundpyramide des
Rutils hat einen Scheitelwinkel von 73° 57/; es isl das Netz der Pyra-
mide mit a=10cm, sowie
der Flachenwinkel einer Pol-

.'/
kante zu konstruieren und
das A. V. zu suchen. —
[m Dreikant BEF D (siche
; Fig. 12, [ und III) ist die
J— —k', Hypotenuse = 73° b7* be-
kannt. Der Umstand, dal
o e E —D, ersetzt uns das 3. Be-
e ] b stimmungsstick. Wir legen
o R e (Fig. 14, I) das Dreikant mit
-ﬁ:/'/ | b der Seite (¢ d), deren Winkel
qN ‘ yr f gegeben ist, aufl Py, so dal
bl o zugleich & normal auf ;X
0k fallt, Da E=D, so wird
Fig. 14 die Projektion der Kante

¢ den von ¢ und o gebil-

deten Winkel halbieren. Zu-
niichst wollen wir die Seiten (0 ¢) und (s¢) in die Bildebene umlegen.
Wenn wir in einem Punkte der Kante ¢ normal auf dieselbe eine Ebene
E legen, so erzeugt sie als Schnittfigur mit dem Dreikant ein gleich-
schenkeliges, rechtwinkeliges Dreieck. Dieses entspricht in Fig. 12, I dem
/A C A O. Die Hypotenuse hi fillt in die Bildebene. Die wirkliche Linge
der Katheten ist nun leicht zu erhalten, indem man in h und i Winkel
von 45° konstruiert, deren Schenkel sich in k! schneiden. ihk! ist die
Schnittfigur in wahrer Grofe, umgelegt um hi. Um die Lage von k im
Raume und dessen Projektion k; zu finden, legen wir die Seite B C O,
beziehungsweise Bik um die Kante Bi um. ki in seiner neuen Lage
muf} folgenden Bedingungen entsprechen: es mufl vom Punkte i aus-
gehen, in seiner wirklichen Linge k'i erscheinen und endlich auf ¢!
normal stehen. Darum beschreiben wir von i mit dem Halbmesser ik’
einen Kreishogen. Ferner konstruieren wir mit Bi als Durchmesser einen
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Halbkreis. Der Schnittpunkt k' der beiden Kreise gibt den Endpunkt
von ik'. Bilden wir namlich mit k' als Scheitel einen Winkel im Halb-
kreis, so ist wirklich ik —=ik!, steht normal auf Bk und entspricht
somit den Bedingungen. Wir erhalten nun ¢, wenn wir durch B und
kil eine Gerade ziehen. e ist der gesuchte Kantenwinkel, den wir auch
auf die andere Seite tibertragen. Nun 1Bt sich auch k; bestimmen und
der Flichenwinkel E in der iiblichen Weise darstellen. — In der Pyramide
ist K der halbe Flichenwinkel einer Polkante. Uber die weitere Kon-
struktion orientieren wir uns in der Fig. 12, I. Im /\ O AB kennen wir
den <cOBA=d, OAB=90"—0BA und OA —10¢m. Wir errichten
(Fig. 14, 1) in B die Gerade Bm normal auf ¢B und erhalten den
< mBv'=90°—d. In Fig. 14, II zeichnen wir einen rechten Winkel,
geben dem einen Schenkel O A die Liinge von 10 ¢m, errichten in A den
Winkel O AB—=mB v! und verlingern den-Schenkel A B bis zum Schnitt
mit OB. OA:OB=a:bh gibt uns das A. V., AB eine Seite des Be-
grenzungsdreieckes. Wir bilden schliefilich mit B als Scheitel und B A
als den einen Schenkel einen <= von 739 59‘, machen BC =AB und
verbinden A mit B. /\ AB C ist eine Begrenzungsfliche der Pyramide in
wahrer Grofie.

37. Aufgabe. Gegeben die Grundpyramide des Vesuvians durch den
Flichenwinkel der Polkante = 129° 19/; es ist das Netz der Pyramide durch
Konstruktion zu ermitieln; (a = 10 ¢m). — Wir orientieren uns zunichst
wieder mittels der Fig, 12. Bekannt sind uns im Dreikant BED F (Fig. III)

1290 19

die 3 Flachenwinkel: F=90° D=E=-—""—-7—=64" 39’ 30". Wir

kommen indirekt zum Ziel, indem wir die zu BE D F gehérende Supple-
mentarecke (Polarecke) konstruieren. Wenn wir in dieser die den Flichen-
winkeln der priméren Ecke D, E und F gegeniiberliegenden Kantenwinkel

d!, e! und f' nennen, so ist d'=e'=—180°— 64° 39'=115° 21*; f1—
180°—90°=90°. Die den Kantenwinkeln d?, e! und {1 gegeniiberliegenden
Kanten bezeichnen wir mit 9%, ¢ und ¢'. — In Fig. 15 ist das Netz der

Polarecke derart auf P, entworfen, daf die Kante ¢' auf der Bildachse
1 X; normal steht. Zweck der Konstruktion ist, den Winkel F1 zu ge-
winnen, der mit dem Kantenwinkel f der priméiren Polarecke, d. i. mit dem
Scheitelwinkel eines Begrenzungsdreieckes sich zu 180° ergiinzt. Zuniichst
konstruieren wir die korperliche Ecke, indem wir die Seite (& 6') um die
Kante 0! und die Seite (¢'@!) um ¢! nach aufwirts drehen. Wenn wir &
bis zum Schnitt mit ,X, verlingern, so erhalten wir den Punkt v!, der
sich bei der Drehung in P,; hewegen wird. Die Spur der Drehungsebene
von &l ist diese Gerade selbst, da &, normal auf 0* steht. Denken wir
uns in der Geraden &!; einen Punkt v, der ebenso weit von S absteht
als v!, so werden schliefilich v* und v im Punkte v, zusammenfallen und
vi S ist die Projektion der Kante & im fertigen Dreikant. — Der Flichen-
winkel ! zwischen den Seiten (e'g!) und d'g! projiziert sich auf Py
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und 1aBt sich hier konstruieren. Nun schliefen wir umgekehrt: ein Flichen-
winkel der Supplementarecke erginzt sich mit dem gegeniiberliegenden
Kantenwinkel des Dreikants zu 180° Darum ist f=180°—F1, Wir ent-
nehmen diesen Winkel unmittelbar der Figur, es ist der <= viBv,. — In
der Fig. 12, I ist f der Winkel A B C. Durch diesen ist das Dreieck C A B
seiner Form nach gegeben. Wir brauchen nur mit einem beliebigen Halb-

messer z. B, mit r—v!B ecinen Bogen zu beschreiben, um von den
Schenkeln gleiche Stiicke abzuschneiden, und die Schnitipunkte v und
v, miteinander zn verbinden. Nun soll aber die Pyramide eine bestimmte
Grife. a— 10 em, besitzen. Darum konstruieren wir ein gleichschenkeliges,
rechtwinkeliges A O A € (Fig. 15, II), so zwar, dai O A=0 C=10¢m,
und erhalten in der Hypotenuse C A die Basis des Begrenzungsdreieckes.
Wir schneiden von v! vy die
Strecke vt (!= A (. ab,
ziehen von (! parallel zu
v/ B die Gerade C! G, ferner
von (I die Gerade CA

Clv! und haben damit das
Begrenzungsdreieck ABC

in wahrer Grifle erhalten.
Die ditetragonale oder
8seitige Pyramide. Wenn

wir in Fig. 12, I die Be-

orenzungsfliche C A B in
der Art aus ihrer Richtung
bringen, dafi wir sie um
die Kante (B, den Punki
A nach vorwirts, drehen,
so wird die Dreiecksebene
die YY;-Achse nunmehr in
einem Punkte treffen, dessen Zentralabstand grofier als a ist, also na
betrigt, wobei n > 1. Das Parameterverhiltnis fir die neue Ebene
lautet a:na:b. Soll der an der tetragonalen Pyramide bestehende

Fig. 15.

Symmetriegrad erhalten bleiben, so muf derselbe Vorgang an der
Kante BA und weiterhin in jedem Oktanten zweimal wiederholt werden.
Es entsteht ein neuer Korper, der doppelt so viele Flichen hat als
die Pyramide: die ditetragonale Pyramide. Die Begrenzungsflichen
sind ungleichseitize Dreiecke. Wir zihlen 8 Mittel- und 16 Polkanten.
Die ersteren schlieBen ein symmetrisches Achteck (Ditetragon) ein, d. i.
ein Achteck mit gleichen Seiten und abwechselnd gleichen Winkeln. Die
Polkanten sind von doppelter Art: 8 sind linger und schirfer, 8 stumpfer
und kirzer. Jene 8 Polkanten, welche dieselbe Lage haben wie jene
der tetragonalen Pyramide, nennt man primire, die anderen sekundire.

Die Ecken sind ebenfalls von dreierlei Art. Man unterscheidet 2 acht-
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flichige Polecken, 4 primire und 4 sekundire Mittelecken. Von jeder
tetragonalen Pyramide (a, a, mb) lift sich eine Reihe von ditetragonalen
ableiten. Das allgemeine Symbol fiir alle ditetragonalen Pyramiden ist
somit (a, na, mb).

38. Aufgabe. Es ist eine ditetragonale Pyramide (a, 2a, b) aus
einer tetragonalen (a, a, b) zu bilden. In Fig. 16, I ist tiber die Flachen
BCA und CNA der tetragonalen Pyramide je ein Flichenpaar der
ditetragonalen Pyramide gezeichnet. Das /\ B CGH liegt in einer Ebene,
deren Richtung durch die Kante B C und den Punkt p”. ebenso das
ACNH in einer Ebene, deren Richtung durch die Kante CN und
denselben Punkt p* bestimmt wird. Diesen Punkt denken wir uns durch
Multiplikation der Halbachse a
mit n=2 erhalten. Die beiden 0r
Ebenen gehen also einerseits :

3

e

durch €, anderse
darum mul auch ihre Scehnitt-
linie zwischen C und p" ver-

ts durch p*,

laufen. In analoger Weise er-
halten wir die Schnittlinie A p’
zwischen den Ebenen der Drei-
ecke HAB und HN A. Dort, "%
wo sich G p“ und A p‘ treffen,
liegt die sekundire Ecke H;
hier miissen niamlich auch die
Schnittlinien BH und HN ein-
laufen, da der Punkt H allen
4 Flichen gemeinsam ist. Damit
ist die Art und Weise begriindet,
wie man die ditetragonale Py- Fig, 16,

ramide zu konstruieren hat.

Man entwerfe eine tetragonale Pyramide in gedrehter Stellung
und schneide von den Koordinatenachsenisten 2a ab. Da-
durch erhilt man die Punkte p’ und p”. Nun verbinde man C
mit p, A mit p’. So erhilt man den Schnittpunkt H, von dem
aus die neuen Kanten gezogen werden. Will man die Form voll-
stindig zeichnen, so wiederhole man diesen Vorgang iiber den anderen
Pyramidenflichen oder erginze die Figur unter Beriicksichtizung der
Symmetrieverhiiltnis

39. Aufgabe. Am Zirkon findet man die ditetragonale Pyramide
(8, 3a, 3b): das A. V. fiir die Grundpyramide ist (1, 1, 006404). Es isf
das Netz dieser ditetragonalen Pyramide mit a = 10em zu berechnen. —
Fir a=10em ist 3a=30cm, 3b—=38 . 6:d04em — 19:212 cm. Wir suchen

(Fig. 1¢

' I und II) die 3 Seiten des /A BHA.
Op'=30C=30A; ANOp'A...Op”:0A=p'H:HA;



hH i V a® 'QT{!:; V10 = 79057 cn.
Y 1 = i o
Oe= 5 V2. {_'I|=-:3 0e= i Vi
OH = : V2 1‘ 18 t"’:‘ V2 = 10:6066 cm.

BH =} 0B+ O H2= 192122+ 1060662 = 21-94 cm;
BA=7V 0B+ 0 A?=}19-212% -} 10% = 2165 em.
40. Aufgabe. Wie lautet die Ableitungszahl fiir die regulire 8seitige
Pyramide? — Im reguliren Achteck hat ein Winkel 135%, somit ist g =

=2209 < ACO=45" (Fig. 16, III) ist ein Aulienwinkel des /A A Cp’
darum ist e =45 — =225 /\ A Cp’ ist somit gleichschenkelig und
; pC=CA=al2.

Op'=00C+H l'.}a‘mlf‘!'
na=a-4al2; n=

—14- V2. Die Ab-
leitungszahl wiire also
hier irrational. Formen,
welche eine irrationale
Ableitungszahl voraus-
sefzen, kommen an
Mineralien nicht vor,

darum fehlt auch die
reguliire 8seitige Pyra-
mide in den HReihen
der ditetragonalen Py-
ramiden.

41. Aufgabe. Am
Zinnerz findet sich eine

ditetragonale Pyra-

mide (a, ) a,3b); die Grundpyramide dieses Minerals hat das A. V.

(1.1.06721). Das Netz der ditetragonalen Pyramide mit a= 10 em ist
dureh Projektion zu suchen.

Wir denken uns Fig. 17, I die tetragonale Pyramide (a, a, 3b) in
Grundstellung, mithin so vor P, gebracht, dafi Haupt- und Querachse mif
ihr parallel verlaufen, ziehen X, in der Querrichtung und konstruieren
auf P, zunichst die Basis der tetragonalen und dariiber die der dite-

tragonalen Pyramide, nachdem wir O, p' = O,p,=; a =15 cm gemacht

3
2
haben. Nun lift sich das 1. Bild der ditetragonalen Pyramide entwerfen,
wobel wir 0, B, =3b =23.6:T21 em = 2016 ¢m machen. — Weiler handelt
es sich darum, eine Begrenzungsfliche in wirklicher Grofie zu erhalten.,
Wir wihlen das /A BHA. Die Seite B A ist mit P, parallel und hat in
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ihrer Projektion die wirkliche Linge. Die Kante B H liegt in einer Neben-
symmetrieebene L, die durch die Hauptachse geht. Denken wir uns B H mit
der Ebene L verbunden und diese mit BN als Drehungsachse num 45° gedreht,
so wird nach beendeter Drehung die Projektion der Kante die wirkliche
Linge angenommen haben. Der Drehungskreis fiir den Punkt H pro-

jiziert sich auf P,. H'; bezeichnet seine Lage nach beendeter Drehung

auf P, HY hingegen auf P,. Die Strecke B, Hj gibt die Kante in wirk-
licher Linge. Die Linge der 3. Kante HA=H;A; entnehmen wir
dem 2. Bilde. — Man beachte, dafl das Dreieck B, A, H’ um A, B, um-
selegt ist, dafl also Seiten und Ecken in umgekehrter Reihenfolge liegen
als beim /\ BH A. Auch tbersehe man nicht, daB 2 an einer sekundiren
Kante aneinanderstoBende Dreiecke nicht kongruent, sondern symmetrisch
sind. 8 Flichenpaare, nach Art der Dreiecke im Oktaedernetze geordnet,
geben das Netz der ditetragonalen Pyramide.

Die verwendete oder Deuteropyramide. Je groffer die Zahl n
wird, desto linger und schiwrfer werden (siehe Fig. 16, 1) die sekundéren
Kanten B H und HN. Die Flichenwinkel der primaren Polkanten nihern
sich mehr und mehr dem Werte 180° und erreichen denselben fir
n— oo, so daB sie verschwinden. Aus der Sseitigen Pyramide ist wieder
eine 4seitige geworden, welche gegen die Pyramiden der Grundreihe um
45" gedreht ist und darum verwendete Pyramide genannt wird (Fig. 17, II).
Man heifit sie auch Deuteropyramide, d. i. Pyramide der 2. Art im
Gegensatz zu den anderen, welche man Protopyramiden nennt. Ihre
Basis ist ein Quadrat, welches der quadratischen Basis der Protopyramide
umschrieben ist: ihre Flichen verlaufen mit den Kanten der dazu ge-
horigen Protopyramide parallel. Sie wendet dem Beschauer eine Mittel-
kante zu: ihre Nebenachsen verbinden die Halbierungspunkie von 2 gegen-
iiberliegenden Mittelkanten. Das Parameterverhiltnis lautet, wie man aus
der Entstehung erkennt: (a, oca, mb).

42, Aufgabe. Es ist eine Deateropyramide in Anschauungsfigur zu
konstruieren. — Die Konstruktion ergibt sich aus dem Gesagten von selbst.
Man entwerfe (Fig. 17, Il) eine Protopyramide in Ansichisstellung
und ziehe durch jede einzelne Mittelecke eine Gerade, welche
mit der nicht zu dieser Ecke gehorigen Nebenachse parallel
ist. Man erhilt so ein Quadrat, welches der Basis der Proto-
pyramideumschrieben ist,und verbinde die Eckpunkte desselben
mit den Polen. Soll zu einer bestimmten Protopyramide die dazu
gehorige Deuteropyramide gesucht werden, so gibt man einer Begrenzungs-

I

fliche die Basis 2a und die Hohe V a2 -+ b2, wenn mit a und b die Halb-
achsen der Protopyramide bezeichnet werden.

43. Aufgabe. Die Grundpyramide des Gelbbleierzes hat in der
Mittelkante 1381° 56‘, Das Netz dieser Pyramide ist nebst dem der dazu
gehdrigen Deuteropyramide mit a = 10 em geometrisch zu konstruieren. —
Wir losen die Aufgabe unter einem, indem wir uns die Protopyramide der

K, k, 8t R. TL




Peuteropyramide eingeschrieben und die Form so vor P, gestellt denken,
dah eine Nebensymmetrieebene mit derselben parallel verlauft (Fig. 18, I).
Der basische Hauptschnitt projiziert sich auf Py, wo wir ihn nach der

Angabe a=10 ¢m in wahrer Gestalt konstruieren. Nun tbertragen wir
die gewonnenen Punkte auf eine Gerade in Py, die wir parallel mit X,
gezogen haben, und erhalten hier die 1. Bilder der Mittelecken fir beide
Pyramiden. In A, bilden wir mit K, A; als dem einen Schenkel den Winkel

1819 66!

von - 65° 58 und verlingern den anderen Schenkel, bis er

die in O, errichtete Normale in B, schneidet. O,B, ist das 1. Bild der
halben Hauptachse. Wir vollenden das 1. Bild des Koérpers und kon-
struieren schlieBlich je ein Begrenzungsdreieck der Proto- und der Deulero-
pyramide. Das der ersteren
erhalten wir, indem wir das
Dreieck /A B GJ um seine
Hohenlinie drehen, bis es mif
P, parallel wird, Hierbei machen
wir: JGli=J3 Gy ‘Das: Be-
orenzungsdreieck Q HN  der
Deuleropyramide legen wir um
die Kante Q N in P, und selzen
QHi = Q,H.,. — Je grofier
bei der Ableitung der Reihe

der Protopyramiden aus der
Grundpyramide die Ableitungs-
zahl m gemaecht wird, desto
spitziger werden dieselben. Fiir
m = oo erreichen die Flichen-

der Grundkanten den
Wert von 1809 diese ver-

winke

schwinden, die Begrenzungs-
flichen haben sich vertikal
gestellt: es ist ein Prisma entstanden, welches man das Proto-
prisma nennt (IFig. 18, II). Parameterverhiltnis: (a, a, co b). — Je
kleiner m wird, desto stumpfer wird die Pyramide, fir m =0 fallen die
4 oberen Pyramidenflichen in eine Horizontalfliche zusammen, dasselbe
oilt von den unteren: es entstehen die Schlufiflichen oder das Pina-
koid (a, a, ob). Weder das Prisma noch das Pinakoid kénnen fiir sich
allein bestehen, da sie den Raum nicht vollstindig abschlieflen. Sie treten
inn Kombination miteinander oder mit anderen Formen auf. — Auch die
ditetragonale Pyramide geht fir m=ooin ein Prisma iiber, welches ein
symmetrisches Achteck als Querschnitt hat. Ebenso entsteht aus der
Deuteropyramide fiir m=oc das Deuteroprisma, dessen Kombination
mit dem Pinakoid dem Hexaeder gleicht. Sein Querschnitt ist wie beim
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Protoprisma ein Quadrat, aber es verhilt sich dieses zu jenem des
Protoprismas wie das umschriebene zu dem eingeschriebenen Quadrat.
Man zeichnet alle Prismen am besten iiber die dazugehérigen Pyramiden,
indem man parallel mit der Hauptachse durch jede Mittelecke eine Gerade
sieht. Wenn man von diesen Geraden beiderseits gleiche Sticke ab-
schneidet und die benachbarten Endpunkte miteinander verbindet, so
erhilt man das Prisma kombiniert mit dem Pinakoid.

Das Sphenoid. Wenn in einer Protopyramide die Begrenzungs-
flichen nur abwechselnd zur Ausbildung gelangen, so enfisteht das
Sphenoid. Dasselbe wird von 4 gleichschenkeligen Dreiecken begrenzt; es
hat 6 Kanten und 4 Ecken. Die Achsen verbinden die Halbierungspunkte
je zweier gegeniiberliegender Kanten.

4. Aufgabe. Es ist ein Sphenoid zn konstruieren. — Man zeichnet
eine Protopyramide und macht die ab-

wechselnden Flichen durch Schraffen
kenntlich. Wenn man nun die sehraffierten
oder die mnicht scehraffierten Flichen er-
weitert, so werden sich Schnittlinien
hilden, welche durch die Pyramidenecken
cehen und mit den gegeniiberliegenden
Seiten der 2 hier zusammenstoBenden
Dreiecke, die zur Vergriflerung gewihlt
wurden, parallel laufen. Wir ziehen also
durch € die Gerade RT||B A, durch B
die Gerade R S|/ C A u. s. w. Die Schnitt-
punkte R, S, U und T liefern die Ecken

des Sphenoids. Begritndung wie beim Te-

traeder.

45. Aufgabe. Es ist das Netz des Sphenoids zu einer gegebenen
Pyramide zu bestimmen. — Die Mittelkante G C der Pyramide verbindet
die Halbierungspunkte der beiden gleichen Schenkel des A UTR und
ist mit der Basis dieses Dreieckes parallel, darum UT: G C=RT:RC=
—2:1. Man verdopple die Seiten einer Pyramidenfliche, nehme also
iT=2BA, UT=2GC und bilde das Begrenzungsdreieck.

46. Aufgabe. Am Kupferkies hat die horizontale Kante des Sphenoids
den Flichenwinkel von 71 20/; es ist das Netz zu berechnen. — Wir
verbinden B und S mit N und erhalten im <cRNS den gegebenen
Flichenwinkel. Im gleichschenkeligen A RNS ist BN die Hohe und steht
normal auf U'T.

RB
sin RNB”’

719 201
- ab0 40,




HhZ —

sl 9 4149
R el R R L IR S
sin 360 40’ 068307
UT—=26GC0=2a)2 =202 282843 cm.

Das Begrenzungsdreieck ist so durch Basis und Héhe bestimmf. Das
Tetraederdreieck hat fira = 10 em ebenfalls die Seitenliinge von 282843 cu.
Berechnen wir seine Hohe, so erhalten wir 244949 cm. Man sieht, dali
sich das Sphenoid des Kupferkieses nur wenig von einem Telraeder
unterscheidet, weshalb es auch lange Zeit fiir ein solches gehalten wurde.

Riuckblick. Wir haben aus der tetragonalen Pyramide in der Arf
neue Pyramiden erhalten, dafi wir die Hauptachse durch Multiplikation
mif der rationalen Zahl m =1 oder m <=1 vergriflerten oder verkleinerten
und hieranf durch die Mittelkanten und den Endpunkt der neuen Achse
Ebenen legten. Die neuen Formen bekamen ein neunes Achsen- und zu-
gleich ein neues mit demselben {ibereinstimmendes Parameterverhiltnis,
Die ditetragonalen und Deuteroformen haben wir so gebildet, dafl wir
die XX,- und Y Y,-Achse verlingerten und neue Flichen legten, die
zwar ein anderes Parameterverhiltnis annahmen als die Pyramidenflichen,
doch das A. V. beibehielten. Bei diesen Formen differieren somit A. V.
und Parameterverhiltnis. Erhalten blieb bei jeder Neubildung von Formen
der Symmetriegrad der Grundpyramide und die Gleichheit der Neben-
achsen. Drei aufeinander senkrechte Achsen, wovon 2 gleich
lang sind, und 7 Symmetrieebenen charakterisieren somit alle
tetragonalen Formen. Die Proto- (a, a, mb) und ditetragonalen
Pyramiden (a, na, mb) werden von Pyramidenflichen eingeschlossen
die Protoprismen (a, a, cob) und Deuteropyramiden (a, oca, mb) von

Prismenflichen, das Pinakoid (a, a, ob) oder (sca, sca, b) sowie das
Deuteroprisma (a, ~oa, cob) von SchluBflichen.

[II. Das rhombisehe System.

Die rhombische Pyramide, Fig 21, I, besteht geometrisch genommen
aus 2 kongruenten, geraden Pyramiden, welche einen Rhombus als
gemeinschaftliche Grundfliche haben. Sie wird von 8 ungleichseitigen
Dreiecken umschlossen, hat 12 Kanten und 6 Ecken. Eine durch je
4 Kanten (oder Ecken) gelegte Ebene teilt die Pyramide in 2 symme-
trische Hilften. Wir zihlen also 3 Symmetricebenen, die aufeinander
senkrecht stehen. Ihre Schnittlinien liefern die Koordinatenachsen. Die
kristallographischen Achsen sind verschieden lang und stehen aufeinander
senkrecht. Eine von ihnen wihlt man als Hauptachse und stellt sie
vertikal, eine zweite u. zw. die lingere bringt man in die Querrichtung:
Makroachse (d. i. lange Achse), die dritte verliuft dann von vorn nach
viickwérts: Brachyachse (d. i. kurze Achse) (Grundstellung). Die
3 Hauptschnitte fallen in die Symmetrieebenen. Man unterscheidet den
brachydiagonalen oder Lingshauptschnitt, den makrodiagonalen oder
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Quer- und den basischen Hauptschnitt, Je 4 Kanten, die in einem
der 3 Hauptschnitte liegen, sind gleich lang, geben den Umrifi eines
Rhombus und haben denselben Flichenwinkel. Je 2 gegeniiberliegende
Keken sind einander gleich und werden durch eine der 3 Achsen verbunden.

Man wihlt aus samtlichen Pyramiden, die an einer bestimmten
Mineralspezies vorkommen, eine Pyramide aus und nimmt sie als Grund-
pyramide an, von der man nicht nur die anderen Pyramiden, sondern
itherhaupt alle Kristallgestalten dieser Mineralspezies ableitet, Die Grolie
der halben Lingsachse der Grundpyramide pflegt man mit a, die der
halben Querachse mit b und die der halben Hauptachse mit ¢ zu bezeichnen.
Die Pyramide ist durch 2 Flachenwinkel oder durch das A. V. (a, b, ¢)
bestimmt. Dieses ist identisch mit dem Parameterverhiltnis, Es wird

cewohnlich auf jene Form gebracht, wo b=1, also (;;. 12 ;" ) —(pr 18!

47. Aufgabe. Es ist

die Anschauungsfigur der
Grundpyramide des Topas
mit dem A. V. (0:b285,
1, 0-4768) zu konstruieren;
(b =10 em). — Man denkt
sich (Fig. 20) auf P, die
Ebene E gelegt und die
Pyramide so in dieselbe ver-
setzt, daBl ihre Basis mit
E zusammenfillt und die
Makroachse in der Quer-
richtung liegt, dreht die
Pyramide mit der Haupt- o

achse als Drehungsachse um

den = nach links und entwirft nun die Basis auf E. G‘'A’'=2.10¢cm,

J, G =2.528em, <2 0%, O’ A’= ¢ = 10°. Die weitere Konstruktion geschieht
wie beim Oktaeder (2. Aufgabe), nur erhilt B, Oy die Liinge von 477 cm,
In unserer Figur bildet E mit der Horizontalebene den Winkel ¢ =159,
In der kristallographischen Lehrstunde betrachtet man das Koordinaten-
kreuz in gedrehter Stellung als gegeben wie beim Oktaeder, nur schneidet
man ungleiche Stiicke als kristallographische Achsen ab: b>¢ = a.

43. Aufgabe. Gegeben ist das A, V. der Grundpyramide des Olivins
(0:4661, 1, 0-b866); es ist zur Gewinnung des Netzes eine Begrenzungs-
fliche zu berechnen; (b=10¢cm).

Im A ABC, Fig. 21, 1, isl

AB=V10A* 4+ 0B2=1 bz} c2=V10% + 5866* = 1159 cm,

BC=VO0B20C:=Ve2+ a2= V5866 - 4661 = 749 cm,

CA=V0C?+-0A2=V a2+ bt=V 4661+ 102—= 1103 cm.
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Bei Zusammenstellung des Netzes aus 8 Dreiecken darf man nicht
auller acht lassen, daB je 2 in einer Polkante zusammenstoBende Drei-
ecke nicht kongruent, sondern symmetrisch sind, so daB man ab-
wechselnd die Winkel und Seilen in umgekehrter Reihenfolge
nehmen hat.

Z1

49, Aufgabe. Es ist das Netz der Grundpyramide des Cerussits
zu berechnen, deren Flichenwinkel an der vorderen Polkante 2 ¢ — 1300
und an der Mittelkante 2p=108° 30" betragen; (bh=10 cm).

Wir berechnen aus dem Pyramidenachtel O A BC das Dreikant
GABO, welches in Fig. 21, Il unter Bezeichnung der Winkel, Seiten

und Kanten sowie Bildung des sphiirischen Dreieckes fir sich allein dar-

3 ; 2 4 ; : 1509 i
gestellt ist. Bekannt sind die 3 Winkel: F =90 E— ¢ — _Jj — 65O,
108" 30
“rﬂz = =H490 15
cos I —=rcot E cotD =
cot 65" cot H40 15H%
[=<=xcBCA="7T0" 22" 520,
ros K cos 6L
cos e - — —
sin D sinH4v 154
e=-=J CA =580 37’ §":
cos D
cos d = — ’
sin E
cos H40 151
sin 6H
d==-BE0O 499 514 404,
- CAQ ... CA=
L
Fig. 21. 0OA
— — 5 B i L 7
sin e
CO=0A cos o= 6:099 cm,
- J (Boia) i
JNICHE BEE S SR G — = $*4617 cm.
= cos d

Das Begrenzungsdreieck C.AB ist nun durch 2 Seiten und den
eingeschlossenen Winkel bestimmt, — Will man das A. V. berechnen,
so sucht man noch im A C O B die Seite 0 B=—¢—B C sin d — 7233 em.
A. V.= (06099, 1, 0-7233).

50. Aufgabe. In der Grundpyramide des Schwefels hat die vordere Pol-
kante den Flachenwinkel von 1069 38/, die Mittelkante von 1439 18; es ist der
Flachenwinkel 2y der Polkante B A zu berechnen. — Im Dreikant G D EF

_ | 30 18/ 1060 38"
(Fig. 21, II) ist F =90, D=2 18" _ 740 39/ 1 e

cosE  cos 53° 19*
sinD — sin 719 39"

530 19¢,

COS e —

e
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VEE by he i

e=5b0% HO! 41
o~ CGAO (Fig. I)=90%— 50° 59’ 41 =39° 19,

Im Dreikant A KML (IV) ist nun bekanni:

M=90% K==71" 39" und 1=0 A (=39° e
cosL—coslsin K= cos 39 19" sin 7T1¢ 39';
I — 420 98¢ 294: 2 L, — 849 H6* H3*.

51. Aufgabe. Beim Olivin hat die vordere Polkante der Grund-
pyramide 1899 54/, die Basiskante 108° 307; es ist das A. V. zu be-
rechnen.

Im A AOC (Fig. 21, 1) ist a=b tang G A O,
Im AABO b=ec tang ABO.
Im ABCO c=a tang BCO.

Wir setzen den Wert des b aus der 2. Gleichung in die 1., den
<o fiir a gefundenen Wert in die 3. Gleichung, bilden das Verhiltnis
a:b:e und kiirzen durch ¢ tang ABO; also:

a—ctang AB O tang C A O,
b=ctang AB O,
¢—ctang A B Otang C A O tang B C O.

a:b:e=tang CAO:1:tangCAOtangB CO.

: AT X ] TN B A 2 - 1390 4!
Im Dreikant CDEF ist F=90% D= s -540 15!, E= 2 5 =

— 699 H7.
cos D cosbH40 157
cos d=————=——7———
sin E sin 69° 571

d=51° 32’ 31" =<z B C O.

cos cos 69° b7’
cos e —. e o
sin D sin 54° 15/
e =(pH0 424 =0 CA.

2 CAO(A CAO)=90"— 3 O CA—240 59 18,
a:bh:c—tang 24° 59’ 18“ : 1:tang 24°59' 18" tang 51° 32' 31" =
-(0:4661 : 1 : 0-5864.

Wird diese Aufgabe dahin erweitert, daB eine Begrenzungsfliche
mit b— 10 em berechnet werden soll, so kann man teilweise abweichend
vom Vorgange in der 49, Aufgabe die Losung in folgender Weise durch-
fithren;

Im Dreikant G DEF (III) ist F =900 E=69°57', D=54% 15'.

cos f— cot E cot D = cot 69° 57/ cot 54° 15;
f—T40 46’ 4°.

Im Dreikant AKLM (IV) ist M=90°, K=54° 15' 1=24° 59’ 18%,
tang | tang24°59*13"
cos K . I:L!_S-E-)'T'-l'e_)} e

m = 38° 34’ 46",

tang m =




— 56 —

0A ;
GA (A AOC)=——-=11035 cm.

Das Begrenzungsdreieck C A B ist nunmehr durch die Seite ¢ A und
die beiden anliegenden Winkel bestimmt,

b2. Aufgabe. Das Netz der Grundpyramide des Topas (A. V.
05285, 1, 004768) ist durch Konstruktion zu suchen; (b=10em), — C, A, B, O,
in Fig. 21, V ist die Projektion des rechten, oberen, vorderen Pyramiden-
achtels in Grundstellung., 0, A, =b=10em, O, B, =c=4'768 cm. Man legt
die Dreiecke BCO um BO und CAO um OA in die Bildebene und
konstruiert sie, wobei O,C"=0, (" =D5'280 e¢m gemacht wird, Nun ist
man in der Lage, auch das Begrenzungsdreieck A BC um B A in P, um-
zulegen und zu konstruieren.

53. Aufgabe. Das Netz der Grundpyramide des Cerussits mit der
vorderen Polkante von 1300
und der Mittelkanie wvon
105° 30’ ist konstruktiv zu
suchen; (b=10cm), — Die
Aunfgabe ist gelost, sobald
ein Begrenzungsdreieck be-
stimmt ist. Im Dreikant
CABO (Fig. 21, I und III)
1080 30°

e

1300
und F = 90° wir suchen
zuniichst die 3 Kantenwinkel
< und vermdgen dann ein Be-
U = grenzungsdreieck zu kon-
struieren. — Wenn wir in
der zugehorigen Polarecke
die den Winkeln D, E und F gegeniiberliegenden Kantenwinkel d*, e und f*
nennen, so ist d‘=180°—54% 15'=12H% 45/, e’ =180°— 65°—115° und
I'=180°—90°=90° Die den Kantenwinkeln gegeniiberliegenden Kanten
bezeichnen wir mit ¢, ¢ und ¢. Um die Polarecke d‘& ¢’ aus ihren
3 Seiten d’, e, f* zu konstruieren, breiten wir ihr Netz in Fig. 22 in
P, aus: die Kante 0 nehmen wir normal zur Bildachse X, Die Kante &
schlieit mit o' den <={'=90° ein. Neben ¢‘ legen wir in P, die Seite
(0p')=e’ und neben ¢ die Seite (¢'¢’)—=d’. Um die kérperliche Ecke
zu gewinnen, drehen wir die Seite (¢ ‘) um die Kante ¢ und die Seite
(0'@") um o’ nach vorn, bis sich ¢ und ¢* vereinigt haben. Solche
Punkte der Geraden ¢’ und ¢ welche vom Scheitel S gleich weit ab-
stehen, werden hierbei zusammenfallen. Um 2 solche Punkte zu gewinnen,
verlingern wir z. B, @' bis zum Schnitt mit ,X, in v/ und machen Sy* —

ist gegeben: D

= 5H40 15, E= = 6hH°
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— S o', Die Punkte v/ und »" werden sich dort treffen, wo sich die Spuren
ihrer Drehungsebenen schneiden, also in v,. Durch die Gerade Swv, ist
die Lage der Kante ¢’ gegeben. — Die weitere Aufgabe hesteht darin,
die Flichenwinkel des Dreikants zu bestimmen. Der von den Seiten
(¢’ oY) und (0’ p’) gebildete Winkel D, projiziert sich auf Py, der Winkel
E' zwischen den Seiten (p'¢‘) und (¢’ 0') hingegen auf einer Ebene, deren
1. Spur U, normal auf & durch v gezogen wurde. Beide Winkel lassen
sich nun konstruieren. Um den 3. Winkel F’ zwischen den Seiten (¢’ ¢,")
und (0’ ¢,’) zu gewinnen, erweitern wir diese beiden Seiten tiber den
Scheitel hinaus, wodurch auch die Kante @' jenseits desselben sich fortsetzt,
Wenn wir nun normal auf (p’;) eine Ebene legen, so wird dieselbe als
Schnittfigur ein Dreieck erzeugen, welches im Beriihrungspunkte mit (¢;) den
gesuchten Winkel F“ enthiilt. Aus der Figur ist ersichtlich, wie dieses Drei-
eck um die Seite mn in P; umgelegt und konstruiert wurde. — Die Winkel
d= 180" —D’, e= 180 —E‘ und f=180"— F' sind die Kantenwinkel
im Dreikant CDEF (Fig. 21 III), von dem wir ausgegangen sind.

Nun konstruieren wir das Begrenzungsdreieck (Fig. 22, II), wahrend
wir uns stets die Fig. 21, I vor Augen halten. Wir bilden erst einen
rechten Winkel mit dem Scheitel in O, machen O A=Db=10em, er-
richten in A den <=0 A C=90° — e.und verlingern A C bis zum Schnitt
mit O €. So ist das /\ AOC gewonnen. Das /\ OB C konstruieren wir
in seiner Umlegung, indem wir in (¢ den Winkel O GCB'=d zeichnen
und in O normal auf CO die Gerade O B’ ziehen. AC und CB' sind
2 Seiten des Begrenzungsdreieckes A B C in wirklicher Grifie. Wenn wir
nun schliefilich noch in € den Winkel A ¢ B=f{ konstruieren, €. B= C B’
machen und A mit B verbinden, so ist AB( das Begrenzungsdreieck
selbst. — Nebenbei haben wir die Linge der 3 Halbachsen a=0 C,
h=0A=10em, c=B'0 und damit auch das A, V. gewonnen.

b4, Aufgabe. Von der Grundpyramide des Cerussits ist der Fla-
chenwinkel der vorderen Polkante (130%) und jener der Mittelkante (108°
80} bekannt: es ist der Flichenwinkel der seitlichen Polkante auf
deskriptivern Wege zu suchen. — Diese Aufgabe ist gewissermafien eine
Erweiterung der vorhergehenden. Der zu suchende Winkel ist (s. Fig. 21,
I u IV) im Dreikant AOBC enthalten, doch bedarf es zur Kon-
struktion des letzteren noch eines dritten Bestimmungsstiickes, welches
wir durch Bildung des Dreikantes CEF D erst gewinnen missen. Es
handelt sich um die Bestimmung des =z 0 (C A=e, wodurch wir den
< CAO=90—e=1 erhalten. Wir miifiten also die vorgehende Auf-
gabe teilweise wiederholen, ziehen es aber vor, den Wert fiir 1=90°—
—e der Fig. 22 zu entnehmen. — Gegeben sind nun im Dreikant
1080 30

2
=540 15, M=90° und 1=90° — e, also ein Kantenwinkel | und die ihm
anliegenden Flichenwinkel K und M.

AOBC : K, d. i. der halbe Flichenwinkel der Mittelkante =
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Wir zeichnen (Fig. 23) den <1 so auf Py, daB die Kante w normal
auf Xo liegt. Da der von den Seiten (xg) und (iu) gebildete Winkel M
ein rechter ist, so deckt 2 die Kante w..Der <= M projiziert sich auf Py,
der < K auf der Bildebene Py, deren Spur X, wir normal anf gezogen
haben. (Umlegung von <= K). Nun schneiden wir die Ebenen (%) und (4 )
durch eine dritte mit P; parallele Ebene E. E, und E; sind die Spuren
derselben auf Py und Py; die durch den Schnitt mit (x ) und (2 w) er-
zeugten Spurparallelen treffen sich in. O; und bezeichnen damit einen
Punkt der Kante 7, dessen vertikale Erhebung iiber P, —h, 0, und
dessen Abstand von xz=i; 0y ist. Nun lassen sich (xu) und (Zp) um #
bezichungsweise um g in P; um

egen, wobei ho'=h,0, und io*=io;
gemacht wird. — Um den Flichenwinkel an der Kante 1 zu ermitteln,
legen wir durch den Punkt t; in 7 eine Ebene normal auf 2; die Schnittlinien
mit den Seiten (Ag) und (x1) bilden
den gesuchien Flichenwinkel L. Die
Min, Spur r s der schneidenden Ebene er-

gibt sich aus der Umlegung 4”, indem
t*s 1 A" gezogen wird. — Die hori-
zontale Projektion des Winkels ist
rty s, seine Umlegung um die Spur
r s gibt den gesuchten <= L =1ty s. —

Ableitung. Wird in der Grund-
pyramide (Fig. 21, I) die Hauptachse
mit der Zahl m > 1 oder m <1 multi-
pliziert und werden durch die Basis-
kanten und den Endpunkt der verlinger-
ten Hauptachse Ebenen gelegt, so ent-

o/ stehen neue Pyramiden mit derselben
Basis, welche zusammen die Grund-
reihe bilden. Das A. V. dndert sich
gleichmiBig mit dem Parameterverhilt-

nisse und lautet (a, b, me), Fir m=co stellen sich die Begrenzungs-

flichen vertikal, die Mittelkanten verschwinden, je 2 Polkanten fallen in
eine zusammen und es entsteht die Schlufiform der Reihe: das rhom-
bische Prisma (a,b,oc0¢) von unendlicher Ausdehnung in der Vertikal-
richtung. Fir m=0 fallen die vier oberen Pyramidenflichen in eine

Horizontalfliche zusammen, ebenso die 4 unteren:; so entsteht die

2. SchluBiform der Reihe: das basische Pinakoid (a,b,oe¢), ein mit der

Basis paralleles Flachenpaar. — Wird in der Grundpyramide die Dreiecks-

ebene C AB um die Kante B C gedreht, so wird die Y Y;-Achse von der-

selben in groferer Entfernung getroffen. Wiederholt man diesen Vor-
gang iiber den anderen Kanten des brachydiagonalen Hauptschnittes,
so bildet sich eine Pyramide, welche denselben brachydiagonalen Haupt-
schnitt hat wie die Grundpyramide und Makropyramide genannt wird,

Fig. 25

T
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welches Wort soviel sagen soll als: Pyramide mit lingerer Makroachse.
Man denkt sich die neuen Makroachsen so entstanden, dafl die Makro-
qchse der Grundpyramide mit n>>1 multipliziert und durch jede Kante
des brachydiagonalen Haupischnities und den Endpunkt der verlingerten
Makroachse je eine Ebene nach rechts und links gelegt wurde. Das A.
V. andert sich auch hier gleichmifiig mit dem Parameterverhilinis und
lautet (a,nb,e). Die Ableitungszahl kann alle Werte von 1 bis co an-
comiafl wie alle Ableitungszahlen stets ra-
tional. So entsteht eine ganze Reihe von Makropyramiden, die mit der
Grundpyramide denselben brachydiagonalen Hauptschnitt haben. Aus
ihnen kann man neue Formen (a,nb,m¢) in der Art bilden, daf man
die Hauptachse verindert. Fir m=—oo gehen die Brachypyramiden in
Prismen (a,nb, oo ¢) tiber, welche sich vom Prisma der Grundreihe durch
eine lingere Makroachse unterscheiden. — Je linger in den Makro-
pyramiden die Makroachsen genommen werden, desto breiter werden sie;
fir n— oo entsteht ein Prisma (a, oo b, ¢), welches sich horizontal in der
Querrichtung erstreckt und Makrodema genannt wird. Wiichst in einem

nehmen, ist aber erfahrungs

Makrodoma die Hauptachse bis unendlich, so entsteht ein mit dem
makrodiagonalen Hauptschnitt paralleles Flichenpaar, das Makropina-
koid (a, coh, coc).

Wird in der Grundpyramide das Begrenzungsdreieck G AB um die
Kante B A nach vorn gedreht, so schneidet die Dreiecksebene die X Xi-
Achee in einem Punkte mit groBerem Zentralabstande. Die sinngemébe
Wiederholung dieses Vorganges in den anderen Oktanten fithrt zur Ent-
stehung einer neuen Pyramide, die denselben makrodiagonalen Haupt-
schnitt hat wie die Grundpyramide, aber in der Lingsrichtung mehr ge-
streckt ist. Man nennt derartige Pyramiden Brac hypyramiden (na,b,c).
Aus ihnen lassen sich die Brachydomen (coa,b,ec), das sind Pris-
men, die sich in der Lingsrichtung erstrecken, und aus diesen wieder
das Brachypinakoid (soa, b, o), ein mit dem makrodiagonalen
Hauptschnitt paralleles Flichenpaar, ableiten, und zwar in derselben
Weise, wie bei den Makropyramiden erliutert wurde. — Da die Pris-
men (Domen) und Pinakoide den Raum nicht vollstéindig abschliefien, so
kénnen sie nur in gegenseitiger Kombination oder in Kombination mit
den Pyramiden bestehen.

55. Aufgabe. Die zu einer gegebenen rhombischen Pyramide
gehorigen Prismen  (Domen) sind  in Anschauungsstelluing zu kon-
struieren.

{. Wenn man (Fig. 24) durch die einzelnen Eckpunkte G, G, A
und 7 des basischen Hauptschnittes Gerade parallel mit der Haupt-
achse zieht. nach oben und unten gleiche Sticke von beliebiger
Linge abschneidet und die Endpunkie miteinander verbindet, so erhalt
man die Kombination des Prismas der Grundreihe mit dem basischen
Pinakoid,
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2. Wenn man durch die einzelnen Eckpunkte des makrodiagonalen
Hauptschnittes G, N, A und B Parallele mit der Brachyachse CJ zieht.
nach vorn und hinten gleiche Stiicke auftrigt und die Endpunkte der
Abschnitte miteinander verbindet, so erhiilt man das Brachydoma,
kombiniert mit dem Makropinakoid.

3. Wenn man durch die einzelnen Eckpunkte (I, N, J und B des
brachydiagonalen Hauptschnittes Parallele mit der Makroachse G A zieht,
rechts und links gleiche Sticke abschneidet und die Schnittpunkte mit-
einander verbindet, so erhilt man das Makrodoma., kombiniert mit dem
Brachypinakoid.

Es ist ratsam, die Konstruktion eines jeden der 3 Prismen in einer
besonderen Figur vorzunehmen und zwischen die Grundpyramide und
das Prisma (Doma) als Zwischenform eine Pyramide mit lingerer Haupt-
achse, beziehungsweise eine Brachypyramide oder Makropyramide einzu-
schalten.

o6, Aufgabe. Am
Aragonit tritt neben der
Grundpyramide mit der
vorderen Polkante von
1299 36’ und der Mittel-
kante von 107" 12' be-
sonders hiufig dasPrisma
(a, b, o0 ¢)und dasBrachy-
doma (oo a, b, ¢), unter-
geordnet auch (]1&" rachy-
pyramide (2a, b, 2¢) auf;
diese Formen sind soweil
zu  berechnen, dafi die
Netze entworfen werden
kénnen,

Nach de' 51. Aufgabe ist das A. V. (siehe Fig. I, 21) a:b:c=
=tang CAO:1:tang C A O tang B C 0.

70 Y]
Im Dreikant CDEF ist F =900 D — 10‘;;. < =532 36"
i){“l api
e LedR 30 o ol
2
: cos D cos H30 36
cos d= ==

sin E sin 640 48'°
d=490 1 4% — BB,
cos E cos 640 48¢
sin D sin53° 36 °
e=580 3! 48— 0 CA.
CCAO im ACGAO=90°— 0CA=90"—5H80 3/ 48" _—_310 56/ 12

cos e

>

é‘
i
o
4
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a:b:c—tang 310 56' 12 :1:tang 31° 56* 12", tang 4901 4" = 0°6233 :
1:0:7164.

Fir b=10cm ist (Fig. 21, 1):

BC—V a2 c2— 623322 1+ 7-164% — 9496 em;
CA—Va+be=16233221-102—=11"784 cm;
AB =V D2 f ¢t =110+ 71640* = 12:301 em.

Damit ist das Netz der Grundpyramide durch eine Begrenzungs-
fliche, deren 3 Seiten bekannt sind, gegeben. —

Die Brachypyramide (2a, b, 2¢) unterscheidet sich von der Grund-
pyramide nicht allein durch die doppelt so grofle Brachyachse, sondern
auch noch durch die in demselben Mafle vergrdBerte Hauptachse; es ist
also die halbe Brachyachse —=2.6:2332 em, die halbe Makroachse = 10 ¢m
und die halbe Hauptachse =2.7-164 em.

BiG=V4da:+4c—14,62332% + 4 . 716402 =1899 em;
CA—=Via+bi=V4.623322 + 102 =1598 cm;
AB —Vbsfae2=110% 4. 71642 =1747 cm.
(Domas) mit dem dasselbe ab-

Die Kombination eines Prismas
schlieBenden Pinakoid wird in der Geometrie kurzweg Prisma genannt;
was der Kristallograph Pinakoid heifit, sind hier die Grundflichen. Die
rhombischen Prismen sind gerade, d. h. die Seitenkanten stehen auf den
Grundflachen senkrecht: diese sind Rhomben. Da es auf die Lénge der
Qeitenkanten bei einem Kristall nicht ankommt, so ist das Prisma durch
eine Grundfliche gegeben. — Das Prisma (a, b, co ¢) hat als Grundfliache
einen Rhombus, dessen Diagonalen (fir b=10em) 2.62333 em und
9.10 em betragen; das Brachydoma (oo a, b, ¢) einen Rhombus mif den
Diagonalen von 2.10 em und 2.7:164 em Lilnge. — Das Netz eines Prismas
besteht aus 2 Rhomben von der bezeichneten Grofle und aus 4 Recht-
ecken. die eine beliebige Liinge und eine Rhombenseite als Hohe haben.

57. Aufeabe. Am Cerussit treten neben der Grundpyramide noch
besonders hiufig die Brachydomen (oo a, hy 3,
die Prismen (a,b,coc) und (3 a, b, oo ¢) aufj; es ist das Netz dieser Formen
durch Konstruktion zu suchen. — In der 53. Aufgabe haben wir (Fig. 22, IT)
folgende Werte fiir die Halbachsen der Grundpyramide des Cerussits ge-
funden: a— 0 C, b=0A, c=B; 0. So bilden wir far die 4 bezeichneten
Formen die sie hestimmenden Rhomben: fiir das 1. Brachydoma einen
Rhombus mit den Diagonalen 2h =2 0 A und ¢=B, O; far das Brachydoma
(~a, b, 2 ¢) erhiilt die eine Diagonale die Linge von 2bh=20 A, die 2. von
4c—4B, 0. Zur Bildung des Prismas (a, b, coc) hat man die eine
Rhombendiagonale =2a=2 0 C, die 2. 2 h=—20 A zu setzen; die Grund-
fliche des Prismas (3a, b, oo ¢) endlich bekommt Diagonalen von 2.3a
—60C und 2b=20 A Linge, —

Ritckblick. Bei jedwelcher Neubildung von Formen hat sich zu-
gleich mit dem Parameterverhiltnis das A. V. gleichmiflig gefindert, die

¢) und (coa, b, 2¢) sowie

¥ A 2 R AT R B

hipra



doy g

beiden Verhiltnisse sind darum fiir eine und dieselbe Form gleichlantend.
Die 3 Symmeirieebenen blieben erhalten. Durch 3 Symmetrieebenen
und 3 aufeinander senkrechte Achsen von verschiedener Linge
werden somit alle Formen des rhombischen Systems gekenn-
zeichnet. Die Formen sind 8flichig (Pyramiden), 4flichig (Prismen) und
2flachig (Pinakoide).

IV. Das monoklinische System.

Die monoklinische Pyramide (Fig. 25, 1) ist von 8 ungleichseitigen
Dreiecken begrenzt und hat 12 Kanten und 6 Ecken. Durch je 4 Kanten

(oder Ecken) liBit sich eine Ebene legen. Zwei derselben stehen schief

aufeinander und bilden darum 2 verschiedene Winkel, von denen man
den stumpfen f zu nennen
pfleet. Derselbe hat fiw
jede monoklinisch kriglalli-
sierendeMineralspezieseinen
anderen, fiir diese charakte-
ristischen Wert. — Die 3.
Ehene ist senkrecht aunf
beiden. Sie ist die einzige
Symmetrieebene und

wird vertikal in die Lings-
richtung gestellt, eine 2.
kommt nun vertikal in die
Querrichtung zu liegen, wih-

rend die 3. gegen die Hori-

zonlalebene geneigt ist. Die

Kristallform wird so gedreht,

dal} diese 3. Ebene von vorn
nach hinten aufsteigt. Die
Schnittlinien der 3 Ebenen liefern die Koordinatenachsen. Die kristallo-
graphischen Achsen haben verschiedene Lénge. Die Hauptachse ist
vertikal. Die Lingsachs e, auch Klinoachse (d. i. geneigte Achse) ge-
nannt, steht schief auf derselben und verliuft aufsteigend von vorn nach
hinten. Die Quer- oder Orthoachse (d. i. gerade Achse) ist normal
auf beiden (Grundstellung). — Die 3 Ebenen erzeugen die 3 Hauptschnitte.
Der basische Hauptschnitt ist ein schief aufsteigender Rhombus.
Der orthodiagonale Hauptsehnitt geht durch Haupt- und Orthoachse
und ist ebenfalls ein Rhombus, dessen Seiten von 4 gleichen Polkanten
gebildet werden. Der klinodiagonale Hauptschnitt durch Klino-
und Hauptachse ist hingegen ein Rhomboid, mit den 4 anderen Pol-
kanten als Seiten, welche nur paarweise gleich sind. — Die Begrenzungs-
dreiecke sind doppelter Art. Jene 4, die fber dem stumpfen Neigungs-
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winkel f liegen, sind gleichartig und bilden zusammen die negative
Hemipyramide (Halbpyramide), gewdhnlich negative Pyramide kurz-
weg genannt. Die 4 anderen Gber dem spitzen Neigungswinkel sind
ebenfalls gleichartig und bilden die positive Hemipyramide (positive
Pyramide). Die beiden Hemipyramiden kommen gewohnlich unabhiingig
voneinander vor und die in Fig. 25 abgebildete Form muB als eine
Kombination beider aufeefafit werden.

Man wihlt unter den Pyramiden einer monoklinisch kristallisieren-
den Mineralspezies wieder eine als Grundpyramide aus und bestimmt
sie gewohnlich durch ihr A. V. (a, b, ¢) und den Neigungswinkel § zwischen
Klino- und Hauptachse. Das A. V. pflegt man auf die Form 'i: :l:]:'
zu bringen.

58. Aufgabe. Ks ' _ 3

ist die Grundpyramide e | /,\
) | L

des Augits in Anschau- , Ao

figurzu konstruieren. [ Sl / Ay
- =4 / \
3 | / \

sicungswinkel der Ach- AR i g4t Ly

sen f=105% 49%; A, V. e | L) MR )
(1:0903, 1, 09893 ); b 2 i . N
10 em. — Wir konstru- A / ]
ieren die Pyramide zuerst L obot Pty S
in der Grundstellung mit s : ..I_I_.I_.I_.—','.-__m_l"

Hilfe der 3. Projektion
und drehen sie dann
etwas um die Hauptachse
NB. — In Fig. 26 gibt
r\,l:;, --;\:|_:__. :2b=20¢m
eine Achse und N, B,
—N,B,=2¢—20.05895
11:786 em die 2. Achse Fig. 26.
der rhombischen Basis.
€, J,, CyJs und Cgdg sind die Projektionen der 3. Achse, welche mit
BN den <c |

31069 49* einschlieBt. — Fir die Drehung ist in Fig. 26
der < (, 05 C%y=—20° angenommen. Im 1. Bilde zeigt die Figur die
gesuchte Ansicht der Pyramide,

59. Aufgabe. Es ist das Netz der Grundpyramide des Augits nach
den Angaben in der vorhergehenden Aufgabe zu berechnen (Fig. 25)
ABCO ...BCG=VB0:*+0G—2B0 OC cos f—1573 em;

ABOA ...BA=VB0 4 0A2—1160 cm;

AAOG ... AC=VA02}0C*=1479 em.

Im A GN A istAC=1479em, AN=1160cm
CGN=VCO2+0ON:—2C0.0N cos 74° 11'=1089 em.
Hiermit sind die Dreiecke B G A und C N A durch ihre 3 Seiten bestimmt.
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60. Aufgabe. Es ist das Netz der Grundpyramide des Augits nach
den Angaben in der 58, Aufgabe geomefrisch zu konstruieren. — Wir
kommen am einfachsten zum Ziele, wenn wir die 3 Hauptschnitte nach
den Angaben darstellen und denselben die Dreiecksseiten entnehmen.
In anderer Art liBt sich die Aufgabe auflésen, wenn wir die Pyramide
in Grundstellung entwerfen und die Begrenzungsdreiecke in die Bild-
ebene umlegen. Der orthodiagonale Hauptschnitt projiziert sich auf P, in
wirklicher Grofie, der klinodiagonale auf P,,. Nun lalit sich die Lage der
Mittelecken € und S auf P, bestimmen und das 1. Bild der Pyramide
entwerfen.

Die Pyramidenbasis A C G J, die sich in einer vertikal projizierenden
Ebene befindet, ist in der Figur um deren Spur PJ;, nach P, umgelegt.
Die Basis erscheint in wahrer Grofie in A G/ G'I,'. Durch Umlegung der
Spitze B um die Basiskanten erhiilt man die Seitenflichen A’ C*B‘ und

y C'I, BY. Von den wvier
A Fliiechen der positiven
Hemipyramide sind zwei

% oaln kongruent, die 2 anderen
b ” dazu symmetrisch; das-

o eAl selbe gilt von den Flichen

B ' ., der negativen Hemipyra-

| N _— /" mide. Die Anschauungs-

(=78, N figur belehrt uns, in wel-

cher Art wir die Flichen
zum Netze zu verbinden
haben.

Ableitung. Wenn
man in Fig, 25 die Be-

Fig. 27

il grenzungsfliche B C A der

negativen Pyramide um
C A, den Punkt B nach vorn, gedreht denkt, so wird die 7 Z;-Achse
von der Ebene dieser Fliche im Zentralabstand des Schnitipunktes
ma getroffen, wobei m >1. Soll die Symmetrie erhalten bleiben,
so mufi auch GCB in derselben Art in eine neue Richtung ge-
bracht werden. Damit ist dem bestehenden Symmetriegrad Rechnung
getragen worden. Nun aber verlangt es das Gesetz des Flichenparallelis-
mus, daB auch die Gegenflichen NAJ und GNJ die parallele Richiung
behalten, also auch steiler gestellt werden miissen. So entsteht eine
gang mit

i

negative Pyramide mit léingerer Hauptachse. Wird dieser Vor
wechselndem m wiederholt, so entsteht eine ganze Reihe von negativen

Pyramiden — (a, b, m ¢), welche ebenso wie die Grundpyramide den Namen
in geometrischen Sinne nicht verdienen, da es Prismen sind, die von vorn

nach riickwirts schief aufsteigen. Fir m =ocostellen sich die Flichen

vertikal und es entsteht das Grundprisma (a, b, 20 ¢). Aus der positiven
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Grundpyramide erhilt man analog die Grundreihe der positiven Pyra-
miden (a,b, mc), weleche mit demselben Prisma  wie die negative Reihe
abschliefit. Auch diese Pyramiden sind, geometrisch genommen, Prismen,
die aber von unten schrig nach vorn aufsteigen, also ,iberhiingen®.
— Wird in Fig. 25 die Fliche BCA um die Kante BA und
zwar C nach vorn gedreht und analog mit den anderen Flichen der
negafiven Pyramide verfahren, so entsteht eine negative Pyramide mit

langerer Klinoachse, Klinopyramide — (na,b,c) genannt. Aus jeder
Pyramide der Grundreihe — (a, b, me¢) labt sich eine Reihe yvon Klino-
pyramiden Dbilden, deren allgemeines Zeichen also — (na,b,me) ist.

Fiir n=oco entsteht ein schief aufsteigendes Prisma, das Klinodoma
(coa,b,me). In derselben Art erhilt man die Reihen der positiven
Klinopyramiden. Das aus einer negativen Reihe hervorgehende Klinodoma
ist mit dem der gleichwertigen
positiven Reihe identisch. —
Werden in Fig. 25 die Flichen
GCB und C A B um die Kante
B, die Punkte G und H
nach vorn, und gleichzeitig die
Flichen GNJ und JNA um
die Kante JN, die Punkte G
und H nach hinten, gedreht,
so entstehen die negativen
Orthopyramiden — (a,nb,
me). Fir n=oo fallen die
Flichen GCB und CAB in
eine zusammen; dasselbe gilt
von GNJ und JN A. So ent-
steht ein schief aufsteigen-
des Fliichenpaar, steiler zestellt

als der basische Hauptschnitt: Rl
das quer verlaufende ,, Prisma”,
negatives Orthodoma genannt — (a,cob,me). Analog erhilt man

die positive Orthopyramide (a,nb,me) und das positive Ortho-
doma (a,cob.mec), das letztere ein Flichenpaar, welches senkrecht
aut dem klinodiagonalen Hauptschnitt schief von hinten nach vorn
aufsteigt. — Wird in einem Prisma (Doma) eine 2. Achse unendlich,
so entstehen die Endflichenpaare oder Pinakoide. Man unterscheidet das
basische Pinakoid d. i. ein schief aufsteigendes, mit der Basis paral-
leles Flachenpaar (ooa,cob,c). Man erhilt es aus den Domen, wenn
in denselben die 2. Nebenachse unendlich genommen wird, es kann aber
auch aus den Pyramiden abgeleitet werden, indem man die Hauptachse
=0 selzt. (a;b,0¢). Wird in einem vertikalen Prisma die Klino-, be-
ziehungsweise die Orthoachse unendlich, so entstehen das Klinopina-
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koid (coa,b,oc0¢), ein in der Lingsrichtung, und das Orthopinakoid
(a,c0b,0c¢), ein in der Querrichtung verlaufendes, vertikal gestelltes
Flichenpaar,

61. Aufgabe. Es sind iber einer Pyramide (d. i. Kombination der
- und —Pyramide) die dazugehérigen Prismen (Domen) zu zeichnen.
Wie im rhombischen System zieht man (IMig. 28) durch die einzelnen
Eckpunkte der 3 Hauptschnitte Parallele zu jener 3. Achse, die nicht in
dem betreffenden Hauptschnitte gelegen ist, schneidet beiderseits gleiche
Stitcke ab und verbindet die Schnittpunkte. So erhilt man das Prisma,
kombiniert mit dem basischen Pinakoid, das Klinodoma, kombiniert mit
dem Orthopinakoid und das Orthodoma, kombiniert mit dem Klino-
pinakoid.

62. Aufgabe. Das Netz des mit dem basischen Pinakoid kombi-
nierten Augitprismas (1-0903,
1,00) ist zu berechnen; a—
= 10803 em, b = 10cm, f=
1059 49, — Diese Kombination
ist, gzeometrisch genommen, ein
schiefes Prisma mit rhombi-
sehen Grundflichen, Die S eiten-
flichen sind also Rhomboide,
zu deren Konstruktion ein
Ny, Winkel bekannt sein mufi. Wir
denken uns den Korper (Fig.
25, 1) durch den klinodiago-
nalen Hauplschnitt in zwei

I/I'= I Teile zerlegt und berechnen

\L ———_| aus dem Dreikant URSV den

Y R UV, In III ist dieses fiir

S ] sich allein dargestellt. F =

200 el =18 — 105040/ d =

=SillR=— (A . 1) 1aBt sich aus dem rechtwinkeligen A CAO

O C 10:903

bestimmen. Es ist hier cot CA O = _—
OH 10

=1:08085 RIS =

— AP0 H] A gle,
Bekannt sind nunmehr im sphérvischen Dreiecke DEF die beiden
! Katheten.
! cos f—= cosd cos e = cos 420 317 43, cos105°49%: f—=101°35' 14,

Das Netz wird ans 2 Rhomben und 4 Rhomboiden gebildet. Die
ersteren werden mit den Diagonalen 2a = 21-806 em und 2b =20 em ge-
bildet, die letzteren erhalten zur einen Seite UR, wihrend man der an-
deren eine beliebige Linge gibt. Der == R UV — 1019 35¢ 144",

63. Aufgabe. Das Nelz derselben Kombination ist durch Projek-
tion darzustellen. — Um Raum zu ersparen, projizieren wir nur die Halfte
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derselben. Wir denken uns den Korper (Fig. 25 I1) durch den Kklinodia-
gonalen Hauptschnitt wieder in zwei Teile geschnitten und den einen
derselben mit der Schnittfliche in die Bildebene P, gelegt. In Fig. 29
ist Ui Ty =7411, S, 01/ =040, —a=10903 em; S, Ty erhiilt eine
beliebige Liinge. So ist S, T; 04 N, U, V, das 1. Bild des Kérpers, — Aunf
Py ist O My=b=10¢em; S, U; M, ist das 2. Bild des Korpers, gibt
aber auch dessen horizontalen Querschnitt in wirklicher Grofie. Nun
laft sich sowohl die Seitenfliche STNO um die Kante ST als auch
das halbe Pinakoid SMU um die Spur S, U, in die Bildfliche umlegen
und konstruieren. I'm ersten Falle wird M'r =M, S., im zweiten 0% MY, —
= 0; M, gesetzt. In der Figur wurde die andere Hilfte des Pinakoids
hinzugefiigt. — Auf dieselbe Art lifit sich das Klinodoma, kombiniert
mit dem Orthopinakoid gewinnen. — Das Orthodoma ist durch den Quer-
schnitt, d. i. durch den klinodiagonalen Hauptschnitt J, N. C; B, in Fig. 27
gegeben. Dieses Rhomboid wird doppelt genommen und mit 4 Recht-
ecken vereinigt, welche eine beliebige, aber gleiche Linge und ab-
wechselnd die Hohe J, N, und N, C, erhalten.

Riickblick. Durech die Ableitung wurde weder am Symmetrie-
grade noch am Wesen der Achsen etwas geindert. Durch eine einzige
Symmetrieebene und durch 3 verschieden lange Achsen, wovon 2 senk-
recht aufeinander stehen, wiahrend die 3. auf der einen von den beiden
senkrecht, auf der anderen schief steht, werden simtliche Formen des
monoklinischen Systems charakterisiert. Parameter- und Achsenverhiilinis
sind durchwegs tbereinstimmend. Von den rhombischen Formen unter-
scheiden sich die monoklinischen inshesondere dadurch. dal a) die Pyra-
miden und Querdomen in 2 Halften zerfallen, ) daB die Basis schief
aufsteigend ist. Durch diese Eigentimlichkeiten erhalten die Kombina-
tionen ein charakteristisches Gepriige. Keine einzige Form schlieBt den
Raum vollstindig ab, so daB wir es hier ausnahmslos mit Kombinationen
zu tun haben.

V. Das triklinische System.

Die triklinische Pyramide (Fig. 30) hat 8 ungleichseitize Drei-
ecke als Begrenzungsflichen. Die Ebene der Hauptschnitte, in derselben
Art wie beim monoklinischen System gebildet, stehen schief aufeinander.
Dies gilt auch von ihren Schnittlinien, d. i. den Koordinatenachsen, be-
zichungsweise von den kristallographischen Achsen, die zudem von un-
gleicher Linge sind. Eine Symmelrieebene fehlt, darum wird das System
auch das asymmetrische, d. i. das symmetrielose genannt. Die Pyramide
wird so gestellt, da8 die als Hauptachse gewihlte vertikal, eine Neben-
achse in die 1‘>|1=?1’r’ir‘h[1lr1§ (Makroachse) und die 3. wvon vorn
nach hinten aufsteigend (Brachyachse) zu liegen kommt. Gleich-
artig sind immer nur je 2 Flichen, niamlich eine beliebige Fliche mit
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ihrer parallelen Gegenfliche. So zerfallt die Form in 4 Viertel, die in
der Regel unabhingig voneinander in den Kombinationen auftreten. Man
wiithlt wieder bei einer triklinisech kristallisierenden Mineralspezies eine
Pyramide (d. i. eine Kombination der 4 Viertelpyramiden) als Grund-
pyramide, bestimmt sie durch das A. V. und zugleich durch die
3 Achsenwinkel und leitet aus derselben die Formen wie im rhombischen
System ab; man benennt sie auch wie dorf. So wie die Hauptschnitte
der Pyramide Rhomboide sind, so haben auch die Prismen (Domen’
rhomboidischen Querschnitt und zerfallen deswegen in 2 Hilften. Da
selbstverstandlich die Pinakoide ebenfalls 2flichig sind, so gibt es hier
itberhaupt nur 2flichige Formen, die sich in mannigfaltizer Weise mit-
einander kombinieren und einzig und allein nach ihrer Richtung gegen
das Achsensystem vonein-

0 AT ander unterschieden werden

kénnen. Der Vorgang bei
der Auflosung einer Kom-
bination ldft sich in fol-
gender Weise kennzeichnen:
Man entscheidet sich fiir ein
Flichenpaar, welehes man
als ,Grundpyramide” an-
nimmt. Nach demselben be-
stimmt man die Neigung
der anderen Fliachenpaare,
die man nun einzig und
allein auf Grund ihrer Rich-

tung Pyramiden, Prismen
(Domen) oder Pinakoide
nennt. In Fig. 30 ist BAJ
(N eine Kombination von

4 Viertelpyramiden; vertikal
steht eine Kombination des rechten und des linken Prismas (der beiden
Prismenhilften) mit dem basischen Pinakoid, von vorn nach rickwirts
aufsteigend verliuft eine Kombination der beiden Hilften des Brachydomas
mit dem Makropinakoid, von links nach rechts die Kombination der
heiden Hilften des Makrodomas mit dem Brachypinakoid.

Wegen der schiefen Richtung der Achsen ist bei der Konstruktion
einer Anschauungsficur keine Drehung notwendig. Soll eine Pyramide
(d. i. eine Kombination der 4 Viertelpyramiden) fiir den kristallographischen
Unterricht entworfen werden, so zieht man die Hanptachse vertikal, die
Makroachse von links nach rechts schrig abwirts, die Brachyachse von
links unten durch den Schnittpunkt der beiden anderen, macht 2 zu-
sammengehirende Achsenarme gleich lang und verbindet die Endpunkte.
Die Prismen (Domen) zeichnet man am bhesten tber die Pyramide wie




im rhombischen System. — Das Netz einer Pyramide kann berechnet
und konstruiert werden, Eine jede Kante lafit sich némlich aus den
beiden dazu gehorigen Achsenarmen und dem ihr gegeniiberliegenden
Achsenwinkel nach dem Carnotschen Lehrsatze berechnen. — Rascher
kommt man durch Konstruktion zum Ziele, indem man die 8 Haupt-
schnitte auf Grund des A. V. und der Achsenwinkel konstruiert und
der Konstruktion die Kantenlinge entnimmt.

VI. Das hexagonale System.

Die hexagonale Pyramide, Fig. 32, besteht ans 2 reguliren
fseitigen Pyramiden im geomefrischen Sinne. Sie wird von 12 gleich-
schenkeligen Dreiecken umschlossen, hat 12 gleiche Pol- und 6 gleiche
Mittelkanten. Die letzteren

bilden ein resulires Sechs- | :
eck. Man unterscheidet 2 . '/
T s 7 » | !
Bflichige Polecken und 6 {

4flachige Mittelecken. Eine
Symmetrieebene geht durch
die Mittelkanten, 3 andere
stehen auf dieser senkrecht, f—=
schneiden sichunterWinkeln
von 60° und verlaufen durch
die beiden Polecken und
zugleich durch 2 gegentiber-
liegende Mittelecken. Die
Schnittlinien dieser 4 Sym- % : i

metrieebenen, welche man Vi
Hanptsymmetrieebenen . I
nennt, bilden die  Koordi- S Al
natenachsen. Die von der
Fform eingeschlossenen Abschnitte ‘derselben heiflen wieder kristallo-
graphische Achsen oder kurz Achsen. Es gibt somit hier 4 Achsen, u. zw.
3 gleich lange Nebenachsen, die sich unter Winkeln von 60° schneiden und 2
gegeniiberliegende Mittelecken verbinden, ferner eine Hauptachse, welche auf
den Nebenachsen senkrecht steht und liinger oder kiirzer ist als diese. Die
Hauptachse wird vertikal gestelll, eine der Nebenachsen von links nach
rechts (Querachse); die 2 anderen gehen schriig von vorn nach riickwiirts
Grundstel

ung). Zwischen je zweien der vertikal gestellten Symmetrie-
ebenen verliuft noch eine Nebensymmelrieebene, den von jenen ge-
bildeten Winkel halbierend. So zihlen wir also im ganzen 6 vertikale
Symmetrieebenen, die sich in einer Vertikallinie (Iauptachse) schneiden.
Die Kristalle haben wirteligen Bau. Aus den verschiedenen Pyramiden,
die bei einer hexagonal kristallisierenden Mineralspezies vorkommen
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konnen, wihlt man wieder eine beliebige als Grundpyramide aus,
bestimmt sie durch ihr A. V. (a,a,a,b), was man kirzer auch (a,b)
schreibt, oder den Flichenwinkel einer beliebigen Kante und leitet daraus
alle {ibrigen Formen ab.

64, Aufgabe. Es ist die Anschauungsficur der Grundpyramide des
Quarzes mit dem A. V. (1, 1'1) geomelrisch zu konstruieren, — Wir
denken uns (Fig. 31) wieder auf P, die Ebene E gelegt und die hexagonale
Pyramide so in dieselbe verselzt, dafi deren Basis mil ihr zusammenfillt
und eine Nebenachse von links nach rechts verliuff. Hierauf wird die
Pyramide mit der Hauptachse als Drehungsachse um einen Winkel, den
wir @ nennen wollen, gedreht. (In der Figur ist ¢ =5%) Nun konstruieren
wir die Basis als regulires Sechseck mit der Seitenlinge a. Weiterhin
drehen wir E um die Gerade E, nach vorn und aufwicts, bis sie schlieB-
lich mit der Horizontalebene den <= (in der Figur = 15%) hildet. Se

gewinnen wir analog wie bei
der Konstruktion des Oktaeders
in Fig, 2 die Punkte P,, C; und
0,. Wenn wir von K,, P, und
(i, durch O, Gerade bis zum
Schnitte mit den Spuren der
Drehungsebenen fiir die Ecken
J, H und A ziehen, so erhalten
wir in den Schnittpunkten J;,
Hy und A, die Projektionen
eben dieser Ecken. Die weitere
Konstruktion ist aus der Figur
ersichtlich; O, B; bekommt die
Léinge von 1'[ a.

65. Aufgabe. Die Grund-
pyramide des Apatits hat das
A. V. (1, 07346); es ist eine Begrenzungsfliche zu berechnen. —Im A OAB
(Fig. 832, 1) ist AB2=V b2 |- a2==2a V073462 +1=1240a. Die Mittel-
kante hat die Liange der Halbachse a. Fiir a=—10cm ist AB—B( —

= 124 em, GCA=10em. — 12 solche Dreiecke vereinigt liefern das Netz
der Pyramide.

66. Aufgabe. Die Mittelkante der Grundpyramide des Berylls hal

den Flachenwinkel von 59°53‘: es ist eine Begrenzunesfliche zu be-
rechnen und das A. V. zu bestimmen; (a =10 ¢m). = OB C A (Fig. 32, 1)

ist ein durch die Hauptsymmetrieebenen abgegrenztes Zwolftel einer

hexagonalen Pyramide. Die Nebensymmetrieebene teilt es wieder in

2 gleiche Halften und erzeugt als Schnittfigur das rechiwinkelige 3HO.
3 : : o 12, . 59 H3¢
Der s BHO ist die Halfte des gegebenen Neigungswinkels, — -

o
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> Gl e al3
BH=0SBHO ~ 3cosa00s6 307 — 2 994 om.

3 tang 29956 30" = 4-988 cm.

2 d

OB=OHtangBHO = 5
A. V. (1, 0.4988).

67. Aufgabe. Die (scheinbare) Grundpyramide* des Quarzes hat an

der Polkante den Flichenwinkel von 133°44': es ist eine Begrenzungs-
a {o]

flache zu berechnen und das A. V. zu bestimmen. — Im Dreikant
BAOC (Fig. Il und IV) ist das sphéarische /\ FED schiefwinkelig. Be-

_ 13044

D — 66°52‘ und

kannt sind in demselben die 3 Winkel E—

F —60°; wir suchen den Kantenwinkel f=ABC. — Wenn wir in
diesem /\ durch F den griofiten Kreisbogen senkrecht auf ED ziehen, so
zerfilllt es in 2 kongruente, rechiwinkelige sphiirische Dreiecke und es
werden F und f halbiert.

hsssecos 30y

9 sin 66°52¢ !

19939/ 124; f—1539018 244,

Durch den -rf—ABC ist das Begrenzungsdreieck seiner Form
a b

, _ 800—3901824% _ .
nach bestimmt; da =—-BCA=CAB = ]—5)7 = 70020 48",
Fiir a=10¢m ist auch die Grundlinie GA =10e¢m., — Ferner ist:

| cos d — cot 66952 cot 30°;
d=0B C=42"16' 10".
Sy _ a
L & ("1'U"‘h_tung'U_H(_i
AT V= (1,1,
Wird die Aufgabe dahin erweitert, dal der Flichenwinkel einer
Grundkante bestimmt werden soll, so ist im Dreikant CAB O:
cot L = cosn tang M = cos 70° 20 48“ tang 66° 521
= h10 47 81T, — 103034936,
Durch geometrische Konstruktion lifit sich ein Begrenzungsdreieck
der Pyramide leicht und schnell bestimmen, falls das A. V. oder ein
Flichenwickel der Grundkante gegeben ist. Im ersteren Falle kon-

=51k

struiert man (Fig. 32) das A OBC, indem man a und b unter einem
rechten Winkel znsammenfiigf. Die Hypotenuse gibt unmittelbar einen
Schenkel des Begrenzungsdreieckes, wihrend die Basis desselben = a ist.
Im 2. Falle konstruiert man das A\BHO, nachdem man zuvor das
gleichseitize A\ AOC mit a (z. B. a=10em) als Seite gezeichnet und
in demselben die Hohe O H gezogen hat. In O wird ein rechter, in H

* Tatsiichlich ist diese Pyramide eine Kombination des positiven und negativen

Rhomboeders in gleichmiiigcer Entwicklung.




der gegebene Winkel errichtet und die Schenkel beider in B zum Durch-
schnitt gebracht. HB ist die Hohe, a = 10 ¢m die Basis eines Begren-
zungsdreieckes. Die Strecken BO und C A geben zugleich das A. V.

68. Aufgabe. Das Netz der Grundpyramide des Pyromorphits
(Flichenwinkel der Mittelkante = 800 44') ist zu konstruieren; (a = 10 cm)
— Wir hringen das Pyramidenzwdolftel B A O G (Fig. 32, II) so vor P,, daB}
das durch den Schnitt mit der Nebensymmetrieebene erzeugte A BHO
mit ihr parallel ist und O H in die Querrichtung fillt. Wir konstruieren
das 1. Bild, wobei wir die Linge von O H, dem 2. Bilde entnehmen

it S00441 - ) Sl ;
und in H; den Winkel von—; =400 22' bilden. Schliellich konstruieren
wir das Begrenzungsdreieck B, C' A’

69. Aufgabe. Eine Begrenzungsfliche der Grundpyramide des
Quarzes ist geometrisch zu konstruieren. Gegeben is eine Polkante
durch ihren Flichenwinkel = 133° 44‘; (a=10cm.) — Das Begren-
zungsdreieck A B C ist seiner

; Form nach bestimmt, wenn

der Scheitelwinkel A B G

‘ i, f dargestellt ist. Wir

2 1. gehen vom Dreikant BA O C
g l' F Fig. 32, I und IV) aus,

: -~ \ . BYA dessen Flichenwinkel: I'=

N / \ NG e D H',—l—l 5
. 15 2

: 66952 wir kennen. Wenn

I i: wir die diesen Winkeln

' gegeniiberliegenden Kanten-

winkel der Supplementar-

ecke 1, d’ und e’ nennen,

50 ist f*=180° — 600 =120° d'=¢' = 180°0—66952'=113°8‘. Wir ent-

werfen (Fig. 33, II) das Netz der Supplementarecke so auf P,, dafi die

zwischen den beiden gleichen Kantenwinkeln gelegene Kante ¢ normal auf

der Bildachse steht, bilden zunichst die korperliche Ecke und konstru-
ieren dann den von den Seiten (&' ¢') und (¢’ 0") gebildeten <= F*. Im Drei-

kant, von dem wir ausgegangen sind, liegt dem < F* der Kantenwinkel
f gegeniiber, der also = 180 — F*. In der Figur ist dies der Winkel
V' Vs.

Wir verbinden A (v,) mit vs, schneiden von Avs die Strecke A (i=
a=10cm ab und ziechen CB|[voq. ABC ist das gesuchte Dreieck.
Die dihexagonale oder 12seitige Pyramide (Fig. 34). Wenn wir

in Fig. 32, I das A\ AHB um die Kante B A, den Punkt H nach vorn
drehen, wird die Dreiecksebene die durch O H laufende Koordinaten-
achse nicht mehr in einem Punkte mit dem Zentralabstande a, sondern
in einem weiter entfernten Punkte mit dem Abstande na freffen, wobei

-——
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n>1. Soll der Symmetriegrad, der die hexagonale . Pyramide kenn-
seichnet. erhalten bleiben, so mufl die Dreiecksebene auch um die Kante
B H gedreht werden und weiterhin derselbe Vorgang in allen 12 Teilen,
in weleche der Raum durch die 4 Hauptsymmetrieebenen geschieden wird,
wiederholt werden. So entsteht ein neuer Korper, der von 24 ungleich-
seitigen Dreiecken begrenzt wird. Wir zihlen 12 primire Polkanten, die
mit den Kanten der eingeschriebenen hexagonalen Pyramide zusammen-
fallen, 12 sekundire Polkanten iiber den Flichen dieser Pyramide und
12 Mittelkanten. AufBler den 2 zwdlfflichigen Polecken gibt es 12 vier-
flichige Mittelecken und zwar 6 primire tber den Ecken und 6 sekun-
diare tber den Mitlelkanten der einge

schriebenen hexagonalen Pyramide.
Der basische Hauptschnitt ist ein Dihexagon, .d. i. ein symmetrisches
Zwolfeck mit gleichen Seiten und abwechselnd gleichen Winkeln. Para-
meterverhiltnis: (a, na, mb).
70. Aufgahe. KEs ist
eine dihexagonale Pyramide
in Anschauungsfigur zu kon-
struieren. — Man zeichnet

eine hexagonale Pyramide : i

in gedrehter Stellung, multi- i J

pliziert jede Halbachse a mit S E F

n> 1 aber n<'2, erhilt v : % ”_ I

dadurch die Punkte I und Sl ot
o

[, zieht von A eine Gerade
nach B, von H eine solche :
nach F und bekommt im G e
Schnittpunkte D die Lage
einer sekundiaren Ecke. Man
hat nun D mit A, H, B und
G zu verbinden. Derselbe Vorgang ist tiber jeder Mittelkante der

Fig. 34.*

Pyramide zu wiederholen. Begriindung wie bei der ditetragonalen
Pyramide.
71. Aufgabe. Am Beryll findet man die dihexagonale Pyramide

a, a, 3b); die Grundpyramide dieses Minerals hat an der Mittelkante

den Flichenwinkel von 59° 53‘: es ist ein Begrenzungsdreieck zu be-
rechnen (a=10e¢m). — Man suchl, wie in der 66. Aufgabe gezeigt wurde,
guniichst das A. V. der Grundpyramide und findet (1, 0-4988). In der
gegebenen dihexagonalen Pyramide ist also die halbe Hauptachse —3b =

3 5 Sl ;
14:964 em, a=10 em, n=--. — Wir berechnen in Fig. 34 das A BAD

durch seine 3 Seiten.

* Der Buehstabe H (in II) ist an den Scheitel von « geriickt zu denken!
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Seite BA. — Im /\BOA ist BA=VOB*[- 0 A2—

= V149642 102 — 1799 cm.

Seite AD. — Im A OFH ist OH=10cm, OF =na—=15¢m und
<HOF=p=60°. Den < FHO nennen wir ¢« und - HFQ — 8.
Gegeben sind also 2 Seiten und der eingeschlossene Winkel, Wir suchen
o mittels des Tangentensatzes:

OF—0OH 1

g 1
tang 5 (¢ —6) =57 FOH cot 5-p = cot 30°;

1 ) )
'~)l { ik [i_} = 19” “-l :3:;“; __3 {.{.;. i" ﬁ) 2 9{.}“__ ; = {)Oﬂ,
@=190 6 23%,
______ DHi...<cDHi=¢—609=19% 6/ 23,
: H i 5 :
= - = 5291 ¢
1 cos DHi cos 199 6* 237 291 em,

Seite BD. ABOD...BD=}¥B02+-0D2;
OD=0i-+iD,

-

AOIH. . .0i—< |/ 3=88660.

AiDH. . .iD=HIi tang D Hi-
=) tang 19° 6' 23''—1-732.
0D=10392; BD —} 149642 4 10'3922 —
— 1352 em.

el Zusammenstellung des Netzes
aus 24 Dreiecken muB man beriicksich-
tigen, dal von den 2 in einer sekun-
diaren Kante zusammenstoBenden Drei-
ecken das eine zum anderen symme-
trisch ist,

72. Aufgabe. Dieselbe dihexagonale

: S Fh e e ;
Pyramide (a, 5 & 3b) ist geomelrisch
zu konstruieren. A. V. der Grundpyramide (I, 0-4988); (a = 10 cm).
— Wir denken uns die hexagonale Pyramide durch den Quer- und den
basischen Hauptschnitt in 4 Viertel geteilt und das obere vordere Viertel
in Grundstellung auf P, gelegt. Wir ziehen ;X, in der Querrichfung. Die

Basis projiziert sich auf Py, und wird hier mit a =10 em gezeichnel.

- Wir ziehen Oy E—=0,F = a=15 ¢em und konstruieren 2 Mittelkanten

der dihexagonalen Pyramide. Nun sind wir in der Lage, das 1. Bild des
Korpers darzustellen, wobei wir O, By —3b = 14'964 ¢m machen. Um
l 1 1
das Begrenzungsdreieck BD H umlegen und in wirklicher GroBe kon-
struieren zu koénnen, bediirfen wir der Linge der Kante BD. Dieselbe
liegt in einer Nebensymmetrieebene L, die durch die Hauptachse geht. Um
diese drehen wir L samt der Kante, bis sie mit P, zusammenfillt. Der
3 1
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Drehungskreis fiir D erscheint auf Py, DY, ist das 2. Bild der Ecke D auf Py
nach der Drehung. Wir tbertragen DY, in das 1. Bild und erhalten mil
der Strecke B, DY, die gesuchte Kantenlinge. — Man lasse nicht auBer
acht, daB das gewonnene /\ B, H, D’ mit B D H nicht kongruent, sondern
zu demselben symmetrisch ist.

Die Deutero- oder verwendete Pyramide. Je grifier hei der Ableitung
der dihexagonalen Pyramiden die Zahl n genommen wird, desto schirfer
werden die sekundiren, desto stumpfer die primiren Polkanten. Endlich
wird der Flichenwinkel der letzteren 1809, d. h. sie verschwinden, withrend
je 2 benachbarte Mittelkanten tber der primiren Ecke in eine Gerade
zusammentfallen. Welchen Wert hat hierbei n angenommen? Dies ersehen
wir aus dem /\ O AE in Fig. 34, 11, Die Mittelkante A D fillt mit der be-
nachbarten AV in eine Gerade zusammen, es ist also <c0O A E =900
geworden und f=30° da
p= 60°. Es verhilt sich
0 A:0E=sin 30°: sin 90°
0 h o

2

20 A; n hat somit den
Wert 2 bekommen. Aus
der dihexagonalen Pyramide
ist also wieder eine hexa-
gonale geworden mit einem
reguliiren Sechseck alsBasis,
das dem der hexagonalen
Pyramide umschrieben ist.
Da diese Pyramide gegen die

Grundpyramide um 30° ge-
dreht erscheint, so nennf >
man sie die verwendete
Pyramide. Im Gegensatze
zn den hexagonalen Pyramiden der ersten Art (Protopyramiden)
heifien sie Pyramiden 2. Art d. h. Deuteropyramiden. Die Héhenlinien
der gleichschenkeligen Begrenzungsdreiecke fallen mit den Polkanten der
eingeschriebenen Protopyramide zusammen, die Nebenachsen verbinden
die Mittelpunkte je zweier gegentiberliegender Mittelkanten.

75. Aufgabe. Es ist eine Deuteropyramide in Anschauungsfigur zu
konstruieren. — Die Konstruktion ergibt sich aus der Ableitung von selbst.
Man zeichnet (Fig. 36) eine Protopyramide, multipliziert alle Halbachsen
mit n =2 und verbindet die Endpunkte untereinander in der Art, daB
man immer einen Koordinatenachsenast tberspringt. Die Durchschnitts-
punkte der Verbindungslinien geben die Ecken der Deuteropyramide, die
Strecken zwischen 2 benachbarten Durchschnittspunkten die Mittelkanten
derselben. Die Eckpunkte sind mit den Polen zu verbinden.
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74. Aufgabe. Zu einer Protopyramide soll das Netz der dazu-
gehorigen Deuteropyramide herechnet werden. — Nach dem oben Ge-
saglen erhilt ein Begrenzungsdreieck als Hohe die Linge einer Polkante
der Protopyramide und als Basis eine Lange, die sich zur Halbachse a
verhillt wie die Seite des dem Kreise numschriebenen zu jener des dem
Kreise eingeschriebenen reguliren Sechseckes. Wir konnen diesen Wert
fiir die Basis aus dem A ODH in Fig. 34, IIl ableiten. Wenn wir vom

Scheitel des rechten Winkels H auf OD eine Senkrechte fillen, so gilt
die Proportion:

OD:OH=0H:0i

O H® ’ (i e e
@R = —: 01 O H2—Hi2: a2 ——= 5 s
; )1 I 4 9 2
0?2 9 I
{]'IJ.. ol |:|I .__-.:ll'i o) j
a 3 )
213

Nun ist aber OD=VD, da das /\ O VD gleichseitig ist.

Wird die Hauptachse einer Pyramide mit m =1 multipliziert, so
entstehen spitzigere, mit m <1 stumpfere Pyramiden. Fiir m = oo gehen
alle Pyramiden in die enlsprechenden Prismen tiber, wovon wir also
hier 3 Arten unterscheiden: das Proto-, das dihexagonale und das
Deuteroprisma. Gegeben sind die Prismen, da es auf die Linge der
vertikalen Kanten nicht ankommt, durch ihren Querschnitt. Dieser aber
ist identisch mit dem der dazu gehdrenden Pyramide und es wurde
gezeigt, wie derselbe berechnet, beziehungsweise konstruiert wird. Ge-
zeichnet werden die Prismen analog wie jene des tetragonalen Systems. —
Fiir m=o entsteht aus jeder Pyramide das Pinakoid.

Das Rhomboeder I'ie. 37. Werden in der oberen Hilfte der hexa-
gonalen Pyramide (Fig. 32) die abwechselnden Flichen erweitert, so
werden die anderen verschwinden und mit ihnen simtliche Polkanten
der Pyramide; anstatt derselben entstehen aber 3 neue, weniger steil
verlaufende Schnittlinien als Kanten, die gleichen Abstand voneinander
und von der Hauptachse haben, Wird der Vorgang in der unteren Hiilfte
der Pyramide wiederholt und werden hierbei die gleich gelegenen Drei-
ecke zur Erweiterung gewihlt, so entsteht eine 3seitige Pyramide (Doppel-
pyramide im geometrischen Sinne). Nimmt man aber in der unteren Py-
ramidenhiilfte digjenigen Flichen, welche mit den oheren abwechseln, so
werden sie bei der Erweiterung zwischen die oberen und diese wieder
zwischen die unteren eindringen. Es werden sich zwischen den oberen
und unteren Flichen schrige Schnittlinien als Mittelkanten bilden, welche
durch die Mittelecken der hexagonalen Pyramide verlaufen. Welche
Gestalt werden die neuen Begrenzungsfifichen haben? Dariiher belehren
uns folgende Erwiigungen: Wenn wir oben das A CAB zur Erweiterung
withlen, so erzeugt es mit dem zweitnichsten /\ JHB eine Polkante.
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Dieselbe Fliche bildet mit dem /\ P G C eine durch C: verlaufende Mittel-
kante. JHB und P G C sind parallel, und da ihre Ebenen von der Drei-
ccksebene C A B geschnitten werden, so miissen die entstehenden Schnitt-
linien ebenfalls parallel sein. Analoges gilt von den Schnittlinien, welche
dieselbe Dreiecksebene (A B mit den erweiterten Dreiecken A GIH und
PKE bildet. Somit werden 2 Parallele von 2 anderen Parallelen ge-
schnitten, die der Symmetrieverhiltnisse wegen auch gleich lang sind:
die neue Begrenzungsflache kann nur ein Rhombus sein. So ist ein neuer
Korper entstanden, welcher Rhomboeder, d. i. Rhombenflichner genannt
wird. Aus der Ableitung folgt, daB er von 6 Rhomben begrenzt wird,
6 Pol- und 6 im Zickzack verlaufende Mittelkanten, ferner auBer den
9 Polecken noch 6 Mittelecken hat, von denen je 3 in einer Horizontal-
ebene liegen. Die Hauptachse verbindet die Polecken, die Nebenachsen
verlaufen zwischen den Halbierungspunkten je zweier gegentiberliegender
Mittelkanten. Von den 7 Symmetrieebenen der Pyramide sind die 4 Haupt-
symmeirieebenen verloren gegangen. doch sind die 3 Nebensymmetrie-
ebenen geblieben. Der basische Hauptschnitt ist ein regulires Sechseck.
Legt man durch die 3 oberen Mittelecken eine Ebene, so bilden die
Schnittlinien die horizontalen Diagonalen der oberen 3 Rhomben, die
Sehnittfiour ist ein regulires Dreieck TL U (Fig. 37). Analog erhélt man
in der unteren Halfte das /A MN Q. Die beiden Ebenen teilen die Haupt-
achse BG in drei gleiche Teile. Um den Beweis hierfiir zu erbringen,
ziehen wir im Rhombus N G QU die Diagonale UG, fillen von U auf
die Hauptachse die Normale UO‘ und erhalten so das rechtwinkelige

U 0O‘G. Ein 2. rechitwinkeliges Dreieck entsteht, wenn vom Durch-
kreuzungspunkte n der Rhombendiagonalen auf die Hauptachse eine
Senkrechte n 0Y gezogen wird. Die beiden Dreiecke sind &hnlich, da
nO“|| U0 darum

G0":GO'=Gn:GE=1:2; GO'=2G0"; Bg=GO'4+0'B.

Aus der Kongruenz der Dreiecke Br O’ und Gn O’ folgt, dafi B O'= G 0,
darum B G =2 G 0" 1+ G 0" —=3 G 0. — Schneller kommen wir zum Ziele,
wenn wir schlieBen: die Projektion einer zweimal so langen Strecke auf
einer Geraden ist auch zweimal so lang, falls derselbe Neigungswinkel
vorhanden ist. Im A U O'G projiziert sich die ganze Diagonale UG auf
der Hauptachse und liefert die Projektion HOY, im A nO“G die halbe
Diagonale nG und gibt die Projektion O G. Darum OO'=0'G und
=2 04 G.

Das Rhomboeder ist bestimmt, wenn das A. V. oder ein Flichen-
winkel bekannt ist. Hierbei ist zu beachten, dafl ein Flichenwinkel der
Mittelkante supplementir ist mit einem solehen der Polkante, da beide
Winkel von 2 parallelen Ebenen mit einer dritten schneidenden gebildet
werden. Wirde ein Flichenwinkel den Wert von 90° annehmen, so ginge
das Rhomboeder in das Hexaeder iiber, welches freilich in den Rhom-
boederreihen fehlt, Stellt man ein Hexaeder auf eine Heke, so erscheint




es tatsichlich als ein Rhomboeder mit allen Eigenschaften eines solchen,
welche nur modifiziert werden durch das Vorhandensein der rechten
Winkel. Wie beim Tetraeder unterscheidet man auch hier eine positive
und eine negative Form. Die erstere wendet dem Beschauer oben eine
[liche, die letztere eine Kante zu.

75. Aufgabe. Es ist ein Rhomboeder in Anschauungsstellung zu
konstruieren. — Wenn man in einem Rhomboeder (Fig. 37) die Endpunkte
der Nebenachsen untereinander und mit den Polen verbindet, so entsteht
jene hexagonale Pyramide, deren Hiilfte das betreffende Rhomboeder
ist. Wie schon frither erliutert wurde, erhillt man 2 gleichseitige Drei-
ecke TLU und N Q M, wenn man durch die 3 oberen und die 3 unteren
Mittelecken je eine Ebene legt. Das untere erscheint gegen das obere
um 60°¢ gedreht. Die Mittelkanten des Rhomboeders verlaufen schrig von

einer Ecke des oberen zu einer

des unteren Dreieckes, die Pol-

kanten hingegen von den Ecken

derselben Dreiecke zu den

Polen. Darum wird es sich

vor allem darum handeln,

diese beiden Dreiecke zu er-

halten. Die Dreiecksebenen
schneiden die Hauptachse der

“ eingeschriebenen hexagonalen
Pyramide im 3. Teile ihrer

4 Linge und erzeugen an der
Pyramide als Schnittfiguren
s ol regulire  Sechsecke, deren
| U 1 Seiten sich zu den Seiten

des basischen Hauptschnittes
verhalten wie 2:3. Aus diesen
Sechsecken entstehen die ge-
suchten Dreiecke, wenn man die abwechselnden Seiten bis zum
Schnitt verlangert. Aus dieser Erwigung ergibt sich die Art der
Konstruktion. Man zeichne in gedrehter Stellung jene hexa-
gonale Pyramide, deren Rhomboeder man bilden will, teile
die Polkanten im Verhiltnisse 2:1, den groBeren Teil dem Pole
zugewendet, und verbinde die Teilungspunkte. So bhekommt
man ein regulires Sechseck oben und ein solches unten. Aus
denselben bilde man durch Verlingerung der abwechselnden
Seiten je ein gleichseitiges Dreieck, wobei man oben und
unten nicht die Parallelseiten wihlen darf Sechliefflich ver-
binde man die Dreiecksecken mit den Polen und schrig die
des oberen Dreieckes mit denen des unteren. — Man kann sich
die Konstruktion wesentlich erleichtern, wenn man nur in einer einzigen
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Pyramidenkante den Teilungspunkt (2 : 1) sucht und dann das Sechseck
in der Weise herstellt, da man Parallele mit den Seiten des basischen
Sechseckes zieht.

76. Aufgabe. Das Grundrhomboeder des Kalzits hat an der Pol-
kante den Flichenwinkel von 105° 8'; es ist eine Begrenzungsfliche zu
berechnen und das A, V. zu suchen; (a=10cm).

Eine Polecke des Rhomboeders ist ein Dreikant mit 3 gleichen
Flachen- und 3 gleichen Kantenwinkeln. Gegeben sind die ersteren, Wir
benutzen also zur Berechnung des Kantenwinkels UBT, durch welchen
eine Begrenzungsfliche der Form nach bestimmt wird, den Satz:

o RN /" cos (S—Ps) cos (S — Py)

TR l cos S cos (S—P;)
wobei S die halbe Winkelsumme ist, withrend wir mit P; = P, =Py =
= 105° 8' die einzelnen Winkel bezeichnen.

ge 2 LAEL Gad el e p gl e el e i
col UBT = If_" BORD = -P’-}- — fL_L':{_E’ ___I,T
HENER cos S | cos(180°—S)
UBT _ 500 58 244; UBT—1010 56¢ 48"
< BT _\j =N UB=180°—101° 56' 48“="78" 3’ 12,
Diagonale TU. Im A CAB ist de|[CA und dB = 3 CB, daher
2 CA

——-; a. Werden (Fig. 37, II) in einem reguliren Sechseck die
il =

abwechselnden Seiten bis zum Durchschnitt verlingert, so sind in dem
entstehenden gleichseitigen Dreiecke die Seiten 3 mal so groB wie die
des Sechsecks. Ein Winkel des letzteren hat 1209 =z Uef—TUfe—
—=60% eU=de=Td; TU=38de=2a Die kirzere Diagonale einer
Begrenzungsfliche eines Rhomboeders hat also die Linge einer Neben-

de =

achse =2 a. Dies mufi allgemein fiir alle Rhomboeder gelten. Wir konnen
diese Tatsache auch unmittelbar der Fig. 37 entnehmen. Der Schnitt
durch die 3 unteren Mittelecken teilt die Diagonale UG in 2 gleiche
Teile, die Hilfte Un wird wieder durch den basischen Hauptschnitt in

2 gleiche Teile geteilt. Daher ist auch NQ=2AH=2a. — Durch
einen Winkel und eine Diagonale ist ein Rhombus bestimmt. Um denselben
zu konstruieren, bildet man einen <2 von 78° 3‘ 12, halbiert diesen,

macht die Halbierungslinie =2 a = 20 ¢m und zieht von ihrem Endpunkte
Parallele zn den beiden Winkelschenkeln. Sechs solche Rhomben liefern,
entsprechend vereinigl, das Netz des Rhomboeders.

Um das A. V. zu bestimmen, suchen wir die 2. Diagonale UG =2 Un.

~Q0 94 124

Un=Nn tang UN n = a tang Lo ---':— — =81014; UG=16:2028¢cm.




Im AUO‘G ist 0'G=VUG—0'U2; 0'U=20"r (Fig. 37, 1I);

DET— 37, tU; tU=)da*—a2=al'3;

a lri’ ER sl iR Z e
(B = 3 "= 'r:’):}'3533:"| = 57730 O'U =11'54T cm.
0' G = V1620282 — 115472 — 11366 cm.
A B g D
0‘'G=BG—B0O0'=2h — = --—__Il:_
o £

h = : 0! G s . 11.366 = 8:522 cmn.
=t 1 .
a:b=10:8522; A. V. (1, 0:8522).

77. Aufgabe. Das Rhomboeder des Kalzits mit nb=2h als halber
Hauptachse, das niichst spitzigere Rhomboeder genannt, ist zu berechnen. —
Fine Pyramide mit doppelt so grofier Hauptachse liefert auch ein Rhom-
boeder mit einer solchen Hauptachse, doch kann man ein derartiges
Rhomboeder direkt aus dem stumpferen ableiten, indem man die Haupt-
achse mit n =2 multipliziert und die Begrenzungsflichen entsprechend
steiler gestellt denkt. Die Begrenzungsflichen drehen sich hierbei um
die Seiten des basischen Hauptschnittes, Dieser andert sich dabei nieht,
und da die horizontale Diagonale der Rhomben stets 2 a ist, so muli
auch der Quersehnitt durch die 3 oberen und ebenso durch die 3 unteren
Mittelecken dasselbe gleichseitige Dreieck bleiben. Aber diese Schnitte
riicken in dem Mafle weiter auseinander, als sich die Mittelkanten bei
zunehmender Hauptachse steiler stellen. In unserer Aufgabe wird also die
1
die 2. Diagonale UG = VO“U2 4+ 0‘G% O'U hat den beim Grundrhom-
boeder gefundenen Wert, d. i. die Linge von 11547 em, beibehalten,
geindert hat sich also nur 0°G.

0IG=0'010G= ) 4 2b —~b=—19:890 em.
3 3
UG = V115472 - 19:890° = }/ 1333333 + 39560 = 2300 cm.

kiirzere Diagonale einer Begrenzungsfliche wie frither 2 a = 20 ¢m messen,

Die Begrenzungsfl
stimmt.

78. Aufgabe. Das Netz des Kalziterundrhomboeders mit dem A. V.
(1, 08522) ist durch Konstruktion zu suchen; (a= 10 cm). — Wir brin-
gen (Fig. 88) das Rhomboeder in positiver und Grundstellung vor P,
Hier wird sich der Querhauptschnitt, auf P;; der basische und auf der
Kreuzriiebene Py der Lingshauptschnitt projizieren. Wir entwerfen zu-
nachst auf Grund der Angaben und unserer Kenntnisse uber das Rhom-
boeder das 1. Bild, P, H;, =2a =20 e¢m, 0, B;= 0; G; =8:5622 cm. B, Gy

dche ist so durch ihre beiden Diagonalen be-

e TR o B : Aar .
teilen wir in 3 Teile: B; 0'= 0'; 0,4 =0, G; = =, zichen durch O, und

0," die Geraden T; Uy und M, Q; gleich und parallel mit P, H; und zeichnen




die Projektionen der Kanten, wie es die Figur zeigt. Durch Verbindung
der Punkte B; und G; mit. Py, C,, A, und H; erhalten wir zudem das
1. Bild der zugehdricen hexagonalen Pyramide. — In dem auf solche
Art hergestellten 1. Bilde des Rhomboeders gibt uns Ty M; eine hori-
zontale Rhombendiagonale in wirklicher Linge. Die 2. Diagonale
By Ny wird sich auf Py in wirklicher Grifie projizieren, 'doch brauchen
wir zur Darstellung des 3. Bildes das zweite. Wir ziehen ;X. in der
Querrichtung und || damit eine Gerade, auf welche wir PsH, =P, H,
iibertragen. Vom Halbierungspunkt O, beschreiben wir mit dem Halb-

X !
|
!
X
Fig. 38.
messer 0, Ps=a einen Kreis und konstruieren das eingeschriebene re-

ouliire Sechseck als mittleren Durchschnitt des Rhomboeders und zu-
gleich als Basis der hexagonalen Pyramide. Durch Verbindung von O,
mit den Ecken des Sechseckes erhilt man die Projektionen der
Polkanten der Pyramide. Wir teilen eine solehe Projektion z B.
P, Gy im Verhiltnisse 1:2 wund bekommen den Punkt ¢, von
dem ausgehend wir durch Ziehen von Parallelen ein zweites Sechs-
eck bilden, dessen Seiten sich zu denen des grdfieren Sechseckes ver-
halten wie 2:3. Das kleinere Sechseck ist das 2. Bild der Schnitifiguren,
die entstehen, wenn man in einer hexagonalen Pyramide die Hauptachse

K. k. &t. R, IL 6
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in 3 Teile teilt und durch den oberen und unteren Teilungspunkt eine
Ebene normal auf die Hauptachse legt. In diesem Sechseck verlingern wir
die abwechselnden Seiten ps 04, S my und I, 5, wodurch sich das gleich-
seitige A\ M Qg N, ergibt, und weiterhin op s, ms I, und 1, ¢, wodurch das
gleichseitige /\ L, Uy T, entsteht. Das erstere ist die Projektion der Schnitt-
figur, welche eine durch die 3 unteren Mittelecken eines Rhomboéders
gelegte Ebene erzeugt, das letztere die der Schnittfigur, welche eine solche
Ebene zwischen den 3 oberen Mittelecken hervorbringt. Die Punkte Ms, Q,
und N, geben also die Lage der 3 unteren, U,, T, und L, die der 3 oberen
Mittelecken, G, M, Gy Qs und Gy N, sind die Projektionen der 3 unteren,
B;U,, B: Ty und B,L, die der 3 oberen Pol-
kanten, N, Ty, TyMs, ML, LgQs Qs Us und
U,N, die Projektionen der Mittelkanten. —
Nun schreiten wir zur Konstruktion des 3. Bildes

auf P

B; G; gibt uns das 3. Bild der Hauptachse
gsamt den Teilungspunkten 0Of, 0, und O%.
Durch diese ziehen wir Vertikallinien. Auf die
durch 0'; gezogene tbertragen wir aus dem 2.
Bilde L und T (U), auf die nichste € (H) und
K (S), auf die dritte N und M (Q). Nun sind
wir in der Lage, auch hier die Projektionen
sowohl der Rhomboeder- als auch der Pyramiden-
kanten »u ziehen. — L;Gy=—DB; N, geben die
Diagonalen LG und BN in wirklicher Liinge.
Nun drehen wir den Rhombus LM G(Q um die
Diagonale L G, bis er mit Py parallel liegt,
und konstruieren ihn.

Das Skalenceder (Fig. 39) ist die di-
hexagonale Pyramide in hemiedrischer Ausbildung.
Man erhilt es aus derselben, wenn man die
iiber den Flichen der eingeschriebenen Proto-

pyramide gelegenen Flichenpaare abwechselnd
erweitert. Naumann leitet die Skalenoeder vom Rhomboeder ab.
Sie entstehen, wenn man die Hauptachse eines solchen it el
multipliziert und durch jede einzelne Mittelkante sowohl naech oben
als auch nach unten je eine Ebene legt, welche die verlingerte
Hauptachse in ihrem neuen Endpunkt, d. i. in der Zentraldistanz
nb, trifft. So entsteht eine neue Form, welche dieselben Mittel-
kanten wie das Rhomboeder hat, was deren Liinge und Richtung anbe-
langt. Je 2 benachbarte Ebenen erzeugen eine Schnittlinie, die vom
Endpunkte einer Mittelkante zum Endpunkte der Hauptachse verliuft
und eine Polkante bildet. Es entsteht eine solche tiber jeder Polkante
des Rhomboeders und weiterhin fiber jeder Fliche desselben; die erstere




ist kiirzer und schéirfer als die letztere. Im ganzen werden sich 12 Pol-
kanten bilden, 6 oben und 6 unten. Die Zahl der Ecken ist unverin-
dert geblieben, doch sind die Mittelecken 4flichig, die Polecken 6flichig
geworden; die Mittelecken haben ihre Lage beibehalten. Aus jedem Rhom-
boeder kann eine Reihe von Skalenoedern gebildet werden, deren
Glieder dieselben Mittelkanten haben.

J79. Aufgabe. Am Kalzit findet man nebst vielen anderen Skale-
noedern besonders eines hiufig, das sich aus dem Grundrhomboeder mit
der Ableitungszahl n =3 bilden 14ft; es ist dasselbe in Ansichtsstellung zu

konstruieren. — Wir haben aus dem Kantenwinkel des Grundrhomboeders
am Kalzit das A. V.=1:0:8522 berechnet. Auf Grund desselben zeichnen
wir eine hexagonale Pyramide (z. B. a = 10 ¢em, b = 8522 em) und dariiber

das Rhomboeder, wie oben gezeigt wurde. Nun machen wir die Haupt-
achse 3mal so grof (also 3.8522m—25566cm) und verbinden die
Mittelecken mit den Endpunkten der neuen Hauptachse.

80. Aufgabe. Das Netz desselben Skalenoeders ist zu berechnen;
(a=10 e¢m). — Wir bestimmen das Begrenzungsdreieck NS U durch
seine 3 Seiten.

Seite NU. Dieselbe hat die Lange der Rhomboederkante und wird
aus der Rhomboederfliche T N UB berechnet. Wenn wir in dieser die
Diagonalen ziehen, so zerfillt es in 4 rechtwinkelige Dreiecke, Im AVNTU
ist NU=FV U2+ VN2—V10% 3 810142 — 12:87 em.

Seite US, Wir fillen von U auf die Hauptachse eine Normale

" ] 3G : " 2 :
07 Da B0t — é 2, 50 ist U0 = é; (siehe oben).
Im rechtwinkeligen A UO*S ist
US=7V0U2+0’S,
QIS —010F08—2 1ap- Uy
o o

i “da, 10 2
Bl — ' = L 3 il} — 30667 em.

: ey 3 2 c 2 i
Seite NS. Durech die Normale N O* _=I, entsteht das recht-
3
winkelige Dreieck N S 0.

e : : S
NS=VO0"N2L0"S2: 0“S—0S8S—00— fj b

3 :_rl_{-; 3 -8 \ 2 %
3’ N i IR

Bei Zusammenstellung des Netzes ist zu beachten, daf je 2 be-
nachbarte Dreiecke nicht kongruent, sondern symmetrisch sind,

Ruckblick. Bei der Ableitung der Formen aus der hexagonalen
Pyramide wurde niemals der bestehende Symmetriegrad aunfeehoben,
Legte man in einem der 12 Riaume, in welche der ganze Ranm durch die
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4 Hauptsymmetrieebenen geteilt wird, eine neue F'liiche, so gab man
ihr dieselbe Neigung gegen die angrenzenden Hauptsymmetrieebenen;
wurden 2 gelegt, so bekamen sie eine symmefrische Lage gegen die
Nebensymmetrieebenen. Was in einem Raum geschah, wurde in den
anderen wiederholt. Die Linge der Nebenachsen wurde durch die
Ableitung nicht geindert. 4 Haupt- und 3 Nebensymmetrieebenen,
3 gleichlange Nebenachsen, die sich unter 60° schneiden, sowie eine auf
der Ebene der Nebenachse in dem Schnittpunkt jener senkrecht stehende
Hauptachse kennzeichnen alle hexagonalen Formen. Das Vorgehen
Millers, diesen Formen auch 3 Achsen zu grunde zu legen, hal wenig
Anklang gefunden, da durch 4 Achsen den Symmetrieverhalinissen, durch
welche die Kristallsysteme in erster Reihe charakterisiert werden, eher
Rechnung getragen wird. Fir jede Begrenzungsfliche kommen 4 Para-
meter in Betracht, doch ist der eine daven aus den anderen zu be-
rechnen und mull nicht erst in das Parameterverhaltnis aufgenommen
werden. Der nach oben laufende Ast der vertikalen Koordinatenachse
wird als positiv, der nach unten laufende als negativ angenommen. Gill
der eine Ast einer horizontalen Koordinatenachse als positiv, so ist der

nichste negativ, der 3. wieder positiv u. s. w. So ist man in der Lage,

durch Beifiieung der Qualitatszeichen beliebige Flichen nach ihrer Rich-
tung im Raume zu kennzeichnen. Auch in diesemn Systeme unterscheidet
Ian:

a) Pyramidenflichen, die alle in Betracht kommenden Koordinaten-
achsen in endlicher Entfernung schneiden. Hierher gehoren die Begren-
zungsflichen der Deuteropyramide (a, 2a, 2a, mb), und die der dihexago-
nalen Pyramide (a, pa, na, mb);

b) Prismenflichen, welche mit einer Koordinatenachse parallel sind.
Solche haben die Protopyramide (a, ooa, a, mb), das Deuteroprisma
(a, 2a, 2a,00b) und das dihexagonale Prisma (a, pa, na, cob);

¢) Endfliichen, welche mit wenigstens 2 Koordinatenachsen parallel
sind. Hierher gehdren die Begrenzungsflichen des Protoprismas (a, oo a,
a, cob) und des basischen Pinakoids (coa, coa, coa, mb).

> Wihrend sich dieser Aufsatz im Drucke befand, wurde uns ein
Ubungsbuch der konstruierenden Stereometrie: ,Leit

‘aden der Pro-
jektionslehre” fiir Realgymnasien und Oberrealschulen (Deuntschlands)
von Miller und Prefiler, Leipzig und Berlin, Verlag von B. G. Teubner,
1903, zugesendet. Hier wird der Kristallographie ein besonderer, ziem-
lich umfangreicher Abschnitt eingeriumt und erlautert, wie sich
die Kristallformen in schiefer Parallelperspektive (in ,Schrigbildern”)
darstellen lassen. Es wurde hierbei nur auf Formen des tesseralen und

e T “ 20y B A . - o] 3 L x .
hexagonalen Kristallsystems Riicksicht genommen., Eine streng einheit-
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liche Ableitung aus den Grundformen erscheint nicht durcheefiihrt, Be-
rechnungen und Netzkonstruktionen finden keine Beriicksichtigung. In
analoger Weise wird die stereometrische Projektionslehre dem ganzen
Gebiete der exakten Schulficher, so auch der mathematischen Erd-
und Himmelskunde nutzbar eemacht. Motiviert wird dies damit. daB
die deutschen Lehrpline die Absicht aussprechen, ,dem mathematizchen

Unterrichte aberhaupt ein reicheres Ubungsfeld zu erdffnen

und unheschadet der Selbstindigckeit der Mathematik als Lehr-
fach ein Hauptgewicht auf die Anwendungen zu legen”. — Der
Verfasser dieses Aufsatzes schoplt aus dem in Rede stehenden Bueche
die Beruhigung, dafi seine Anregung, es mdchte die Kristallographie in
der Mathematik und darstellenden Geometrie einige Beriicksichticung
finden, nieht unbillig ist.
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