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Jm Grunertschen Archiv Leipzig 74 Seite 189 zitiert Rath eine Schrift von
C. A. Berkhan, betitelt: Die merkwilrdigsten Eigenschalten der pythagoreischen Zahlen.
In ihr werden 19 Auflésungen von den Zeiten Platos, Pythagoras' und Euklids bis zur
Mitte des vorigen Jahrhunderts erwdhnt, um die schon den indischen Mathematikern
bekannten Formeln m:=—+n* m:—nt 2md abzuleiten, die der Forderung
genligen, ganzzahlige Mabzahlen der Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks zu sein.
Bemerkenswert sind die Losungen von Kédsiner, der die Formel tg2x benfitzt, von
John LeBlie, der die allgemeine Aufgabe behandelt, x* -} ax - by* zu einem Quadrate
umzugestalten und dann a —o b-=—1 selzt und Euler, dessen merkwiirdige Behand-
lung des Froblems hier kurz folgen mige. Ausgegangen wird von |1 L x* und dabei
verlangt, daf der Radikand ein Quadrat wird. Setzt man

14 B T
ft
4 . X me x?
|
. 2mn
Daraus folat X
] n m
und nach einer kurzen Zwischenrechnung
| (2mn)y 2 (n* - m*)
(n* — m*) * {n m?)
oder (= m: 4 (2 mn)? {n* - m*)

Der ('jang der Rechnung erscheint sehr einfach, doch ist der Zusammenhang der Aus-
gangsformel mit der Forderung, daB das QQuadrat einer Zahl gleich der Summe der
(Quadrate zweier andern Zahlen werden soll, nicht so leicht zu erkennen. Berkhan
nimmt an, daB schon pythagoreische Zahlen gefunden sind und stellt sich die Aufgabe:
Welche Zahlen sind zu den gegebenen zu addieren, um neue von gleicher Eigenschaft
zu erhalten? Eine allgemeine Forderung lautet: Zu einer beliebigen Zahl die beiden
anderen pythagoreischen zu finden. Sie sei der Gegenstand folgender Abhandlung.
Die dabei gegebene Lisung erwihnt Berkhan nicht. Sie ist mir in der iteren
Literatur bisher noch nicht begegnet.

Wir setzen die eine Kathete —x die andere x — n, die Hypotenuse x -+ m
und erhalten durch Auflésung der Gleichung:

(X — 1) x- (X )
X m-n=k= |2 m(m-n).
Ist 2m k*(m - n), 80 wird
z (L] n == kim n).




man

Da aus der vorletzten Gleichung m : ";_ hervorgeht, so erhilt
durch Einseizen in die letzte Gleichung:
kE*n+2n— k*n-4- k3 -2 gk — nk?
i = p—E
: 2n(k-4+1)
3 2— k2
; ik (k—+2)
X — i 5
ot 0l R 1
e [2 (% L ”.#;*F | n
= %, = I 3 .
LdBt man den gleichen Faktor . 'H_: weg, so ergibt sich:
Gruppe A 2(h-1) -k 2 (k4-1) kkh--2),
. r
Nimmt man an, daB *# —
: 24 s)ys-Lr? 2(r+-s)s r{r1-2s
so wird E : { 5 =5 ) erhalten,
Ist r s = 1 gesetzt, dann sind die 3 Zahlen nach Weglassung des Nenners
I s 21s e |
Damit ist die Form der pythagoreischen Zahlen als notwendig erwiesen,
Auch auf andere Art kann man es erreichen, daB in
X m--n 2m (m - n)
die Wurzel verschwindet, indem man
m-l- 2k*m Setzt
it
fri 9t |
) 2kn{k+1)
" 2R —1
2k-+1n
e 2R —1
: R (k= 1)
X m 9 f 1 i
oder k* = (k1) 2h(k4-1) 2k 11
nach Weglassung des Faktors ”.__.” ;
Setzen wir wieder & '\
AU ) 2r(ris) (2r-s)s nach Weglassung des Nenners s:
r-i-s 1
I I

Wir erhalten dann dieselbe Form 2r1 wie vorhin —r.  Auch hier sind r

und s teilerfremd.

Fiir den Fall, daB » — 1 wird, ist r =s ¢ =2r —2s. Jede Gruppe liefert

dieselben Zahlen.
4r Al

.
55 1s 3 5"
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Nimmt man das gleiche r und s filr jede Gruppe, so erhdlt man je drei
Zahlen von der Eigenschaft, daB die Differenzen aus der griiBten der einen Gruppe
und der kleinsten der anderen Gruppe gleich sind.
Beispiel : r=3 5

§ a ! g
r 73 48 55
| 89 80 39 73 —30 — B9 —55
| Ebenso ist die Differenz der groften Zahlen aus jeder Gruppe die Hilite der
Diiferenz der mittleren,
| = g LR 80 — 48
| By i3 = o0—J4 5
Setzen wir in der Gruppe A
| .2 m-4-n—k{m--n)
: kin
L : II';
X = (m4-n)(1—Fk)
| : 2n(l 3]
X 5
: kn (k—2}
X ' 9 pe
2 — &) |
| xm = 2 “. i W
2— K
oder nach Weglassung des gemeinsamen Faktors,
2(1 —R)+- & 2(1— k) k(k —2)
Ob k< 1 oder k-2 ist, dirite filr die Allgemeinheit des Problems gleichgitltig bleiben,
: . :
' da es sich um Quadrate handelt. & _
28— s+r 2s5(s—1r) r{r—2zs)
41 r 3 5 5
' 29 —20 21
20t = 200421
k2 Beispiel : =T g =2
| 20 49 g i) 21
| ~
d Setzt man s—r=1
| 215 - (s —10)® 52 |"|
| 21z
i- 2 { [
In Gruppe B erhdlt man gleiche Resultate.
: x m-+4-n—2km
[ n
| x nf-m(l—24k m 2k — 1
n {2k —1)Ln{l—2F) n2k*—2nk
3 2kt —1 2k — |
2n(E—Fk
ZR—1




§
] nil 21
& vl |
Bl (k—1)
X n 3 i
3t — |
K- (h—1) 2h(k—1) =o'k
" 5
T [r—58) 27 (r—s) (5—2r.58
g 2rl fr—rp
Ist r 7 g-=—=:5 dann L=
53 28 45
Nehmen wir dieselben r und s wie vorher, so erhélt man fiir r —3 ¢ — 5:
13 12 5)
Vorher 20 20 — o1

Die Zahlen dieser Gruppe zeigen das gleiche Verhalten. Sie befolgen in bezup
auf die Differenzen dieselben Regeln.
Stellen wir die einzelnen Gruppen noch einmal zusammen:

A (r 8) 5 ! 5) 8 rr 25)
A 2 s r ) r( 25)
B 2 d- {1 --5) §) (2r-1-s)s
B’ 2 o={r—35)2 2r(r—s) (s—2r)s
A’ geht aus A hervor, wenn man statt » —r, B' aus B, wenn man sfatt

8 s sefzt. Aus A wird B durch Vertauschung von r und s,
Die Gruppe A kann als die urspriingliche angesehen werden, aus der man die
eben angegebenen Verdnderungen erhilf.

Legendre hat den Satz gefunden, daB jede ungerade Zahl auBer der Form
8n-+7 die Summe dreier Quadrate ist. Lagrange hat dann weiter gezeigt, daf jede
gerade Zahl die Summe von vier Quadraten ist. Diese Sitze sind, wie Pepin in den
»Altl dell' academia ponfifica de nuovi Lincei 1893 pg. 119% angibt, nur Spezialfille
eines Satzes von Cauchy, der allerdings bis auf Fermat zuriickgeht, daB jede ganze Zahl
eine Summe von 4 Pentagonalzahlen ist vermehrt um 1 oder eine Summe von Hexagonal-
zahlen, vermehrt um 1 oder 2 oder die Summe von 4 Hexagonalzahlen, vermehrt um
1 oder 2 oder 3.

Wir wollen jetzt Zahlen finden wvon der Beschaffenheit, daB das Quadral
der einen Zahl gleich ist der Summe der Quadrate dreier Zahlen a il grt g
d. h. geometrisch gesprochen: Die ganzzahlige Diagonale eines Quaders mit ganzzahligen
Kanten zu finden.

Berkhan stellt sich eine #hnliche spezielle Aufgabe. Er nimmt an, daB
(2p-4 1) eine Quadratzahl ist und will durch Hinzufiigen zweier Quadrate ein viertes

erhallen. Es ist



Man erkennt die Richtigkeit des Legendreschen Satzes fiir den Spezialfall,
Damit der Ausdruck auf der rechten Seite ganzzahliz wird, mul p gerade sein, Wir
erhallen dann eine ungerade Zahl.

Wir nehmen an %k, x, x—m, x—n seien die Zahlen, die unserer Forderung
geniigen, dann wire

Lisen wir dic Gleichung nach x auf, so erhalten wir;

m n !
X - =3k (m n=y 3 (rm n)

Damit der Klammerausdruck ein vollstindiges Quadrat wird, muB

3k 3{m ) (rm n’) n

oder k AL )

> a i —n
! LWL : 28 (mn 1 m i
Wenn n oesetzt wird, ist
g
b T
m--n kn =
't

} 4

2m I 1

' 1t ! kn
m--n) = kr

- (2 m i)
¥ (2 n i i
Oben erhielten wir Te mn

Der Ausdruck auf der rechten Seite ist ganzzahlig. Damit er es auf der linken
Seite auch wird, muB r — ps sein.

gerade sein. Die Klammer ist entweder
g genommen

hzeitig

¢ und r kdnnen nicht beide g

ungerade, dann mufl p gerade sein, oder gerade, dann kann p belie

werden.
| nr Lm 1)
- 1
I n or
H ]
L 1 m il
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Damit x eine ganze Zahl wird, muB

| pr— i BI+1)n oder
II' pr—n (31-1 1)m SEin.
Aus 1 folgt pr (3L 1)ntm

11 pr = (B3l4Dmtn

Setzen wir diesen Wert | in den Ausdruck filr m2 + n* —mn ein, so wird
2mi-2nt—2mn Fsips—[n(31 1 --2mn (31 1) + m]

5= p m:+4 28 n - 2in -2 mnl
Wenn m — 12n ist, so wird die rechte Seite ein Quadrat.

st p? n? (41 L1)*

Sl == (R4 1)

wobei [ jede beliebige Zahl sein kann.
(3l+Dn—n

3 in
i = S e o [
z ({4 1)n
{ kann ein Bruch sein
ti t (¢ 3=1) [
x = 1 n { - J n z (¢ ,_Irj L
. r Fo

(82 - 1)

K n

Oder nach Weglassung des gemeinschaftlichen Faktors
Xie=rtl i t(t 40} z (E=-0i =11 {1 =
i i 5
20 36 45 6l

R
Zwischen den vier Zahlen besteht diese Beziehung,

Die Zahl, die sich im Quadrat als Summe der drei andern darstellt, kann
immer nur gerade sein, denn in der Summe ¢ | j¢ ¢ ist ¢+ und ; nie gleich-
zeitig gerade. ¢ und ; milssen teilerfremd sein. Entweder sind beide ungerade,
dann wird auch & ungerade, oder die eine von beiden ist gerade, so tritt das gleiche
Ergebnis ein,

Fall II pr B!L1)m
2m*-1-2n* —2mn dsip [m* (3L 12 +2mna (314 1) nf)

st p mEOF - 6Im* - m* +-6mnl+42mn +nt42m*L-2n*—2mn
st p Im=14-2Im* 4 2 lmn -+ m* 4+ n*

it = mt
sip Im*E4-2tm 4 2B mt 4 m B
52 p* mA (-2 B84 204-31 1)
s p- mE (L)

k sp m(E-+ 1L 1)

" @it )mtna—m—n

3
% (314 1)m—m
3

X im
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Man erkennt, daB die Form der pythagoreischen Zahlen dieselbe bleibt.

Es gibt noch einen anderen Weg der LUsung dieser Auigabe:

Es war [2(k+ 1)+ k& [2 k4 1)] [k (k+ 2)]
(2 k-2 § k> gk 1
* 4B 2EET
Setzt man 2k L 1) u¢ so erhdlt man auf der rechten Seite 3 Quadrate.
[ L !
2
Eingesetzt
-
(a® -} 1)? i[( = l') .e]
(m* 1) (2 )
L i | mn: 3
i 2 .

Die gribte Zahl ist
214+ & u =i (” 5] 1)

Setzt man statt r ein, so ist

9 p
2u -

w.

2 4 54

: us 1 it 421245 r‘-2rs 5 54
g g | - : e

Gibt man allen vieren den gleichen Nenner, so erhdlt man:
8 rst 4 5% (r* — 5% fr* —s2) (rz L3 s2) und (ks 54
5 1 r 2
16 12 21 29
Die Formel behdlt ihre Giiltigkeit, wenn man r und s vertauscht.

8s5r? 4 re (5% —re) IS r=) (8% 4317 (r 5% j st

Wenn man quadriert, so wird
64 52, 16 rH (82— r3) " - (52 —r?) 7 (s%4-3r%) {(r*=-=57) Y]
Die Richtigkeit zeigt man am schnellsten indirekt durch Subtraktion von der
vorigen als richtig erkannten Gleichung:
64 rest - 1688 (r 53 {1 s (r2 - 35%) (12 453
645t rd (st — e - (r2— ) 160s— ) (s rf) 8. (st—ri) 8(r 54 (5 r*) 4 16/(s
Nach Division durch (st — r% stellt man leicht die Identitit fest,
g=1 r=3
192 &0 105 233
Nach Vertauschung von r und s
432 — 180 - 155 103.
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Da es sich um die Summierung von Quadraten handelt, so kbnnen die Minus-
zeichen durch Plus ersetzt werden.
Die Zerlegung in der Formel mit r kann auch auf folgende Weise erfolgen und
man erhilt dann eine neue Formel, bei der aber r und s keine andern Resulfate l

ergeben. li
Setzen wir in
[20-F 1)+ k] [2 (k<4 1)] k- 2R)"
k-1 g und trennen die rechte Seite in 4&*(: 4+ 1)+ pat 4-1, S0 sind die
drei Zahlen, deren Quadratsumme gt 1 ist
2t (u 1) 2 (u 1) i
7 ' Nach Unterdrilckung des gemeinsamen Nenners ergibt sich:
5
ri - st 2 =8> {r 5-) 2rs(r: 55)
T 3 8 2
a7 72 25 60,
Zusammenstellung:
| ti ot ) (£ ¢) i f i
1la Brs3 L 5% (1 5<) [r® — 52 (r 352) (r 55 4y
b Bsr3 1t (v 57) (s r’) (s 313 f 5% gt
111 r! 5 2rg (r s 2rs(rt —as7)

Bei der Bestimmung der pythagoreischen Zahlen haften wir noch eine zweite
Form fiir  kennen gelernt.

I (% i} 2E(k-1) (2 1)
(& (& 1) 4 k= (b 2k 1) 4 & |
} i 1 =
i u: 1
4
- ] H*-1-3 ut 1 u=—-3 i 1
[{ 4 ) ( 4 )] ( 2 ) ( ! ) { 2 ) u
(rd 1 %" 1.5 {r s=)(r 3 5=) 48 {.l- §4) Hrst

Die Formel ist dieselbe wie bei I[la. Setzen wir

[% (* 125 4t LR (2R1-1) (2F 1)
(R = (k=13 QR L4k (2h41)-L 2k 1
2K 1 L
u 1
; (u | E
9] \u 1}

2

(u 1) (1 1) 2 | in

o gt {r 57) 2rs(r 57 2rige

Wir erhalten auf diese Weise die frithere Formel.



e gl

T e

Es soll gezeigt werden, dass sich die Differenz zweier Quadraie auf zweilache
Weise ausdriicken ldbt:
t | s i (r 355 f
Durch Benutzung der Ausdriicke, in denen ¢ und ; vorkommt erhdlt man
| rt 45 (r $52) Il HiE-0) 45 (s
111 s r(r 3 57) IV i it41 re 12.5
Da wir wieder vom Vorzeichen absehen kdnnen, so erkennen wir bei den
Zahlen Il und Il eine Uebereinstimmung mit den mittelsten der Formeln 1l a

1141 1116
erhielte man andere Ziffern von gleicher

Durch Vertauschung von s
Eigenschaft,
\
(e irt) —(8sr% [(s2 4y 2r) l4r2(s2 372

192 361
Damit ist auf die einfachste Weise auch die Summe zweier Quadrate durch
die Summe zweier andern ausgedriickt
Durch die Vereinigung der Gruppen Ila und Il kdnnen wir ebenfalls Formeln
fiir die Gleichheit der Summen zweier Quadrate erhalten,

Wir multiplizieren die Gruppen Ila mit ~ — s, die der Gruppe Il mit und
subtrahieren.
il s] i i
lla) §rss(rd—54) I 5= (r 54 (r s (r 3 5%) | 1 g%y p sil(r )
a b! i d
] 5= 51) sr (1 ) 2 rsd(r 5%y

Hier ist e b el
d i al e

Beispiel F—3 ; )

11652 — 525 1552 1152
In gleicher Weise 146t sich aus Gruppe llb und Il eine Gleichung bilden.
Hier ist nur r und s vertauscht.

T 1592

suchung darither findet
o

Eine weitere Unte spater.
Jetzt soll ein weiterer Fall untersu

Summe der QQuadrate dreier anderer ist.
Der Ausdruck i 5 {2 146t aber noch eine weitere Zerlegung zu

| B3 k2 ik 1

t werden, in dem ein Quadrat gleich der

Lk wird u? pesetzt

Wenn u - geselzt wird
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Es milssen r und 2s pythagoreische Zahlen sein.

: . e > [ 3 [
Die eine Zahl ist 20 : i :
5
2) ki ak ( sk l”)'
$) k-4 2 25 K 1 5
] 8 lr B 20r 15 25 r 85 dsl'r {5 25 |'r s
& - 5
1 65 25 r2 45
Erste Zahl L2 L 9g)lirRrds
Zweite Zahl rs rl L ds
Dritte Zahl 25 L 2s)r | y4s
Vierte Zahl LSt — 25l g
Setzen wir F—i s =2, 50 ist
4 3 12 13

das Resultat der Substitution.

Vertauschen wir 2s mit », so bleibt der Wurzelausdruck ungeindert:

r ri'r 15

2rs+ 25 r2 |5

5

= rlre { 5

3r 4 i

is = riirtt4st  oder mit 2 multipliziert.

ar 2rpre s

frs 4l re 15

I 2rlr I 5
85243 —2r)rr+4s¢ Flr - — 3, s—2 wird:

80 -1 30 12 16 a1 29

122 1 16* - 21 29°

Fassen wir die Resultate zusammen, so kommen wir zu dem SchluB, daB sich
fiir gegebene r und s entweder eine oder zwei Gruppen bilden lassen unter der Voraus-
setzung, daB r und 25 teilerfremd und pythagoreische Zahlen sind, bei denen die
Summe der Quadrate der ersten drei Zahlen gleich dem Quadrate der vierten Zahl
ist. Die beiden ersten Zahlen sind wieder pythagoreisch, denn die Summe ihrer
Quadrate ist:

80 1922 L 1052 3832

4
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Sind zwei Zahlen 24 und 32 bekannt so ist

I 4 8 c
oder r - 5 eingesefzt:

D q 3

(::;_; .'1') (.r:.I) \ (:.h:;.q ) (u:rla 5 ) 9921 042 | 68— 104
Aendern wir das Zeichen der Wurzel, so erhalten wir den zweiten Fall.
300 125 298 397
filr rF=5 5 =6
Wir hatten bisher 5 Gruppen bestimmt. Ob damit alle Formen erschdpit
sind, lasse ich dahingestellt. Auch bleibt noch die schwierizge Aufgabe bestehen, zu
versuchen, sie auf eine Grundformel zurfickzufithren, in der sie alle enthalten sind.

Wir wenden uns jetzt der direkten Behandlung der Aufgabe zu: Die Summe
zweier Quadrate durch die Summe zweier anderer Quadrate darzustellen,

[. Methode.

i z
(x—m) *—n k und x seien die verlangten Zahlen,
k2 b xt x—my & (x—n)
2ol 2xt—2x(m n) - m n
x*—2x(m-n) b —m®—n?
X m--n [k 42mn
1) e
E4-2mn (2 —1) & m i 12
3 2n
x m-4ntuk
il (i — 1y +4-20n 2ukn
L.
2n
! n 2ukn
I X— I :
2n
(u Wk*=2ukn
F X fl
2n
Is
e
r
u
A) X (r s 1-2nrs*Ln2rsk [irF sk 25 (s fir k)
i 2ntsT =2 rshn 2s5(rts - rkn)
z (r sk -2rs5kn (r* —s*)kRT:E2rshkn
2nks
Beispiel : Ist - 3 g§=12
X 3k S n 12 kn
i 4(2r° L3 kn)
z FREA=12kn
ank
Ist n=1 k—2 8o wird
x 52 i 32 z 14 6
132 4 4 8+ 112 als Grundform,
i B ted 2 1. G5
Wenn » - = 3 164 48 ].l\!. 02

7 i 412 |- 122 36 23
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Wir kiinnen n mit & vertauschen, so bleibt der Wert der letzten Zahl der-
Gleiches gilt, wenn man stalt . s¢ (n als Quadratzahl vorausgesetzt) oder statt
Demnach kiinnen zu ein und derselben Zahl die drei andern auf mehr-
Die Zahl der Gruppen vermehrt sich noch, wenn

selbe.
kst setzt,
fache Weise gefunden werden.

man das Doppelzeichen beachtet,

Beispiel i k=3 F=3 5 2
| 16 | 16
Dagegen fiir — 5—=2 i | h =19
17 0 28 24
r mit n vertauscht
B I x e — 89 n kst L2 sk (r* —s)n ks(ks-tnr)
I u 2tz rkn
Hl =z (r synt4+-2rshkn (r 57 n 2rskn
V 2nks* Wenn r 3 3 2 15t wird
x Snt-8k 1240
(2K 3-8 kn)
Sntt-12kn
Snk
Ist wieder n k s0 wird
144 bl 10 117 15
140% L 48 1042 4117
Hier erscheint also 48 zum zweiten Male.
Statt » wird s gesefzt,
C 1 o i B BT ST
I 2 54T n
: .r.l i} .,I h
Beispiela) r =3  n 1 )
X i 1y =0 S0 1
by 3 g 2 i |
193= 1= 1 60 abs 365
Statt wird s gesetzt.
I3 1) Kl 5 25|
4] 2n Kk » |
1 V54 L 2 st |
2nks
n 1 ft =
I 6 128 2% oder reduciert.
17 | 16
1 f 4 1
1 ¥ 248 1 30 -1- 144 — 419
i 39 -1 144 76
z 243 -i- 144 — 387
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1) 72 187 17f
1z) 112 G
by) 12 i 192
B af 18 Gf T2
¢,) liefert eine ldentitdt, weil ; n ist.  Ist ¢ n, S0 erhalten wir zwel
neue (Gruppen.
D) 9
24( 53 235 72
Die Zahl 72 kommt hier sechs mal vor als Summand einer Summe zweier
QQuadrate, die gleich der zweier anderer ist. Wird h — n, 50 gibt es nur vier
Gruppen und wird ¢t — k — n, S0 erhdlt man ldentititen.
Beispiel e n—4 5.=38
41000 112 hail) 288
IHE 16 272 H
258 160 150 11d
288 a6

Vorausgesetzt ist, dass r bei all diesen Gruppierungen konstant bleibt, da
sonst eine unendliche Zahl von Gruppen enistehen,

Ein anderes Verfahren,

Es war x mns= R 2mn.
Wenn p und 2mnr pythagoreische Zahlen sind, ist die Wurzel rational
2mn {
f ) 2 <l 9 t
] 21 2|k f
= 7 LI [ B
2nk
nachdem der Nenner 2. weggelassen ist:
2 sys und & rir-+2s) geselztl
A (25 257) ) R 2r(2rs-4 25 %)
-- 27 ) (2 9 1)
z { 5 L5 R{2r 2 r
IV 2ar(r+2s)
Beispiel: n—=2 r
4 156 6756 BT

Eine Reduktion der verstehenden Ausdrilcke fritt durch Division ¢2) ein.
Wird die Aufgabe gestellt: Zur Zahl 72 die tbrigen drei Quadratzahlen zu

suchen, so wird 72 9. 8.9 (21-9.9)
04 a7k s
Es mag zunichst auffallend erscheinen, daB die Zahlen, deren QQuadratsummen

-3

gesucht werden, von drei Variablen abhdngen (n rs), wdhrend wir vorhin deren
vier hatten r s n k Wir kitnnen aber leicht zeigen, daB sich die vier unabhingigen
Variablen auf drei Produkte von je zweien von ihnen zur{ickiithren lassen. Erinnern

wir uns an folgende Ausdriicke
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X (Rt — 1) kst-20 kn
il 2n*t+-2nkn
z 2 —11 et 2nkn
2kn, wobei fiberall der Nenner 2n weggelassen wurde
x wkd-nm*+nt—k
u 2n(n-+nk
z (kn—+ n)— (n? -+ k)
2nk Wird wieder & - gesefzt,
x (kr-4-ug) (i1 8) ke 52
u 2nsfkrtns)
z (krd-nsi—(n fe?) &
2nks
Setzen wir ir — ¢ s — f ks =g
s e f: < jl" — g-
i 2e-LhH
2= (e+{f) —(F+g)
2fg damit sind x y = und die vierte Zahl auch ausgedrilckt durch drei

GriBen, die aber insofern in einem gewissen Zusammenhang stehen als f und g4
e und g einen gleichen Faktor haben milssen,
Hatte man 72 gegeben, so wire

2fe =172
f 1.2
g — 92 Man kann r beliebig wihlen, z. B. = 3 und erhilt . 27
5212 4 72 51321 1162
Auch auf dhnliche Weise kbnnen die fritheren Formeln
[(r2+s2° + 48] + [4s= (= 4 8] [ + s9% 4 125" 4 (8rs?)
auf einfachere zuriickgeffthrt werden:
Setzt man st —=f

ars g
el 3 Jegt )= ~
i+ 2 4o+ 22 = [ 2T
oder statt der Quadrate r: usw. einfachere Ausdriicke:
(k- B)* 4= (h 3B (k4-3Bp4+ 48h

Ist ¢ und g d. h. die zweite und vierte Zahl bekannt, so kann man ohne
weiteres die erste und dritte hinschreiben.

Zusammenstellung der Formeln, mit deren Hilfe man zu einer gegebenen Zahl
die drei andern finden kann, so daB die Summe von zwei Quadraten gleich der

Summe der beiden andern Quadrate ist.

| (k4 8B) -+ (h+312) (380410
ko= =P+
! s 942 | r und s sind teilerfremd,
h F 4 re g2
[I. Die Zahlen sind x — e - 2—p
I 2f(e41)
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[ s L AnRir— &) — (& - 3Pt — 5% (472 (r' 4 sH]F — B8ty
Am bequemsten bei praktischen Aufgaben dilriten die Formeln Il zu ver-
wenden sein. Soll zu jedem von zwei Quadraten je ein anders addiert werden, so
dab die erste Quadratsumme gleich der zweiten ist, so ergibt sich folgender Gang:
Sind die gegebenen Zahlen z. B. 42 und 26 so setzen wir:

i 2.1 fe--1) 42 { 1 e 20 q 13
== 2113 B

i 273

T} 42

z 271

u (7]

DaB sich auf scheinbar einfache Weise die Forderung der Aufgabe erfiillen
IdBt, leuchtet ein. Wir wollen diesen trivialen Fall nicht ganz {ibergehen, « und « seien
die Hypotenusen, » u ¢ die Katheten rechtwinkliger Dreiecke.

a b (i a a, a,= e " ¢

a, b (o a- as by ase -
a= b a- a“ b, a7 Gy

(Quadratzahlen, die man auf diese Weise erhalten hat, erkennt man daran, dab
nach Absonderung des quadratischen Faktors bei je zweien von ihnen die Summen

pythagoreische Zahlen sind,

In seiner Abhandlung fber pythagoreische Zahlen bringt Vermehren im
Giistrower Schulprogramm 1863 eine Reihe von Aufgaben, die er mit |
21q liist.

Einige dieser Aufgaben wollen wir auf Grund der von uns gewonnenen Formeln
behandeln,

I.) Gegeben sei die Summe der pythagoreischen Zahlen 2 5.

Man erhdlt

L ' | &=y

) . i) o a -
2 (r-+-5)(r+25s) Rss
Die Summe ist stets eine gerade Zahl. Dem Produkt der linken Seite ent-
spricht ein Produkt der rechien, Wir zerlegen s in zwei Faktoren  und /., von
denen der eine 1 sein kann.

I 5 I
r 25 i
5 I I
I 2k !

Sctzen wir diese Werte fiir » und s ein, so wird
2R (i—R) (2h—1) ke (k=¥
2-(l—=FR) & ik — 2kt
2k —d) 1 2ik—i

Beispiel: Die Summe der drei Zahlen sei 36, dann ist

i 18 k 1
Il i 2 k 0
HI { 3 k 6
1\. ] 6 .J-'

Vi 4] k 2

Vii 1 k=18




I 29 34 2
1265 &
36 )T
15 (1]
28 15
612 5

In allen Beispielen auber IV findet sich eine negative Zahl, Beschrinken wir
unsere Aufgabe auf den Fall, daB alle drei Zahlen positiv sind, so mub i — ¢ - o und

2k i o sein oder 2
Ist 7 i—= 0 350 18t
12 7 G
25 84

Beispiel 87 12 45

Dividiert man die obige Ungleichung durch 2,

s0 wird

:-3 ks
Daraus geht hervor, daB der kleinste Wert, den ; erreichen kann, 3 und %2
ist. Die dazu gehdrigen Zahlen sind:
5 4 3 und die kleinste Summe 12,

IL.) Gegeben ist die Summe in ungeraden Zahlen

Wir erkennen die Moglichkeit der Aufgabe nur fiir den Fall, daB die halbe
Summe ein Quadrat ist.
Ist die gegebene Zahl 72, so wird

r g A
T 5 |1 und IV sind ausgeschlossen,
T 5 . |darund s nicht geradeseindilirfen,
r o 5 5 ! .
IvVr ; g |
Vr 1 5
a7 12 35
45 18
fil a0 il
; A : B Gl
Anmerkung: r und s milssen ungerade Zahlen sein . Ist also eine gerade
Zahl und . selbst muB die Form 4q: haben, oder # —8u
Fiir r und 5-—-1 ist die unterste Grenze erreichf. Es handelt sich wieder um
o ist dann wieder 1,

[1l.) Die Summe der grifiten und der geraden kleineren ist gegeben.

g s

r und s sind beide ungerade, also mubl x ungerade sein z. B
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r 1 8 i

r o 5 -

r ) 5 1
20 24 '
a9 20 21
17 12 il

IV.) Die Summe der Quadrate zweier Zahlen soll gleich der dritten Potenz
einer driften Zahl sein.

(rs8pP-= (k) k)
F 5= (-'I' i ] ]
(B1E) {f 1) s
, (k) k)
’ [
: f ]
T 1
({ 1} [ (% 1)
(f 1) (1 1)
rs—{ 1)
II I
(1 ) (! 1) ! 1)
=P
q
(P2 PP =(pr+ gy pr+ (P4 g2 g

Die Zahlen sind:
pE-gt  (prgt)p r+a*a
Die Summe der Quadrate zweier Zahlen in die dritte Potenz erhoben ist gleich
der Summe der Quadrate zweier andern Zahlen, die man erhdlt, wenn man jede der
einzelnen Zahlen mit der pgenannten Quadratsumme multipliziert. » und ¢ sind als
teilerfremd vorausgesetzt.
Beispiel : p=2 g=5

Es ktinnte scheinen, als ob sich ohne griisseren Aufwand von Rechnung dieses
Resultat erreichen liesse, indem man ¢= @+ 8* mit ¢ multipliziert
c3 at ¢ b2 ¢2
(€) (e ¢) (be)
Dennoch bleibt die Frage offen, ob es noch andere Zahlen ausser denen gibt,
die durch Multiplikation mit ¢ aus Gleichung 1 hervorgega
Ableitung diirfte es nicht der Fall sein,

sind. Nach obiger

IV) Um die pythagoreischen Zahlen festzustellen, die eine arithmetische Reihe

bilden, setzen wir

Es sind die Zahlen 5 4 3.

WOLLSTEIN, im Mirz 1913. Dr. Miihle.




r dritten Potenz

IV.) Die Summe der Qu

a
einer dritten Zahl sein. |

{r
lfl.
r L1
[I 1):!
1
(02 -+ o)

Die Zahlen sind:

PP

Die Summe der Quadral

der Summe der Quadrate zweig

einzelnen Zahlen mit der geng

teilerfremd vorausgesetzt.
Beispiel :

erhoben ist gleich
renn man jede der
P und ¢ sind als

Es kinnte scheinen, alii >n Rechnung dieses

Resultat erreichen liesse, inden

ausser denen gibt,
|sind. Nach obiger

Dennoch bleibt die Frg
die durch Multiplikation mit
Ableitung diirite es nicht der

IV) Um die pythagoref
bilden, setzen wir

arithmetische Reihe

(r-ts)
Es sind die Zahlen 5

WOLLSTEIN, im M Dr. Miihle.
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