V. Kapitel. Lehre von der Proportionalifét.

§ 20. Verhdltnisse und Proportionen.

Vergleicht man zwei Strecken (Winkel, Flichenstiicle u. s: w.)
mit einander, z B. 2 em und 6 em, so lisst sich das Kroebnis in
doppelter Bezichung ausdriicken:

1) Die lingere Strecke ist um 4 em grosser als die kleinere,
2) die lingere Strecke ist dreimal so gross wie die kleinere.

lm Falle 1) ist die Differenz der Masszahlen. in 2) ihr Quotient
gebildet. Zu beachten ist, dass hier bei 1) eine benannte, bei 2)
cine unbenannte Zahl auftritt. (eometrische Dentune der beiden
chen angewandten Rechnungsarten.

[m Falle 2) driickt man sieh aueh oft so aus: Das Verhiiltnis
der grisseren Strecke zur kleineren ist 3.

Das Verhiltnis zweier Strecken a nund b kann nun sein:

1) eine ganze Zahl,
2) ein Bruch, und zwar
a. ein echter,
b. ., unechter (eine gemischte Zahl).

Ist ein Verhiiltnis in der besonderen Form eines Decimal-
bruches geveben, so stellt man denselben als eewdhnlichen Bruch
dar, z. B. i!. 0,75 1, woraus man erkennt, dass der dritte
Teil von a sich viermal auf b abtragen lisst (oder auch ?).

[st der Decimalbruch ein periodischer, z. B.:

a 1 :
i Qs Lae. -0 ilBeriode 15,
s0 bezeichnet man denselben dureh x und bildet:
100 ¥x 15. 15
) X [0 1475)
99 x 15
X 3 2, also
a
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Auch die Umwandlung unrvein - periodischer Decimalbriiche
gelingt nach dem vorigen Muster, z. B.:
a

g (02 T X
ID0EsE=— 821 58815
-) X 028|RLS
60 21,3
ol 7,1
X b

Frither (§ 10) wurde die Aufeabe celist: Kine gegebene
Strecke in eine beliebice Anzahl gleicher Teile zu zervlegen.  Teile
\B in fiinf eleiche Strecken (AC D DI D18 ')

: o S AEAD CRGH
und gieb die Grosse der Verhiltnisse AR DB OB’ BB
in Zahlen an!

Lise hiernach die Grundaufgahbe: Eine gegebene Strecke
AB im Verhiltnis 2 (oder in irgend einem anderen vor-
geschriebenen Verhiiltnis) zo teilen.

Wieviele Teilpunkte findet man in jedem einzelnen Falle?
(ziebt es aul der Verlingerune von BA einen Punkt X, so dass
XA :
KB
AB heisst harmonisch geteilt, wenn das Verhiltnis der inneren

ist ? Innere und #Hussere Teilung der Strecke AB.

Abschnitte gleich dem der fiusseren ist.

Besteht eine Gleichung zwischen zwel Verhiiltnissen, so heisst
eine solche eine Proportion, z B.: 2 = % (zu lesen: 3 verhilf
sich zn 7 wie 6 zu 14, oder kurz 8 zu 7 wie 6 zu 14).

Wieviele Verhiiltnisse haben denselben Wert wie das erste
und wie lassen sie sich alle ans diesem ableiten ?

iine Proportion enthilt vier Glieder, die der Reihe nach numerier
werden (1.,. 2., 3., 4. Proportionale). Man unterscheidet dussere
(3,14) und innere Glieder (7,6). Wieviele (ilieder einer Proportion

diirfen willkiirlich gewiihlt werden ? — Die unbekannte Proportionale
wird durch Aunflosung der betreffenden Gleichung gefunden, z. B.:
2 9
) X
|k 3) s
2 X = H.9
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I. In jeder Proportion muss das Produkt der iusseren
Glieder gleich dem der inneren sein. (Produktgleichuneg,
Faben zwel Proportionen dieselbe Produktgleichung, so sagen
sie dasselbe aus. Bildet man daher etwa aus der Produktgleichung
4.9 = 3.12

alle zu ihr gehorigen Proportionen, so liisst sich leieht erkennen,

wie die Glieder einer Proportion mit einander vertauseht werden
diirfen :

| t: 3 = 12% 9

2 $:12 = 38: 9

SRR O 12: 4

5 L 32 4

3] j: 4 912

(5} Jisi 9 1212

7o 1234 5 DR

SRR ) q

2. Die inneren Glieder diirfen unter sich, ebenso die
diusseren unter sich vertauscht werden, ferner darf man die
inneren zu idusseren machen und umgekehrt.

Dagegen ist eine Vertauschung eines #usseren (Gliedes mit
einem inneren falsch. Beweise den Satz:

3. Stimmen in zwei Proportionen drei gleichstellige
Glieder tiberein, so sind aunch die ibrigen Glieder gleich.

: a © et _
YVoraussetzung: | ! sel richtie (oder ad = bhe),
) {
e ) Gl s 1o A ;
Behauptung: : | : = ist auch richtig.
- ) C 3
Beweis? — Beweise unter derselben Voraussetzung, dass
[ a ¢
TR et (1
5B b ¢ - d
g — b G— s
Kine Proportion von der Form:
A be dse:f

heisst eine fortlaufende. Hine solehe ist nur eine Abkiirzung fiir
die beiden Proportionen:




[st das Verhiiltnis zweier Zahlen bekannt (z. B. 2), so kennt
man damit die Zahlen selbst noch niecht. aber es ist sicher, dass sie
die Form haben: 3 x bezw. 5 x, wenn mif x der Fakfor bezeichnet

wird, der in dem Verhiltnis durch Heben forteefallen ist.
st allgemein :

at a2 il

[!| he b

wo k eine feste Zahl (den sog. Proportionalititsfalktor) bedentet, so

Ik,

kann man aueh setzen:
g ="lchi, as = by,
[sf
at .« b dzebs = as. by = . .. Kk,
so heissen die Zahlen a den Zahlen b umgekehrt proportional,
withrend man sie im vorigen Falle divelkt proportional nennt.

Vergleiche die Flichen zweier Parallelogramme (Dreiccke) mit
derselben Grundlinie, wenn die Hohe des einen doppelf. dreimal ete.
so gross ist wie die des anderen. Driicke das Freebnis dureh
Proportionen aus!

4. Parallelogramme (Dreiecke) mit gleichen Grundlinien
verhalten sich wie die zu diesen gehorigen Haohen.

Jewels:

L — feimiy 2 i oy
i o . he 2 1n o, he
i: !I‘. i\ [I:
i lh» I' h-!

Wie lautet der entsprechende Satz unter der Voraussetzung
oleicher Hohen?

Deate die Produkteleichung:

oy« i gy iz
ceometrisch ! Die dazu gehorige Proportion lantet:
oy 12
T el
aa I

5. Haben zwei Parallelogramme denseiben Inhalt, so
verhalten sieh ithre Grundlinien nmegekehrt wie die zu ihnen
gehorigen Hohen.

(il derselbe Satz aueh fin zwel Dreiceke von eleielier Grisse ?

6. In jedem Dreieck (Parallelogramm) verhalten sich zwei
Seiten umgekehrt wie die zn ihnen gehiorieen Hahen.
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Beweis: Fir ireend ecin Dreiccl ist

2 a.ha und
21 b.hp
a.ha = h.hbh oder
i h
h [I'.a.

[st also das Verhiltnis zweier Hohen vorgesehrieben, so kennt

man auch das Verhiiltnis der zucehiorigen Dreiecksseiten,

§ 21. Proportionalitit von Strecken heim Dreieck.
Ziehe im Dreieck ABC dureh die Mitte D von AC zu AB

1

: B ] E e B :
die Parallele DI, Welchen Wert hat das Verhiiltnis _\-I--}'.‘ Welches

andere Verhiltnis hat denselben Wert? Weleche Proportion ist
demnach richtig ?
Es fragt sich, ob diese Proportion auch Giiltigkeit hat, wenn
D nicht gerade die Mitte von AC ist. Zuniichst leuchtet ein, dass
es der Fall ist, wenn AC in eine beliebige Anzahl gleicher Teile
(z. B. 5) zerlegt wird und D einen der Teilpunkte (z. B. den zweiten
von C aus gerechnet) darstellt. Denn es verhilt sich:
a2 m
B (n)
und {‘]-' & (-t-]-l) (mach § 10, No. 8)
iDIE] 3 0 i
CDhD CE
DA — EB
Wiihlt man D beliebig auf AC, so sind zwei Hille denkbar:
1) Hs giebt fir CD und DA ein gemeinschaftliches Mass.

(Grds. 1).

2) Es oiebt kein solehes.

Im ersten Falle passt der vorige Beweis.

Im zweiten Falle denkt man gich CD in m eleiche Strecken
oeteilt und (_”I‘J anf DA abgetragen.

Nach der Annahme kann A nicht mit einem Endpunkte der
abgetragenen Strecke zusammenfallen. A soll z B. zwischen F.
dem nf® und (i, dem (n L)ten Peilpunkte liegen.  Denkt man
sich ferner dureh alle diese MTeilpunkte zu AB die Parallelen
gezogen (durch F FH, durch (¢ (i.J), so ist nach dem Vorigen:

D (81 D)
DI DS




DI unterscheidet sich von DA um so weniger, je grisser n
cewiithlt wird, ebenso EH von KB.  Unter Voranssetzung einer sehr
orossen Zahl m davf man also mit grosser Anniherung DI dureh
DA, EH durch BB ersetzen; daher ist auch jetzt:

CD Ch
DA DIER

Ganz entsprechend schmiegt sich G dem Punkte A, J dem
Punkte B und damit G.J der Dreiccksseite AD an.

Ubrigens ist die Proportion:

CD CE IBEA DA
DE. tf ' D (B
nicht nur aneeniihert, sondern genau rvichtie. Denn es ist zugleich:
1 DA n - |
Im ‘

m @10 1l |
1 | D1 1 ] m m
im CH m

d. h. jedes der Verhiiltnisse liegt zwisehen zwei Werten eingeschlossen,
deren Unterschied -:n anter jede angebbare (Grisse sinkt.
I

Eine Zahl, die man mit Hilfe von ganzen Zahlen und Briichen
nie villie eenan. aber mit beliebieer Anniherune angeben kanm,
heisst eine Irrationalzahl. Im Gegensatz dazn nennt man die
oanzen Zahlen und Briiche (gemischte Zahlen) rationale Zahlen.

Allgemein gilt der Satz:

1. Zieht man in einem Dreieck zun einer Seife eine
parallele Transversale, so werden die beiden anderen Seiten in
demselben Verhiiltnis geteilt.

isaere] D Ol (Verhiltnis der Abschnitte
Ausser 1. - :
DA [13 unter sich)
ind i 1 h CD Ol (Verhiltnis  des  oberen
sind noch zu merken: LI - :
LY 2 CA B Absehn. zur canzen Seite)
DA BB (Verhiiltnis des unteren
iaEak JHEL : : b
CA BC  Absehn. zur canzen Seite).

Den Beweis des Satzes (1) kann man auch mit Hilfe der
Flichenvereleichune fithren: Verbindet man A mit I und B mit D, so ist:

DATH A EBD

CDE CDh

DAL DA (CGirund ?)
CDE CE

KEBD KB
Ch CH
DA 51

A\ 1
)
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Bilde aus den Proportionen [I—ITI alle diejenigen, die sich von
thnen nur durch die Stellung der Glieder unterscheiden.

Voraussetzung: DE nicht parallel zu AB.

S S GD el
Behauptung: A~ PD
Jeweis: Zieht man dareh D zu AB die Parallele DI, so ist:
CD CHE
DA = EB
CH CE
FB EB’

da sich mit der lLage eines Punktes aul BC auch das Teilungs-
verhiltnis von BC dnderf; also muss auch

BIBY == @i

Diac =R
sein.  Demnach ist der Gegensatz zu (1) richtig.

2. Umkehrung: Teilt man zwei Dreiecksseiten von dem

gemeinschaftlichen Eckpunkt aus in demselben Verhiiltnis, so
ist die Yerbindungslinie der Teilpunkte der dritten Seite parallel.

Was ist frither von der Verbindungsstrecke der Mitten zweier
Dreiecksseiten bewiesen? (Gieb diesem Satz die Form einer Proportion.
Jetzt soll untersueht werden, ob allgemein unter der

Voraussetzune : D1 ADB
; ) 14 Ch e
die Behauptung: ?\1“ (,?\ viiltie ist.
Beweis: Zieht man durch D zu BC die Parallele DG, so

st D BG (Grund?) und

BG (910)

AB CA

)14 D
tn{i‘t' |\||: (‘I\ ii. |I.I

3. Zieht man zu einer Dreiecksseite eine parallele Trans-

versale, so verhiillt sich diese zu jener Seite wie der obere
Abschnitt einer der anderen Seiten zu dieser ganzen Seite.
Beschreibt man um D mit DI als Radius einen Kreisbogen,
so kann dieser BC in einem zweiten Punkte 9 sehneiden, und es
ist dann DI nicht parallel zu AB, aber trotzdem:
DK (010)]
Al CA’
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d. I der Gegensatz zu (3) ist nicht alleemein richtie.

auch die zugehirice Umkehrung nicht eiiltieo.
Umkehrung: Werden dureh

Deshalb st
Richtig ist aber die
zweli Punkte A und B eines Strahles
(Anfangspunkt S) zwei parallele Strecken AC und BD eezogen, so
AC SA . ; ; =1
, 80 liegen S5, C und D in gerader Linie.
BD SB :

dass
Aufl den Siitzen (1) und (3) beruhen versehiedene Grund-

konstruktionen der vierten Proportionale:

Gegeben sind drei Strecken a, b, e.
Gesucht wird eine vierte, so dass

a:h (565
Nimmt man b ¢, S0 handelt

es sich um die Kon-
struktion der dritten Proportionale zu a und b.

[m gleichschenkligen Dreieck ist wy zugleich me, oder: Halbiert
man den Winkel an der Spitze eines gleichschenkligen Dreiecks, so

verhalten sich die Abschnitte der Basis wie die Schenkel.

Allgemein gilt der Satz:
+. Die Halbierungslinie jedes Dreieckswinkels teilt die
gegeniiberliegende Seite im Verhiiltnis der anliegenden Seiten.
Voraussetzung: 711 12 (Abkiirzung fiir ACD BCD).
Behauptung : AD : DB AC: BC.
Beweis: Zieht man BE | AC (E bedeutet den Schnittpunlkt
mit der Verlingerung von A(), so ist:
/ l’.,'l?]-‘ = (Girand ?2)
/. CED o
[

/. CBE CED (Grund?)
[Daher muss aueh BB — ()8 Seln.
Da ferner:
AD AQ . - ;
; — sty so ergiebt sieh dureh
[Jlr ‘]4 -

Kinsetzun o =

Ulnsets o2 -

: : DB BC
Fithre den Beweis aufl eine zweite Art

mittels der Parallele
DE zu BE!

Weshalb ist aunch der Gegensatz zu (4) riehtio?

Die Umkehrung lautet:
5. Teilt man eine Dreiecksseite im Verhiiltnis der an-
liegenden Seiten, so wird der gegeniiberliecende Winkel durch
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die Verbindungslinie seines Scheitels mit dem Teilungspnnkt
halbiert.

Beweise die Umkehrung direkt. d. L. ohne Bezue auf den
(regensatz.

Iftir die Halbierungslinie jedes Aussenwinkels gilt ein ent-
sprechender Satz.

Beide Siitze lassen sich zu einem einzigen zusammen(assen

6. Die Halbierungslinien eines Dreieckswinlkels nnd seines
Nebenwinkels teilen die gegeniiherliegende Seite harmonisch.

Welehe * Liage haben die beiden Halbieruneslinien zu  cin-
ander ?

Zeichnet man iber einer Strecke A B als Seite beliebig viele
Dreiceke ABCH, ADBC: eofe., deren andere Seifen jedesmal dasselbe
Verhidltnis m : n haben, so missen nach dem Vorigen die Hal-
bierungslinien aller Winkel Ci, C» . . . dureh denselben Punkt D
auf ADB gehen, die IHalbicrungslinien aller Aussenwinlkel (. Cs . . .
durch einen festen Punkt E anf der Verlingerune von AB.
Wo liegen demnach alle Punkfe Gy, Cs . . . in Bezue auf DE?

. : - ! m

Hat man aber ein Dreieck ABP, so dass nieht B 2
s0 gehen die Halbierungslinien der Winkel bei P nicht dureh D
bezw. K. Andert sich also das Verhiltnis der beiden Seiten, so
liegen die dritten Ecken aller solchen Dreiecke nicht mehr auf
dem Kreise iiber DE als Durchmesser.

Daher gilt anch umgekeht:

7. Teilt man eine Strecke AB  harmonisch in irgend
einem Verhiiltnis und beschreibt iber der Entfernung der
Teilpunkte als Durchmesser den Kreis, so haben die FEnt-
fernungen aller Punkte dieses Kreises von A und B dasselbe
Yerhiiltnis. (Apollonischer Kreis.)

S8, Zwei Mittellinien ecines Dreiecks teilen sich in dem-
selben Yerhiiltnis.  Das Verhiiltnis ihrer Abscehnitte ist 1: 2.

Voranssetzung: AD DO, BE = E(

: b SE I

Behanpfung : SB S

Beweis: Trigt man SD — SI auf SB. SE SG oauf SA
ab und verbindet DD mit I, (¢ mit IY, so ist:

DE G

DE | AB | (Grund ?)
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[ferner ist:

DE (Grund?!
AD
und da auch D1 G
G 1
AB o
Im Dreieclk ABS ist nun:
S [N E
SA T OAB!
folelich auch:
Nl
AR

d. h.: SG (oder SE) lisst sieh anf SA zweimal abtragen. Ent-
sprechend ist BS 2 DS,

Zusatz zu 8. Die drei Mittellinien eines Dreiecks sehneiden
sich in demselben Punkte. Dieser heisst (aus physikalischen
Griinden) der Sechwerpunkt des Dreiecks.

Wiederhole die Sitze von den hisher erwiihnten drei besonderen
Punkten des Dreiecks!

Was bleibt von dem letzten Beweise unveriinderf, wenn man
nur voraussetzt, dass DE AB ist? Was ist der Fall, wenn DE
nicht parallel zu AB ist?

Zwei Fektransversalen, die nieht Mittellinien sind, kénnen sich
demnach wohl in demselben Verhéltnis teilen, aber nicht in dem
besonderen 1 : 2.

9. Umkehrung: Teilen sich zwei Ecktransversalen im
Yerhitltnis 1:2, so sind sie Mittellinien.

Beweise den lefzten Satz aueh direkt.

Der Satz (8) des § 10 lautet verallgemeinert:

Triigt man auf einer geraden Linie beliebiz viele unter sich
gleiche Strecken ab und zieht durch die Kndpunkte Parvallelen, so
schneiden diese aunf jeder anderen Gerade eleiche Strecken ab.

Die Verallgemeinerung besteht darin, dass 1) die Abtragung
der gleichen Strecken nieht vom Sehnittpunkt der beiden (ieraden
zu erfolgen braucht, 2) dass die Parallelen auf beiden Seiten des
Schnittpunktes anftreten kinnen. Beweis?

Auf dieser allgemeinen Grandlage in Verbindung mit (1) und
(3) dieses Paragraphen beruhen die nachstehenden Lehrsitze:

10. Werden gerade Linien von drei oder mehreren
Parallelen durchschnitten, so ist das Verhiiltnis ireend zweier
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Abschnitte anf der einen gleich dem der entsprechenden auf
jeder anderen. (Oder: Die Abschnitte aller geschnittenen Geraden
sind proportioniert. Das Verhiiltnis zweier Abschnitte einer Gerade
wird darch Parallelprojektion auf jede andere tibertragen.)

Krklirune: Die Gesamtheit aller von demselben Punkt
ausgehenden Strahlen heisst ein Strahlenbiisehel, der gemein-
same Punkt sein Seheitel.

11. Parallele Strecken zwischen denselben Geraden eines
Strahlenbiischels  verhaltén sich wie die zugehirigen vom
Scheitel eerechneten Absehnitte einer dieser Geraden.

12. Strahlen eines Biischels schneiden Parallele in pro-
portionierten Abschnitten. (Durch Scheitelprojektion wird
das Verhiiltnis zweier Absehnitte einerceraden Linie auf jede Parallele
zu der letzteren iibertragen.)

Aus 10 und 11 folet ohne weiteres die Richtickeit des Satzes:

13. Zieht man zuo einem Durchmesser des einen
zweier Kreise im anderen cinen parallelen Radius, so wird die
Centrale durch die Yerbindungslinien der Endpunkte harmoniseh
eeteilt, und zwar im Yerhiiltnis der Radien.

Auf 13 beruben die bequemsten Liosungen der Grund-
aunufeaben:

I. FEine geeehene Strecke in einem vorgeschriebenen
Yerhiiltnis harmonisch zu teilen.
II. An zwei gegebene Kreise die gemeinschaftlichen
Tangenfen zun legen.

Bei No. 1L brancht man nur von dem iiusseren bezw. inneren

Teilungspunkte an einen der Kreise die Tangente zu konstruieren.
Beweise, dass diese auch fiir den anderen Kreis Tangente ist.
Frirterune der einzelnen [Fille fiir die versehiedenen lLagen

der Kreise.

§ 22. Ahnlichkeit der Dreiecke.

Die Koneruenz zweier Dreiecke bedeutet ihre villige Uber-
einstimmung, d. h. sowohl in der Grisse als auch in der (iestalt.
Stimmen zwei Dreieeke nur in der Grosse iiberein, so sagt man. sie
seien inhalts- oder tlichengleich oder kuz gleieh; stimmen sie nur
in der Gestalt tiberein, so sagt man, sie seien einander dhnlich.
Hine sehirfere Aberenzung erhiilt der Begrift der Ahnlichkeit
durch die




Erklirung: Zwei Dreiecke heissen dhnlich (~), wenn in
ihnen séimtliche Winkel und alle Seitenverhiltnisse paarweise
gleich sind.

Bei welcher Gelegenheit waren alle diese Bedinouncen
erfiillt?

Jede zn einer Dreiecksseite parallele Transversale sehneidet
ein Dreieck ab, das dem geanzen iihnlich ist.

Sind die oben geforderten sechs Bedingungen von einander

canz unabhingio ?

I oy G R R bi 2 ba
2. o1 {2 S 0 by 2 be
3. 11 12 (i, a1 s az G1 5 C>

Jetzt wird sich herausstellen, dass aueh diese vier scheinbar
unabhiingigen Bedinguneen sich noch um zwel vermindern.  Wie
dies zu verstehen ist, lehren die Ahnlichkeitssitze :

1. Abnlichkeitssatz: Stimmen zwei Dreiecke in  zwei
Winkelpaaren iiberein, so sind sie iihnlich.

Voranssetzune: 1. o ay: 2. 0y B,
! | (3. T ). a1 an bi : be. |
Behauptung : | ©

| 8. hushe Griieal (6T anisas cintica)h|

oder: /A AuBi1C) eo AsBa(h.

Beweis: Trigt man CiD (2A2 auf CiA; ab und zieht
durch D zu AB die Parallele DI, so ist in den Dreiecken DEC
und AzBaCa:

I¥ (1D CaAs

3, CiDE As  (Grund?)
/!

DEC: o AsBs( nach d. 1. Koneruenzs.

Nach dem vorhergecangenen Safze ist ferner:
DEC oo AiBiCr;
folelich ist auch;
A A1BiCr oo AsBa(a.
2. Ahmlichkeitssatz: Stimmen zwei Dreiecke in einem
Winkel und dem Verhiiltnis der ihn cinschliessenden Seiten
iiherein, so sind sie iihnlich.

Voraussetzung: Y21

(
Behauptung: Ai1BiCh co AzBa(h.
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Beweis: Zieht man DI || Ai1Ci, so dass CiD CaAs ist,
g0 besteht fiir das Dreieck A1BiCi die Proportion:
A1Ch CiD

BiC:  CGiE’

: Ay Ao

ferner ist nach Vor.: '|’.||{_51 Bo(s
iR Ba (s,

da alle anderen gleichstelligen Glieder gleich sind.
In den Dreiecken DEC) und AsB2C: ist nun:
ls CiD CaAs
2. G E 32 (s
3. /. G (s
DEC: o A:zB:20:
nach dem 2. Kongruenzsatze.

Scehluss des Deweises wie vorher!

3. Ahnlichkeitssatz: Stimmen zwei Dreiecke in  dem
Yerhiilltnis zweier Seiten und dem der grisseren von ihnen
gegeniiberliegenden Winlkel iiberein, so sind sie fihnlich.

{.  Ahnlichkeitssatz: Stimmen zwei Dreiceke in  zwei
Seitenyverhiltnissen iiberein, so sind sie iihnlich.

Die Beweise lassen sich nach dem vorigen Muster fithren und

zwar mit Anwendung des 3. bezw. 4. Kongruenzsatzes.

[st die Ahnlichkeit zweier Dreiecke nachgewiesen, so folgt
darans jedesmal, dass auch die iibrigen vier Beziehungen eelten.
Man kann daher hiiufie z B. die Richtickeit einer Proportion
dadurch beweisen, dags man zwel Dreiecke aufsucht, von dencn das
eine zwel Gilieder der Proportion, das andere die iibrigen derselben
als Seiten enthiilt und die Ahnlichkeit der beiden Dreiecke nach-
weist.  Auch ist damit ein neues Mittel zum Beweise der Gileichheit
zweier Winkel geceben.

[n allen diesen Fillen ist aber genau zu beachten. welche
Stiteke in den beiden iihnlichen® Dreiecken einander entsprechen.
Entsprechende Seiten sind  hierbei solehe, die gleichen Winkeln
gegenitberliegen bezw. duveh ihre Stellung in der Proportion als
solche erkennbar sind.

sind die Seiten eines Dreiecks doppelt, 3. 4 . . . mal so oross
wic die eines anderen, so sind auch die Hohen, Winkelhalbiernngs-
lmien, Mittellinien, die Radien der um- und einbeschriebenen
Kreise ete. doppelf, 3, 4 . . . mal so gross wie die entsprechenden
des anderen. (Beweis ?)
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(anz allgemein lisst sich behaupten, dass das Verhiltnis
zweier entsprechenden Strecken in iihnlichen Dreiecken dem Ver-
hiiltnis entsprechender Seiten (dem regierenden Verhiltnis) cleich
ist. — Was folgt daraus weiter ?

§ 23. Anwendungen-der Ahnlichkeitslehre.
. Beweise den Satz vom Verhiltnis zweier Holen eines
Dreiecks mit Hitlfe der Ahnlichkeit zweier Dreiecke.
2. Desgleichen den Satz von der Halbieruneslinie eines
Dreieckswinkels. ([ille von den Endpunkten der eeeenitberliecenden
Seite anf die Winkelhalbierende die Lote!)

3. Desgleichen den Satz von den Mittellinien eines Dreiecks,

4. Die Hihe zur Hypotenuse eines rechtwinkligen
Dreiecks teilt dasselbe in zwei Dreiecke, die unter sieh und
dem ganzen ihmlich sind. (Beweis?)

Ziehe alle Folgerungen aus der Ahnlichkeit dieser drei Paare
von Dreiecken und priige die nachstehenden dem Gediichtnis ein:

IS hisip q:h oder: h* P.q
Bl =S (I i Clol)
Tl 10Ra) cish .. h* Caails

Jede dieser Proportionen hat die Kigentiimlichkeit, dass die
dusseren (oder die inneren) Glieder einander oleich sind. (Stetige
Proportionen.) In der Produkteleichune kommt daher jedesmal
eimne zweite Potenz (Quadrat) vor; die Basis dieser heisst die
mittlere Proportionale zu den beiden anderen. Die obigen
Proportionen lassen sich daher folgendermassen in Worte fassen:

5. In jedem rechtwinkligen Dreieck ist die! Hohe zur
Hypotenuse mittlere Proportionale zu den heiden Héhen-
abschnitten. :

6. Jede Kathete ist mittlere Proportionale zu dem zu
ihr gehorigen Hohenabschnitt  (ihver Projektion) und der
Hypotenuse.

\uf 5 und 6 beruhen Lisungen der Grundaufgabe: Zu
zwei  gegebenen Strecken die mittlere Proportionale zu
zeichnen.

Wie lauten diese Sitze mit Bezug auf die Fliichenberechnung?
Suche sie durch Flichenvergleich nochmals zu beweisen !



Aus a° = C.p
b* = ¢.q folegt durch Addition:
a = b =c.p - ¢c.q e (@ -+ q)
oder: a? -+ b? 6

d. h. der frither anf anderem Wege cefundene Lehrsatz desPythagoras:
i. Das Quadrat der Hypotenuse ist gleich der Summe
der Quadrate der Katheten.

Triigt man in dem rechtwinkligen Dreieck ABC AD (q) aul
DB (p) bis B ab und verbindet C mit E, so gilt aueh fiir das
stumpfwinklige Dreieck BCE die Gleichung: h® p . q. Demnaech
ist der Gegensatz zn (5) nur unter weleher Einschrinkung vichtig ?
— Umkehrung?

Dagegen sind Gegensatz und Umkehrung zun (6) und (7)
bedingungslos eiiltie.  (Beweis?)

Dic Umkehrung von (7) lautet:

S. Ist die Summe der Quadrate zweier Dreiecksseiten
gleich dem Quadrat der dritten, so liegt dieser ein rechter
Winkel gegeniiber.

§ 24. Ahnlichkeit der Vielecke.

I. Sind zwei Vielecke entsprechend aus iihnlichen Drei-
ecken zusammengesetzt, so stimmen sie paarweise in den
Winkeln und den Verhiiltnissen entsprechender Seiten iiberein.

Beweis ?

Erkliarung: Solehe Vielecke heissen ihnlich.

Gegensatz und Umkehrune von 1.

2. Sind zwei entsprechende Seiten idihmlicher Vielecke
parallel, so sind auch je zwei andere entsprechende Seifen
parallel. — Beweis?

3. Die Yerbindungslinien entsprechender Ecken solcher
Vielecke schneiden sich in einem Punkte.

Beweis: Ist S der Schnittpunkt von AiAs und BBz, so ist:

S By A1 Bi
S Ba AsBs
B A1 By :
(nach Vorauss.)
39 (s A2Bs :
SBi 31

SBa Bo(hs




R

Nach einem Satze des § 21 liegen demnach i, Cs und S in
gerader Linie u. s f.

Erkliarung: Ahnliche Vielecke in soleher Lage heissen
perspektiviseh oder ihnlich liegend. Die Verbindungslinien
entsprechender Heken nennt man Ahnlichkeitsstrahlen. den
Schnittpunkt der letzteren Ahnlichkeitspunkt. Wann liegt
dieser auf derselben Seite beider Figuren, wann zwischen ihnen?
(Ausserer bezw. innerer ..\Im|i:‘itlwit'x[run]{L._ﬁl

§ 25. Verhdltnis der Flachen ahnlicher Figuren.

1. Die Fliichen iihnlicher Dreiecke verhalten sich wie die
Quadrate entsprechender Seiten.

Yoraussetzung: /A A1BiCi oo AsBus(Cb.
i1 a1
is as”’

Beweis: Fillt man von A; auf a1, von As auf a2 die Hihen hy
bezw. he, so ist:

Behauptung :

: _ar. I
11 B
az . g
:P =t ‘)
i1 _ A Ty ar
13 az « N2 az I |I:!'

Wegen der Ahnlichkeit der betreffenden (weleher 2) Dreiecke

ist ferner:

hy b

[I; ; h:

y d1 ]r]

und nach Voraussetzung: i
hi a

fl:: az’

Durch Hinsetzung dieses Wertes in der vorigen Gleichung
ergiebt sich:
I a4 & a1~
i az Az Azt
Der hiermit bewiesene Satz lisst sich als ein besonderer Fall
der nachstehenden allgemeinen Lehrsitze auffassen:
2. Die Flichen von Dreiecken, die in einem Winkel iiber-
einstimmen, verhalten sich wie die Produkte der diesen Winkel
einschliessenden Seiten. — (Beweis?)
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3. Die FliichenTihnlicher Vielecke verhalten sich wie die
Quadrate entsprechender Seiten.

Voraussetzung: AiBiCiDiExr . . . 0o A2BeCeD2BEs . . .
11 ar”

is as®

Behauptung :

Beweis: Zieht man in jedem der Vielecke von entsprechenden
Heken, z. B. Ay und As, die Diagonalen, so ist nach dem vorigen
Paragraphen und 1 dieses: '

. A1B1Cy a1”
 AsBaC:  a?
A1 CiDy e1°
"\:( '-:l )2 [-."_:-';
A1CiDy his
A20C:D2 s

- G1- 4'1]: .
da nach Voraussetze.: - — 8%
(60 az”
Kntsprechend findet man:
A AaDiEq a1~ ;
— Wk S

A AsDsEs — as?
Y .\_1__“|(."| .\I.{‘II)I _._\[1_1_11':! y S
AsBs(Cs C18210] ATDaTE s e

also:

k cesetzt wird.

Folglich ist:
A1BiC1 = k. AsBa2(Cs
—+) A AiCiD: = k.AsCDs
L) A AiDiEr = k. AsD:Eb
b %
AiB1CiDiEy . .. k. AsBaCoDsBs . . .
A1B1GDiEy .« . . ar?
\oBaCalDalde . . . i

l]!]l_’i' '

4. Die Umfinge idhnlicher Vielecke verhaltem sich wie
zwei entsprechende Seiten.

(Beweis nach dem vorigen Muster.)

9. Zeichnet man iiber den Seiten eines rechtwinkligen
Dreiecks als entsprechenden Seiten iihnliche Vielecke, so ist die
Summe der Vielecke iiber den Katheten gleich demjenigen iiber
der Hypotenuse.

Beweis ?




100 —

§ 26. Proportionalitit von Strecken im und am Kreise.

1. Schneiden sich zwei Sehnen eines Kreises, so ist das
Produkt der Absehmitte der einen gleich dem Produkte der
Abschnitte der anderen.

Beweis mif Hiilfe zweier ihnlichen Dreiecke.

2. Liegt einer der Endpunkte zweier sich schneidenden
Strecken nieht aut dem durch die drei anderen Endpunlkdte
bestimmten Kreise, so sind die Produkte der Abschnitte
nicht gleich.

3. Schneiden sich zwei Strecken so, dass das Produkt
der Abschnitte beider gleich ist, so liegen die vier Endpunlkte
auf einem HKreise.

Wie lautet 1 [iir den besonderen Fall, dass

a. eine der Sehnen die andere halbiert,
b. eine der Sehnen auf der anderen senkrecht steht.

4. Schneiden sich zwei Sekanten eines Kreises, so sind
die eanzen Sekanten ihren dinsseren Absehnitten umgekehrt
proportional. (Zwei Beweise.)

5. Sehneidet eine Sekante eine Tangente desselben Kreises,
s0 ist die Tangente mittlere Proportionale zwischen der ganzen
Sekante und ihrem iiusseren Abschnitt.

Wie laufen zn 4 und 5 die Gegensitze und Umkehrongen?

Zusammenfassung der Siifze 1, 4, 5 zu cinem einzigen:

Wird ein Kreis von beliebig vielen durch denselben Punkt
cehenden Geraden geschnitten, so ist das Produkt (Rechteck) aus
den Absehnitten konstant.

Hierbei gelten Tangenten als Sekanten, deren Sehnittpunkte
zusammenfallen; die Abschnitte sind immer vom Selmittpunkt aus
7z rechnen!

§ 27. Teilung einer Strecke nach dem goldenen Schnitt.
Zeichmet man die Figur zu No. 5 des vorigen Paragraphen

s0, dass der Durchmesser des Kreises M gleich der Tangente AB
1st, so hat man in Bezug auf die durch M egehende Sekante AD
(C auf AD):

B = (0 A
oder wegen der Voraussetzung AB = (CD:

CD? = AC.AD,




d. . die Strecke AD wird in C so eefeilt. dass der orissere
Abschnitt mittlere Proportionale zwischen dem Kleineren und der
canzen Strecke ist. -—— Hine solche Meilung heisst die Teilunz nach
goldenem Sehnitt (oder nach stetiger Proportion).

I. Trigt man den kleineren Abschnitt einer nach goldenem
Schuitt geteilten Strecke auf dem griosseren ab, so wird auch
dieser nach goldenem Schnitt geteilt.

Yoraussetzung: a® = s (s — a) (s bedeutet die Strecke, a den

oridsseren A bsehnitt).

Behauptung: (s a)* a(2a — g).

Beweis: Dureh Ausrechnung erhilt die Behauptung die Form :
s — 2as + a? = 2a® — as
oder: s — as = af

was dasselbe ist wie die Voraussetzung:

4 = § (8 — a).

Ks lassen sich demmnach aus einer nach goldenem Schnitt
geteilten Strecke unzithlig viele von derselben Beschaffenheit ab-
leiten, sowohl durch wiederholte Abtragung des kleineren Abschnitts
auf dem grosseren, als auch durch Verlingerung um den grisseren.

Aufgabe: Eine gegebene Strecke AB soll nach dem
goldenen Schnitt geteilt werden.

Konstruktion: Iech errichte auf AB in dem einen HEnd-

. e ADB . -
punkte B die Senkrechte BM = —-, beschreibe um M mit MB

den Kreis und verbinde A mit M. Trage ieh den dusseren Absehnitt
AC AR auf AB ab, so ist I der gesuchte Teilpunkt,

Beweis ?

Verbindet man den Schnittpunkt D der Sekante mit B, so
lisst sich das Meilungsverhiiltnis auch duveh die Parallele durch
() zu BD auf AB iibertragen.

2. Trigt man die Seite eines regelmiissigen Zehnecks auof
dem Radius des umbeschrichenen Kreises ab, so wird er nach
stetiger Proportion geteilt.

Znm Beweise vergleiche Ubungsstoff § 4 No. 12

Aufgabe: In einen gegebenen Kreis ein rezelmiissices
Ziehnecek zu zeichnen.

Konstruktion des Bestimmungsdreiccks; DBeweis, dass der
Centriwinkel 36" werden muss.

Da 60" 36Y = 249 1609 gsf, so ldsst sich auch das
regelmiissige Funfzehneck mit Lineal und Zirkel konstruieren.
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Die Konstruktion eines recelmiissicen n-Eeks ist eleichbedeutend
mit der Teilung des Kreises in n gleiche Teile.

Diese Aufeabe ist nach den bisherigen Erorterungen gelist
fiir die Fille n 4, 6, 10, 15. Hieran schliessen sich noch die
[ille, die sich durch forteesetzte Verdoppelung bezw. Halbierung
aus ihnen ergeben. Demnach ist die Kreisteilung in 2%, 3. 2%,
5 .20 Teile (auf dem jetzigen Standpunkte) ausfiihrbar, wo n die
Werte aller ganzen Zahlen von 0 an durehlaufen kann. Wie fihrt
man die zueehorigen Zeichnungen aus? — Wie gelangt man zu den
betreitenden dem Kreise nmbeschriebenen Figuren ?

§ 28. Berechnung des Kreisumfangs und -Inhalts.

Die Berechnung des Kreisumfangs aus dem Radius ist moglich,
wenn man den Kreis als Grenze eines il ein- oder umbeschriebenen
regelmissicen Vielecks betrachtet. Deachtet man, dass eine Sehne
sich dem Ileineren der zun ihr gehtricen Bogen nm so mehr an-
schmiegt, je ktirzer sie ist, so kann man den Umfang eines dem
Kreise einbeschriebenen regelmiissicen Vielecks um so genauer dem
Umfange des Kreises gleichsetzen, je grosser die Seitenzahl des
Vielecks ist. Viollige Genanigkeit ist dabei allerdings unmiglich ;
wohl aber®kann man dieselbe soweit freiben, wie man will.

1. Zur Berechnung des Umfangs konnen die beiden nach-
stehenden Hilfsaufeaben ancewandt werden:

[. Aus dem Radius r eines Kreises und der Seite s des
ihm einbesehriebenen recelmiissicen n-Eeks die Seite x  des
einbeschriebenen regelmiissigen 2 n-Ecks zu berechnen.

Auflosung: Killt man von M auf die Seite AB des n-Heks

das Lot MC, das den Kreis in D schneidet, so ist BD n%s o BR]
hesteht dann die Gleichung:
& 21 .0CD. (Weshalb?)
Da nun  CD I M(
und Me — /o (5) ist Gveshalb?),

so ergiebt sich: x* 91 (i' | \[)
oder: : l o (,- l = 1_)




103

1. Aus dem Radius r eines Kreises und der Seite s des
demselben einbeschriehenen regelmiissigen n-Ecks die Seite y
des ihm umbeschriebenen regelmiissigen n-Ecks zu berechnen.

Auflosung ? Endergebnis:

Zur Berechnung des Kreisumfangs oceniiet schon die erste
dieser Aufgaben. Beginnt man z B. mit dem regelmissigen

Sechseck (Seite s I = }), so berechnet man zuniichst si2, aus
dieser wieder sa4 u. 8. f. Hs ist 896 = 0,0327, daher der Umfang
16 3,141. Der Umfang des Kreises ist grisser (weshalb), als

alle diese . Werte fiir n.  Fir viele Zwecke reicht aber eine
Genauigkeit bis zur zweiten Decimale aus. Man hat also zu
merken, dass der Umfang des Kreises vom Durchmesser 1:
3,14 = =

ist (= gricehiseher Buehstabe fiir p, Anfangsbuchstabe von Peripherie).

In manchen Fillen rechnet man mit = 31 bequemer; ist
grossere Gienauigkeit erforderlich, nimmt man = = 3,1416 (z ist
eine Iirationalzahl). Berechnet man mit Hiilfe der Aufgabe II die
Seiten der entsprechenden regelmiissizen Vielecke, die dem Kreise
umbeschrieben sind: Sg, Siz, Ses . . . und daraus jedesmal den
Umfang, so sind diese Werte immer grisser als der Umfang des
Kreises, nihern sich aber immer mehr dem letzteren. Die Be-
rechnung des obigen genaueren Wertes fiir = (3,1416) auf dem hier
angegebenen Wege ist fiir logarithmische Rechnung unbequem und
riemlich zeitranbend. Gewisse andere Methoden fithren schneller
ram Ziel; das Kiirzeste Verfahren beruht auf der Anwendung
trigonometrischer Hunktionen.

Z. B. hat man im DBestimmungsdreieck des regelmiissioen

600 -Heks:

! 360 i o =600
S110 sin 1S 3
2 e B0 21
oder: S600 T T
daher: 600 21.600.s8n 18

I'r 600 « sin 18" findet man: 3,1416.
Allgemein ist demnach der Umfang des Kreises vom
Radius r:
Ly 2w,
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Dass im alleemeinen Falle = mit dem Durchmesser zu
multiplicieren ist, ergiebt sich auch aus dem Satze: Die Umfinge
dhnlicher Figuren verhalten sich wie irgend zwei entsprechende
Strecken.

Wie der Umfang des Kreises nihernngsweise durch den
Umfange eines regelmissicen Vielecks von grosser Seitenzall an-
L auch der Flicheninhalt des
Kreises mit beliebiger Genauigkeit dureh denjenicen des Vielecks

ceceben werden lkann, so lisst sie

herechnen.
2. Der Tuhalt des Vielecks ist nach § 18:

: 0.l ; > ‘
1 - (p ist der Kkleine Radius).
Bei erosser Seitenzahl ist aber g von 1 nur wenig verschieden. Der

Flicheninhalt des Kreises ist daher:

: ¥l
i e
Setzt man hier 1L 20 i so erciebt sich:
| 22
Aus den Formeln: u = 2 r%, 1 = r?z folgt durch Auflosung
fiir v bezw.:
I 1
1 —, =
Beweise, dass
| ; -
1 2 1= 1 181,
|7

1

3. Fir die Fliche ceines Kreisringes hat man:
f (1* I2%) = (rr - 1r2) (11 — 12) =,
wenn r1 den Radius des grisseren Begrenzungskreises, 12 den des

kleineren hezeichnet.

1. Zwei Bogen eines Kreises verhalten sich wie die zu
ihnen gehdrigen Centriwinkel.

Beweis ? Welche Fille sind zu unterseheiden ?

\unf diesem Satz beruht die Bereclmung der Linge eines

beliebicen Bogens b; denn es ist:

I o (o bedeutet den zn b ce-
2 g 360 hivigen Centriwinkel)
T o LT o
lnll'l' !]

360 180 °
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Umgekehrt lisst siech aus der Bogenliinge und dem Cenfriwinkel
der Rading des Kreises berechnen:
180 b
[ Sre .
ferner aus Dogenlinge und Radius der Centriwinkel :
180 b
T

o

Das von einem Bogen und den Radien nach seinen Endpunkten
begrenzte IPliichenstiick eines Kreises heisst Kreisausschnift
(Sektor).

5. Sektoren eines Kreises sind ihren Centriwinkeln, also
auch ihren Bogen proportional.

Soll ein Sektor x auns seinem Centriwinkel und dem Radius
berechnet werden, so benutzt man die Proportion:

X 7
%% 3607
: ; TE T
woraus sich ergiebt: X —
360
[st dagegen der Bogen und Radins gegeben, so hat man:
X 5}
i 2 1T
b= b1
X d. h
) I-‘— .;’

G.  Der Sektor ist gleich einem Dreieck, das die Bogen-
linge als Grundlinie, den Radius als Hohe hat. [tse die obigen
Gleichungen fiir die anderen in ihnen vorkommenden Grissen auf!

Das von einem Bogen und der zugehirigen Sehne begrenzte
Flichenstiick eines Kreises heisst Kreisabscehnitt (Segment).

7. Der Flicheninhalt eines solehen ereiebt sich dureh Sub-
traktion des Dreiecks MADB von dem Sektor.

Sind ¢ ound o ¢ ben, so ist der Inhalt des Dreiecks MAB,

wenn 1 als Grundlinie cewiihlt wird :

I* . Sin SHLEs
, lolglich
: it I §in o = (Ta 180 sin @)
Segment (AD) ' ”
i 3060 2 360

<X
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