
Jimcjes ülicr öen gitternd)! in ba anafyfifdjen g>eomefrie.

Ringer fc^on als ein üDecennium, feitbem bte „Unterrichts = unb 95rüfungSorbnung ber $Realfd)ulen

com 6. Oftober 1859." erfdjienen, ^at man bie ©elegenljeit gehabt, über ben Unterricht in ber ana=

itjtlfchen ©eometrie, namentlich über bie Seljanblung ber Segelfdjnitte uerfchiebene neue Sehrbitdjer

unb mannigfache Slbljanblungen in ben Shulprograramen fennen 30 lernen. 3<h glaube aber mit

meiner Slufidjt nicht ocrcinjelt bajuftehen, roeun ich feige, baff 31001- mancherlei, ja jumeilett recht Diel

©uteS bort 3U finben mar, boch immer nicht baS, roenigftenS nicht oollftänbig, roaS man gerabe

roünfdjte unb fachte. .Spiemit ift aber burcfjauS fein £abelSootum, gleichgültig ob berechtigt ober un=

berechtigt, toeber gegen bie SSerfaffer jener Sehrbücf)er unb Slbhanblungen noch gegen bie Sefer ber=

felben auSgefprodjen. 3m ©egeuttjeil ift eS roohl nur roünfdjenSroerth unb für einen gebei^lit^eit

Unterricht fogar crforberlich, baff jebem Seljrer bis 311 einer geroiffen ©renje hin freier Spielraum

gelaffen tuerbe, um feiner eigenen 3nbioibualität gemäjj ben gegebenen 8el)rftoff 31t beljanbeln. 3ch

bin baher aud) principleU burdjauS gegen bie Einführung eines matl)ematifdjen „SeljrbuiheS", nach

meld;cm ber öefjrter auf ber Sdjute 51t unterrichten haÖ& SDennocb bin ich anbererfeitS überjengt,

bei feinem meiner ffadjgeuoffeu auf ernftlidjen SBiberfprud) 31t ftofjen, roenn ich b' e ©eljauptung auS=

fpreche, bajj für Schüler, meldte eben erft in bas ©ebiet ber Sölffenfdjaft eintreten unb noch nicht

fo roeit geförbertfinb, um fich felbftftänbig barin juredjt finben 3U fönnen, ein „Seitfaben", nttb 3roar nicht

ein bictirter, fonbern ein gebruefter, als unentbehrlich 3U be^eid^nen ift. 3n ber ©chule, unter

unmittelbarer Einroirfung unb Seitung beS SeljrerS foll ber Schüler bie Sehren ber äBiffenfdjaft in

fich aufnehmen; bennoch bebarf ber Stnfänger auch 31t ipaufe einer fieberen Stülpe unb geroiffer 2ln»

haltpunfte, um roeldje fich bei ber 9iepetition bie in ber Schute oernommenen Sä^e unb ©efe^e mit

ihren Segritabungen gleichfam rote Ärpftalle anfammeln unb gruppiren fönnen. 3d) habe auch fdjon

an anberem Orte meine Slnftht auSgefprodjen über ben ©orsug eines „SeitfabenS" oor einem „Sef)r=

buche", namentlich, meint letzteres, tuaS oft ber galt ift, nicht nur als Sdjulbud), fonbern sugleich

aud; „jum Selbftunterrichte" bienen foll. tpier miß ich nur heroorljeben, bah e *n Seitfaben in feinen

fpäteren Slbfdjnitteit (— 3. 33. in ber SDfctljobe ber unbeftimmten Eoefficienten in ber ^Berechnung

ber Sogarithmen, ber trigonometrifchen gunftlbneit unb ber 3al)l n t f°mie in ber beferiptioen unb

analhtifchen ©eometrie —) einem „Sehrbuche" feiner fjorm nach nicht nur ähnlicher merben fann,

infofertt ja ber Schüler auf btefer Stufe nicht meljr in bern ©rabe roie früher ber leitenben tpanb
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beS Seijms bebarf; fonbern baß ein Seitfobeu, wenn berfelbe bereits über bie erften Elemente hinweg*

geführt hat, muß rootjt immer meßr fid^» ber gorm eines ausführlichen SehrbucßS annähern muß,

fobalb ber ©editier an neue, mm ben bisherigen gan3 öerfdjiebene 2(uffaffungS= unb 2ltcfd)auungS=

weifen fieß jn gewöhnen, mit gnnj neuen Stftetßoben fidj öertraut 511 machen (jat. Smmerßin roirb

eS aber auch bann noch beut ©cßüler überlaffen bleiben miiffcn, erft bureß eine geroiffe ©elbftißätig*

feit unb Arbeit auf ben oft nicht leicht aufjufinbenben unb eben beSßalb im Seitfaben nngebeuteten

äöegen baS 3iel, ju welchem biefelbeit hinführen fotlen, roirflief) 31t erreichen. Senn nun hiernach

in ber nacßfolgenben Probe eines SeitfabenS, wie ich roenigftenS einen folgen beim Unterrichte in

ber analßtifcßen ©eometrie mir wünfiße, oietteicht bod) noch äßancßeS: 31t ausführlich erfdjeinen fotite,

fo !ann ich ^ em ootfftänbig miberfprecßen, hebe jebod) tjeroor, baß bie Seßanblung ber SUipfe

hier gerabe als Oorbtlb bienen fod, wie bie näheren ßuroen 3U behanbeln mären, fo baß alfo

fpäter, namentlich bei ber £)tjperbel oft bloße Sinbeutuugen bem Sdjiiter genügen müßten. Ob 3U

oiel ober 3U wenig ©gentf)ümlid)feiten ber Sllipfe beßanbelt worben finb, baritber ift moßl nicht 3U

ftreiten. 3dj muß befennen, baß eS mir in ben legten 7 ober 8 smeijährigen Surfen (— noch früher

war ber Unterrid)t ber analßtifchcu ©eometrie in unferer Prima nicht geftattet —) niemals gelungen

ift, für bie SBeßanblung eines noch auSgebefjnteren ©toffeS bie erforberliche ^eit 31t gewinnen,

ba eben nur 5 ©tunben wöchentlich für bie gefammte PUathematif gewährt finb. Sffiohl aber habe ich

mich öfters genötigt gefeljen, ben ©toff 3U befdjränfen unb weniger burchjunehmen, als man ber nach»

folgenben Probe gemäß erwarten fotite; unb eine folche '33efdjränfung beS Stoffes muß bem Seßrer

fchon beSljatb freiftefjen, weil ja bie oerfchiebenen Saßrgänge ber ©chüter nicht immer mit gleich

guten gä^igfeiteri auSgeriiftet finb. ©ewößnlicß beginne ich ben Unterricht in ber analßtifcheu ©eo»

metrie mit ber SBeftimmung ber Sage oon fünften fcitrch baS rechtwinllige Soorbinatenfhftem, oßne

auf fchiefminfüge Parallelcoorbinaten unb auf Polurcoorbittaten näher eiigugehen. ©te STranS--

formatioueu ber Soorbinaten oerfeßiebener ©tjfteme übergehe icß h' er meiftenS unb bringe biefetben

erft am ©cßluffe beS SurfitS 3U einer eingeßenberen 23efprecßung. 3m 2. Slbfcßnitte werben außer

ben gewöhnlichen notßweubigen S3etracßtuugen über bie Sage öerfc£)iebener Sinien 31t einanber auch

noch tßeilS Säße, welche aus ber Planimetrie befannt finb, auf anaitjtifdjem 3Bege bewiefen, tßeilS

SonftructionSaufgaben oermittelft ber ©eraben als geometrifdjenOrtS gelöft (3. 33. bie©chwerlinien, ebenfo

bie §ößen beS ©reiedS fdjneiben fict) in einem Pitnfte; bie ^albirungSpuntte ber brei ©iagonalen eines

oollftänbigen S3iereds liegen in einer ©eraben; §ur ßonftruetion eines ©reiedS ift gegeben bie ®runb=

linie, bie ©umnte aus tpoße unb einem ©egmente, baS äkrljältuiß jwifeßen Ipöße unb bem anbern

©egmente, u. bgl.). ©er britte SIbfdjnitt ßaubelt oon ben Sinien beS 2. ©rabeS, unb 3tnar A. „®er

Sreis." ©aß biefer nicht nach ber ßllipfe als fpeciellcr ftaü berfelben beßanbelt wirb, hat ntandje

wichtige ©riinbe für fid). ©er ©cßüler, wenn er auch ^ en oorigen Ibfcßnitt oon ber gerabett Sinie

üollftäubig erfaßt hat, ift boeß noeß nießt fo weit oorgefeßritten, baß er nießt gern erft noch an einem
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bereit« befnnntett fleometrifdjett ©ebilbe, utib beSßatb eben mit geringerer SJtül)e unb größerem
3ntereffe bie annlptifcbe PMjobe roeiter üben unb fiep mit berfelben uertraut machen follte; für
fotdje au« ber Planimetrie tfjnt befannteSäße unb 2lufgabeftüber ben SreiS erhält er eine gattj
neue Strt ber (Beweisführungunb 2luf(öfitng, ja er roirb aud) freubig überrafdjt burdj Sluffinbung
einjelner ©igeutl)ümlidjteiten be« Streife«, bie er itt ber Planimetrie nodj ntebt fennen gelernt bat.
3ft nun biefe Slbtbeilung A. mit Sorgfalt unb nidjt mit Uebereitung burdf genommen, fo tonnte al«=
bann aud) in ber folgenben 2lbtl)ei(mtg Ii. „(Die Slltpfe" olelleidjt ÜJiamhe« nod) tu eniger ausführlich
behauten merbeu, al« e« in ber nodjfolgenben Probe gefdjeben ift. (piebei f'aitu ich n b er unbe«
mertt (äffen, baß bei aller Sürje, bei nod) fo gebrängter unb nur anbeutung«roeifer 33ebanblutig be«
Stoffe« bie fo Kare unb überftdjtlicbe gorm unb 3lnorbnung ber matbematifeben geichenfpradje, bie
mit Permeibuttg ber SnterpunltionSjeicbeit jebern neuen ©ebattlen eine neue 3 e^ e einräumt, leine«»
roeg« oernaebläffigtmerbeu barf, — ton« aber freilich hier in einem ju folgen matbematifeben 2tb=
banblungenfo ungeeigneten Quartformate eine« Sdjulprogrätttm«, in metebem man aueb noeb ftet«
auf Staumerfparnlftju febeu bot, uid)t b Qt berütffitbtigtmerbeu fömten. Die Slbtbeitung C.
„Die gerbet" roirb nun itt ibrett' erfteit Paragraphen fo oiel Uebereinftimmung mit ben eutfpred)eu»
bett (Betrachtungen ber Slllpfe haben, baß man fiep faft allein mit ber 3lngabe ber Stefultatebegnügen
biirfte. S« tritt aber biet ber neue Segriff ber Slfbmptoten bin$u, uu ^ e8 k urc§ e ' n näßereS
(Singeben auf biefe Linien bie 9lbtbeilung C. tion ungefähr gleidjem Umfange roerben roie bie Bor«
hergel)enbe über bie Slltpfe. (Daß nun erft unter I). „(Die Parabel" folgt, erfd)eint mir be«»
halb jroecEtnäßig, roeil e« pter nicht meßr roie bisher eine 9)tittelpunttSgteid)ungunb fomit auch
nicht mehr foldje, itt Sejug auf ?Ibfctffe unb Qrbtuate ftjmutetrifdje unb fo übereinftimmenbe gormein
für bie Slgenfcbaften ber Suroe giebt. (Dennoch barf auch hier nie uerabfäumt roerben, bie pev»
geleiteten ©efepe für bie Parabel mit ben entfprecbenbeit für bie porigen Surben ju Dergleichen.
Schließlich bleibt bann nod) unter E. „Die räumliche (Deutung ber allgemeinen ©leicpung be« streiten
©rabe« mit jroei Pariabein", obgleich biefe Unterfuchungen tpeltroeife fchott bei bett einzelnen ßuröen
angeheilt roorben fittb. So fepr e« nun auch roünfdjenSroertp erfcpeinen mag, auch einige Suroett
höherer Qrbtutttg, bie in ber (Technil eine wichtige Stolle fpielen, foroie ferner roenigften« Einiges aus
ber aitaU)tifd)en ©eometriebe« Staunte« noch in 93etrad)t ju sieben, fo bürfte ptesu bei beut gegen=
roärtigen Sepfplatt für Stealfcpulen boch mol)l fd)roerlicp bie erforberlicbc $eit Su geroinnen fein. —

II Die ö;fl'tj)fe.

§ 57. Sine Suroe oott ber ©efebaffenpett,baß bie Summe au« ben Entfernungen(radii
vecto res, 93rettuftrablcn) ihrer Puutte oott sroei feftett Puutten (örenupunfteii, F itub F')
conftant ift, beißt Sllipfe. (gtg. 1.)

1*
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Die burd) beibe Srennpunße gelegte ©ebne A 1 A fjei§t Spnnptape ober große Sipe; ifjre Snb*

punfte finb bie ©Heitel ber Sflipfe. Die burd) bie Stritte ber großen Sipe fenfredft gelegte ©ebne

B'B beißt Stebenape ober Heine Sipe; ber ©djnittpunH O beiber Slpen ift ber HRittelpuuft ber

Sflipfe. Die Sntfermtng OF = OF 1 eines jeben ber beiben 23rennpunfte oom SDJittelpnnfte ift bie

Spcentricität ber Sflipfe. Die burd) einen S3rennpunft fenfrecfjt jnr tpauptape gelegte ©el)ne G'G

beißt Parameter ber Sflipfe.

(Sine (Stlipfe läßt fiel) oermittelft eines in fid) felbft gurücHaufenben, enblofen, um groei fefte

©tifte F unb F' geführten unb burd) einen ^eidjenftift S ftetS gefpannten gabeitS FSF' befdjreiben.

Der SreiS ift eine Sflipfe, bereit Spcentricitnt gleid) Stull ift.

§ 58. 33efd)reibt man um bie ffirennpmtfte F unb F' (gig. 2.) Greife (9itd)tfreife)

RR trab R.'R L mit ber großen Sipe als StabiuS, fomuß jeber ^ßunft ber (Sttipfe (P', P", P'" u. f. id.,

alfo aud) A unb A l , B unb B l ) oon beut einen ffirennpunfte ebenfo roeit entfernt fein als ton ber

Peripherie bes um ben anberen SSrennpunl't betriebenen SreifeS.

31 nm. lieber bie gerabe Sinie, meldie man ©irectriy (ober aud) rool)l Stidßtlinie) nennt, fieße fpäter

am ©cßluffe beS 3lbfä)nittS uon ber Parabel.

g. 59. ©e£t man bie große Sipe A 1A einer (Sllipfe gleich 2a, bie Heine Sipe R 1R = 2b,

bie Spcentricität OF = OF 1 = e, alfo F'F = 2e, unb begeidjnet man bie gu irgenb einem

Pimfte ber (Sllipfe gehörigen 25reunftratjlen mit r unb r 1, fo ift nad) bem 33orftehenben für jebe Sllipfe:

1) r -f r 1 = 2a 2) RF = BF 1 = a 3) b 2 = a 2 — e 2

§. 60. Sie 2RittelpunftSgleidiung, b. t. biejenigc ©leicfjtmg, toeldjc fid) auf bie

große ltnö fleine Sipe her Sflißfe als Slbfciffett» uttb Drbiitatenape begießt, aus öctt beibcn

gegebenen falbapett a unb b gu beftimmen- ©ig. 3.)

SS ift für jebenPuuItP( iy) berSßipfeFP -|~F' P = ]/y 2 -f (e — x) 2 + j/y 2 +(e+xF 2 = 2a

unb hieraus ergiebt fich a 2 y 2 -f- (a 2 — e 2 ) x 2 = a 2 (a 2 •— e 2 )

alfo 1) a 2 y 2 -f b 2 x 2 = a 2 b 2 ober 2) y = ^ }/a 2 — x 2 ober 3) = 1

Die DiScitffion biefer ®Ieid)ung ergiebt: 1) 3ft in abfoluter ^inficßt x > a, fo ift y

imaginär. 2) 3ft y > b, fo ift x imaginär. 3) gür x = o roirb y = ± b. 4) gür

y = o roirb x '== ± a. 5) Sft x < a, fo gehören gu bemfelhen 2 gleid) große, aber ent»

gegengefehte Orbinaten. 6) $u y < b gehören 2 gleich 0 r °ß e, entgegengefefjte Slbfciffen. — Die

Reiben SIpen theilen bie Sllipfe in 4 congruente ©tüde. — 7) 3ft b = a, fo hat

man einen $reiS mit bem SftabiuS a (©. § 43). 8) 3ft b > a, fo liegt bie große Sipe ber

Sflipfe in ber y Sipe beS ©bftemS.
b 2

g. 61. 1) SluS ber ®leid)ung y 2 = (a 2 — x 2) folgt: (a -f-x) (a — x) : y 2 =a 2 : b 2EL

aber aud) (a -j- y) (a — y) : x 2 = b 2 : a 2, b. h- f" 1 jebeS auf ber Sipe errichtete



Perpenbilel in ber falben (51 lipfc oerßcilt fibaS SRecßted auS ben beiben ©cg =

metiten ber Slgc gum Quabrat i'tber bem Perpenbilel roie bie Quabrate übet ben

§albaj;en git einanber; beim Streife ift alfo jenes IRecßted gleicß bem Duabrate über bem

Perpenbilel.

2) f?iir groei beliebige fünfte P(*, yi ) unb P(i iy ,) ber (Süipfe ergiebt ficß aucß:

y, J :y 22 = (a + x 1 )(a—x,):(a+x 2 )(a —x 2 ), ebenfox, 2 :x 22 = (b-f y, )(b — yj)(b + y 2)-(b — y 2 )

3) Sefcßretbt man über ber großen Slye 2a einer ßllipfe einen ^albfreiS (giß. 4), fo ßat man

für biefe beiben Suroen:

V 2 X 2 "V2 X ®

i- + - ■= 1 itub \ = 1b 2 a 2 a 3 a 2

unb bnßer uerßalten fidj bie gu einer unb berfelben Slbfciffe gehörigen Orbinaten

ber Stlipfe unb beS §albfreifeS mie b : a.

Sbenfo ergiebt ficß audj, roenn man über 2b einen fwlbtreis befcßreibt, baß für eine unb bie=

felbe Orbinate ficb bie Slbfciffen ber (5üipfe unb beS le^teven SreifeS mie a : b oerßülten.

§. (»2. Sßcrmtttelft beb girfelb itnb beb SinealS beliebig btcle fünfte einer 6Utßfe

gu beftimmeu, toenn gtoet bott ben brei ©rößett a, b itnb e gegeben finb.

1) Sermittelft ber 9iidjtfreife (gig. 2); bie fünfte P', P", P'" u. f. ro. finb bie Spißen oon

ben gleidjfcßentligen ©reieden P'FR 1, P"FR' u. f. ro.

2) ®a immer r + r * = 2a (§ 59), fo ißeile man bie große 2Iye in 2 beliebige Stüde

unb fd)lage mit jebern biefer Stüde um jeben ber beiben 93rennpunfte Sogen.

3) Stacß § 61, 3 unb glg. 4 muß ficß für jeben ißunfi Q ber großen 2Ige Perpenbilet

QP : QA" = b : a = OB" : OA" oert)alten, baßer B" P immer parallel gur großen 2lge fein.

§. 63. Stnö bett beiben 91yen 2a nttb 2b ber tUißfe ben Parameter 2p berfelben

gn berechnen.

($6 ift p bie Orbinate für bie Stbfciffe x = ± e = ]/a 2 — b 2 . 2htS y =- ]/a 2 — x 2

erßält man atfo ben ßalbeit Parameter p =. — ober a : b = b : p, b. ß. ber Parameterst

ber Sllipfe ift bie britte proportionale gur großen unb Reinen 21 £e berfelben. —

gür ben SreiS ift a = b = r, alfo aucß p = r, b. ß. Srennpunft unb tÜtittelpunlt fallen

gufammen, ober e = o.

§. 64. Sie Sffjettclgleicßung ber ©llißfe für 2a als SJlbfciffettnye 3U beftimmen.

1) Stimmt man A 1 als 21nfangSpunlt unb A l A als bie pofitioe 3iid)tung ber Säbfciffetiuje

an, fo ift bei ber Transformation ber ßoorbinaten nur ftatt beS x in ber üKittelpuultSgleicßung



b" b'2
^ter x — a ju fe^en, olfo y 2 = — /a 2 — (x — a) 2 l = \ (2ax - x 2). @8 mar aber

a" 1 JeJ

~ = P, atfo v 2 = 2px — x 2el cL

2) Stimmt man ben ©tfseitet A atö 2lnfang8punft, atfo AA' atö negatiue x 2tye, fo erhält

matt y 2 = — 2px — ^ x meiere ®leid)ung nur, tnenn x negatio ift, reelle ißerttje für y giebt.
gür ben SheiS, beffen Ijatber Parameter p immer gleich r fein muff, roirb y 2 = 2rx — x 2 , unb
wenn bie uegatioe Stbfciffenap burdj ben Ärete geljt, y 2 = — 2rx — x 2. (©iefje §. 43.)

§, 6S. 3ft bie (Steigung einer (Suroe oon ber gorrn ay 2 -f cx 2 -f dv + ex +■ f — o
unb ^aben bie (Stieber mit y 2 unb x 2 beibe ba§ pofitioe 3Sor^eid)ett,fo ift

/ . d \ 2 . / . e\ 2 cd 2 4- ae 2 — 4acf
a ( y + 2a) + ° ( + Tc! = 4W

(Srfefet man nun ber ®ürje toegen bie redete ©eite ber ©teic^ung burrf) m, unb nertegt man

ferner ben 2tnfang8f)untt beö SoorbtnatenfgftemS in ben fßunft, beffen Orbinate gleich — unb

beffen Stbfciffe gleich — ^ ift, raät)renb bie neuen 2lgen ben früheren parallel bleiben, fo baff atfo
d e

für ba8 neue ©Aftern bie Orbinate u = y -f unb bie Slbfciffet = x -f- ift, fo geljt

bie üorftetjenbe (Steigung über in bie gorm au 2 -f- et 2 == m

©e^t man enblit^ = a 2 unb — = ß 2, fo ergiebt fid) burcf) SMtipttcation mit -^11- bie
c a a • c

(Steigung a"-u 2 -j~ ß 2 t 2 = a 2 ß 2, b. i. bie 3JtittetpunttSgteid)ung einer Sttipfe in ÜBejug auf

ba§ neue ©tjftembie ^pathogen fittb a — j/ — unb ß = -
m

a

2t nm. 1. gür a = c gehört bie ©teidfung einem Greife an (§ 44).

2lnm. 2. 2Bitb m negatiu, b. t;. 4 a cf > cd 2 -\- ae 2, fo t;at obige ©teidjung feine räumtidfe
tSebeutung. 6iebe fpäter § 129. —

§. 66. 9lu§ Den gegebenen (Soorbinaten eines fpwtfteS P (Xiyi) ber ©Ilifjfe, bereu ftit«

telpunftsgleicjjung a 2 y 2 -f- b 2 x 2 = a 2 b 2 ift, bie Songente, ©ubtangeutc, fHortuale unb @ub=
normale für fenen gegebenen fßunft ju beftimuten.

Sletjntid) roie §. 52. ergiebt fid) junädfft bie (Steigung ber ©ecante, meiere burd) ben gegebenen
$untt P(i,y,) unb burd) irgeub einen anberen beftimmten fßuntt P (Xsyi) ber (Sttipfe geljt:

y-y, = (x - x.)



Sa aber a 2y, 3 + b 2x, 2 = a 2 b 2 unb aud) a 2y 22 -j- b 2 x/ — a 2 b 2
b 2 j ^

folglich v ' ^ 2- = — —2~ • 1 ~T unb baffer bie © l e i cb u n g ber Sangente:x, Xo a Yi + y 2

i> y:~ y. = — b ^'- ( x — x i) ober 2 ) a2 yiy + b2x . x = a2b2 -a 7i

SBare bie (SLIipfe burd) ifire 6d;eitelgleid;ung y 2 = 2px — -b x 2 gegeben, fo mürbe burdj ä^ns

lic^e 33etrad)tungen ober aud; burd; Srangformation nad) § 8 aus oorftetjenber ©leicijung 2) fid) bie £an=

gentialgteicfjung ergeben: y,y = 2p • ——-—- — — • x 2 x

StuS obiger ©leidjung 1) ergiebt fid; ferner natf) § '28 bie ©leidjung berfßormaten:

3 ) y - y. = + jjaf 2 (x — x i)
Se^t man nun in ber Sdngentialgleidjung2) bie Orbinate y = o, fo erhält man bie 216=

feiffe beg Sdjniitpunfteg T ber Sangente mit ber x Sipe (gig. 5.), b. i. bag Stücf oon 0 big T
a 2 ~

gleitf» —. 5ftad) §. 51. ift ober bie Subtangente bag Stüd: oon T big Q unb bafjer, mit S3e=X!
a 2

rücffid^tigung ber 33orjeid)en, TQ = — TO + OQ = x,
x i

Stuf ähnliche SBeife ergiebt fid) aug ©leidjung 3) für ben Sdjntltpunit N ber 9tormalen bie
a 2 — b 2 e 2Slbfciffe ON = 5— Xj = — • x, unb tjieraug roieber, mit Serüdfidjtigung ber Sßorjeicöen,

a a"

bie Subnormale QN = — QO -f ON = — x. -j- &—3—- x , =— - 2x.
1 a" 1 a ■

SSermittelft beg ißtytljagoräifdfettSeijrfa^eg erhält man aigbann bie abfoiute Sänge ber San gente

TP = Ä, l/ a " y ' , + b<x '

ferner bie Sänge ber 9ior malen PN — ■ ^/a 4 y L2 -j-b'Xj 2
SEÖie beim Greife in §. 52. fmb aucl) liier bie aSorgeicCjen oor ben SEßurselgröjsen fo ju wählen, bajj

TP unb PN ate abfoiute Sängen pofitio roerben.

Siefelben SBertfje erl;ält man aud; auf trigonometrifdjem Söege, ba nad) ©leidjung 1)
b 2x

tang T = —L un jj TP = y l ■ cosec T unb PN = y ; • sec T ift.

g. 67. Sing bem oorigen Paragraphen get;t heroor:
1) Subtangente unb (Subnormalefinb für pofitioe Stbfciffen,b. i). für Sangenten, meiere

bie (Sflipfe in ber 1. unb 4. Legion berühren, immer negatio, bagegen für negatioe x immer
pofitio.

2) 2-er Sffiertl; für bie Subtangente ift oon b unabhängig, b. h- eg haben alle über ber*
felben Sipe 2 a befchriebenen ©lüpfen für eine unb biefelbe Slbfctffe aud; eine unb biefelbe Subtangente,



ober bei allen ©llipfen über ber gemeinfdjaftlid)ett Sipe 2a miiffen bie Tangenten
für ein unb baffetbe x burd) einen unb benfetben Purtft T ber Stbfciffenape geben.

3) ©er abfotutc SBerl^ ber ©ubnormalen ift immer fieiner als x, b. t). bie beiben
©nbpuntte P unb N einer Normalen liegen immer auf einer unb berfelben
©eite oon ber tleinen 2tpe 2b.

4) 2tud OT = — ergiebt ficf) OQ : OA = OA : OT unb tjierauö
X 1

5) TA : TA 1 = Q A : QA 1, ober A 1 uttb A, Q unb T finb 4 fiarmonifdjc fünfte.
e 2 e 2

6) ©a ferner 01S — x, = ober OF bie mittlere proportionale jiuif^en

ON uitb OT ift, fo ergiebt fidj (jieraub

7) baff aud) F 1 unb F, N unb T nier (jarmontfcbe fünfte fitib, rooranß jugteicb b er =
oorge^t, baff ber ©intet groifdjen bett beiben 23rennftrn()ten F'P unb FP burd) bie Normale PN
tjatbirt roirb, roaö jebodj im fotgenben Paragraphen nodj befonberS beroiefen roerben fott.

§. 68. Sie beiben S8reitnftrnf)fen r uttbr 1 (gig. 6.) fiir trqcnb etneu punft P (x , y , } ber

©lüpfe bitben mit ber Sangente in biefem punftc gtcitjic ©intet, / a = a'.

1) Sejeidjnet man rote in §. 52. bett ©intet PTX mit T, PFT mit <p unb PF 1 T mit <p

fo if. tg « = «(T _ »ji = y +T ^~'f g ^ unb «g e • = tg <180 - T + v ') = r^|+|2t
■Jtun ergiebt fiep aber auö ben redjtroinftigen ©reieden PQF unb PQF 1, bajf

— tg <p = - -Ii — unb tg r/ 1 = ——
e — x, ° e-f-x,

i 2

ferner aub § 66, ©letdfung 1) tg T = — —s—~

atfo tg a •== ~ b?ex . +b'» 1' + a'y,' _ -b'ex, + a*b 2 = b 2 (—ex , -f a 2) _ J>^
a 2 ey. — a2 x, y, + b 2 x, y, a 2 e y, — e'2 x, y, ey,(a 2 — ex,) ey

b 2
2tuf biefetbe ©eife ergiebt fidj auch tg a' = golglid) /_ a — a l

Ober 2) 97adf bern Pbtbagoräifdjen Sefjffatje ift

r= J/(e — x,)'^- y, 1 = |/(e-x,) 2 -|- a —.-(a'-x,')

I
. e2 a2 6 X 1

-2ex, H x 2 =' 1 a 2 1 a

©benfo ergiebt fidj r l = a—i- e -A. £> a Qg er § 66 ON = ~x,, fo ift3 ä
e . , e 2 e a 2 4-ex, e-•runb NF 1 —-- 1- - — ' 1 —a

Sltfo NF : NF' = r : r 1 = PF : PF'

mit e k a —ex e . . e' <Nt= e -x. = • 1 = - • r uttb Nt 1 =e 4 x, =& a a a 1 a 2 ' a a a



b. I). es ift bie Normale PN bie £mlbirungSlinte beS SreiecfSminfelS FPF \ unb bie jur tRormalen

fenlredjte Tangente PT batbirt baljer ben iRebenmiufel ooit PFP 1, ober a = a 1

g. 61). Surd) öcu gegebenen fßunft P(x 1}l ) ber (fllipfc eine Sangente an btcfelbe
3» legen.

1) tRadj § (37, j fann man über 2a als Surdjmeffer einen Kreis befdjretben, bie Orbinate

y, bis 51t biefem Ijin oerlängern, f)ier (in A" ber gig. 5) eine Sangente an ben Kreis legen unb

ben $unft T, in meldjem biefe bie xSlye burdjfdjneibet, mit P( XlTl ) oerbinben.

2) SRad) § GS Ijalbirt man ben ÜRebenmiulel 0011 FPF 1 .

3) 2lnd) lönnte man nad) § 67,5 für A 1, Q unb A ben jn Q jugeorbneten liierten barmo=

nifdjett i)3unl't T beftimmen.

4) ©ne nierte 9)ietl)obe fie£)e fpüter § 71.

§. 70. Sßon einem fßunWe P (m u) aufjerfjalb ber gegebenenßlltpfe a 3 y 2 -)-b 2 x 2 =a :£ b 2

r-ine Sangcntc an Ötefelbe 31t legen unb bie Soorbiuaten beb tBerübrungSpiiuftcS P'(i jy] ) 3«
beftimmen. (Sig-. 7.)

1) SBenn I 11 ber SBerührungSpunft märe nnb F 1P 1 um P 1R = P'F, b. I). bis jum 9ttd)t=

(reife IUI 1 uerliingert mürbe, fo müßte nadj §68 baS ©tücf P 1II ber Saugeute bie §öije in

bem gteicbfdjenlligen Sreiede FP ! R fein, unb beSljalb audj PR = PF. SOian t>at atfo für ben

fj3un!t P» jmei Kretfe als geometrifdje Derter (ititb baljer 3mei Sdjnittpunfte R unb R 1), neimtid)

ben Kreis um F 1 mit bem iRabiuS F l R — 2a unb ben Kreis um P( mn ) mit bem fRabiuS

PR — PF. Sie 33erbinbnngSlinien beS fßunfteS F 1 mit ben beiben <2d)nittpunf'ten R unb R 1 geben

bie ÜBerüljrungSpunfte P 1 unb P" ber beiben möglichen non P (m n > 31! legenben Saugenten. Sie

23ertaufd;ung ber beiben fünfte F unb F 1 mit cinanbcr mürbe bei biefer ßonftruetion baffelbe 9ie=

fultat geben.

^ierauS ergiebt fid) and) für ben Kreis nod) eine anbere SDtetljobe jur 93eftimmung beS

23erül)rungSpunfieS als bie befannte in § 53 /3 Ijergeleitete.

Ilm bie Soorbinaten beS SSeri'djruugSpunfteS P^yg 311 berechnen, bat man roieber jn

berücf|icl)tigen, baß P 1 fomol)l in ber Sangeute als auef) in ber ©tipfe liegt. Sie ©leidjung

berSangente im 23 er it l) r 11n g sp u n f te (x,y,) ift a 2 y,y -|- b 2 Xl x = a 2 b 2 , unb ba ber fßuuft (mn) in

bcrfelben liegt, fo ift and) 1) a- y, 11 -f b 2x 1 n = a 2 b 3 . Sa ferner fßunft (x/t,) ein fßunft ber

Otlipfe, fo ift 2) a 2 y, 2 + b 'x/ 2 = a 2 b 2 . 2luS biefen ©leidjuugen 1) unb 2) ergeben fidj bie

ßoorbinaten beS 23erü()rungSpunfteS P 1 :
2 t '

X 1 — , 1 ■ o—3 (b 2 m ±nl/ a 2 11 2 -f- b"m' 2 — a 2 b 2\
a 2n 2 + b z ni" \ r 1 j

unb v --- — (a 2 ii zp m ]/" a 2n 2 + b 2 m 2 — a 2 b 2 )
• 1 a 2 n 2 -f- b 2 m 2 \ n 1 1 /
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Se^t man tjier a = b = r, fo erhält man bie in § 53,, für öen .ffreiS beregneten

©oorbinaten beS 23eriifjrungSpunfteS.

Ober 2) äftan tonnte audj (mie § 53, 2) in uorftet)enber ©teidjung 1) baS yi nnb baS x, als
laufenbe Soorbinaten anfefjen nnb mürbe bann als (Steigung eines geontetrifdjen Ortes für ben
SerüljrungSpunttP' erhalten

3) a 2ny + b 2 mx == a-'b 2 ober t- j y + —l x = 1D 3, ~

b. i. bie ©erabe, roeldje oon ber x2lye baS ©tüd OM = ©ig 8) unb uon ber ySIje baS

t) "
©tüd ON = — abfdjneibet. ®ie ©leidjung 3) ift atfo bie ©leidjung ber SerüljruugSfefjne

für biejenigen beiben Sangenten, meiere fidj im fünfte (mn) burdjfdjneibeit; nnb burdj ©onftruetion
btefer ©eraben ertjält man bie üöerüljrungSpuntte P' unb P".

§. 71, 1) Sie öufjfmuRefautmtlidjer, bott bcit beiben ©.reunpuuften auf alle bclie*
btgen Sangenten ber ©llifife gefällten fßerpeubifel tiegen itt einem Greife, loctdjer bie grofe
9(re ber ©ttijjfe put SurdjtnefferIjat. ©ig. 9.) -

3luS § 70,, ergiebt fidj, baff für jebe beliebige Sangeute baS ißerpeubifel FH = HR; unb
ba audj FO = OF 1 = e, fo ift immer OH == aF'R = a, b. tj. II liegt in bent £>albfreife
über A'A. Süeljntid) für bnS ^erpenbitei F'H 1 .

2) Sa§ 9tecötecf ou§ ben bou Reiben ©rennfwnften auf eine nnb bicfelbe Saugente
gefällten fperfteubifefn ift eonftant gteidj betn Ouabrate über ber Reinen fjalbaye.

FH = FT-sin T unb F'H 1 = F'T-sin T. £)a aber naefj § 66 OT = —
X 1

mithin FT = e unb F'T = ^—f- e, fo Ijat man

FH • F'H" = (—„' — e 2\ sin 2T = a ' ~ a ' x .2 + b2x i~ gin i T) x, 2
3 2v 2

ober audj, ba fidj aus ber ©Hipfengleidjung a 5 — x, 2 = - ergiebt,
A 4 "iT 2 . 1 h yr -

FH • F'H' = y 'Z 1 • sin 2 Tb x,
b 2 x

£>a ferner aber nadj § 66 tg T = — ^.r'y

fo ergiebt fi$ sin 2T = uub fomit FH • F'H 1 = b s

3) ©rridjtet man in ben ©cfjeitcfn ber ©ttipfc auf ber groften 2lyc ijjerbenbifet bis p
einer beliebigen Sangente, fo ift audj baS Stetfjtcd aus biefett beibeit $erf>cubifelu eonftant
gleitfj bern Ouabrote über ber Reinen fiolbaye. ©ig. 10.)
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Site ©leidjurtg her Sangente im fünfte (x,y t ) ber (gftipfe ift a s y, y -f- Lrxj x = a"b 2 .
gür ben ^Sunft btefer Xangente, beffen Sfbfciffex = a, wirb baffer bie sugetjörtge Orbtnote ober

b 2
baS ißerpenbifef AK = — (a — x x ). fyiir bie 3Ibfctffe x = — a roirb aber bie jugeljörige Or-

a Yi

binate ober A'K 1 = (a-j-x,). gofglicf) ift AK • A K 1=== _^ • ~ (a 2 — x, 3 ) = b 2
giir bie in bert ©d^eitetn ber ffeinen füge errichteten ißerpenbifet ergtebt fidj äfjnlicb BLB'L'=a 2

)V
4) Sie Sehnen PA ttttb PA 1 ftttb parallel jtt beit ©erbiitbttngSltttiett beb SJtittelpunftS

O mit K 1 uitb K. {gig. 10 unb 11.)

®ie©fcicf)ung für bie SSerbiitbungSlinie jtueier fünfte(x, y,) u. (x a ya ) ift y — y, = ~^ (x — x,)
X 1 X 2

§nerauS ergiebt fich bie ©feidfuttg ber Sinie AP: 1) y = " 1— (x — a)
x x — a

A *K 1
$ür bie Sinie OK 1 erfjäft man bie ©leic^ung y = ~ (x+a), unb ba nach bem Sortgen

~T~ a

A'K' = -|g- unb AK = (a x,), fo ergiebt fic^ 2) y = ~~ ( x + a).J 1 i
©a nun in ben (Sfcichungeu 1) unb 2) für bie Siniett AP nnb OK 1 Der (Soefficientbei ber Iau=

y »
fenbett SIbfciffex berfetbc, nämlich " -— ift, fo firtb bie beibett Sinien eittanber paratfei. —Xj 3

(Sbenfo fie§e fid) aeigen, bah auch ^e Sehnen PB unb PB 1 parallel jn OL unb OL 1 fein muffen.

5) 9lttS ©orfteheitbent ergiebt fidj auch itoth eine Sonftritctioit ber Saitgcnte bttrdj ben
$uuft P(i l7l ) ber ßltipfe.

SJtan oerfängere bie Sefjne AP bis 311m Sdhnittpunfte S in ber oerfängerten Spalbaje OB,
conftruire baS fRedjted A'OSK* unb oerbinbe K 1 mit P(x iyi ).

6) Stacht man stotjj OS' = AK, fo berfjätt ftcf) OS 1 : OB = OB : OS, uttb hieraus
folgt, baff S unb S', B unb B 1 biet fjarmontftfic fünfte ftttb.

7) Sic bottt Sdjntttbuufte P juieier Sattgenteu itod) beu ©rennpuitften gejogettett ®c*
rabcu PF uttb PF 1 hafbiren beu SSinfef je jttteier au beibett Sattgcttteu gehöriger ©eriifj 5
ruttgS»©reunftrohlett uttb bifbett jugfeich audj mit bett beibett Saugcnteit gleiche SSittfef. (gig. 12.)

9tadj ber Sonftructton im §. 70,, h at tnan Ijier 3 ißaare congruenter ©reieefe:
A PP'B ^ PP'F, PP"R' ^ PP"F unb PF'R ^ PF'R'

uttb hieraus ergiebt fidj / PF'R = /_ PF'R' unb Z PFP' = R = R' = PFP";
ferner Z P'PR = P'PF = a, / P"PR' = P'PF = ß unb Z F'PR = F'PR', unb es ift

baher, roenn mau noch Z FPF' mit y beseitigtet, 2 a — y — 2ß -f- y ober a — y — ß,
b. h. z F ' p P' = FPP".

2*
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§. 72, 1) SSentt eine liefümmte Sänge MN jtoifdjen öett Sdjenfelit cttteö rcdjten

SSinfetd YOX ftd) fo üetoegt, baff itjrc Gfttbfntnffe immer iit ben Sdienfrltt bed SSinfcfö Bleiben,

fo Befdjretbt irgenb eilt fpunff P in jener ©crabrn MN fclbft ober in ifjrer fBerlöngenutg

eine ßltipfe, bereu gmlöaren mit ben (Sdjettfeln bed SBinfelS 0 ifjrer fKidjtuug und) pfammen=

falten uitb gleidj PN unb PM ftttb. (f?ig. 13.)

fBejeidjnet man PN mit a unb PM mit b unb ben öeränberlicfjen SBinfel PMX mit <p, fo ift
V > x
Y = sin (p unb *— — cos rp. ©a aber sin 2 </> -f- cos i(ß = 1, fo tjat manD ü

(b) (a) = ,lie ^ e® SD?ittetpunTt«gIeid^ung einer (Stlipfe mit ben Slgen 2a unb 2b ift.

2) Scttft man fttf) fetner nodj fiir jeben beliebigen fßunft P biefer ©üipfe bad redjt«

totnfttge Sreied NOM p bem SRedjteife NOMD berboffftnnbigt, fo tunft immer bic ©erabe

DP bic Dtidjtnng ber Sftormaten im fünfte P angeben.

©ie Soorbinaten bed fünftes D mögen Nl) = m unb MD - — n fein, raiitjrenb bie
bed entfprecfjenben fünftes P in ber ©lipfe x, unb y, finb, atöbamt bat man roieber
yt = b • sin <p unb x, = a • cos cp , ferner — n — (a — b) sin (p unb ni = (a — b) cos rp ,

atfo n — — - 'J ■y, unb m = a - '' • x,. 9 hm ift aber bie ©tcidjuug ber ©eraben,
V — 11

metdje bureb bie fünfte P(i, y ,) unb D (mn) gebt, y — y, =■ ^——— (x — x,), unb roenn

man bie uorftetjenben SBerttje oou n unb m fubftituirt: y — y, = j\u 1 (x — x,), b. i. uacb
§ 66 bie ©teidjung ber Formaten im fünfte P( X, yi ) .

Stnmcrtung 1) 9Bät;renb baS medjanifdje3hd;ubn einer Güipfe in continuirtic&em 3 l| gc ocr=
nxittelft eine! gabcnS (§ 57) fef)r unfidier unb unoolltommenift, liefert §. 72,, ein bequemes 9Jtittet (
einen tüdjt complicirtenGHipfograpfien ausfertigen, burd; melcben man G'lüpfen mit beliebig grofkn
Stjen barftelten tann. SeijtercSl;at, roie 2(UeS, feine natürürf)cn ©renjen; eS tann ja felbft ber fo einfadje
3ir!et niebt für Streife auf einem Quartblatt (ßapier unb gugleicbi aucfi für bic 3<ndjnungber Streife auf ber
Sdjultafet geeignet fein. Sab SDlobell eines fo(d;en GIlipfograpljen, roeldicS idj mir not 9 bis 10 ga(;rcu
[per in Sulfit f;abe anfertigen (äffen, giebt GÜipfen, beten grojje 31yen sxuifdjeit 80 unb 130"™ Sänge iiaben,
mäfjvenb bie Sängen ber (leinen Stjen jroifdjcu 50 unb 100™™ liegen. Um nod) Heinere GUipfen geidjnen
ju tonnen, müfjte bic Gonftruction beS GUipfograptjen etroaS abgeänbert merbeu, freitidj aber müfjte bann
auf bie tperftellungbeS gnftrumentS nod; met;r Sorgfalt nerroenbetroerben. UebrigenSliejje fid; oon einem
red;t gefdjidten 9Jted;aniferand; roo(;I ein einfacher Gllipfograpt;BerfteÜen, beffen Gonftruction burd) § 62, 3 ,
gig. 4. begrünbetmäre.

Sinmerfung 2) gerner giebt § 72,, nod; ben ©runb 311 einer fet;r einfadjen SBorrid;tung, um
bei ber JjerfteHung ber Se(;rbogen etliptifd;er ©cmölbe sugteid; in jebem fünfte bic 9iid;tung ber SRormalen
311 beftimmeit, maS für ben 93arx fo(d;er ©eroölbe in (Betreff ber gugen sroifdien ben (Bauftcinen non ber

gröfjten 2ßid;tigfeitift.



§. 73. Die ©(eidjungber Sangente im fünfte P (mil) einer SUipfe (gig. 14.) ift naef) § G6:
b ~ m

y — n = — tj— (x — m) = tg T • (x — m). Sie ©leidmng irgenb einer Seljne ober3 11
Secante, rocldje burd) bie Punfte P'(x, y ,) unb P"(i 2yi ) geljt, ift und) bemfelbeit Paragraphen:

J) 2 X -r X
y — y t = — — • "7' . 2 (x — xj. SEenn alfo Tangente unb (Seljne einanber parjctuel fittb,

a Yi ~i y ? 2

fo hat man: tg T = — ^ ^ ^ , alfo m : n = (x, + xj : (y t + y 2 ).
@8 finb aber \ (x t + x 2) nnb (y, + y 2 ) bie Soorbinateii bcS Spalbirmtggpuultä M jener jur
Sangente paraüeten, aber fonft beliebigen Seljne, baljer muf PM audj bunt) ben SRittelpunft O ber
SUipfe geljen, roorauS bann meiter folgt: S ie 33erbinbnn g$ 1 i nie jro if cfj e n ben 33er11)r lt it g 8.=
puttften jroeier paralleler Sangenten geljt burd) ben Wittelpmnl't ber Sllipfe, b. 1). fie
ift ein SUtnfjtiteffer ber SUipfe nnb [jalbirt fümmtlidje Sehnen, meldje 311 ben
Sangenten unb baljer audj 31t ein au ber parallel finb. Sie Snbpuulte eineb Surdjmefferd
finb feine Scheitel. — Sah jeher Surdjmeffer im äRittelpunlte ber SUipfe (jalbirt ift unb bie
SUipfe in Sinei congrueute§älften tfjeilt, gcljt fdjon aus §. 60. Ijernor. —

ipienadj (äfft fidj ber -Kittelpunlt einer gejeidjneten SUipfe beftimmen,itibent man bie ([Ritten
Stneier su einanber parallel gesogener Sehnen öerbiubet it. f. ro.

§. 74. Spat ein Surdjmeffer sur xSlje ben (ReignngSroinlel a, roäljrenb bie Don iljm Ijnl*
bitten Sehnen bie x21ge unter beut SBinfel ß fdjueiben, ift ferner ber eine Sdjeitcl beö Sttrcfp

meffcrS ber punft P(nm> fo fjot man lg a — ; unb ba bie (jalbirten Seljuen parallel sur San=
b 2 ni b 2

gente im ipurifte P( mn j finb, fo ift tg ß — j—, utitljin tg a-tg ß — 2 .a n ci~
Sa tiefe ©Icidjirog in 33esug auf tga unbtgjS fijmmetrifdj ift, fo muff aitd) ber Surdjmeffer

ber SUipfe, roeldjer 31t ben früheren ljalbirten Seljuen parallel ift, burch bie Spalbfrmtg8pun!te ber=
jenigen Seljnen geljen, meldje parallel 311 beut erften Surdjmeffer finb. 3 roe t foldje -Snrdj<-
meffer, oou beneit jeber bie sitm aitbereu parallel gesogenen Seljuen fjnIbirt ober,
roaS baffelbe ift«, 3» betrSlangenten in ben Scheiteln beö anbereu Surdjttteff erb-
parallel ift, helfen sngeoröttete ober eonjugtrtc Surdjmeffer.

Sie ©letdjungen sroeier conjugtrterSurdjmeffer finb alfo:
' b "

y = tg a • x nnb y = x
a 2 • tg rj_

3ft tga = a = o, fo uutjj tg ß = — 00 unb baljer ß = 270° ober = 90° fein, b. ()• bie
Surdjmeffer fteljen auf einanber fcnfrcdjt, fie finb bie beibeit 2(pen ,ber SUipfe.

K2 1
93eim Sreife ift n = b, alfo — — = — 1 unb tg ß = . b. ()• (§ 27) jebeS

a 2 D tg a
Paar conjugtrter Surdjmeffer beim Greife burdjfdjueibet fidj unter rechtem 9Biu!el.
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§. 75. SBenn jtoci Sangenten boit einem Puttfte P( mn) aubgeljen, fo muß ber $urtfj=
uttjfcr DD 1, beffett Verlängerung bnrch P (mn ) geljt, bie Vcriiljrungöfebne P'P" Der bcibeit
Sangenten fjniliireit. (gtg. 15.)

®ie ©teidjung beS ®uri|mefferS DDbeffen Verlängerung burdj P (mn) geljt, ift y = — x

unb baljer bie ©teic^nng beS iljm jugeorbneten(coujugirten)®urdjmeffer3EE 1 nacf) beut oorigen

Paragraphen y = — ° , m • x . ®ie ©letd^ung ber 23erithrung8feljue ift aber nach § ~0
<1 lt

i! ,in . , b 2 m . b 2- v 4 x — 1 ober y = — x - - —
b 2 a 2 a 2 n n

meldjeS nach § 24 bie ©letdjungeiner Sinie ift, bie ju bem testeten conjugtrten ®urd[)meffer EE 1
parallel ift, unb e8 muh baljer nach § 73 bie 33erüljrung8fehne oou bem erften ®urdjmeffer
halbirt werben.

§. 76. SBenu man bie Scheitet eines ®urdjmeffer8DD 1 mit irgeitb einem puitltc P ber
Sllipfe oerbinbet, fo heiße« biefe VerbinbungSlinien PD unb PD 1 Supplementarfeljuen. (34g. 16.)
3iel)t man nun jroei ®urdjmefferparallel ju ben beiben Schneit PD unb PD 1, fo miiffen bie festeren
als Seiten beS ®reied'S DPD 1 halbirt werben, unb eö finb baljer 3wei ©urdjmeffer, meldje
ju jroei Supplementarfehnen parallel gejogen worben, immer conjugirte ®urdj-
meffer. Um alfo jwei conjugirte ®urcfjmeffer ju jietjen, welche fich unter einem gegebenen Sßinlet cp
burdjfdjneiben, fc^Iägt man über einem beliebigen ©urdjmefferDD 1 einen Kreisbogen DPD', welcher
ben gegebenen ÜBinfel c/> als Peripfjeriewinlelumfaßt, oerbinbet ben Sdjnittpunit P mit D unb
mit D 1 unb jteljt 3U PD unb PD 1 parallele ©urdjmeffer.— Stimmt man cp = 90°, fo erhält
mau bie beiben Slpett ber ßllipfe.

g. 77. Scr eine Sdjeitel eines Surrijmefferg habe bie goorbittateit x, unb y,, ber
anbere Sdjeitel alfo — x, unb — y,. gg ftuo bie goorbinatcn x 2 unb y2 für bie Scheitel
beö conjngirten Surdjutefferg 31t bcftimuten.

®ie ©leidjung be8 gegebenen ©urcfjmefferS ift y = x unb baljer bie ©leidjung beS conju»
x i

!kxgtrten ©urchmeffer« y =— . 1 x. SDlan ljat baljer für ben Sdjnittpmtlt biefer ©eraben mita )'t
ber (Stlipfe, b. h- für ben Sdjeitcl (x 2 y a ) beS conjugirten ©urcjjmefferSbie beiben ©leiihuugen

1) ~X 2y> = — „2 1 x 8 unb y 22 =--5- (a 2 — x, 2). fiierauS ergeben fich bie gebuchten ßoorbinatena i a %
, a , . b

x 2 = ± r- y, Uttb v 2 — ± X.b 2 a '
§. 78. S)ie Summe oug ben Cuabratcn jlueicr conjugirter Surtfjmeffer ift conftant

gleidj ber Summe aus beit ©uabrotctt über ben beiben ülpen.
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©inb bte ßoorbinaten für ben einen Scfjeitel beS einen DurdjmefferS x, unb y,, fo hat ber

©Reitet be§ onberen DurdjmefferS nad) bem Bortgen Paragraphen bte Soorbinaten ± j^y, unb

'' x,, unb man tjat nach bem Phthagoröifdjen 8eljrfaj&e für bte beiben conjuglrten tpalbraeffercl

a, unb b, :

folglid) a, 2 b, 2 =
_ a_ y.

a i = x, 2

2v 2 J_ b'2 X

b 2

y, 2 unb b, 2 = ^ y/ -j-b 2 a J

a 2 y, 2 ■■-h b 2 x, 2 a 2 b 2 , a 2 b 2

i a 2 " ~~ b 2~ + AT 2"" ~ ;
b 2

ober (2a, )2 + (2b,) 2 = (2a) 2 + (2b) 2

§. 79. ücgt man öurcf) bte ©tjjeücl 3toeier conjugtrter Surcfjmcffer Saugeuten an Sie

(fllibfe, fo ift ber glacfientnfjott beS öuvcfj Sie Songenten begrenzten Parallelogramms conftant

gleidj bem ötedjtetf aus ben beiben Iren, (gtg 17.)

Die Sangenten müffeu nach § 73 ben conjugirten Durdjnteffertt DD 1 unb EE 1 paratiet fein

unb mögen [ich unter bem SBinfet w fd^neiben. gür ben eierten Sljeil biefeS Sangenten = Paratlelo»

grammS hui ntan nun ^' e @eiten a, unb b, unb bntjer EODK == b, • a, sin </> = b, • OL.

Die §>öfje OL biefeS Parallelogramms ift aber = OT • sin T — - • sin T (§ 66). gerner ift
x i

EQ 1 b
sin T = ( unb nach § 77 ift EQ 1 = - x,. @s ergiebt fid) alfo burd) ©ubftitution bieferOt tl

Sertlje EODK = ab, unb baffer baS gange Sangenten ^Parallelogramm

GHIK = 4 a,b, sin tp — (2a) • (2b)

§ierartS folgt attdj, baff baS Sehnen = Parallelogramm DED'E 1 conftant gleich 2ab unb bajj

A ODE = jjab, b. h- baS Dreied grotfdjeu gioei conjugirten Jpalbmeffern unb ber

Zugehörigen ©eijne ift conftant gleich bem redjtroinfligeu Dre.iede, roeldjeS bie

beiben fpalbapen gu Äatheten l;at.

Zugleich ift auch für ben SBintei cp gtoifchen groei conjugirten §albmeffern a, unb b,

cib
gu merten, bafj sin <p =

a, b,

§. 80. ©röfe unb Sogt jtueter gleidj grofjer conjugtrter $ttrd)roeffer z« finben.

9tad) ben beiben oorljergehenben Paragraphen ift a, ! -|- b, 2 = a 2 + b 2 unb a,b, sin <p — ab

gür a, = b, ergiebt fid) hieraus:

i).. = ± -y

unb 2) sin cp —

a 2 + b a
~~2~

2ab

a 2 + b»

ober (2 a,) 2

ober tg 5p = ± -j

1 |(2a) 2 + (2b) 2J
2 ab

b 2
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ffiejeicfjnetman nun bie SBinfel, unter melden bie xSlje oon beu beiben Eurdjmeffernburd)=

fcfjnxtten roirb, mit « unb ß r fo ift g> — ß — a, mithin tg a = l S ß ~ l S 9>
1 + l g ß • fg 5P '

1)2
ift aber und) § 74 tg ß = — ———- , unb tiorfteljenb unter 2) ift

c (X

-2ab
tg (/ — ± . Ealjer l)at man bie quabrutifdje ©leidjung:

— Ii' (a ! — b 3) 2ab • a 2 tg a , , . m .....
Ig a = — t — 5 p———-— ——, , - , buvcl) bereu Sluflofunq mau erhalt

(a — b 2)-a 2 tg a rp iab-b 2

tg a = rp —, unb aföbanu tg ß — ± ' Ja a

Ea aber ± - bie Eangente ber Söinfel ift, unter melden bie xSlge uott beu SSerbinbuugS*
rj

fehlten jroifdjen beu ©djeitelnber beiben Gllipfen=2tpen burdqdmitten mirb, fo finb bie gleich
großen coujugirten Eurdjmeffcr ber Gsllipfe parallel ju beu ©eignen 310ifc^etr beu
©djeiteln berSlpen; eö giebt alfo oud) für jebe Gllipfe (ruemt biefelbc nid)t gerabe ein Sreib
ift) nur ein iß aar gleid) großer coujugirter Eurdjmeffer, unb nad) obiger gortuel 1) ift
bab -Quadrat über jebem berfelbeu gleid) beut aritl)inctifcf)en SJlittel jroifdjen beu
Quadraten über beu beiben Slycn ber Gllipfe.

§. 81. 1) Sluffer beu beiben 2lpeu ber Gllipfe giebt cb teilt ißaar coujugirter
Eurdjmeffer, 10 e lebe fenfredjt 51t ei na über roören, beim und) § 67, 3 fann für feine
Eangente, toeldjc ju einem Eurdjmeffer (nid)t Sipe) parallel ift, bie Diormale burdj beu ÜDlittelpunft

0 b
ber Gllipfe geljen, b. lj. felbft Eurdjmeffer fein. Sßcnn alfo sin <j> = —7— (§ 79) feinen1 ,
größten Sßertf) 1 annehmen foH, fo muß 0,6, nid)t nur beut Kkrtfje nad) gleid) ab, fonbern eb muffen
a, unb b, mit a unb b ibentifd), b. I). bie fjalbeu Gllipfenapen felbft fein. 3n jebem anberen Salle
ift sin cp <z 1, b. I). a, b, > ab; unb eb liegen aub bemfetben oben angeführten©runde § 67, 3
bie beiben ungleichen,3U sin <p gehörigen Dtebenroinfel, unter roeldjen fid} jinei corijugirteEnrdj=
tneffer bürdjfdjneiben, ftetb fo, bah bie grojjeälje ber Gllipfe burd) beu fl eiuereu Stehen»
roinfel ge|t.

2) Ea nad) § 78 a, 3 + b,'2 — a 2 -j- b'2 , fo ergiebt fid)
ab 2 ab 2 ab

S1 " V = a,*. = a 3 + b 3 - a, 2 — b, 3 + 2 a.b. = a 2 + b« - (a 4 - b,) 2

Eiefer Stuäbrucf roirb tun fo Heiner, je fleiner bie Eiffereuj (a t — b t ) roirb; er erhält feinen
fleinften SSertl), roenn a, = b, ift; b. lj- : ®0't allen coujugirten Eurdjmeffern ber
Gllipfe fdjneiben fid} bie beiben gleid) großen unter bent möglidjft fleinften SBitifel,
(refp. größten Dlebenroiufel).
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3) 2luS oorfteßenbem Sertße für sin <p geßt jugleicß ßeroor, baß ^rrtifd^ert ben beiben
Sljen ber llnterfbßieb (2a — 2b) größer ift als jroifcßen irgenb einem anberen

2 ab
ißaare conjugirter T)urcßmeffer; benn (a, — b,) 2 = (a 2 + b 2) — -7-^ ift ein SDtafb

2 a b
mum, roenn 7 möglicßft ftein, b. Ii. roenn sinm = 1 ober cp = 90° ift.

sin cp

K9«b a 2 -f- b 2 -f- ,

unb biefer SluSbrucf roirb ein üBfajimutn, roenn siny ein üBtinimum, b. ß. roenn ■nad^ Obigem
unter 2) a, = b, ift. ©agegen roirb berfetbe 2luSbrudein Minimum, roenn sine/ — 1 ober
q> = 90° ift. SSon allen paaren conjugirter ©ureßmeffer ßat baS i|3aar gleicß
großer ©ureßnteffer bie größte Summe, roüßrenb bie Summe ber beiben Sljett
am ffcittftcn iß.

§. 82. Site ©letdjuug ber ©tttßfe in fßejug auf Risset coujugirte Smrcßtneffer als ©oor*

binaten=5fjctt ßerjuteiten. (gig. 18.)

Senn bie ocrlängertenconjugirten«jpalbutefferOT unb OU mit ber großen (Stlipfenage OA
bie Stufet a unb ß bilben, fo ßat man nacß § 10 folgettbe Transformation öorjmteßmen:
x = t • cos a -|- u • cos ß unb y = t • sin es -f- u • sin ß . ®ie Subftitution in bie friitjere
2Jtittelpuntt8glei(ßung a 2 y 2 -j- b 2x2 — a 2 b 2 giebt, roenn mau nacß u unb t orbnet,

(a 2 sin 2ß -f- b 2 cos 2ß) u 2 -f- ( a2 s ' n 2« + b" cos 2 «) t 2
-f~ 2 (a 2 sin a sin ß -j- b 2 cosa cos/?) tu

b 2
Btun ift aber nacß § 74 tg a-tg ß = — — ober a 2 sin a sin ß — — b 2 cos et cos/9,

unb eS bleibt baßer (a 2 sin 2ß -f- b 2 cos 2ß) u 2 -j- (a 2 sin 2a + b 2 cos 2cs) t 2 — a 2 b 2
a 2

giir u = o roirb t = ± a,, unb baßer 1) a 2 sin 2 a + b 2 cos "a — a 2
« ! b !

gnr t = o ergiebt fieß u == ± b,, unb fomit 2) a 2 sin 2ß -f b 2 cos 2ß = -r—."l

golglicß -u 2 -j- a—v -t 2 = a 2 b 2 ober a, 2 u ! b, 2 t 2 = a, 2 b, 2
b, a,-

»kr «»4 (i) + Q'= 1
roeteße gorm mit ber früßeren SftittelpunftSgteicßung in 33ejug auf bie große unb flehte Slge ber
(Sllipfe als ßoorbinatcnfßftemoollftänbig übereinflimmt. @S werben baßer aueß bie barauS abge*
leiteten ©leitßungen für Tangente unb ©ubtangente, Otormale uttb ©ubuorntale biefelbe gorm in
beiben ßoorbinatenfbftemeußabeit.

3
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äiuS ben ©leidfungen 1) unb 2) ergeben ficb and) bie abfohlten Sängen jroeier con*

fugirter ^palbmeffer, meiere mit ber xStje bie SBinfet a unb ß bitben, nümtieb
ab ab

a ' ]/a 2 sin 2 a-|-b 2 cos 2 a unb f/a 2 sin 2 ß-)-b 2 cos 2 ß
welche äßertfje man aueb in folgenber SBeife Ijätte finbeu tonnen. ©er Sdjeitel beS einen ©ureb*

mefferS (2a,) bat bie Soorbinaten a x sin a unb a, cosa, unb aus ber (Süipfengleic^ungin 23ejug
auf bie 2Iren a unb b erglebt fieb batjer

a, 2 sin 2a , a, 2 cos 2a .. , ,, a 2 b 2
1 . .— + —ä— = 1 unb hieraus a 2 = . . , ;—j-s =-

b 2 a 2 1 a 2 sin a -|- b cos 2 a
3lebnücb märe bann ber SSSertt) oon b, 2 beutelten.
Sffiottte man ben §a(bmeffer burtb ben jum conjugirten §albmeffer gehörigen SBinfet aus»

b 2
brüefen, fo mürbe man oermittelft ber ©leicbitng tg a-tg ß = — — (§ 74) unb geroöbnlicber

trigonometrifeber Transformationen erhalten:

2 = a<t g 2ß + b ' ,.nb b ' = a4t g' g + b
1 a 2 tg ß -f- b 2 1 a 2 tg a -f- b 2

§. 83. Sie Spolargleidjuitg ber ©Utfjfe 31t finben. (fjlg. 19.)
1) Sflimmt man ben SSrenuputift F als fßot unb ben sunädbft üegenben ©cbeitet A als

2lnfangSpunft ber 2ßintelbrel)ung au, fo ergeben fid) für ben öariabeiti SBrennftra^t FP unb ben
0

©reljungSrointet <p nacb § 68, 2 bie Sßerttje r = a x, unb x, = e + r-eosep. (Srfe^t
Et

0
man nod) baS SBerhfittnijj roetdjeS man im ©egenfabe jur linearen Sgcentricität e bie nu»et

merifdfe ©gcentricität nennt, burd) e, mitbin e = ae, fo wirb r = -p CO s ~' ® a nun
aber auch b 2 = a 2 — e 2 = a 2 (1 — e 2) unb ferner nacb § 63 ber t)albe Parameter

p = —, fo erhält man aueb r = -z—:—
r a 1 + e • cos cp

2) 97immt mau bagegen ben oom ißote entfernter iiegenben @d)eitet ats 2lnfangSpuntt ber
©rebung, alfo nacb 3?ig. 6. F 1 ais ^?ot unb cp l ats ben oariabetn ©rebungSroinfel, fo ergiebt fitb

1 — e ■ cos ip 1
3) Stßenn man 0 ats ißot annimmt unb bie pofitioe 9?id}tung ber xSlye als fßotarage, fo ift

für ben Seitftrabt OP = q unb bett ©retjungSminfet AOP — 00
b 2 a 2 — b 2

e 2 - x 2 + y 2 = x 2 + ^(a 2 - x 2 ) = „ x 2 + b 2a d
0 2 0 2

= — x 2 -I- b 2 = - • o 2 • cos 2 «) 4- b 2 = e 2 • p 2 • cos 2 a> -i- b 2
a 2 ' a 2 ^ *

Sltfo q = k ober aueb == \/—
Vi— s 2 cos 2 sp V 1

ap
e 2 ■ cos 2 ou
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g. 84. $en gläßeninljalt einer ©lüpfe ju befümtiten.

SBefc^reibt man über ber großen Sipe 2a alb ©urßmeffer einen Äreib, fo ift für jebe SIbfciffe

bie ©lüpfen»Orbinate — mal fo groß als bie Orbinate beb Kreifeb. (§ 61.) ®enft man fiß nun

fiatt ber Orbinatenlinien ganj fßmale, trapezartige Streifen, fo tarnt man bie gläßenrciunte alb

«Summen fotßer Streifen betrachten, roab ber Sßaßrßett um fo näßer fommt, je näß er man bie

Orbinaten an einanber gerüeft benft. ©b müffen alfo auß bie ©renjroertße biefer Summen, bab

finb bie gläßeuräume ber ©llipfe unb beb ÄreifeS über ber großen Sipe, fiß raie b : a oerßalten,

ober, wenn man beitgläßenlnßalt ber @Hipfe mit J bezeichnet, J : a% — b : a ober J = abir.

§. 85. ©b möge hier auch noß, obgleich eigentlich erft in bie ©eometrie beb Raumes b)itt=

gehörig, bah Polinnen eineb 9iotationb=@llipfoibb, roelc^eS burß llmbreßung einer

©llipfe um eine ißrer Slpeu entftanben ift, beftimmt »erben.

©entt man fieß toieber, toie im oorigen Paragraphen über ber 9totationbape 2a ber ©lltpfe

als ©urßnteffer einen Kreib egejeießnet, fo müffen bie ju einer unb berfelbett Slbfciffe gehörigen Orbi*

naten ber ©llipfe unb beb Kreifeb bei ber Dotation Streibebenen befeßreiben, bie fieß raie b 2 : a 2 oer»

ßalteu. Stber analog ber Petraßtnngbroeife im oorigen Paragraphen laffen fieß auch bie Polumina

beiber SRotationbtörper als Summen aub uneublicß Dielen folcßen unenbliß büunen Krelbfßelben

betrachten, unb eb oerßält fieß baßer bab Polumen V beb üxotationS =■(SüipfoibS mit ben Stpen 2a

2b unb 2b ju ber Kugel mit bem ©urßmeffer 2a roie b 2 : a 2 , alfo

V : i -a »ir = b 2 : a 2 ober V = 4ab a rcO ö

©benfo ergießt ftcß bab Polumen eiiteb Rotations=@üipfoibb, bab bureß Dotation um bte Heine Sipe
4

2b ber ©llipfe entftanben ift unb baßer bie brei Slpen 2a, 2a unb 2b ßat, gleicß ^-a 2 bir.O

§. 98. SScittt man einen geraten Siegel burß eine ©bette fo bttrßf ßtteibet, baß bte

Sipe beb Äcgelb mit ber Scfjnittebene einen größeren Söittfel bilbet alb mit ber Seitenlinie

beb Kegclb,. fo ift bie Scßnittcurbe eine ©lüpfe. (gig. 20.)

Segt matt ben jur gehaßten Scßnittebene APP' fentreßten Slpenfßnitt CMN beb Kegelb, ferner

fentreißt jur Sipe beb Kegelb irgettb einen Kreibfßnitt KPK'P', gießt albbann im Slpenfßnitte CMN

bie@erabenAG unb A 1 G 1 parallel ju bem ©urßmeffer KK 1 jenes KreifeS unb bezeichnet AQmitx,

PQ mit y unb A 'A mit 2a, fo ergießt fiß

AQ : QIC = AA 1 : A 1 G 1 ober QK = A G '2a
A(t

ferner A'Q : QK 1 = A f A : AG ober QK 1 == (2a - x)

3m Kreife KPK'P 1 ift aber PQ 2 = y 2 = QK • QK 1

2 AG ■ A 1 G> s AG-A!G l „ AG • A 1 G'
golgltß y 2 = j-j (2ax — x 2) = • 2x

x

4a 2 * 4a 4a a
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unb meint man noch bie conftante @röf;e ^ ^ = P fefet, fo fjat man y 2 = 2px — ^ x 2

meiere« alfo (nad) § 64) bie Sdjeitelgleidjitng einer (Stlipfe mit ber großen Slye 2a = A'A tinb
AG • A'G' ...

bem Parameter 2p -- —A'A '

ÜEJiatt tann auch beit Parameter 2p burdj CA 1 unb durch bie ffiinfel a uttb ß anbbriitfen,

meldje bie Segelnpe mit ber Seitenlinie beb Segelb itnb mit ber Sdjnittebene A'PP 1 hllbet. Dann

ergiebt fid) uub A A'AG bie Proportion AG: A'A = sin (a + ß):cosa, itnb aub

/\ CA'G ertjält man A'G 1 = 2-CA'-sin a; folglich 4ft ber Parameter

2p = AG a ^ G - = 2 • CA' tg a • sin (a -f ß).

, . _ ,, , ... , _ CA 1 -sin 2a
2Iub A A'AC ergiebt ftch ferner A'A ober 2a = T —^ r,S1I1 ( p (X)

p 2 • sin a ■sin (a -f- ß) • sin (ß — a) — 2-sin(a -f~ ß) sin (a— ß)
mithin - = cos a • sin 2ct 2-cos^A

cos 2a — cos 2 ß

2 • cos 2a

@b ift bal)er bie ©leichung beb Segelfdfnitteb, roeldjer bie Seitenlinie beb Segelb in ber (Sntfernung

CA' Don ber Spi(je unb bie Segelaje unter bem PSinlel ß burchfchneibet, roährenb ber Slyenfdjniit

beb Segelb ben SBinfel 2a an ber Spifse h at -

~ ^. , • / , cos 2a — cos 2ß
X 1 = 2 • CA 1 ■tg a sin (a + ß)-x — — 2 r x 2° v r/ 2•cos a

Dr. 3» ©llinger.
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