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(Einleitung,.

wei Oberflächenfinb unb Reißen paraflel, wenn fämmtlfci§Normalen bei einen auch Storata*
len ber anbeten finb.

Man erhält bie fünfte ber paraßelen Oberflächeeiner Oberfläche,wenn man Don ber lefc«
teren aus auf aßen ihren Formaten, fei eS nach äugen, fei es nach innen, um ein fonftanteS
©trief weiter geht, flenne ich "tfo biefe fonftantc Sinie unb nenne ich bie gerablinigen, redjt*
würfligen toorbinaten ber gegebenen Oberflächex, y, z unb bie StichtungSbeterminanten irgenb einer
Stormalc berfetben cos a, cos ß, cos y, fo finb

f = x -f- X cos a
7] = y + X cos ß
C = z + X cos y, worin X pofitib ober negatiü fein fanu, bie $oor*

binateit ber paraßelen Oberflächeber gegebenen. S3eweiS:
ift

(? — x) - + (jj — y) 2 -J- (C — z) 2 = X 2,
folglich

(£ — x) (d? — dx) + (rj — y) (djy — dy) + (C — z) (d£ — dz) = o
Da aber dx, dy, dz ben StichtungSbeterminantenbeS gtächenetemcnteöber gegebenen Ober*

fläche, welches ich immer do nennen wiß, unb £ — x, -q — y, C ~ z nad) ber Definition ben
Stich tungSbeterminantenber Normale bcS SlementeS do farofoortionat finb, fo ift, weil bie ßtor*
male auf do fenfredjt fiept:

(ß — x) dx + (rj — y) dy + (C—z) dz — o, folglich ift auch
(£ — x) df + {r] — y) dij + (C — z) dz = o

b. h-: ©ie Stiftung, bereu brel Determinanten cos a, cos ß, cos y finb, weldje mit f — x,
V — y» C—z proportional finb, ftept mtf bem glächenetementeda> ber jweiten Oberfläche,beffen
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SRidjtungSbeterminanten mit df, d^, d£ proportional fmb, fenfrerfjt, ift alfo bie Normale bicfeS

Elemente«, maS 31t bemeifeu mar; beim barauS folgt, bap bie smcttc Oberfläche ber gegebenen

parallel ift.

3ft bah er

f (x, y, z) = 0 bie ©leidjung ber gegebeneu Oberflädjc, fo ift bie

©leidjung iljrer parallelen Oberfläche

f (x + ^ cos a, y + ?. cos ß, z + X cos j) — 0,

ober, meim mir für cos a, cos ß, cos y bie befannten SluSbriiife einfefeen:

f'(x)COS a — z£ l

COS ß — ±

cos y =

J/7 (f'(x)) 2 + (f'(y)) 3 + (f'"(z)) s

^_Ö0

]/"( (f'00) 2 + (f'(y)) 2 + (f (z))

f' (2)

j/"|(f'(x)) 2 + (f'(y)) 2 + (f'OO) 2 )'

f — W- 1=0

1 ]X (cw) 2 + C'W) ! + co» 1 ) I

I

Ableitung einer Formel für ba§ ^läcfjenclentent (dw) ber parallelen SDbcrflärfjc.

®ie Quelle für bie pdjft elegante gormel, bie ich jefet abjuteiten im Segriffe bin, tiermag

id) nidht an3ugeben. SJJitgetheilt mürbe fie tion §crru iprof. SRidjelot in bem matl)ematifd)en @e*

minar 3U Königsberg.

©enlen mir unö auf ber gegebenen Oberfläche einen ipunft p unb bie beiben burch p ge-

penben, auf einanber fenfteefjt fteljenben ißrinjipalfchnltte. SBenn mir bann tion p aus, fomoljl in

bem einen, als auch in bem aubereu -jpauptfdjuitte auf ber Oberfläche um ein uneublich Heines

@tü(f bis q, refp. q 2 meiter gehen unb in p, q,, q 2 bie Normalen tonftruiren, meldjc mir

refp. p, p t , p 2 nennen mollen, fo fdjneiben p L unb p 2 jmar beibe bie Formate p, aber in tier*

fchiebeneu fünften, ©djneibet nun />, tion p baS @tiic£ p\ p 2 tion p baS ©tücl p" ab, fo ift:

p l = p l ber KrümmungSrabiuS beS einen ^auptfcfjnittes im fünfte p,
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p 2 = {>" berjentge beb anbeten ffauptfdfnitteö im fünfte p, ober, mie man fidj

aüdjubrücfen beliebt, e§ finb p y unb p 2 bie beiben fpauptfrümmungbrabien ber Oberfläche im
fünfte p.

Sffienn man nun p, /»,, p 2 unt bie Konftante / Derlanget!, fo finb, tote wir bewiefen traben,

P + p x + ?>, Pi 4- l

Formaten ber parallelen ©berflädje, unb batjer ift eS offenbar, baff

p { + ). unb p 2 + / bie beiben f) au p tfr ü mmitn g 31 ab i en ber paralten Oberfläche in

bcmjenigen fünfte P finb, roetdjcr bcm fünfte p ber gegebenen Oberfläche entfpricht.

Gebeutet nun Aß baö ©bcrflädjenelement Derjenigen Kugel, auf welche man bie Krümmung
ber gegebenen Oberfläche besteht, fo ift betannttief) bie nadf ®aujs fo benannte mensura curvatu-

rae ber gegebenen Oberfläche
dß _ 1
d° p t . p2 '

mithin ift bie mensura curvatürae ber parallelen Oberfläche

Aß _ ^ 1

dey \p { + X) (p 2 + ;,)■hieraus folgt:
dw_ __ (/>, 4~ Oi + X)
do /?, . p 2

ober:

dca = do + X do (- + —) 4" ■ ^°
Vi Pi> Pl ■ Pi

= do 4- do (— 4- —) 4- -P d-ß.
Vi Pi

befteljt atfo bie Ouabraturformel ber parallelen Oberfläche einer gegebenen ffläche au§

brei wefentlidj Dcrfdjiebenen Oh £den, bie refp. ber 04", 14" unb 24" ißotenä Don / proportional

ftnb. Oer erfte SOjeU ber fforntel ift bie Ouabratur ber gegebenen fflädje. Oer zweite ©heil

läft fidj als bad Potential berfetben Oberfläche in iBejug auf einen um bie ©nljeit entfernten

ißunf't anfeuert, trenn bie Oberfläche mit SDiaffc belegt gebadjt nlirb, beren ©idjte — 4- —ift. ©er
P\ Pi

britte ®l)cil cnblid) ift bie curvatura integra, atfo, wenn bie Ouabratur über bie ganje Ober*

fläche aubgebchnt toirb, gleich 4 er.

2Bie Diel tomptijirter bie Ouabratur ber parallelen Oberfläche einer gegebenen fläche, atd

bie ber letzteren felbft ift, geht aus ber jformel für Aco n>ol)t War h^bor.



@e£e id) für do unb für + — bte bcfannteu gormetn in gcroblinigen, redt>tt»inflfgcn
P\ [' 2

Äoorbinateit:
2 £\„

do = dx dy j/]l + (|) + (|)

(i _L fdz\ 2\ d~ z 4. (1 -L d 2z 2 d z d z d* z

1 , 1 _ 1+ w ' dp + " + ( ^ } ~ 2 gi Fy FFy

ft + A (l+|) : +|)') 5

2

fo ttlrb:

'gy

dJ = dx dy (l + (g) + (|).)

/l + ^ + (l + _ « gz g Z g 2Z'

-L dx dy 1 _öx_ > dy- v dy / gx 2 _ _ gx gy gxgy

1 + (—)" + ( —)~
+ X 3 dJ2 gx ^ gy

5fnn)enbnng ber abgeleiteten g-ormcl auf bie ©lafticitätsobcrfTacfjc. S3eftimmung befi

C>berflätt)enelemcntc§ uttb beS größten unb JIciuften firiimtnnngörabius bcefclbcn.

®ie (Steigung ber (SlafticitätSoberftnc^ie fei in ber gönn

a' 2x 2 + b 2y 2 + c 2z 2 = r 4 gegeben, toorin r 2 = x 2 + y 2 + z 2 ift,

fo ift:
2a 2xdx + 2b 2ydy + 2c 2zdz — 2r 2 (2xdx -f 2ydy + 2zdz) = 0,

folgtief):

1) |? = - i ' 2rS ~^gx z

2) ff =-Xgy z

\2r 2— c 2

/2r 2

W — c~'

/2r 2 --a 2v

\2r 2 -— c 2J

' 2r 2 -— b 2 '

qt d 2z — — 1 / 2r 2 —a 2x _ xj / 2r 3 — a'-S 2 _ 4x^ /( a 2—c 2) 2 \

gx 2 z \2r 2 —c 2/ z 3 \2r 2 — c 2 / z \(2r 2—c 2)'/

4, ^ _ 1 f 2r2 ~ b2 \ _ l! f 2f2 ~ b2 \ 2 _ il! / (h 2 —c 2)S

gy 2 z \2r 2 —c 2 / z 3 \2r 2 —c 2 / z \(2r 2 —c 2) 3 /

kx g 2z xy /2r 2 —aA / 2r 2 —b 2\ 4xy /(a 2 — c 2) (b 2 —c 2) \

gx gy z 3 \2r 2 —c 2/ \2r 2 —cv z l (2r 3—c 3) 3 /



®eimtadj ift:

1 J_ W 4. jfay — 1 1 X 2 (2r 3—a 3) 3 + r (2r 3 —b 3) 3
\8x) \8y) z 3 (2r 3 —c 3) 3

_ x 2 (2r 3 — a 3) 3 + y 3 (2r 3 —b 3) 3 -f z 3 (2r 3—c 3) 3

z^(2r 3 -—c 3) 3

— 4r 4 (x 3 -f- y 3 -f - z 3) — 4r 3 (a 3x 3 -f- b 3y 3 -f- c 3z 3) -f- a 4x 3 -f- b 4y 3 -|- c V

z 3 (2r 3 —c 3) 3

_ a 4x 3'-j- b 4y 3 -j- c 4z 2

z 3 (2r 3—c 3) 3

©emnadf ift bic formet für bie Quabratur ber (Stafticitätöobcxflac^e fetbft:

SS ^SSVi 1+ (s)' + (I)') dx dy
ei) = r r^^+by+cv) dx d

J J z (2r 3 — c 3)

®ie8 integral, als baS erfte ©lieb ber gefugten Quabratur, mit! ich nun furj ausführen.

3toat ift ber SBerth bcffelben ein ott bekannter, bod) ift bie Ableitung beffetben an biefer ©teile

beö^atb jtoecEmäffig, »eil ich fämmtlid)e gormein, auf bie ntan jefct geführt toirb, auch bei mei«

nen Rateten Integrationen brause, idf fie atfo jebenfaßb irgenb einmal hätte ableiten muffen.

güjjre ich smtädjft bie gewöhnlichen ißolarfoorbinaten ftatt ber bisher gebrauchten gerablini«

gen ein, fe£e alfo

z = r cos Tj

y = r sin y cos fr

x = r sin tj sin fr, fo wirb bie ©leidjung ber Slafticitätöoberflache:

r 3 = c Jcosby -f- b'sinbycos 2# + a'-'sinbysin 2 #

gerncr wirb:

ßx

r sin/> cosvj + sm? sin# sin;? cos;? |( b 3 _ c 3) c0 &-fr -f (a- — c 3) sin 3#j8y

— r cos# sin, + sjm?mn#sin#_cos# ( a '._ b .) sin ^8fr
8y
g = rcos»> cos, + "»V ^(b» -cQ cos-tf + (>■ - c') sip'M

&=-rsW sin, si";co'^'in'>cosi> ^ ^
cw r
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®af)et ift: dx dy — dx $x

dy' ß#
diy d#

dy dj
dy'M \

= (2r—c 2) sin;? cos y d;? d#

imb bie gönnet (1) nimmt bie ©eftalt att:

r V(c l cos> v + b 4sin 2;?cos 2# + a 4 sin 2? sin 1#) ,( 2r :_c 2) simycos^d#
r cos y (2r- — c 2)SS

f^J/^^c 4 cosb? -j-b^inbjcos 2# + a 4 sinT?sin 2#^ sirnj d^y d#,

unb jrcar ift, wenn bte Ouabratur über bie ganje Oberfläche attbgebeljnt toerben fotl,
nadf y Don o ... n
nach # Don o . . . 2- ju integreren, fo baff bie Ouabratur ber StafticitatSoberfld^e bie

gorrn annimmt:

j* d \/ r (° 4 cos2i? b 1s ' n "/y cos2><) a4 sin ^ cos M
O o

ober, ba man fich bie ganje Oberfläche in 8 Oftanten geseilt benfen fann, unb bie glathe jebeb

eiitjetnen Oftanten bur<h eine Integration nach y unb # Don o beherrfeftt wirb, bie gortn:

8 J ^sin^ dy J "d# [c'cosy + Irsing cos 2# + a'sinbycos^

Um bie jU integrirenbe ©rofje rational ju machen, führt ffjueobi $u>ei Deue Variable y uub (jj

buth folgenbe ©leichitngen ein: cos <p

COS 7j

sin;? cos # =

sin?y sin# =

V leosy
\ c ~

sin'y cos'2^
b 4

, singosin 2^
a 4 /

sin <p cos <j)
b 2

l/l /cosgc , sinyeosV
b 4 _l_ sin 2f sin^j

sinp sinfl«
a 2

1 /~/cos 2p , sin'^cosY _j_ sintysin 2^
y \1#~ b 4 a 4 /



SlitS biefeit ©ieichmtgen folgt:

tg#

COS 71 =

tg^

Jt
c 2

' ~ V[hm. +
cos'w . sin 2xb\ , ■ \ '

_ + tg.

unb hieraus gc^t herbor, bafj, wahrenb

oon o .... ^ geht, auch <p Don o . . ge^t,2 2
unb währenb

7] Don o .... — geht, auch <p Don o . . . " get)t.

Serüdfichtigt man nun, baff

fo ergiebt fid) bic formet:

dii d# = | dy dy
d<p ' d<p

d& d&

d<p d<l> j

1

d y d ip ift,

sin? d? M = Tip-r
sin^ d<p dtp

a'-bx 2 Icosy , sin 2^ cos 2^ _j_ surcosin 2^ 3/a
b1 ) ,

fo baff mein integral in ben neuen 23ariabteu bie gorm annimmt:

8 TT TT sin<ff dw d</>.ima'2b 2c 2 2 / C0S V _l sin 2c>c os^ , sin -50 sin 3/,+ —/2.
c* D* a 4

^jn Sejug auf ip ift bie Integration atgebraifd) ausführbar.

23e$eid)neidj näm(tcf) ber Süirje wegen

COS'Cff + sinVcos^ + sin> sin 2̂ ^ ycos'y

fo ift:
tz tt sin^ A<p d<f>

™S TS Y I-'*
0 0

v COS-y\-
c 1

. tz r- q ^ tz sin^c d <pdip

a b c- | 8"^ " y cos "i + c

welkes 3eid^cn bebeuten foü, baff, nacf)bemman nach <T, einer dou <p unb ^unabhängigen, iibrt*
genS wiCfführUdjen ©röffe bifferenjirt hat, C = 0 ju fe^en ift.



Grs ift alfo äimac^ft baS ^ntegrat ju beftimmen:

rilL i *
| 2 cos 2f | sin-^9 eos 2̂ . sin-^siu 2 ;// , r

^ ~cT b 1
o

C— dip . „ COS-^ . Sin"co , rI 2 c? —:— „■ . ,— raortn N = —— + —— -r •»/
«J N cos ^ + M sm ~ip c 4 b 4
o

, r cos 2«? | sin -«?
m = + —f. , cc 4 a 4 i s

©efee ich ~y/ r tg V = t, fo teirb

PJL »_ _ 1 r x dt

9J N cos 2i/' + Msin 2)/' J/(MN) t/ 1 + t 2
0 0

2 y (M . N)

n 1

K(cos 2$o , sin 2$? r i icos 2p , sin 2«? . r i
)~^ r ~a^ \~ ~V~ \

2 ^ ^

2)a£)er ift

2 COBV I sip V

1 \ tr c 4 a 4 + b 4
-°J~ . 1 \
ÖC\ ^ J/(MN)/C = cos 2^ , sin-<p\ 3!2 / cos 2y > sin V \ J /:. Slll^l ,'2 lwoy I y

a 4 C4 b 4er a"

GrS bleibt jefct noch bie SSeftimmung beS SBertheS beS foljjenben ^ntegtalS übrig:

2 JT

a 2b 2c 2; f -

q | |cos 2p _j_ sinfyj |cos 2^ sin 2̂ | | s/2

2)ieS integral M* e ' n eHiptifc^eS.

Öejug auf bie Reihenfolge non a, b, c ihrer ©röjje nach fe§e idf h 4«^ *>ajj

1 / 1 1
c > b > a ober — Zl t- / — fein fott.

c b a



Sltbbann bringe idj baö integral auf bic gornt:

2 TT
aVc

4 i
f 'cosV sin^ )
2 c4 1 a 4 + b 4j

| sinp d<p

( [2 _ 2
\ a 4 Wr ~ ^) cos 2 1 12

- (2 22

t r
Z'J a

2 TT

a 2b'2c 2 . f a o|) o

cos"c , sin ß; , .
2 —2 + —, .. .. sine? de"

" 4 a 4 4- b 4 ' y '

<2e(}e icf) nun

1 —

1 2
c 4

~P
a 4

COS-0
b 4

i %

1 COS 2p
b 4

/

cos 2f = siiram u,
a 4

2 2_2
a 4 b 4 c 4 _ c4 — b 4 _ 2
1 1 1 ~ c4 — a 4 *'

bT aT ~~ 2

tooraitä Ijcruorgefyt, baff x* ein pofitiöer, echter 33rud) ift, fo erhalte icf):
1 1

1 —
c 4

i_a4

1 1
b 4

_l_
b 4

cos ~<p — cos-am u

cos'_F = J 2am u

sin^ dp = -K

i
a

ift fetner:

1 _ 1
\, a 4 c 4 '

cos am u Jam u du.

cos 2^ sin'F 1== — cos-am u
a 4
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cos Jcs . sin-es 1 Jn
—~ + -r-f- = — z/ amu, unbc 4 b 1 b 4

baffer wirb bab Qntegral, foenn icf)

1 1

a 4

sin 2am co fefce, gfeidf bcin fotgenben:

S- I ,-j CO ^

TKifr
*a 4 c 4 /

cos 2am u 4- — 4 2am u
T b'

cos'-'am u -f- zFam u
du

2tt a 4b 4 V
iftun ift:

1

a 4 1

i 1 a 4

J* '

s
zFam u b '

du

cos'am u

sin am u cos am u

z/am u

du
= zPam u

zFam u

menn x, s = 1 — x 2 ift, unb bafjer

/ fü du _ 1 fi (Ü
A 2am u — *, 2 ^ 2am u du

■x- sin am co cos am co

imb es ift

unb bat)er:

8 . sin am u z/am u

cos am u *■1■

du

Auma)

+ A 2am u — /, 2,
cos-am u

s

CO

du

o cos'am u

1
¥J

*1 2 0
/CO XiCO

I 1 sin am co z/am w
A 2am u du 4- du 4- n rrTZ. *

*r cos am co

giifjrt man nun bie Qacobif^en SiranSgenbenten E (u) unb F (u) ein, fefct atfo

s

o

s

A :am u du = E (co)

du = F (co), fo ift ber gefugte Sßertfj unfereS Integrals:
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V L
a*

jl_jl
va 4 c 4 /

2kc*

mam m

b-i x3 sin am cd cos am cd , a 4 1 sin am cd r/am cd . ac „ , N a 4 — b 4 1 tw m
+ - . — + — . f (cd) — e (cd) lC- x. dam co c cos am w xi 1

c 4 — i} 1
sltm ift aber x 3 = —

sin'am cd -

cos'am w

c — a

c 4 — a<
c 4
a 4
c 4 '
b 4

j-am cd = —, uub baf;er nimmt bad le^tgefunbene slefultat bie gorm an:

• x i 1 • < i , rw n , , • , e («0
—- sm am cd cos am cd jam cd + —; sm am cd cos am cd jam cd + cos-am cd f (cd) -f-*rsm-am ca -

2tzc-

sinam cd sin am cd cosam cd jam cd -f- cos 2am cd f (cd) -f- sin 2am cd e (cd)

0 _ j cos 2am cd f (cd) -f- sin-am cd e (cd) „ t a 2b 2 /
671 j ; c -j- : /♦

n c- )sin am cd

©ab alfo ift ber sberti) ber quabratur ber slaftijitatdoberfliidje uub äugleid) bad erfte

©lieb ber quabratur il;rer parallelen dbcrfladje. ©te gorrn beb gefnnbenen 9lefultatcd ift bie

bon ($acobi an ber angeführten ©teile im ©reit efdjen journale mitgeteilte.

(ürmitteluttg bes äßcrtljes beb jtueitcit ©licbeö ber sluabratitt ber parallelen

dberfläcfje.

sdlit 9iücf|id)t auf bie für bie ©foffisitatdoberfladje im anfange beb borigen ibfdjnitted ab«

geleiteten gormein loirb ber ju bitbenbe slubbrmf:

'8z\\ 8-z _l /! , /dz N 2 \ 8 2z o 8z 8z 8 2z

( 1+ <g>) sp + ( 4 + <£>>&-'s g dxdj

- ("l 4-51
l 1 + z 2

2r 3 2 \ 2"

r 1 4- y2l 1 +

2r- — c 3 / .
2r 2 — b 2\ 2 l

z 2 \2r 2 — c 2

1_
z

1_
lz

2r 3

2r 3

2r

jbf
c3 z"

2 z21'
3 2i"

_bv ^(b^

■c 2) z (2r 3

c 2) s

2r 2 - c 2 +
c 3) 3.

x 2 / 2r- - aV , 4x 2 (a 2 — c 2) 2 ]
z 3 \2r 2 — c7 z (2r 2 — c 2) 3 J
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. 2xy (2r 2 — a 2) (2r 2 — b 2) fxy (2r 2 — a 2) (2r- — b 2) 4xy (a 2 — c 2) (b 2 — c 2)"]
z 2 (2r J — c 2) 2 Lz 2 (2r 2 —' c 2) 2 ■ z (2r 2 — c 2) 3 J

1 (2r 2 — a 2) + (2r 2 — b 2) y 2 (2r 2 — b 2) 2 -f- x 2 (2r-: — a 2) 2

z 2r 2 — c 2 z 3 (2r 2 — c 5) 2

[x 2 (2r 2 - a 2) + y 2 (2r 2 — b 2)] (2r 2 — a 2) (2 r 2 — b 2) x 2 (a 2 — c 3) 2 + y 3 '(b a — c 2) 2

z 3 (2r 2 — c 2) 3 z (2r 3 — c 2) 3

4 *'(2r--c,)' (<*' - C,) " <2 '" - b ? + (b " - «v (2r - "?)

+ 8 (»' " ") 0» " «9 <2r ' ~ Ii <*• - b ')-

biefent 2lubbritcfe rcbujirett fic^ sunäcf)ft bie beibcit testen ©lieber folgeubcrntajjen:

x'-y 2

3iet)c icf) ben gentehtfamcn gattor— 4 -—y - -- Iferaub, fo werben fie:

. 4 ^—j (a 2—c 2) 2 (2r~ b 2) 2 —2(a 2—c 2) (b 2—c 2) (2r—b 2) (2r—a 2) + (b 2-c 2) 2 (2r J-a 2) 3 l
z 3(2r 2—c 2) J l 1

— 4 "iTlTT—^ l(a 2 —c 2)(2r 2 —b 2) —(b 2—c 2) (2r :! —a 2)
z 3(2r 2—c 2) 5

x' 2y 2 Cä 2 — b 2) 2

z 3(2r 2—c 2) 3

©iefeb ©lieb f äffen wir mit bein brittlefsten beb ganjen 2lubbructb pfanuticn nnb erhalten baburd?:

x 2y 2 (a 2 —b 2) 2 + xV (a 2 —c 2) 2 -j- y 2z 2 (b 2—c 2) 2

z :l (2r-> — c 2) 3

atfo im ©onjen:

1 (2r 2 — a 2) + (2r 2 — b 2) y 2(2r 2 — b") 2 + x 2(2r — a 2) 2

~~ 7 27—^ z 3(2r 2 — c 2) 2

[x 2 (2r — a 2) + y 2 (2i' 2 — b 2)] (2r 2 - a 2) (2r - b 2)

z 3 (2r 2 — c 2) 3

x 2y 2 (a 2 — b 2) 2 + x 2z 2 (a 2 — c 2)- -f yV(b 2 — c 2) 2

z 3 (2r 2 — c 2) 3

Slub ber ©teidpug ber @laftijitatboberfläd;e a 2x 2 -f b 2y 2 -j- c 2z 2 — r 4 folgen nun aber fo*

fort jwei neue ©Icidjungen, welche pr ferneren IRebuftion ungemein brauchbar finb. SMefc

©teidfungen lauten:

x 2 (2r 2 — a 2) y 2 (2r 2 — b 2) + z 2 (2r 2 — c 2) = r 4

x 2 (2r 2 — a 2) 2 + y 2 (2r 2 — b 2) 2 + z 2 (2r 2 — c 2) 2 = a 4x 2 + b 4y 2 + c 4z 2 = r, 4,

fo bafj atfo r, 4 ben Slubbrutf aV + b 4y 2 + c 4z 2 bebeutet.
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9tun wirb:

x 2p (aa — b=)a + x-z- (a- — c 2) 2 + f-z- (b- - c-) 5

^ z 3 (2r 2 — c 2) 3

j x 2 [x 2 (a 2 - a 2) 2 + y : (a- — b 2) 2 + z 2 (a 2 — c 2) 2]

ir 3 i + y 3 [x 2 (b 2 - a ä> + y'-(b" — b 2) 2 + z 2 (b 2 — c 2) 2]
z 3 (2r 2 —c 2)

+ z 2 [x 2 (c 2 - aa) 2 + y 2(c 2 - b 2 ) 2 + z 2 (c 2 - c 2 ) 2 ]

: x 2 (aV - 2a 2 r 4 +r 14)i

!+ y 2 (b'r 2 — 2b 2r 4 + ri 4)!
z 3(2r 2 — c 2 ) 3 ,

' + z 2 (c'r 2 — 2c 2r ! -f- i'i 4)J

2 . 2r 2 (r, 4 — r°)

= z 3 (2r 2 — c 2 )' 1

ift ferner:

x 2 (2r 2 - a 2 ) + y 2 (2r 2 — b 2 ) = r 4 — z 2 (2r 2 — c 2)

x 2 (2r 2 — a 2) 2 -f- y 2 (2r 2 — b 2) 2 = r, 4 — z 2 (2r 2 - c 2 ) 2,

unb mit y{iieffid)t hierauf roirb nun enbticf) bet Slubbruö (2j, wenn icf) alten ©Hebern beu gemein»

famen ttienuer z 3' (2r 2 — c 2 ) 3 gebe, gteict):

, — 2 . 2r 2 (r,. 4 — r°) — z 2 (2r 2 — c 2) |(2r — a' 2) + (2r- — b 2)j.

- (r. 1 — z 2 (2r 2 — c 2 ) 2 ) (2r 2 - c 2 )
z 3 (2r 2 — c 2 ) 3 ' >

f _ / r . - z 2 (2r 2 - c 2 )j (2r 2 - a 2 ) (2r 2 - b 2 )

/QX _ — r ,4 (6r 2 - c 2 ) + 2r u (a 2 + b 2 ) — a 2 b 2 m + z 2 (2r 2 — c 2 ) (b 2 — c 2) (a 2 — c 2)

V) z 3 (2r 2 — c 2 ) 3

SDurd) eine nochmalige ytebuftiou beb legten ©tiebeb läßt fid) biefer 3tnbbrncf nun eitbtid)

auf eine ober oietmetjr auf Sinei fet)r einfache bringen. Stbbirt man nämtid) ju bem Up

ten ©ticbe bie bciben ibentifd) üerfchwinbenbeu ©lieber

y- (2r 2 — b 2) (b 2 — b 2) (a 2 — b 2) unb x 2 (2r 2 — a' 2) (a 2 — a 2 ) (b 2 — a 2 j,

fo roirb eb:

z 2 (2r 2 - c 2 ) (a 2 b 2 — (a 2 + b 2 ) c 2 + c 4)

+ y 2 (2r 2 — b 2 ) (a 2 b 2 — (a 2 + b 2) b 2 + bj

+ x 2 (2r 2 - a 2 ) ( a 2 b 2 — (a 2 + b 2 ) a 2 + a")

a 2 b 2 r 1 — 2r°(a 2 + b 2 ) + 2r 2 r, 4 + (a 2 + b 2) r, 4 - (c°z 2 + b°y 2 + a°x 2 ).
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@e£e irf) biefen 3Bcrt£; in bte formet (3) ein, fo toirb fie:

— r, 4 (4r 2 — a 2 — b 2 — c 2 ) - 2' c ßz 2(4.)
z 3 (2r 2 — c 2 ) 3

ein fftefultat, ba§ gegenüber ber fomplicirten 2tnfang3forntet bnref) feine ©nfadjfjelt iiberrafdjt.

Sajj 2'c°z 2 ein Symbol für c°z 2 -f b°y 2 + a°x 2 ift, brause id) ioo£)t faum nodj ju

bemerfen.

Sie streite einfache Snbformel für (3) entfpringt au8 einer ettoaS abgeänberten Stebuftion

beS testen ©tiebeS in (3):

Saffctbe ift raieber, äljnticf) raie Corwin, gteid):

z 2 (2r 2 — c 2) (b 2 — c 2) (a 2 - c 2 ) + y 2 (2r 2 — c 2) (b 2 — b 2) (a 2 — b 2)

+ x 2 (2r 2 — c 2 ) (a 2 — a 2) (b 2 — a 2)

z 2 (2r 2 — c 2) (a 2b 2 — (a 2 -f- b 2 ) c 2 -f- c 4)

4 y 2 (2r 2 — c 2 ) <a 2 b 2 — (a 2 + b 2) b 2 4 b 4)

+ x 2 (2r 2 — c 2) (a 2 b 2 — (a 2 + b 2) a 2 4 a 4 )

2r 4 a 2 b 2 — a 2 b 2c 2r 2 — 2r°(a 2 4 b 2) + (a 2 4 b 2) c 2 r 4 + 2i ,2 r! 4 — c 2r L4.

güljrt man biefen SluSbrud in (3) ein, fo ert)alt man:

— 4r 2 . ri 4 + (a 2 b 2 + a 2 c 2 + b 2c 2 ) r 4 — a 2 b 2 c 2 r 2

(4 b)

z 3 (2r 2 — c 2 ) 3

r 2 (r 2 2'a 2 b 2 — 4r, 4 — a 2 b 2c 2)

z 3 (2r J — c 2) 3

2"a 2b 2 ift ein @t)mbot für a 2b 2 4 a 2c 2 4 b' 2c 2.

3u betreffen, baff bie beiben fRefultate (4 a ) unb (4b) ibentifdj finb, ift nidjt ferner.

3J(an fjat ju bem ©nbe mtr jn jeigen, baff

(a 2 + b 2 -(- c 2) r, 4 — 2'c°z- = 2'a 2b 2 . r 4 — a 2b 2c 2r 2 ift.

Sa i'i 4 = 2 1 c 4z 2 , unb r 4 = 2'c 2z 2 ift, fo ift:

(a 2 4 b 2 4 c 2 ) i'i 4 — 2 c°z 2 = a 2 (b 4y 2 — c 4z 2) — b 2 (a 4x 2 4 c 4z 2) 4 c 2 (a 4x 2 4 b 4y 2),

unb eß ift:

2 a 2b 2 . r 4 — a 2b 2c 2r 2 = a 2 (b 4y 2 4 c 4z 2) 4 b 2(a 4x 2 - c 4z 2j 4 c 2 (a 4x 2 4 b 4y 2)

4 a 2b 2c 2r 2 — a 2b 2c 2r 2,

mitfjin ift in ber Stjat ibentifd):

(a 2 4 b 2 4 c 2) r, 4 — 2 c r'z 2 — 2 a' 2b' ! . r 4 — aVcV 2.



— 15 —

SDäit haben affo gefunben:
>Bz\ 2\ 8>z

» + ©" = + ' + ©'8z , 2\ 5 2 Z
rix / 5y 2 1 \ ' v dy' / dx 2

5z 5z 5 2 Z
8x 8y 8x 8y

®a nun

r, -i (a 2 -j- b 2 + c- — 4r 2) — 2 c°z-
z 3 (2r 2 — c : ) :i

r 2 (r 2 2a 2b 2 — 4r, 4 ■*— a 2b 2c 2)
z 3 (2r 2 — c2) 3

5z\ 2

1 + (f) + w. z 2 (2r 2 — c 2)-
ift, fo ift:

1 + (1)1 \ B'z 8z 8z 8 2z
) 8x- 8x 8y 8x8y

1 + 1
\8z\
[dx)

i +i(tr

a 2 + b 2 + c 2 — 4r 2 — _c"z — 4r 2 + I—I 2a 2b 2 a 2b 2c 2
rr

z (2r 2 — c 2) z (2r 2 — c 2 )
®af)er ift baS smeite ©fieb ber Duabratur ber parallelen .Oberfläche ber (SlafttjitätSober^

fliidje, abgefe^ctt Don bcm gaftor 1, gletc^ beut integral:

SS'a 2 + b 2 -)- c 2 — 4i,z 21 c°z 2

z (2r 2 — c 2) dx dy

SS— 4r + |-| I a2b 2
r 2

>©i~
i2b 2c 2

dx dy,
z(2r 2 — c 2)

fo baf itnS jur DoöftcinbigenSöfitng ttnferer Slufgabc nidjtfi übrig bleibt, at8 bic SSefthnmung beö
einen ober beö anbeten biefer beiben integrale, Don benen mir bemiefen I)abejt, baff fie ibentifcp fiitb.

©a in bent erften ber beiben integrale brei wef entlief) Derfcfjiebene ©raffen: r, 2r, 4,2c°z 2,
in bent ^Weiten aber nur bie beiben ©röffen r 2 unb r, 4 öorfommen, fo wirb man fdjon a priori
bajit Deranfafft werben, bie ferneren Operationen an ba§ zweite Qntegral anjufnüpfen, wa§ fief)
aud) in bem weiteren Verläufe ber UnterfudjungenDon fefbft rechtfertigt.
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25ie leiste» f§tttegrationeti.

@e£t man rnieber, lote früher:

z = r cos •/]

y = r sin vj cos //

x = r sin rj sin //,

dx ay = (2r 2 — c 2) sinjy cos rt d/>

iooraub

folgt, fo toirb, ba
r- = c-cos 2^ + Irsing cos 2# + a 2sin 5jy sin'//

= 2'c-cos-jj ,

i', 4 = c'z 2 f b 4y 2 + a 4x 2

= r-(c Jcos 2 ^ + b 4sin-^ cos 2 // a^sinty sin 2 //)

= r 2 2c 4 cos 2)?

ift, baS 5» beftimmenbe integral gleich:

j — 4 — + -77—]/(- c 2cos J i?)sinw dy d//.
j (2'c 2 cos 2 ^) (2c 4cos 2 ;?) 2c 4cos-^)

3Me ©renjen finb, menu bie ganse Oberfläche beberrfdjt toerben foll,

für rj : o unb -

für ?/ : o unb 2-, wofür ich lieber bie ©renjen o unb ~ einführen Eann, wenn ich

bem ^rttegrat beti gaftor 8 gebe.

Um bie su integrirenbe ©röfe rational su machen, fet§e man:

COS <p

c
COS 77 —

' icos 2tp , sin Jp> cos 2^ sin 2p> sin-^ \

V \V b 2 Ii 2 /

cos <p

sinjj cos// =

V(
siny? cos^

vW
sin^> sin^

ten gotmetn ju 3iat^e sieben,

sinn sin?/ = , fo folgt barau«, tnbent mir bie früher abgeleitetV(^)
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1 sin tp dp Ap
sin rj dij d# = — r l r •

abc / v,cosY\ /2/ yCos>\-

®ie ©renjen in Sejug auf p unb <j> finb biefelben, wie biejenigen nadj ^ unb #, nämltdj

für beibe 25ariabte o unb 2-, unb batjer ift am legten @nbc bab integral ju beftimmen:

, w (,2ä4* *»»»

2

8
7T /Ä TT

2~
4 ~ +

abc Y o ' 2c 2cos'Y 2Vcos 2f>

weldjeb in fotgenbe brei integrale 5erfaßt:

| vÄj 2 '

37T /®

I — 8 abc I T 1 sin {5 dp

2 (c 2cosV)'

II- **.
abc

o o

ijt ri7z sin $5 d tp ütp

v cos 2p'

III

0 0 \ c 2

v a 2b 2 i*~ dd

abc J "J " ( e cW J^0 0 C-

®ab erfte biefer brei 3«tcgrate ift unb feiner 0orm nad) belannt. SMe atgebraifdje ^nte=

gration nad) tp liefert, wie wir wiffen:

— 4-abc ß sinp d tp

o

4 - a b c | 2

]/ j(c 2cos 2p + b 2sin 2p) (c 2cos 2c5 -f- a 2sin 2p) j

sin© d <p

o ]/ I (b 2 — (b 2—c 2) cos 2©) (a 2 — (a 2 — c 2) cos 2p) 1

ßrinnere id) mid; nun baran, baff c :> b > a ift, fo fefse idj

g2 Q2 <^2 j-y~ ___ ^>2

eos 2p = sin am (u, /<), wenn /i = rr, ■ ift.
a 2 b- a 2 — c 2

cL~— (j^

jDefinire id) ferner u burdj bie ©tcidjnng - ■— = sin'am n, fo wirb mein integral gleid):

4^. e y' J "I /~l a 2 \ cos am u 2äm u du
*' v \a 2 — c 2/ eds am u Jam u
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. *>-/*)

sin am (o, p)
--*» Kfcrb) F M-" 4 "

£)aS jmefte integral ift:

32 [* n (* 71 s i n y &<p

ö/bc J ~%J 2 ( C° S^ sin 2 ^cos 2 ^ sin 2^ sin 2 ^\ 3- - i + r^~ +
o o \ c 2 b~

eitt integral, baS mir auch fcfjon lernten, ©einen 3BertIj erhalten mir nämlich ans ber Quabra»

iur ber (StaftijitiitSoberfläc^c felbft, wenn mir in ber gormel für jene ftatt beS gaftorS 2 ben

gaftor — 8 unb ftatt c 2, b 2, a 2 refft, c, b, a fe^en. ®ann erhalten mir:

sin am (u. v) cos am u Jam u + cos'-'am u F(u) + sin 2am u E(u) j
sin am (u, v)

sin am u c

^2

unb cS ift u befinirt bnreh bie ©leichimg sin'am u = —, möijrenb ber 9Robul

c 2 — b 2

» cos 2am u F(u) 4- sin-am u E (u) ab j
' <H ,

c — a-
ift.

Offenbar aber ift eS jefet, mie fe^r eS für unferen eigentlichen »on tRuffen gemefen

ift, bie Quabratur ber (SlafttsitdtSoberpche felbft betaillirt ausgeführt gu hoben.

®aS brftte noch su ermittelnbe integral ift:

8 2a 2b 2 fix {in sin^ d<f> Aip

J ~J T

@S ift leidet einjufehen, baff

„ „ „ \ / v cosV\ „

2 c cos ) ( = 1 ift.
23em ei S:

®ie ©leidjung ber GctaftigitdtSoberflddhe ift in ben fßolarfoorbinaten rp H gleite
1

r- = z O •> f

C-COS Yj

mithin hat fie in ben SSariablen <p unb <J> bie gorm:
COS 2«»r

ÜRun ift aber 2' c 2cos 2{ff = p 2 bie ©leichung beSjenigen (SHiftfoibS, beffen fRabiett SScftoren,

bie regifmofen SEBerttje ber fRabien 33eftoren ber (StaftiäitdtSoberfldche finb, folglich ift:

( i'c'cosV ) (-T^) = />! ■ r» = ~ fi = 1.
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3tt>eiter SSetoeiö mlttelft ber Transformation ber Soorbinaten:

3$ fefce
:V(*¥-) co S , =

cos^'

c

Kl „ cos 2cs \ . , sin r/ cos#'
^ ——jsm^cos^ =

K l v , eos 2®\ . sim/ sin#'
( - -f-j mpmfi .-= - r -,

eine ©ubftitution, bic üjre üottc ^Berechtigung fjat, weit fie <p unb <p burdj rf unb #' unb um*

gefehlt r/ unb #' einbeutig burd) <p unb <p auSbrücft, inbem idj feftfe^e, baff bie Quabrattourjel

ftets baS 3 e 'd) e" + haben fotf.

folgt fofort:

COS2(p v COS'-y

c 2 c 2

tg <p = — tg #'
a

cos r/

cos <p —

KUX ~v'

1 XU , /cos 2#' sin 2#'\ „ f

V\ 1 + (- b r + —U 1"!

2 sin;?' /cos 2#' sin 2#"

d(f C cos :'tj' \ b 2 a :

S1U / fy' /1 _l /'cos ",y ' j_ si " 2j?/ \ ^ 3L '
b-

d't
sin (f' '

/cos-#' sin-#'\
+ hr + -X

e 2 tg 2 -/ sin#' cos#' (~y — -tV )

5#' / /cos 2#' sin 2#'\ \ ;
11 + hr + ir) CH

b cos 2^

drj' " £#' a cos 2#'
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®af)er ift:

sin f d (f d <p = sin?
8<p
8y'

8<p
' w d;?' d#' - sin'/' , sin <p8y

8 <f
ö#'

d if d#'

Bf
8fj'

8<P
' 8 #'

8<i>
8i" w

sin 2#'• / l / J <1/ b ■> C0S V /cos 2#'
sin??' d i)' d#' — c 2 - -4-

a cos Y cos 2#' \ b 2 a

+ ('
'COS 2# '

+ a

sin s #\ \ 3/

—) c 2t 2g/ / 'J

V

= — sinw' dr/ d#'
ac

I cosY /cos 2#' | sin 2# ^ 1
a 2cos 2#' ( b 2

ift aber:

COS2t}> /cos 2#'

cos 2#' \ b 2

unb baf)et tnirb:

(' cosV\7 a

+ sin 2# cos 24 cos 2A

/ = v + t."

= V« ( + Sin'«. ) = ' ,

sinjy' d^' d#'

sin? d?d<|> = — . i v cosY ^ 3/2 ' f ol9tid > :

.r.r

sin? d? d<{i4 fiTT sinjf' dy' d#'.

) i s zp\ " J T J ^ Tb7/^vT0 0 \ / \ c 2 ) 0 0 \ C2 )

inbem bie ©rettjen in Sejug auf r/ nnb #' biefelben wie biejenigett in Sejug auf ? nnb <p finb.

Um bie ju integrtrenbe ©röffe rational jn machen, bebiene id; mid) ber oon nnb nun fdjon

mefufadj angetoanbten ©ubftitntionen :

cos;?' =

( - c 2cos 2?

3//»

c cos?'

sin;?' cos#' =

]/ (2' c 2cos 2?')

b sin?' cos <p'

]/ (2 c'cos 2?')

a sin?' sm<J/
simj' cos# — iooraub folgt:

' )/(2c Jcos 2?') 1 ö
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3 c 2cos 2^',
^ COS-^'

~ c 2 1

sin r/ (1Y dh' = abc —— P ^ ^ —
(2: C'COS'-y) y 2

® Q f erner ^' e ®tenjen itt S3ejug auf w' nnb <b' btefelöen loie biejenigen in ®ejug auf rf
unb &' finb, fo ergiebt fich:

tl r* 7i sin)/ drf di)' tt fi tt

0 0

affo:
fix fix smy? df d<f>

" .1 2 abc jv cosYV'4 J 2 J 2 sin/d/d^',
0 0

i '(* = '*»' df' äf
tt

= — , q . e . d.

©aijer ift:

„ iSa 2b ! fix fix sine de di * _
■ 8 —;— i~r i^r ~ 1 — 1 3 v a 2h 2 __

abc ' ' (ic'cos'y )'(s2Ö).- ' 3" abeü (i \ ' / \ c 2

Sir finb am £kU, benn mir fiakn gefitnben:

■'a 2b 2 . a 2b 2c 2 4i/T {*7L

abc

o o2 " 2 ' (2'c 2cos>) (v^f) - c 'icos V (v.^W ^ d? ^

q v n-K2 jL 22 ,_ r F ( y '<«) Q _ c °s a m(u, v) F(u, v) + Sin-am n,c)E u, ^ , abl
* 9 * , -4/bC- - N O TT j ; ; C ;—C+-

6 abc sm am (u, /j) L sihamfu, v)

9! c f m I t n t.

©ab dfefultat, ju bem roir gelangt finb, ift, in gormein aitbgebriidt, biefeb: ©ie Ouabratut

ber ganzen parallelen Oberfläche einer (Slaftigitätöoberfläd^e, beren ©leicpuug
2v2 I k -v~a~x

+ b'-y 2 + e' 2z 2 = (x 2 + y 2 + z 2) 2 ift,
ift gleich :

9 fcos'am ('», x) F(w, x) + sin 2am (cü, x) E(&>, x) a 2b 2"]

L sinam (<*>, x) c 2 J
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-4.2 TT

-f A . (— 4 . 7TC

cos-ara (u, y) F(u, v) -j- sin-am (u,y) E (u, y)

sinam (u, v)
c -f

F /')

sinam (u, «)

4- 3 -a 2b 2 . - —
3 abc

+ P . 47

Uttb eb ift: c - — a 1
sin-am u> =

sin-am u

sin-am u =

x " ~
er — a'

c 2 — b 2

c- — a-

I _ I

a 2 b 2 — c 2 c 2 b 2

b 2 ' a 2 c 2 ~1 _ _1 '
c 2 a 2

ttäfjrenb bie Reihenfolge ber ©röjjen c, b, a folgettbe ift:

c > b > a.

ab] \

cJ

£> e tt t u Jt g beö SJtefultats.

^abeit bie ©lieber, aub betten unfere Quabratur befielt, aucb einzeln eine fdjöne geo*

metrffche ©ebeutung:

©ab erfte ©lieb, bab in l 0 muttiplijirt ift, ift bie Quabratur ber gegebenen ©taftijitätö*

oberfläcbe fetbft.

©ab jtoeite ©lieb ift bie oierfache Quabratur einer jtoeiten Slaftijitätboberfläche, beren 2tren

bie Quabrattourjeln ber refpeftiben Slfcn ber gegebenen fittb.

©ab britte ©lieb ift bab Potential eineb ©Clipfoibb in ©ejug auf feinen iRittelpunft; beb*

jenigen ©ftipfoibb nämlich, beffett ißunfte ju benjenigen ber gegebenen Staftijitätboberfläche Eonjugirt

finb in ©ejug auf eine Äugel, bie um ben 2Äittetpimft ber (gtaftijitätSobetflädje mit bem Rabiub 1

betrieben ift.

©ab öierte ©lieb ift ber Rauminhalt biefeb Sttipfoibb, multiptijirt mit 3 (a 2 b 2 -f

a 2 c 2 + b 2 c 2).

©ab fünfte ©lieb, bab in P mnltiplijirt ift, ift bie curvatura integra b. h- bie Oberfläche

einer Äuget, beten Rabiub 1 ift.
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/ aber bebeutet bie auf irgenb einer Normale gemeffenc (Entfernungber gegebenen Etaftisi*
tätdoberftcid)e Don ifirer parallelen Oberftadje.

3nt 3ufantmenf)angcunb in ©orten trirb ba^er unfer Stiefuttat fotgenbermajfen tauten:
Die Quabratur ber blatteten Oberftacfie einer Etaftisitatdoberftcicffe

a 3 x 2 + b 2 y 2 + c 2 z 2 = (x 2 + y 2 -}- z 2) 2
befielt aud brei ©tiebern, bie, trenn l bie Entfernung beiber Oberflächenbon einanber ift, reff),
mit Ä°, 1, r proportional finb. ©ad erfte ©tieb tft bie Ouabratur ber gegebenen Etaftijitätd»
oberftache. ©ad gtoeite ©lieb ift ein Aggregat Don brei ©liebern, Don benen bad erfte bie Oua*
bratitr einer streiten Etaftisitatdoberftcirfie

ax 2 + by 2 + cz 2 = (x 2 + y 2 + z 2 )2,

Don benen bad streite bad Eßotcntiat eines Eltipfoibd

a 2 x 2 + b ?-y 2 -j- c 2 z 2 = 1
in Öefug auf feinen'fOiittetpunft,unb Don benen bad britte ber ftiaumintialt eben biefed Eltipfoibd
ift. 3ebed biefer brei ©lieber ift in eine ßonftaute muttiptisirt. ©ad britte ©lieb enbtict), bad
in P muttifitisirt ift, ift bie curvatura integra.

£. Hott.

I
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