Quadratur
ocr pavallelen Dberflddie der Clafticitdtdoberflide,

Einleitung.

Bmi Oberfladen find und feifien parvallel, wenn fammtlide Mormalen ber eimen audy Morma-

1 jimh.

Lett per anoeres

Man erhilt die Buntte der pavallelen Oberflide eimer Dberflide, wenn man von bdee Lefse

teren aus auf ollen ihren Fovmalen, fei e8 nad) aufen, fei ¢8 nad) inmen, um ein fonjtantes
Stiid weiter geft. IJlemne idy alfo bicfe fonjtante Yinie 2 und nemme i bie geraolinigen, vedt-

wintligen Noordinaten der gegebenen Vberflade x, y, z und die Ridtungsdeterminanten trqend efner

TNormale derfelben cos @, cos 2, cos +, fo find

3 =% == d eos o
it g R Rl

=127 -+ 1 cos y, worin A pofitiv ober neqativ fein fanu, bie Soor-
binaten ober parallelen Tbherflade ber gegebenenm. Beweis:
&8 it
folglidy
E—3) (A —dx) + (p —y) (dp—4dy) + (€ —2) (& — HZ IS0
Da aber dx, dy, dz ben Ridtungsdeterminanten des Fladenelementes bder gegebenen Ober-
flacge, weldjes id) immer do nemmen will, und & —x, v —y, & — z nad) der Definitlon ben
Ridtungsvetevminanten bder Normale des Glementes do proportional fiud, fo ift, weil die Nors
mate aui do fenfeedyt jieht:
(F—x)dx + (g—7) dy 4+ (—2) dz = o, folglid it aud
(f—x)ds + (z—) dyp + (—2)dz=0
0. b.: Die Widtung, deren brei Deferminanten cos a, cos F, cos 3 jind, welde mit £ — x,

% — ¥, = — z proportional find, fteht oui dem Fladenclemente de ber iweiten Dberfladhe, beffen
1




L]

Ridtungsdeterminanten mit df, dy, do proportional jint, femfredit, ift alfo oie Formale dicjed
Glemented, wod ju boweifen war; bemn baveus folgt, bafi bie zweite Oberflade ber gegebenen
parallel it
Sit daber

f (x, ¥, z) = o bie Gleihung bder qegebenen Dberflade, fo ift bie
Giletdung threr porallelen Tbherflade

f(x+ Adcos a, ¥+ Acos Gy 24 Acosyr) = o,
ober, mwenn wir fiit cos «, cos 2, cos ¢ dle befannten nsdriide einfegen:

i (x)

s a—= £ — -

I/( (if! {\}] Lo ()Y + (:t‘ (z) )" }

i (y)

l/[ (@) + (@) + (I @)°)
v — o - =
TGO oy + o))

e £ (x) |
I R =

=+ s
! 'l/((;'-.i—\;]” + (M) + (“®)°) |

|
ik
ia

Ableitung ciner Formel fitr das Flachenclement (do) der parallefen Oberflade.

Die Quelle filx bie Hochjt elegante Formel, dle id) et abjuleiten im Beqeljfe bin, veruog
i nidt amyugeben. Wiitqetheilt wirde fie von Heven Frof, Ridelot in dem mathematijden Se:
minar i Nonigdbery.

Tenfen wie unsé auf oer gegebenen Dherflade einen Punfi p umd bie beiden duvd) p ge
Bentien, ouj etmamber fenfredht ftehenven Prinipelidutite. LWenn wir dann vou Jh alls, jowohl in
dem einen, al8 audy in dewm anberen Dauptfdinitte auf ber Dberflide um ein unendlidy tleines
Stitdt bis q, velp. q, weiter gehen und in p, q,, ¢, die Novmalen tonfizuteen, wele wir
tefp. p. oy py nemmen wollen, fo {dueiden g und g, jwar beide bic Normale p, aber in ver:
fdicbenen Punften. Sdmeidet nun p, von p das Stid p', p, von p bas Stid p* ab, jo ijt:

g, = p' bex SRrimmung8radiug des einen Dauptjdnittes im Buunlte p,




p, = p* Dderjenige Des anbderen Dauptjdmittes im Punfie p, ober, wie man jid
augyubriicfen belicbt, ob finb o, und p, bie beiben Houptfrimmungsvadien der Oberflide im
Puntte p.

Wenn man wun o, p,, p, um bdie Fonjtante A verlangeet, fo find, wie wir bewiefen faben,
o 4 i o=t ¥ 7 4 A
Tormaten der Parallelen Dberflide, und dalher ift ¢& offenbar, daf

m - 2 oumd g, - 24 dle beiven Dauptfrimmumgsradien der povallen Oberjlade in
gemijenigen Punfte P find, weldyer dem Puntte p der gegebenen Dberflade entjpridt.

Beveutet mun A2 dag berfladenclement derfenigen Sugel, auf welde mon bie Hrifmmtimg
dper geqebenen Dberflide bezieht, fo ift befanntlidy die nad)y Gauf jo benannte mensura curvatu-

rag ber gegebenen Dberfladye

de: - 1
AnAL m _u: 5
nithin ift die mensura curvaturae ber pavallelen Tberflade
ad 1
do ~ (o, + 1) (pg + )
Hieraus folat: ' ni ;
e 8 2 W e B Sy )
:ln = Py« Pa 7

b L gl
= (L ) (Bt )

1 == 4 L'_]'_ + L_} gl i 1

i
h a -I'.II = iy

=]
=
=

: ; . 1  Ey ;o do
dew = do + 4do (= ) A RE s

I.l’.'2 .”l IrJ.‘2
Mo | 1A 5
=do+ 2do(— + - ) 4 2t do,
£ 2’

&3 Dbefteht alfo die Duadvaturformel ber pavallelen Tberflide einer geqebenen Flade aus
brei wefentlidy verfdichenen Theilen, bie vefp. der 07, 1fen ppp 280 Poreny vow 4 proportional

find. Der erjte Theil bder Formel {jt bie Duadratur der gegebenen Flade. Der zweite Theil
[Gfit fi al8 bas Potemtinl derjelben Tberflide in BVegug auf einen um bie Ginbelt entfernien
| B el L A
— -+ —fjt. Der
f'ﬁl .”L'

Punkt anfeben, wenn die Oberfladie mit Mafje belegt gedacht wird, deren Didite
britte Theil endlidy ijt die curvatura integra, alfo, wenn die Twadratur itber bie gange Dber-
flidhe audgedehut wird, gleid 4 =

TWie piel fomplizleter bie Tiuabdratur ber pavallelen Dberfladie eincr gegebernen wlade, als

die ber letteven felbft ijt, geht aus dér Formel filr de wohl flav Hervor.
1*




10 e r T e [ - : Hled ;
Seke id) fiix do unb fife =+ — oic belannten Formeln in geradlinigen, redtminfligen

o f7,

i i3
do = dx dy l/|:1 {E—i]- T {{fjl
% oy’ |

foorbinaten:

e P R e B ) o o i
1 + TR ox" Y gy” oy ox- ox dy Oxdy
o Pa 1 + "'zj: Lo(0%) :} T2
T s
|:\ (Llh' t-l\’ll
jo wizd:
dw = dx dy 1'.1 |“_f.'1 ! .".':_"f‘ ]-'}
\ 'f-‘-. ‘I"I'.
(1 + (& ) AP SRS B SO G
4+ J dx dy __OR 2 o (Ep OX OF ¢Xgy

4- 1% 40 ox ; 0y

Nnmwendung der abgeleiteten Formel anf die Elafticitatsoberflide. Beftimmung des
Oberfladenclementes und des grofiten und Heinften Kriimmungseadiug derfelben.

Die Gleichung der Elajticitatsoberilide jei in der Form
a’x* 4 by* -+ c’z" = r* gegeben, worin 0 — x* 4+ ¥ L 22 |it
fo ijt:

2a’xdx 4 2bydy -+ 2efzdz — 2r*(2xdx

:l_\hi.'l = 2zdz) = o,

jolglidy:

O X
%
Z ¥ (2 —ut
ay ¢ e ) e S J
o'y Er 1
o 1 j2r=—a* X 2r-—a by (‘a=—g
S s L] e ()
ox* % \Zrf— %9 \ars—rg % \Eri—-c?)
i e L | (3!'—t-") ¥ 21 —h |y |: :||'|—~1':\p'
T — TETS = 1 = T = =
'y Z v Arf—g° ,z‘(.j. —{) AR Lj)
5) G ATy (Br-’m:: ’\] l,-:ﬂ|"’-r]1-'-.' _4xy f(a2— ) (h1—cA)
Coxdy r? \2r*—c?) \2r* —c¥ A ( (2rf—c¢f)?




Demnady {jt:
(= “’) i ‘J — 4 X(r—altry (@2 b
[ / (f ¥ 2 {2rt— 1)

:‘-J_"i (
(2 —a?) 2 (202 —DP L 5 (2ra—c)?

#(2r:—e) i
— 4Ry 4-2) —4 (e’ 4 by o) 4 ater by 4 ot
2 (2rr— ¢*) e
— AT -=bhr | elp?

2 (2ri—c)

J

Demnad) it oie Forvmel fiiv bie Tluadratur ber Elnjticitatsoberilade felbji:

SFu= IV @ @)

(1) = ” AL b st
eJo z (2r* — c) '

Died Jntegral, al8 bas erjte Glied der gejudyten Duadratur, will id) nun fury ausfiihren,
Bwar ijt der Werth veffelben ein alt befanmter, dod) ift die Ableitung befjelben an diejer Stelle
peshalh gwedmafig, weil id fammilide Formeln, auf bie man jet gefiibet wicd, auch bel mets
nen fpateren Integrationen braude, id) fie offo jedenfall® frgend eimmal HAtte ableiten mitjfem.

oiifre i) zumadyit die gewshnlichen Polorfoordinaten ftatt ber Dbigher gebrauditen gerablin.
gen eim, |ege aljo

£ — T CO8 "
Y = r sin 7 COs o

idung ver Glajticitatsoberflade :

)

X =T s5in 7 sin &, {o with bie G

. P h2as ary vy 1.5 ” na T L
[" = CCOS ¥y + L'Sinycos'd -+ a'sinpsintd

oX o) sindd Siny Cos? " 1 € f

: r sind cosy - b b, [l_u'—r.-- ) cos* -+ (A —c?) _-'-;,--L';J]
o7 r

O s Wiosra siny sind sind cosd .2 il

ik rcosd siny - 1 (a’—D?) siny

v r

oy : Sl cosdsing cosy |, - o b
el Vi CORx - L ! f ;_ba-—-t"]un:' th 4 (a’ —--i_"ju,w',uj':‘.i)
o r

-I’.':' YL A ainy cosd singdt cosd : 3

- = — rsind siny 17" — (a° — b¥) sin’y




Daber ift: de dy = | 0x OX
dn " g

| "._\ ;'\

oy " o

= (2r'—c?) siny cosy dy 43

D bie Formel (1) nimmi die Geftall an:

i

reosy (3t —c)

1/ (c!cos’y - bisin'ycos’# 4 a'

siny sin‘#) : oA
! (&r*—cC?) BNy Cosy dnCy
je05

CNC -
-“’ l// [U'[y;n,' N+ bisin*peosH - atsin'y J:!:'r'*’ sinyg dy d#,

und jwar ift, wenn de Duabdratur iiber die
nady 7
nad)

Form anmmume:

W
,J siny dy

o n

Dot

L e T

BOL 0. . « 87

ober, ba man fidh de gamge Dberflade ir § L

eingelnen Oftanten durd) cine Jntegration nad

gange T

WIT ; :
; {e*cos™y —+b'sin®y cost 4 a
- ||.JI \

perflidie ausqedehut mwerden foll,

s tutegeiven, jo vaf oie Liuabrafur dex Elafticitatsoberflade die

21m

AR ¢:|

ftamten getheilt denfesr Famm, und die Flade jebes

y und ¥ pom 0. .. T beheetfdit wicd, die Form:

'I‘,-.. - /-
u] i = =il - i + .
JVsingdy ) dd B/ \c'eos’y 4 bisin'ycos®) + atsiny cos ).
0 [1] :
Um die i intearivende Girdfie rational 3u maden, fithrt Jacobi jwet
purdy folgendve Gleiduugen ein: o8 @
c?
sy — - =
7 7 [cos'g S COB (! sin g.am--t_-',
I/ (i b* a'
ging cos ¢!
. bt
SNz cos i

sin‘geos’

sin“g 51[1%.,“-)
b* a’

sing sing

; : id”
siny sind = " o 3T T CRT
I//" [C08 ¢ SIN*@CO8 ¢ | 51[]‘{.1.‘:1-11.1'3.']
{_ c? bt : at
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Hué biefen Gleidungen folgt:

te i ot
s n =

bervor, DaR, mwabhrend

i bon gebt, aud von o . . qeht,
und roabrend
¥ oon : L',L".r'lf, audy ¢ dom ¢ - . fedt,
Beviidfichtiat i, Dai
o gt = 17 oy de ift.
e- L {I ¢
i iF r. it
(e (L
i E = o .
fo erqieht fidy bre vormel
I e de did
Siny dr der . e
() [ 1D FEDR SHI"g COS™¢ SIH g SIn°d
¢ h
fo baf m Gnteqral in den ueuen Variablen die

Sl f{f__’ I.El.."

-
e = D8
e - - T

|

weldjed Aeidhen bebeuten foll, dafi, nadibdemt man nad) £

COS5“w

I'_-.

i

f,

EimeT DON ¢ uUNd @ u
gend willlitheliden Grdfe differenzivt fat, & = o u feken ift.

nabbangigen,

o

o,

(]

1ibris




E8 it alfo jumadjt bas Jntegral ju beftimmen:

[ ] o,
, * cose | sin'pcosid | sindpsinfy
e B -

-|| I-I: ht at e

w T .
'f -4 1{’." g \ CO8 ¢ =105 -
2 — : worin N — - - =
- N cosliir - M siny

'- I:P_ 4 1 ‘l'\. (it
o/ ° Ncoslyr + Msiny 17(MN) o I + t°

= 1
l//-”1 055 gin’e L 1] -
| { il | h \
Daber i
} 008 8in‘e
o= i = { 1 i
ocl ® L(MN) } = l;-n}; e sin'g lh i, feos’e | siDie)
TRt a’ b

s bleibt fetst nod die Veftimmung des Werthes ded folgenden Jntegrals iibrig

; [ o COS% sin e . -
> - . ( & L - ) 2ine de
2 3 . = T ¢

a. = a I - 9 .

4 ] [l'llh'g' i s1n ;} [COB° g1 | { 5
- ! L bt L1

Died Juteqral {ft ein eliptifdhes.
I Bezug auf die Jeihenfolge von a, b, ¢ ihrer Brofe
1 st d

SRSy AneEl== L i fein foll.
L 4] 7 H 8

nad) fete tdy Hiermit feft, baf




9(shann bringe Id bas Jnteqral auf die Forni:

e 5T ( Cos'y sing
= § e -

etk -
:L:h_!.,_-‘J 2 ["‘ -
; 1 (1

© G = o= ] (=l — o}

— }]) sing do
C i ) 1

il ¢

3 - T COS8 ¢ ¢ :
2 ] (3 : . ] site de
'1"|L; L L T = 5J ’
[ I |I % 5 | ¥ AT A
e _!- i | p 1 _'!_ \ A
1 ik b ¢
1 — 1 €08 ¢ 1— ET li'i),h'".!‘_"
' a \ bt
Setge id) nun
1 1
AP £
g o8’ = sInam u,
a
1 1 1
a [N C ¢t — bt .
S o
| 1 1 ¢t — at £
b* a' ¢!

worans Hervoraeht, daf »* ein pojitiver, cdhicr Vrud) ift, fo erfalte id:

sl ‘l'_j_ ¢ eos?¢ = cos'am u
at
Lyl
== ].].'...] ¢ cos’e = Jlam u
bt

: j TR
ging dg = — l/ 1 T cosam u Jam u du.

cos’e sin’y i :
i e e L - cosTam u

ct a

&3 ift feener:

| Bt




Jd*am u

1

- J-am u
b

du

08 ginze 1 I z
e leT = = ‘am u, unt
c* b* b
baber wird dad Jntegral, wenn id)
1 1
at 0 20 : : 2
. = =Sntam e Jege, gleld) dbem folgenben:
a'
£ Do g | FRRE s
e .'L‘Fi’ -l/// L l " ol COSEAm u
¢t e & COs*am u
val f_“l
: =

) il u
& ¢ 0

sinam u cosam u

9. &b’ ]/' al | 1 @ gy
L :t 1 1 at _‘ A

2

[ Wi { o
i'll. 101 AT
by COSm u

. — e

T dam u .
- — = dam u — ;
1l Adfam n
et x4 = 1 — x* {jt, und baher

e an
- Jamu

L ) i i
e _’ Famu du —

SN dor COS AT o

= J
1k F o dar e
0 ]
sinam u damu
und esd ijt 3
COS 41 n X2
8= . = Al + d%amu — %’
v T B
| COS3I u
und baher:
w L B
‘ du 1 ’ e ’ 1 sinamo Jam o
LE, = =— o) Samuoda 4+ ef do L :
o COSAm u 2o P COS AT e

wiilet man nun ofe Ja cobifden Tvansiendenten E

&
.I Lamudu = E ()

Bio(w) und F (u) eln, fest alfo

(@ (1)
,’ do = F (@), fo ift der gefudite TWerth unferes Jntegrals

ik




1
at ( ¥ siname cosame , &' 1 sinamedame | a
: T J—==ls JEe e il e e e e e

1
— . E (2)).
1 f gr Xt Jdam e ¢ a2 COS a1 & It xnt ( )
: (bl A i
4 i
- ! ¢—b
Run it aber x* = — =
o i
=h c'—a
sinfam @ — —— ;
c
= Il.'i
COS A @ = =i
v
i3 }l " . v r " ~
Jtam o — o und vaber nimmt das lebtgefunbene Nefultat bie Fovm am:
2mer e o ; : 1 R A E (w)
: — - SiNam o cosam e Jam w - , Sinam e cosam o Jam e + cos’am e F(w) 4 x, *sin’am o —-
mam e | X, ES < o
5 e |

7 Snam e cosam e Jam o 4 cos*amo Fw) - sin*am o B (w)
SIMAIM Hi i

o | COS‘am @ Flw) - sin"am e E (@) : a*bt;

&) - s

| sinam S e

Dod aljo ift ver Werth ber Tinadratur der Elajtizitatsoberflade und jugleid) bas erjte

Glied der Tlwabvatur ihrer parallelen Dberflache. Die Fovm bdes gefundenen Hejultates ift bdle

vort Jacobi an ber augefiifrten Stelle im Crellefden Jomnale mitgetheilte.

Grmittelurg dbes Werthes des jweiten Glicdes der Quadratur der parallelen
Oberfladye.

Diit Ritdfidt auf bie fir bie Cloftijitatéoberflide {m Anfange bed vovigen Abjduittes abe
geleiteten Formeln wird der ju bilvende Nusbrud:

(@) G+ @) 2 2

ox’ ) oye () OX 0y O%0Y
[ . aiii==taVialifEl an D S it h“)—' 4y:.(b* — ¢} 7]
L oz (Er* — ) Jlz r—¢ z" ('_’:'1 — ) R t_:.j;‘“—_c’_ji‘_J
Pl o R Ty
L+ 7T t?&t"-— ) | Lz et z? (;’r“-— 6 z (2r*—c%°)




'L\'_\||.—| V(b= — %)
7 (21 1

: i
3 I ]
Z- (2r* — ¢?) Lz (2r
1l (8r* — a7y 4 (2 b ¥H(2)
A 2r=—¢
22 (2 — a?) V(2 — b (2r* —a®) (2r
2t c*
X%y
— 4 f e’): (2r )
7% (2r*— cz)
=t (I :
4 8 B ¢} (b ¢} (21
N2 —¢
Jn diefem Ansbrude reduziven fich zunidit
Atehe i ven gemeinjomen Faltor |
Al
1 Ui
L Lo o I — b5 i—2a —e)y

i

fefes Mled

alfo im Ghanzen:

(2)

ue ber Gleidung der Elajtizititsoberflade a®x” 4 biy?

fort awei nene Gleichumngen,
Eleidungen lauten:

%2 (2rt

y(2r — 1Y) (2r

722" — ¢)?

b 4+ (e —o7) -

3 (20 — ¢)?

a*) 4 y(2r° — b¥) + 2} (2 — ¢

(2 —a®)® - y7 (2 — b 4 22 (20 — o) = afx? + biy? 4 olpr = 1

beiden lepten (3lieber folgendermafen :

heraud, fo werden fie:

£
yEri=hiian
e (2 —aY)

Y& —b) + x(2 —a)

2 (2° — ¢t

a7y (2 — b %)

-7

.].i

jo baf affo r,* den Undvrud a’x* + biy* 4 ciz® bedeutet.

fafjen wiv mit dem drittlesten ded gangen Auddruds jufounmen und erfalien dadued :
G {a*—b7)" + x%2° (a*—c7)" - yi= (b*—c?):
==l
zd(dre—

= r* folgen nun aber fo-
weldie jur ferneven Medultion ungemein braud)bar find.

Diefe




Mun mwirth:

] | ]
— v (hir= A et tha o

i [ e | - , l

o et ')

PR sl L)

=) z4 (2
&8 it Termer
%= (21 ! 21 b*) = r! — z¥{ 2" i

5 (20— ) ki (21° '-'|:_'1I: Z-'.;..".—('I_

and mit Midjidt bievoup wicd er Ansveud (2), wenn i allen Gilicdern den gemein

jamen Memter 27 (2r°

Z'2r CEIE \ _ : . k

— 14 (B — ¢3) 4 2rt(a® 4+ b*) — a?*birs 4+ 27 (2 — ) (b* — ¢%) (a® — %)

l:;’ : gahfChpt

Durd) eine nodmalige Ytcouftion bed lepten B Lift jich diefer Unsvrud num endlid

aitf eine oder vielmebr auf aei Jebr ciufache Fermen bringen.  Addive man nomlid) ju dem leg

ten Giee die beiden identijd) vexfdiwindenden Glieder

(b* — b?) (a*— b)) und x* (Zr° —a?) (a

Larl

fo wird ¢
i ¢*) (a*b* — (a* 4 b?)c* + ¢ )

+ y2(2r* — b?) (a*b* — (a* + b*) b* + b ]
+ x* (2" — a?) {;1'!;" — (a* + b*) a* -+ a ]

a2b?rt — 2ri(a® 4 b)) + 2o (a* 4 b)Y — (c%2* 4 by 4 a’e?).
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1

Sete 1h diefen Werth tn dle Formel (3) ein, fo wird fie:
|,4 ) =1 "4t —a* — b — ¢*) — X ot
N 73 (92— )3 i
ein Hefultat, das gegenitber der YTomplicivten Anfangdformel durd) feine Ginfadyheit iiberrafdt.
Dal 2c"2 cin Symbol fliv ¢"2* + b%* + a'%> ijt, braude fd wohl faumm nody 3u
bemerfen.
Die jweite einfoche Endformel fii (3) entfpringt aus ciner chwas abgeanberten Heduftion

bed leten Gliedes in (3):

Daffelbe {ft wieder, dbnlid wie verhin, gleid:
2*(2r* —¢*) (b* — ¢®) (a* — ¢®) + y*(2r* — ¢®) (b® — b?) (a®> — b?)
+ x*(2r* — ¢?} (a®

2*(2r* — ¢*) (a*h* — (a* 4 b*) ¢ 4- ¢)
4+ ¥ (2r* — ) (@b — (2> 4 b*) b* + b*)

+ X(2r* — ) (@*b* — (a* + b?) a® 4 a?)

a*) (b* — a%)

2ria*h® — a*be’r® — 2r'(a* 4+ b*) 4+ (a* 4 b?) et 4- 23t — oyt

§ithrt man diefen Ausdrud in (3) ein, fo erhilt mon:

— 4r2, ot - (a®

F a*c® 4 b%c®) rt — a*h?eir*
z2*(2r* — ¢*)?
*_I: J rH(r® Xath*— 4t — ath'e?)

h ] !

! 23 (EE — )Y
Za’h® ijt ein Symbol fiiv a?h? 4- a%* 4- bk
Bu beweiferr, daR bie beiden Mefultate (4.) und (4u) tdentiid find, it nidt jHwe.
Man hot ju dem Ende nur ju jeigen, dof

ooy

(a2 4 b7 - et — et = Fafh? . ot — afh¥oh? it

Do 1t = I o2, unb = e jt, fo it
(@ + b + it — Zeft = a2 (My? — c¥2?) — bat? + of?) - P (at® + by,
und ef {jt:

Za*h?,

a’b*e® = a*(b'y* + ¢'2%) 4 ba'® — e + At 4 by
4+ a’bhichr? — afhiche,

mithin {jt in der That identifdy:

fa? 4+ b? 4 ¢ r,t — Zef2? = Zath' . pt — athietrt




Wir baben alfo gefunbden:

[+, 022 O ' 0z, N Oz 0z 0z %z
(1+ @)L+ (1+(E)) L2220
OX oy ¢

r? (r? Zazh? — d4r, ¥~ athic)

AR e |
Do nun
(2 02\ > .} krilomle .7
R 1 " ! |:-} = : : — it fo it
\o/x | oY) z (21 ¢
. 0z 2y 0z, 0°%Z 0z ¢z %%
(T Silmiet [ Tl e
ox oy oY (2f % oxX oY oxX0)

Z(2r — c*) z(2rd — e#)

it dad zweite Glied Ser Duabratur der bavallelen Dberflade der Elajtizitdtsobecs

Taber i

flache, abgefehen von bem fFaftor 2, gleid bem integral:

" $a2 -1 b* I gt 4t — : 2lela®
: __’ ) dx dy

a e 1--' I [if : 43 __'_"? IL._. a2 Tl
‘ .—-L ;-1|_) "“h_..: a~hc
ofa e ax dy,

ité iibrig bleibt, als die Beftimmung des

fo baf ung zur volljtanbigen Yofung unjerer Aufgnbe

tefer beipen integrale, bon oenen wir bewiejen haben,

=

einen ober ded anbderen

oy rale brei wefentlich berjdjicoene Srogen: r,-r % 2072,

a fn bem erften ber DBefben
i bem jwelten aber nur bdle Delben Grdfen 1° und r,* vorfommen, jo witd men jdon a
dogn vevanloft werben, die feeneren Opevafionen au dad jweite Juieqeal owmgulniipfen, was fid

aud) in bem weiteren Verlauje ver Unterfudungen von fefbjt rvedtfertint.




= Ay =

Die lesten JIunteqrationen.

Sekt man wieder, wie feither:
z = T COB7
¥y = b sinmcosd
woraius 5 EGRIL ARSIR Yy
ds dy = (21* — ¢?) siny cos 7 dy ddf
jolgt, fo wird, da
+ Ceos’y = Lsinty cos'd a8y sined
— ;
It = cliz? + by 4 atx
= 1" (cheos®y 4 bisinycos*# 1+ alsing sin*¥)
= 1" 20 0057
ift. bas zu beftinmmende Snteqral gletdy:
a*h*c® Hathd |

@ | . i :
&= T " S T y I/ (= ccos®y) sing dy di

| (2e*cos*n) [ Xefcos™n) 2etensTr)

[ 2 { P i f

Die Grenjen jind, wenn die gomse berflade behery(dit weeben foll,
fite 7o umh

fiit # : o und 2z, wofifc i) wiever die Gvengen o upd = einfijren fann, wenn id

=i

]
vem Jntegral den Faftor 5 gebe, .
Um bie zu integrivende Girofe rational ju maden, fele wan;
COS g
¢
c:n.«‘;; — — . - -
/ [COE'® Sl e COST S0 8N |
l/n I b *.-_!_-NI.L s
| G b* at J
COB ¢
A
/(%9
\ g
sin @ CO8 g
; , b
silly cosd =
V (2=
\ o
sing sing
siny sind = ———, fo folgt bovaud, indem wir bie jriiber abgeleite-

=

tent FFormeln ju Rathe 3iehen,




— L e

. 1 sine de d¢
sing dg dd = st i -ty b

abe ( < CO8 "y) HE

e

Die Ghrengen in Vezug anf ¢ nd & jind bdiefelben, wie diejenigen nad 7 und #, nimlic
fiix beibe Bariable o und ;) und baber it am leiten Gndd dod Jntegral ju Dejtimmuen:

| ey S . wC08'e)  sing de d¢

AT e | #2h et (l . ) Mgl 2 L ik o

8 3l B c* : L Y A e T

0 o (L R e e
llhﬂf f 0008 & P i 2

weldes in folgenbde drei JAntegeale gexfallt:
@ e . T p
sing e dod
I —8abe ' '_" 2 - e -
. . A (o5 eos%e)
[1] ] :

a0 [ b o sin (L Linl.' l.llL"'

3 41 o
ise— - E . o .. ] = CO83

HR T -

ke

@ 3oy [T (AT sing de d¢
pta= | 3 —
+| ] o r’\' [ 'LFLh S'
\'-—

ok DG i\

- creos 'g"l ' : }
0 it 2 ) ¢t

Daé eefte diefer drei JImtegrale ift ung feiner Form nody befannt. Die algedralide Jnte-
gration nad & liefeet, wie wir wijjen:

T
4z abe ‘ 2
L ] -fll":"-'ri ‘.'-_-L]':

sine de

sin‘e) (cfeoste i atsin®g) |

4 zal "_ sing dg
— dzabe B2 o
ll i (b= — (b*—c%) cos®¢ § {a

(ai—e7) 1_'(,!‘3'-'-;} |
(1]

Grinneee id) mid) nun davaw, daf ¢ = b = a {jt, fo fehe id

at — ¢” : : a* hE=fer
COS'e = SInam (u, f), wenn = — . - {jt.
a " i b*  a*—¢?
N E s = Ak S, , e
Diefinive id) feener o durd) oie Gleidung — = sin‘am v, fo wird mein Jutegral gleid:

F i) : i
— 4 e ‘ l/( a ., cos am u Jam u du
e 'l“I-I — l.-:' Ccos am u Jil“l i




( as b Ut
=0 ]/( - ___) F (o pg) = —dze 1 ikl .
&L smam ()

Dad jweite Integral ijt:

gine de de
2 feps sin*e cos?d gine sin3d\?
Lllu,.pj' ’ < R + ©COS ¢ | i’y sinP\* -

b* '

ein Jntegral, dad wir aud) jdon fennen. Seinen Werth exhalten wiv namlid) aus der Ouadra
tur der Glajtizitdtsoberfladie felbft, wemn wiv in bder Fovmel filv feme ftatt pes

waltord 2 ben
Faftor — B und fiatt ¢* b%, a® vejp. e, b, a feber. Dann erbalten wir:

el

— ¢ sinam (u. ¥) cosam u Jam u - cos*am u ' (u) 4~ sin*am u E (u)
sinam (u, ») ¢

o\ eos‘amu F(u) 4 sinam u E (u) ab |
—_— E - I
slnam u Al
. fe iy il . el i i
uno e it u befinict durd) dvie Gleidung sin‘am u = , wabrend ber WMobdul
¢* — b
P — ; 1t.
Wy B

Offenbar aber it e8 jebit, wie febr 8 fily unferen elaentlichen e von Nugen gewefen

ijt, bie Tiwabratur der Elajtizitatsoberflade felbjt vetaillivt audqefiihre ;u haben.
Dad britte nod) ju evmittelnde Jnteqral ijt:

8.5 a*h _sing dg d¢
abe ’ j 5 einng } ( \ L-:;-::'-'VJ .
B et

o
Ge tft lefdit eimyufehen, dafi

[ iy M ey "":"“-"f-' 4l
( 2 ceos%e ) ( = — ) =T
Bewet &: &

Die Gleidpurg der Elajtizitatsoberfladie it in ven Polarfoordinaten 7, & gleid;
1
::'—'r:ns""-ri /
mithin fat jie fn den BVariablen ¢ und ¢ bdie Fovm:

N

| e e

- CO5%g
bt
23
Tun it aber 2 c’cos’e = p* bdie Gleidung besjenigen Ellipfoins, deffen Radbien Beltoren,
bie teziprofen Werthe ber Madlen BVeftoren ber Elajtizititéoberfladhe finb, folglich ijt:

'3 i
i I , CoE'e ; . 1
( 2 efeos e ] (l _J‘—) S ==
| c* b
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Aweiter Bewets mittelit der Trandformation der Koorbinaten:

i ( < L'.D‘S.':'EJ' . CUS'!};
S fede: (-— 2 c0sp = —~

C
< Cos%e | ; sin z* cosd’
2 — Siflce COBC — =
\ e h
S e A siny’ sind’
l/" ( e )Hug:::mc'- . ;
, i ' a

eine Subjtitution, die ihve volle BVeveditigung Dhot, weil -jie ¢ und & dburd) 7' und 4 und um-
gelehrt »* und & eindentig durd) ¢ und ¢ anddriide, indem id) fejtfetie, dof die Viadratroirzel
jtetd bad Aelden 4~ Dhaben foll,

&8 folat fofort:

3 Y. s
el 052
4 07y L G. 1577
¢ [V
b
el = Hegy i
il
Cosy”
I
¢
I,'I,I.“:fj

e 1
o (cos=iH sin®dN L
S+ (B =) fgry
! | b a- |
, singy’ f(cost ! sin® ‘}
L = e I T ik
. o cos'y’ { i a2
Sin = i ak 5
.r o' cos sintgn o\
. 2 il el '-) e-tg=yt
; LU ' a2 Lt
e 1 1
: c=todyd sind’ cosd” I:\ - — =3 ]
* el i q= b=/
ging — LeiL L1 - sl L -
i ( jeosT s
: 14 '\ dL. __:| citeted] 2
I i ! o e
b= al
oy oy b cos2
e iy as T & cost




Daber {jt:

sing dp d¢ =sing [CF ~ OF
|07 it
oy o¢
[ ¥ =
oy’ (D
sing’ dz’ di 5 0

S

L

{
I.'l i (
- sy’ dy" di
ac l
E3 ijt aber:
costy  foosd

Q( B

COE™T;

und daher wirh:

: 1
simg de dy =
s ahe
T e sing de d
‘ . ' + ! [ .. COSqp
o) e [ = ecosie ) [2
{0 L) \ 1-..

nbem die Grengen in Begug anf »* unh 4
Um bie ju integrivende Grofie rational

mehrfad) angemwandten Subftitutionen:

s 7 s

sing ! cosd’ =

sing* cosd’

Cos?i ¢

TV (Zeteoste?)’

20

: : 1] g (i
dg’ d#* = | sing £ f , sing f.f dp’ d
(‘5 i ' ‘Lj.r
o'l o
i e
I'I,'PFI'JII.L (COS“ .‘-'j]:"f'f" A
cos ™y’ cos?y! [ he : a? J
BN N \ 4
7 Ctign') =
) a : )
05N [ensEa sindde
05" b* a?
{' v COS7y “' /1
\ ¢
('ll_‘;"':_l COSSY
- | sy
b i
1 : ]
{ cos "l - sin®y ] —
b - . h?

sing’ dy* 44

BT )

. { cosipy Y, |

=7

S E

=k j'- T l.' Silii}" ‘37’,. e, ‘

= : Y 1
) &7 ey
. L | (5 /

diejelben wic diejenigen in Bejug auf ¢ und ¢ find.
ju madyen, bediene i) mich der vonm un$ nun fdion
G Cose”

T s v 4 - .
l ( 2e*eos '_c’;u

b sing* cos¢’
V(= cleosie)

a ging’ sind z
woraug folat:




e [:Tl.l.‘i'l";-"-

’ i sing’ de? di?
sy’ dy’ A = abe : =

(= ceos e 3,
Da ferner bie Grenjen in Besug anf ¢ und ¢ diefelben wic biejenigen in BVeyug auf 77
wid & jind, fo ergiebt fidy:

w7 (i .~'ir|.;‘ 'i.};" (Ed ol o T T
' 2 ' [, CO8Ip"y s 5 ‘ - ’ : sing’ de’ d¢’,
. LY abe E,ﬁ oo o . L] ] -

F F | ¢t 0 o

¥ (T sing de dd W AT =
3 5 o == - ' s Slne” de’ dof
: 0% 2 2 ¢ ¢ :
‘. e [ Il LT e ' (: } e L

i

alfo:

Daber ijt:

Zah? 7

or (or sing dg di _ iy
S ’ i . 5 = Sath
Al - - |- -

COS 2 : l.l 5
= COE :l {_. = 4 G
| - \ e
Wir jind am Siele, denn wir Haben gefiben:
Q et e } =ah? a*bc 4 !
| | l cos? — Xcleos’p e | SHipSdeay
ande - H [ WLl v — G005 [ o COB g = 2
e J 7o) * | (s eosy) (5058 Al
(| 0 b { i4n o
4 - F(u. 1) feos®am (u. v} I (u, v) -4 sinam (u. ») E(u, ») ab
] AR dmwic— . ——.‘-‘—_I ; ¢+ -!l
o ane SImam (u, ) & sman (u. )

¢

Mefultat,
Dad Refultat, ju dem wiv gelangt find, {ft, in Formeln ausgedriict, diefes: Die Ouadratur
ber ganzen parallelen Oberjlade einee Elajtlzitataoberfiide, deven Sleidng
a%xt + by 4 ezt = (x* 32 - 292 it
it gleid:
: [cos*am (e, x) F(w, x) + sin"am (w; ) B(w, )
P : il o e

L ginam (e, ) ¢ |




— = e T
o

(B (cos*am (u, v) F'(u,v) + sin*am (u,2) E(u, ») aby |
— 4,27 | : e |
L sinam {(u, ¥) ¢ ’
. F (v, 1) ‘
=l i 0 = \
1 sinam (b, s
T R S !
1L 3 Za%h®., — .
| 3 abi
+ 2% .dm,
unp ed ijt: e ot — gt G
sin‘am o = . e A
c ¢ al
Frly ¢ — a° 3 rf—b
sin‘am u = =
P e
1 |
e A — J a2 (b?==¢ q b
gintam b — - e = = .
4 li_- Fog ]'I" 42— ] [
! il

wifrend die NReihenjolge der Ghedfen ¢, b, a folgende fjt:

¢ = bh = 1.

Dentung des RNejultats.

&g baben bie Glieder, ane benen unjeve Quadratur befteht, and) eingeln eine jddne geo
metrijde Beveutuny:

Dad erjte Glied, dad in 1Y multipliivt ift, it die Duadratur der gegebenen Elajtizitard
oberfladje jelbit.

Dad zweite Gilied 1jt die vierfade Duabdratuy einer jweiten Elajtizitateoberflode, deren Apen
bie Tiradratmurieln ber vefpeftiven Myen ber gegebenen find.

Do dritte Hlied ijt dad Potential eines Ellipjoids in Rezug auj feen Mittelpunkt; deds
jentgen Gllipjoids namlid, dejjen Punkte ju denjenigen der gegebenen Elaftizitatsoberflade fonfugivt
find tn Besug auf eine Fugel, die wm den Mittelpunit der Elajtizitatdoberflade mit de
bejdrieben ijt.

Das  vierte Glied it der Nouminbalt diefes Cllipjoivs, multiplizivt mit 3 (a*b®

Hobned 1

a?c® 4 bc?).
Daé filnjte Gliep, dad tn A* multiplizict ijt, it die curvatura inteora 0. §. bie Dberflade

einer SFugel, beren Modiug 1 it




— g =

aber bedentet die auf ivgend einer Normale gemeffene Entfernung bder gegebenen Elaftizi-
tatsoberflade von ibrer parvallelen Therjlade.
Sm Sufmmmenbange und in Worten wird baher unfer Rejultat folgendermagen [auten :

Die Twadratur der parallelen Oberflade einer Elajtizitatsoberilide

-

a’x* 4 b*y?® 4= ¢*9? = (x* +§* 4 72)2
bejtebt aus vrei Oliedern, die, wenn / die Entfermmg beider Dberflidien von elnanbder ijt, refp.
mit A% 4, 4° broportional find. Dad erfte Gilicd 1t die Tumbvatur der gegebenen Elaftizitats-
oberflade. ©ad jweite Gilied it ein Aggregat von bdrei Gliedern, von denen dad exjte bie Tlua:
pratur einer jweiten Elajtizititeoberfiade

axt = by ezE = xtayE L R
pon Denen daé jweite dad ‘Potential eined Ellipjoibs

a?x* + biy? - 2P

o
[
(=

it Besug auf fefnen WMittelpunit, nnd von venen vad dritte der Rauminbalt chen diejes Ellipjolbs

ift. ebes bdiefer drel Glieder fft in eine Konjtante multipliziet. Das delite Glied enolidy, bos

in A% multplisict ift, ift bie carvatnra integ

E. Huit.
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