
Geschichte der Variationsrechnung.

Erster Theil.

Einleitung. Problem der Brachistochrone, aufgestellt von Johann Bernoulli. Rückblick auf die in früherer Zeit

zur Bestimmung der Maxima und Minima angewendeten Methoden. — Anwendung der Idee, daß bei den Naturkräftcn ein

Minimum stattfinde, zum Beweise mehrer Sätze. Angabc der bei der Lösung des Problems der Brachistochrone benutzten

Prinzipien. — Jacob Bcrnoulli's Lösung des obigen Problems. — Seine Aufstellung des sogenannten isoperime¬

trischen Problems — Rückblick auf die Behandlung ähnlicher Probleme in früherer Zeit. — Jacob Bernoulli'S

Lösung. — Erweiterung des Kreises der Probleme und der zu ihrer Lösung angewendeten Methoden durch Euler. —
Eulcr's inviinikinli Ii»s!>« enrvns msxiiui inittinüvs Iiropristat« AincileiitLS. — Lagrange's Lssai ll'uiuz

»ouvvll»- illätkocke ^lour <Ieto?i»iner lex iii!lximt> et les uiiiuiu» <lss tocmüles inteArsIs» imtälinies. —

1.

^ie Geschichte der Mathematik, wie sie vollständig in dem bedeutenden Werke von Montucla
und in den diesem weil nachstehenden von Bossut, Saverien u. A. behandelt, und wie sie für specielle
Zeiträume von Kästner, Libri^) u. s. f. bearbeitet worden ist, beschäftigt sich zum größeren Theile mehr
mit Biographien, literarhistorischen Notizen, wohl auch mit Aufstellung geistreicher Gesichtspunkte, als, daß
es ihre vorzügliche Aufgabe wäre, den innern Gang, die Entwicklung der einzelnen Methoden und Dis-
ciplinen der Mathematik aufzudecken. Letzteres ist weit mehr der Zweck vieler trefflichen Abhandlungenund
Monographiengewesen, z. B. der von Lag ränge einzelnen Theilen seiner meoaniyue nnnl^tiHue,
seiner tlreorie des tonvtions, seines enlvul clos ionetions u. s. f. beigegebenen,jedoch nur in einzelnen
Theilen genaueren und ausführlicheren historischen Einleitungen, ferner der Geschichte der Algebra in Italien
von Cossali, der bisher leider unvollendet gebliebenen Geschichte der Algebra von Nesselmann, u. s. f.,
der historischen Abhandlungen von Chasles, vorzüglich aber seiner in jeder Beziehungvortrefflichen
Geschichte der Geometrie^).

In ahnlicher Weise, wie zuletzt angedeutet ward, soll auch die gegenwärtige Abhandlung ein Versuch
sein, die Geschichte der Variationsrechnung in ihrer vollen Entwicklung zu geben. Im Laufe der Unter¬
suchung wird es sich ergeben, daß die historischen Behandlungen der Methoden der Infinitesimalrechnung,
der Geometrie, der Prinzipien der Mechanik u. s. f. zu ihr in einer engen Beziehungstehen. Es wird
dadurch möglich werden, das gemeinsame Band zu finden, welches sich um die geschichtlichenDarstellungen
dieser speciellen Theile der Mathematik schlingen läßt und sie zu einer Einheit unter einander verknüpft.
Auf solche Weise wird sich dann auch leichter der Pfad finden lassen, der zu einer wahren Geschichte der
Mathematik führt, welche das literarhistorische Beiwerk an seiner rechten Stelle benutzend, das Bekannte ini»
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seiner genetischen Entwicklung begründet, bis es vollkommen klar ist, die Gedanken und Methoden darlegt,

in wie weit sie sich zu dem wahrhaften Fundamente abgeklärt haben, von welchem aus man das Ganze

leichter übersehen, beherrschen und schneller zu denjenigen fernen Punkten gelangen kann, die eben zu

weiteren Entdeckungen führen.

Der Gang aber, den man gewohnlich einschlagt, um zu solchen Entdeckungen zu gelangen, ist

meistens der, daß man sich einbildet, ein Problem sei von besonderer Wichtigkeit, daher auf seine Lösung

alle Kraft verwendet. Bei weiterer, fortgesetzter Entwicklung der Wissenschaft zeigt es sich jedoch, daß der

Gegenstand, welcher alle Kraft der Spcculation in Anspruch nahm, für die Wissenschaft selbst von geringcrem

Interesse ist, daß man aber im Laufe der Untersuchung auf Punkte geriet!), welche den wahren Gang,

welcher einzuschlagen ist, bezeichnen, daß man bei der Verfolgung eines beinahe aus der Luft gegriffenen

Problems die wahren Probleme der Wissenschaft entdeckte.

s.

Ein solches Problem war auch das von Johann Bernoulli'), damals Professor in Gro¬

ningen, im Juni 169V aufgestellte Problem der Brachistochrone^), d. h. die Aufgabe:

„Zwischen zwei gegebenen Punkten und F diejenige Curvc zu finden, längs welcher ein

„schwerer Punkt herabfallend in der kürzesten Zeit von ^ nach gelangt".

Diesem schloß sich bald nachher das mit ihm scheinbar außer Zusammenhang stehende Problem von den

Jsoperimetern seines Bruders Jacob, Professor in Basel, an. Die Lösungen beider Probleme führten

zu Methoden, welche den Grund zu der von Euler sogenannten Variationsrechnung legten, d. h. zu der¬

jenigen mathematischen Disciplin, welche sich mit der Veränderung der analytischen Ausdrücke beschäftigt,

die sie erleiden, wenn sich Functionen in ihnen ändern. Wie mächtig, leidenschaftlich erregend die genannten

Probleme zu Ende des 17. und zu Anfang des 18. Jahrhunderts die Mathematiker ergriffen, ist bekannt genug.

Die Methoden der Tangenten und der Alnximn und Nim'mn, wie sie, abgehend von der streng

geometrischen Methode des Apollonius von Pergas), Serenus von Antissa^), Viviani^und

seines Zeitgenossen Ricci ^), nach vorhergehenden Lösungen specieller Probleme von Tartaglia^),

Kepler^"), zuerst und in genialer Auffassung von Fermat") und gleichzeitig, wenn schon in nicht

vollkommen entwickelter Form, von Descartes^) aufgestellt, und von deren Zeitgenossen und Nachfolgern

Noberval^s), Renaldini ^), Huygens^), Hudde^), de Sluse^), Barrow^), Tschirn-

hausen^), entweder rein beibehalten, oder theilweise modisicirt und erweitert waren, reichten zu ihrer

Lösung nicht hin. Hier machte sich vorzüglich die Kraft und Fruchtbarkeit der durch jene Methoden an¬

gebahnten, von Seidnitz^») und Newton erfundenen neuen Infinitesimalrechnung geltend. Ihr ver¬

dankte wohl New ton die früher schon gefundene, aber ohne Beweis hingestellte und darum auf die

Entwicklung der Wissenschaft selbst keinen Einfluß habende Lösung des Problems des sog. kleinsten Widerstandes.

Nur von denjenigen gegen das Ende des 17. Jahrhunderts lebenden Mathematikern, welche in

das Wesen der Differenzialrechnung eingedrungen waren, haben wir daher Lösungen des äußerst schwierig

erachteten^) Problems der Brachistochrone, wie von Lcibnitz^s), L'H o p i ta l 2»), Johann'-^) und

Jacob Be rnoulli2S), Newton^), Dui llier^), Craig^s), während Rudere, wie Sauveur^),

Tschirnhau sen'i) u. s. f. die Lösung nicht fanden.

3.

Gehen wir dazu über nachzuweisen, wie Johann Bernoulli zu seinem Probleme und dessen

Lösung geführt ward, und ob nicht eingreifende Anschauungen in früherer Zeit zu Tage traten. Veranlassung

zu jenem von Galilei'2) bereits versuchten, aber falsch gelösten Probleme der Brachistochrone gab dem

Johann Bernoulli eine physikalische Aufgabe, welche Huygens") wohl aufgestellt, deren Unter¬

suchung er aber nicht weiter verfolgt hatte, die Aufgabe nämlich:

„ Die Bahn eines leuchtenden Punktes zu finden, welcher durch ein Medium hindurchgeht, dessen

„Dichtigkeit sich continuirlich ändert".

Die Hypothese, welche diese Aufgabe modisicirt mit der von der Brachistochrone in Einklang brachte, war
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die, daß der Lichtstrahl, indem er aus einem dünncrn in ein dichteres Mittel übergeht, so gebrochen werde,

daß, unter Berücksichtigung der Zeit, der Strahl den kürzesten Weg mache oder überhaupt, daß sein Weg

ein solcher, für welchen die Summe der auf ihm sich darbietenden Widerstände ein Minimum ist, also der

am wenigsten beschwerliche (tlleillimn) sei. Diese Idee, daß bei den Naturkräften ein Minimum stattfinde,

sehen wir bei der Untersuchung ähnlicher Fragen schon früher auftauchen. So hat Heron, nach der Angabc

des Damian» s"), eines Schülers des Heliodorus von Larissa, in seiner verloren geglaubten, in

jüngster Zeit aber in der bisher fälschlich dem Pto lein ae us^») zugeschriebenen Schrift cko «peeulis wieder

aufgefundenen Catoptrik") und nach ihm Bi te lli o ^), diese Hypothese, daß der Weg des Lichtstrahles

bei seiner Reflexion ein Minimum sei, benutzt, um den Satz zu beweisen, daß der Einfallswinkel gleich dem

Ausfallswinkel ist; noch klarer finden wir obige Hypothese ausgesprochen und angewendet von Fermat^»),

Leibnitz 22) dem Beweise des Satzes, daß bei dem Uebergange eines Lichtstrahles aus einem Mittel

in ein andres der sinus des Einfallswinkels zu dem simis des Brechungswinkels (für dieselben zwei

Media) in einem constanten Verhältniß stehe. Auch in späteren Zeiten sehen wir jene Idee wiederholt zur

Geltung gebracht von Maupertuis") bei seinem sogenannten Prinzipe der kleinsten Wirkung, von

Euler") u. A.

Bon dem gleichen Gedanken ausgehend bestimmt Johann Bernoulli als die Bahn, welche

ein schwerer Punkt durchläuft, um fallend von einem Punkte zu einem andern in der kürzesten Zeit zu ge¬

langen, oder als die Curve, welche ein Lichtmolecül beschreibt, das sich von dem leuchtenden Punkte nach

dem erleuchteten in einem Medium bewegt, dessen Dichtigkeit sich continuirlich im Verhältnisse der Geschwin¬

digkeit, welche der Körper beim freien Falle erlangen würde, ändert, diejenige, welche durch die Gleichung:

^ ^ ^
er—a

ausgedrückt ist, d. h. die Cycloide. Dieselbe Gleichung fand Lcibnitz") vermittelst einer der eben er¬

wähnten ähnlichen Lösung, indem er den gemeinsamen Punkt F zweier unendlich kleinen auf einanderfol-

genden Elemente und der als ein Polygon von unendlich vielen Seiten betrachteten und zu

suchenden Curve auf der durch ^.gehenden Horizontallinie so bestimmte, daß der Weg von ^ über F nach

t? der leichteste sei.

Das Prinzip aber, auf welches sich jene beiden Lösungen, ohne daß es in ihnen bestimmt und

klar ausgesprochen wäre, stützen, das Prinzip, welches auch den andern, von den eben angeführten, — vielleicht

mit alleiniger Ausnahme der von Jacob gegebenen, — wenig verschiedenen Lösungen zu Grunde liegt, findet

sich deutlich und bestimmt in dem von Jacob Bernoulli gegebenen Beweise seiner Lösung aufgestellt, wie

denn Jacob sich überhaupt in seinen Arbeiten meist strenger, conciser und gediegener zeigte, als Johann, dem

freilich ein länger währendes Leben wiederum mehr zu produciren gestattete, als jenem.

Dieses Prinzip nun lautet:

„Gehört einer Curve in ihrer vollen Ausdehnung irgend ein Maximum oder Minimum als in-

„härircndc Eigenschaft an, so findet dies auch für jeden noch so kleinen Theil derselben Statt."")

Mit Hülfe dieses Prinzips und auf die Eigenthümlichkeit des Maximums oder Minimums, wie solche von

Kepler") normirt war, fußend gab er, ohne auf jene oben erwähnte Hypothese Rücksicht zu nehmen,

folgenden directen Beweis, welcher der Methode den Weg zu ihrer weitern Ausdehnung bahnte:

4.

Es sei (Fig. 1) diejenige in einer beliebig gegen den Horizont geneigten Ebene zu suchende

Curve, auf welcher ein Körper herabfallend in kürzerer Zeit von nach gelangt, als auf einer andern

in derselben Ebene gelegenen Curve, und seien ferner t? und zwei einander unendlich nahe liegende Punkte

der Curve so wird, wenn die mit /. bezeichnete Zeit des Falles von nach /? ein Minimum

sein soll, in Folge des oben aufgestellten Prinzips auch t. — die während des Falles des Körpers von

nach O verflossene Zeit — ein Minimum sein. Fällt man nun von t? auf die durch gezogene hori¬

zontale Linie ein Loth und auf dessen Verlängerung über hinaus von 2) aus das Loth

halbirt in F, construirt das Rechteck und bezeichnet den Durchschnittspunkt von und
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der zu suchenden Eurve mit S, so besteht die Aufgabe darin, einen solchen Punkt S, d. h. die gegenseitige

Neigung der unendlich kleinen Elemente SS und SS, zu finden, daß t. SS st-t. SS ein Minimum sei.

Man nehme daher auf S/ einen beliebigen Punkt S an, so jedoch, daß unendlich klein sei,

beschreibe sodann mit SS um S und mit SS um S die Bogcnelemente SM und S7V, so ist, für den

Fall, daß ein Minimum stattfinden soll, in Folge der specisischen Eigenthümlichkeit desselben:/. SS st- S 6/) — /. SS st- t. SS oder
1) S SS — t. SS — S SS — t.

Nach dein Gesetze für den Fall der Körper ist nun:
SS SS — /. SS S <7t? und
SS. SS — s SS s SS

ss: es — ss — e. sses — /. ss oder

2) SS vs — /. sst. es — ss

Aus der Achnlichkeit der Dreiecke MSS und SSS ergibt sich aber:

Z) MS. SS — SS : es

und durch Zusammensetzung der Proportionen 2 und 3

Z. esss — ss x t. ss . es x (s es — s ss)

Auf gleiche Weise erhalt man in Folge des Gesetzes für den Fall der Körper auch:

SS . es — k. ss. ss

ss. s s — t. ss - t. ss

SS.SS — SS — /. SS. k. SS — t. SS oder
4) SS. S -V — /. SS . k. SS — t. SS

und in Folge der Achnlichkeit der Dreiecke S7VS und SSS
5) S7V SS — S/ SS

und durch Zusammensetzung der Proportionen 4 und 5, sowie, da SS — SS ist,

ZZ. se : SS — s/ X t. SS : SS X (5. SS — t. SS)

Aus I. und II. ergibt sich nun unmittelbar:

SS X /. SS SS X (/. SS — t. SS) — s/ X s SS SS X (t. SS — t. SS)

oder 6) SS x t. SS SI x t. SS — SS x (,. SS — t. SS) : SS x (S SS — S SS)

— SS: SS in Folge Gl. (I.)

Ferner ist aber auch nach dem Fallgesetze:

5. SS - k. SS ^ ^ .. ^ also
SS s/

7) SS x t. SS : SI x SS — ^ ^ und folglich ergibt sich aus 6 und 7:

die Elemente SS und SS der zu suchenden Curve stehen zu einander in einem Verhältnisse, welches

zusammengesetzt ist aus dem Verhältnisse der zugehörigen Abscisienelcmcnte und dem umgekehrten Verhältnisse

der Quadratwurzeln aus den zugehörigen Ordinalen, eine Eigenschaft, von welcher sofort nachgewiesen

wird, daß sie der Cp elvi de zukommt, die durch die Punkte und S gehet, und deren Construction

ganz mit der von Newton in seiner Lösung gegebenen zusammenfällt

3.

Zu gleicher Zeit legte Jacob mit dieser Losung andere Probleme den Mathematikern, vorzüglich

jedoch seinem Bruder, vor, unter diesen das sogenannte Problem von den Jsoperimctern, nämlich:
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„ Unter allen zwischen denselben zwei festen Punkten gelegenen isoperimetrischen Curven diejenige
„zu finden, welche bewirkt, daß der von einer andern Kurve, deren jede Ordinate eine gewisse
„bestimmte Function der derselben Abscissc entsprechenden Ordinate oder des entsprechenden
„Bogens der zu suchenden Kurve ist, ferner den Ordinalen ihrer Endpunkte und dem zwischen
„diesen gelegenen Theile der Abscissenaxe eingeschlosseneFlachenraum ein Maximum oder ein
„Minimum ist45)."

Auch Probleme dieser Art waren im Alterthume behandelt worden, und gerade die älteste geometrischeSchrift,
die uns übrig geblieben und vom Theon von Alexandrien^«) in seinem Kommentar zur
uns überliefert worden ist, handelt ausschließlich von isoperimetrischen Ausgaben. Als ihr Verfasser wird
Zenodorus, ein Schüler des Oenopidas von Chios, angegeben. Vor ihm soll schon Pytha-
goras^?) den Satz aufgestellt haben, daß unter allen Figuren von gleichem Umfange der Kreis den
größten Flacheninhaltumschließe. Die Beweise des Zenodorus sind rein geometrisch und lassen erkennen,
daß bereits zu seiner Zeit die Geometrie tüchtig ausgebildet war. Aehnlich, wie dem Theon der Versuch
nachzuweisen, weshalb der Himmel kugelförmig sei, Veranlassung gab, jene Schrift in seinen Kommentar
aufzunehmen, gab solche dem Zenodorus sie zu verfertigen, wie es scheint, die Widerlegung der allgemein
verbreiteten irrigen Ansicht, daß Flächen von gleichem Umfang auch gleichen Inhalt hätten4«). Daß auch
Archim edcs über die Isoperimeter geschrieben hat, scheint aus dem Katalog des Maurolycus^») und
aus einer Bemerkung Kepler's«") in seiner storeometria clvliorumhervorzugehen. Den Gedankengang
des Zenodorus finden wir auch vom Pappus«?) im fünften Buche seiner
wiedergegeben, ohne daß er jedoch denselben als den Autor erwähnt. Auch ihn bewog zu seiner Darstellung
die Idee, bei den Naturkräften ein Minimum zu finden, da, wie er in seiner Vorrede zum 5. Buche sagt,
die Bienen deshalb ihre Zellen nach ihrer Weise baueten, weil sie so beim passend kleinsten Umfang der
Zelle den größten Inhalt für dieselbe erzielten «2).

Der Gang der von ihm gegebenen, auf einfache geometrische Betrachtungen sich stützenden Dar¬
stellung ist folgender: Zuerst beweist er, daß von zwei beliebigen isoperimetrischen regulären Polygonen das¬
jenige den größeren Flächeninhalt habe, dessen Seitenanzahl die größere ist (Pliooi-emn, I.)««) und darauf,
daß die Fläche des Kreises größer ist, als die jedes beliebigen regulären Polygons, welches mit ihm gleichen
Umfang hat (Illeoremn II.). Um nun zu beweisen, daß überhaupt der Kreis größer ist, als irgend ein be¬
liebiges nicht reguläres Vieleck, welches mit ihm gleichen Umfang hat, wird zunächst, nachdem gezeigt worden
ist, daß von allen isoperimetrischen, über derselben Linie als gemeinsamerGrundlinieconstruirten Dreiecken
das gleichschenklige(Ifteoromn V.) das größte sei, nachgewiesen, daß von allen isoperimetrischen Vielecken
von gleicher Seitenanzahl das reguläre das größte ist (Meoremn IX. xrox. X), woraus sich sofort der
obige Satz ergibt. Hierzu wird noch eine Reihe interessanter Sätze gefügt. Gleiches bemüht er sich sodann
von der Kugel zu beweisen, ohne daß es ihm vollständig gelingt. Veranlassung hierzu glaubte er, wie
Theon, in der Begründungder Behauptungzu finden, daß die Welt nothwendig eine Kugel sein müsse«^).

Diese Darstellung finden wir etwas verändert wiedergegeben vom Clavius in seinem Kommentar
zur sxftnern des Sacro-Bosco ««). In etwas kürzerer Weise sehen wir ferner dieselbe Lehre in den ersten
Dccennien des 14. Jahrhunderts bearbeitet! von Thomas von Bradw ardin««), Erzbischofvon
Canterbury, bekannter unter dem Namen des lloetvr proftiullns; ob er aber die Sätze selbst erfunden, oder sie
dem Pappus oder Theon entnommen hat, bleibt unentschieden.

In noch kürzerer, auch rein geometrischer Weise wies später Galilei«?) ftinen in jeder Be¬
ziehung so tiesdurchdachten und reichhaltigenckiseorsi nach, daß der Kreis von allen Jsoperimetcrn den
größten Flacheninhalt habe.

Schon früher, im 14. Jahrhundert, waren schwierigere isoperimetrische Probleme von unbekannt
gebliebenen italienischen Mathematikern««)zu lösen versucht worden, jedoch mit Anwendung algebraischer
Hilfsmittel; ebenso haben sich mit solchen Fermat««), Roberval, Wallis««) beschäftigt; jedoch waren
ihre Lösungen theils sehr elementar, theils blieben sie ohne jeden weitem Einfluß. Erst der Beweis, welchen
Leibnitz«?), wie Johann Bernoulli von der Eigenschaftder Kettcnlinic, als derjenigen Kurve gaben,
deren Schwerpunkt unter allen Isoperimetern am tiefsten liege, führte näher zu der Lösung des von Jacob
aufgestelltenProblemshin.
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Jacob stellte die von ihm zur Lösung desselben angewendete Methode als verwandt mit der zu
der Auffindung der Brachistochronc benutzten dar. Johann, hierauf sich stützend, gab schnell eine Losung,
welche sein Bruder als irrig verwarft). Es entspann sich hierauf ein bittrer Hader zwischen beiden
Brüdern, der bis zu dem Tode Jacob's währte. Nach zwei vergeblichen Versuchen Johann's seine
Lösung als richtig darzustellen «2) gab Jacob, nachdem er schon zuvor die Lösung seines isoperimetrischen
Problems veröffentlicht hatte, deren Beweis und Begründung, indem er die zur Lösung des Problems
von der BrachistochroneangewendeteMethode dadurch, daß er nicht zwei, sondern drei aufeinanderfolgende
Elemente der als ein Polygon von unendlichvielen Seiten angesehenen Curve betrachtete und also nicht,
wie früher, nur eine, sondern zwei unmittelbar aufeinanderfolgendeOrdinalen der Curve variiren läßt, in
seiner Vuul^sis nmAiri piroffloiuutis isoperimetrioi 6^). Ihr Gang ist folgender:

6.

Zunächst wird folgendes fflieoiem aufgestellr:
I. Sind 2^ 2"^ 2"^ 2"" .... i'Wp. die Ordinalen, und ^ »/"- Z/"" ' ^ Abscisscn, die

den unmittelbar aufeinanderfolgenden unendlich kleinen Elementen 2- 2'" 2"" einer
beliebigen Curve entsprechen, so stehen die Ordinalen 2"^ 2"^ 2"" .... in solcher Beziehung
zu 2- daß:

2:" — 2:ff-c/2' i c/av" — c/n? ff-c/^2:
— 2:"ff-c/n?" — rr ff-Lc/cr-ff c/^ ! 7/2'"^ — — c/2-ffLc/^2:ff-c/^2:

rx"" —^"ff-c/2"'—2-ff-3c/2-ff3</^2-ffc/^2' i —c/2'"^-ffc/'2:^" — c/2:ff-3c/^u?-ff3c/^2-ffc!^2'

u. s. f.

in welchen Formeln das obere Zeichen (-ff) zu nehmen ist, wenn die Ordinalen 2"^ 2"' .... der Ordinate

2 unmittelbar folgen, das untere Zeichen (—) hingegen, wenn sie der Ordinate 2 unmittelbar vorangehen.

Ganz gleiche Formeln werden für die Abscissen ?/"" .... und für die Curvcnelemente
2"- 2"^ 2"" .... erhalten, wenn in den obigen Ausdrücken überall für 2 resp. z/ oder 2 gesetzt wird.

ff'Ireorem II. Bon den 4 aufeinanderfolgendenPunkten ff?^ ff), (?, <?, (Fig. 2) seien aus eine
der Lage nach gegebene Linie 2/? die Lothe F/ff, iffX, (?ff, und t?/ gefällt und durch dieselben
ZX ff^ff I ^4ff' gezogen; ferner mögen der Kürze halber

4? r ^ ^ ^ ^ ff/ffZ —
/ff 7N, (- ff — ^ ffffff — t /(/ — -ffz> also
IffX — — ?t —A^ü-ffA-ffg also c/A ^ c/p -ff c/^

gesetzt werden.
Fangen nun die Punkte ff' und /?, während ^ und t? fest bleiben, an sich längs der Graden

ffX und <?ff. zu bewegen, so jedoch, daß die Summe F/? -ff 6ff -ff » -ff t -ff er immer constant
bleibt, so wird stets:

<4/° : — c/</ — — H-nt : zs» — sein.
Pffeorem III. Bewegen sich hingegen die Punkte ff^ und t?, indem sie auch die Graden ff^X

und mit sich fortführen, und ebenfalls » -ff / -ff » constant bleibt, auf den Peripherien der um ff/
und t? resp. mit //ff' und <?(/ beschriebenen Kreise, so wird:

c//' : — c/</ — /?/t2 — /?t^ : /»tz — »ttttp sein.
Pffeorem IV. Sind nun X, <ff, t/ Punkte der Curve ^4ff/ff), und sind die resp. zu ihnen

gehörigen, in unendlichkleinen, aber gleichen Intervallen von einander abstehenden
Ordinalen: — 2 ihre Abscissen: — z, rmd die Curvcnelemente:^ff/ — 2

XL — ^ ^

Xt? —2:"' also
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L'L - ,/< - </,/" - c/v/ c/2,/

K^-n-cL/"^-c/^-j-2c/2^-stt/Z^

LAV-^i -c/x

- c/x" - c/x-st c/2^

<7X- ?'-c/x"^-c/xst-2c/2x-j..t/-x

LL-^s -ck-

L6l-/-c/-"-</--i-t/2-

Le-t»-c/-"'-t/--ssLc/2-

-stc/^^,

so wird, wenn die Punkte I? und <7 sich längs ihrer Ordinalen bewegen, indem jedoch die Lauge des Curven-

elemcntcs LI?LL constant bleibt, in Folge von Plioon. I! sein:

t/s : — t/k/ — ck-2t/2^ t/-2t/?x — c/xc/-x2 : t/-2</2x 2c/xc/2x- SL).

Plieoiom V. Bewegen sich hingegen, unter der Annahme, daß LI? — I?Li^cLL und ebenfalls,

daß LL -st I?L -st LL constant bleibt, I? und L auf den Peripherien mit LI? und LL i-esx. um L

und L beschriebener Kreise, so wird:

t/s: — t/c/ — t/j^t/^n? .st . t/^2^2^, — 2c/^'c/2.x2

Vermittelst dieser und der vorhergehenden Proportion, des oben (pn^. iZ) angeführten Prinzips (Plrecwom VII)

und des folgenden Satzes, PIroorcnu VI.:

„Es sei A um eine unendlich kleine Größe größer, als s, und sei ferner F eine gewisse Function

„von s, und G eine dieser ähnliche von </^ so daß ac/F — /:c/s und ac/G — ic/A^ so ist

„i -st "

werden die aufgestellten isoperimetrischen Probleme gelöst; von diesen möge hier nur die Lösung des bereits

oben (paK. 7) aufgeführten folgen.

Problem.

„Seien (Fig. 2) ^LL und ^LI/ zwei aufeinander senkrechte Aren, ^LV eine ganz beliebige Curve;

„es soll von allen zwischen denselben Punkten und L> gelegenen isoperimetrischen Curven diejenige ^/LL

„gesucht werden, welche bewirkt, daß, wenn von den einzelnen Punkten L derselben auf jene Axcn Lothe

„gefällt werden, L//L und L/I/lV,— wo IV der Durchschnittspunkt des letztern Lothes und der beliebigen

,,Curve ^IV ist, — und /IL stets — H/V angenommen wird, die von der so entstehenden Curve ^ILk?j,

„der Abscisse uud der Ordinate LV eingeschlossene Fläche ein Maximum oder ein Minimum ist."

Es seien L, I?- L- L vier unmittelbar aufeinanderfolgende Puncte der zu suchenden Curve,

ferner LL — LL — /(, LL — A und IL — c die zugehörigen, um unendlich kleine, aber gleiche

Theile der Abscisscnaxe: //X — LL — LI — / von einander entfernten Ordinaten und /IL — B, HL — F,

L^l ^ G^, II? — C einander ähnliche Functionen der resp. je zu ihnen gehörigen Ordinate der zu

suchenden Curve, so wird nach Lliecn-em VII. der Raum

///'()/ — ///L //,» -st .XL. X/I -st LI. L.V — /. B L /. F -st /. G

ein Maximum oder ein Minimum sein müssen, daher muß, da die Punkte L und L als fest, also ^ ^ B

und C als constant angesehen, hingegen I? und L längs der Graden LI? und LL sich bewegend an¬

genommen werden, und also /j, F, F und G variiren:

/.c/F -st /.t/G — o oder

c/F -st c/G — o sein.

Setzt man nun c/F —^„d c/G — so wird /t.cl/' -st e'.c/n — c>,

also <//': — </</ ^ /, .st <//t sein (Plieor. VI). In Folge von l'Iiooi-. IV

ist aber ei/' : — — r/r?2</2^. -st ^/-2^z^. — c/.r'c/P^ . ^2^2^. 2c/u7c/2^-2^ ^lso ^uch

/t -st </// :/e. 2277 r/r:2c/2.^ -st c/r^cLn? — c/.rc/2^^ . ^-2^2^. Lc/n7t/2^2

c//e : L ^ c/22c/^n? — 3c/.r>/2^2 . ,/-2^2^. _st 2c/.rr/2^2^ folglich wird

Icc/^2^/z^ — Z/,c/n?c/2^?2 — <//j^-2</2^. -st 2c//tc/n?c/2^.2

lit/r^l/'rv' — 3/tc/.rc/2.r- ^ c//»c/r:^c/2^ — da L<//tc/n?c/2^-2

gegenüber den andern Größen der Gleichung verschwindet —, die Differcnzialgleichung der gesuchten Curve sein,

?ic/w , L

welche integnrt die Gleichung c/?, cm für diessuige Curve ^Lst^, für welche //ic/z// «2 — ?,2 ^La" — 2
em
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Maximum und die Gleichung ckz, cur ^ für diejenige Curve gibt, für welche /^ickz, ein

Minimum ist, worin für F gesetzt ist.

Die im Jahre 1706^) veröffentlichte Lösung Johann's geht von dem oben(pnx.5) angeführten

Hauptprinzipc aus, berücksichtigt aber, indem Abscisse und Ordinate des Punktes O zugleich variiren und

der Punkt O nach einem andern c» versetzt gedacht wird, nur zwei Elemente und Oqo der zu suchenden

Curve, so jedoch, daß 7^0 -ch 0<x uu In -s- anx cur einer constanten Größe ist, welche Bedingung dadurch

erfüllt wird, daß O und co auf der Peripherie einer Ellipse, deren Brennpunkte und <x und deren große

Are /'O st- 0>p ist, liegend angenommen werden; eine Art und Weise der Betrachtung, welche, wie

Lagrange") bemerkt, richtig wäre, wenn die Untersuchung nur mit endlichen Größen zu thun hätte,

die aber hier, wo dies nicht der Fall ist, zu einer identischen Endglcichung führt, welche nichts erkennen

läßt. Es ist wahrscheinlich, daß Johann B ern oulli, nachdem er auf indirekte Weise durch mechanische

Betrachtungen die gesuchte Curve gefunden hatte, dadurch, daß er hierauf die für die Auffindung der Bra-

chistochronc benutzte Methode unmittelbar anzupassen sich bemühte, eine Beweisführung zu Stande brachte,

welche allerdings für den ersten speciellen Fall des Problems ein richtiges Resultat lieferte, die aber, als

er sie auf die Lösung des andern Falles anwendete, zu einem falschen Resultate führte, über dessen Unrichtig¬

keit er sich durch die Richtigkeit des zuerst gewonnenen Resultates täuschen ließ.

Diesen seinen Jrrthum sowohl im Betreff des Resultats, als der Beweisführung einzugestehen

und, Jacob's Modisication der zur Lösung des Problems von der Brachistochrone angewendeten Methode

aufnehmend, eine einfache Lösung des (pux. 7) gedachten isoperimetrischen Problems zu geben, fühlte sich

Johann viele Jahre nachher, 1718/2) bewogen, zwar, wie er sagt, auf den Rath eines Freundes, vielleicht

aber nur, um die von Taylor''«) gegebene klare, dieselben Prinzipien, wie sie Jacob aufgestellt hatte,

adoptircnde Lösung des gleichen Problems als verworren darzustellen.

Aus den gegebenen Auseinandersetzungen ergibt sich, daß es lediglich Jacob Bernoulli's

Verdienst ist, die der Lösung des Problems der Brachistochrone zu Grunde liegende Methode durch die

Aufnahme der Jsoperimetrie einen wichtigen Schritt vorwärts geführt zu haben.

7.

Zugleich mit dem Problem von den Jsoperimetern hatte jedoch Jacob verwandte aufgestellt,

vorzüglich folgendes:

„ Unter allen Cycloiden, welche von einem gegebenen Punkte ausgehen und über derselben Basis

„construirt sind, diejenige zu finden, auf welcher ein von dem gegebenen Punkte aus herab¬

fallender Körper in der kürzesten Zeit auf einer gegebenen Linie anlangt."^)

Dieses und das sog. isoperimetrische Problem sind beide deshalb wichtig, weil in ihnen die Keime zweier

Hauptzweige der Variationsrechnung enthalten sind; das erste gehört dem Theile an, in welchem die Grenz¬

gleichungen in die Betrachtung eingreifen, das andere hingegen der Theorie der sog. relativen Maxima und

Minima. Jedoch nahmen auch diese Probleme immer noch eine isolirte Stellung ein. Neben ihnen wurden

auch noch andere ihnen mehr oder minder verwandte aufgestellt und gelöst, z. B. das Problem des kleinsten

Widerstandes, dessen bereits oben gedacht ward ^r), das Problem, die Linie der kürzesten Entfernung

zweier Punkte auf einer gegebenen Oberfläche zu finden u. A.'^). Mit dem ersten Probleme beschäftigten sich

L'Hopital, Johann Bernoulli, Duillier^), alle die zur Lösung der Anfgabe von der Bra¬

chistochrone benutzte Methode auch hierbei anwendend. Die Lösung des zweiten Problems beschäftigte

Jacob Bernoulli, sowie in spätem Jahren Johann eine allgemeine Lösung gab, bei derselben die

Variation zweier unmittelbar auf einander folgender Ordinalen berücksichtigend'"'). Dasselbe Problem szu

lösen, forderte Johann seinen Schüler Euler auf. In seinem 21. Jahre, ein Jahr nach seiner Berufung

an die Petersburger Akademie, gab Euler folgende Lösung desselben''«).

Nachdem er zuerst erwähnt hat, daß die mechanische Construction der gesuchten Curve vermittelst

eines zwischen den zwei gegebenen Punkten / und IL auf der gegebenen Oberfläche fest angespannten Fadens

geometrisch nicht brauchbar sei, da hierdurch die Natur der gesuchten Curve nicht erkannt werden könne,



geht er, um die Gleichung der Curve zu finden, zunächst davon aus, die Lage eines Punktes

M fix, er, ?z) zwischen den einander unendlich nahen Punkten k? fiü, o) und 77 chLa, /, A) so zu bestimmen,

daß -ff M// ein Minimum sei. Es wird deshalb <?M -ff M//" /^«2 — ^2 -ff 5^— <?)'--

-ff- / «2 ^ ^ ^2 ^2 disserenziirt und das Resultat " 0 gesetzt. Hieraus ergibt sich die

^ -s- 5?, — l? — -r)ckw -ff (F — z,)c/z,
Gleichung „ ... r - ^ - — ... Da nun t?M und M// zwei

^ _ ^2 u. ^ ^ 1^2 w)2 -ff (A - z,)2

unendlich kleine auf einander folgende Elemente der gesuchten Curve sind, so werden die Coordinaten der

Punkte <? und 7/ — (er — c/t gesetzt) — durch diejenigen des Punktes Mund deren Differenziale bestimmt,

so daß / nr w -ff ckw, </ rur ?, -ff ckz/,- 5 w — c/w -s- c/2^ e nn ?, — ^z/ -ff c^z/- und ihre so ge¬

fundenen Werthe in die obige Gleichung eingesetzt; die auf diese Weise sich ergebende Gleichung wird einer

weitem Behandlung und Vereinfachung unterworfen und aus der sich hierdurch ergebenden Endgleichung

mit Hilfe der Differenzialgleichung der gegebenen Oberflache die Gleichung der kürzesten Linie bestimmt.

Zwei Jahre zuvor, 1726/°) hatte Euler die Lösung des Problems vorgeschlagen, „die

Brach! stochrone in irgend einem widerstehenden Mittel zu finden." Sein Freund und

Landsmann Hermann hatte es unternommen diese Aufgabe zu lösen. Seine Lösung war jedoch unrichtig.

Dies gab E u lcr Veranlassung im Jahre 1734^°) seine Lösung desselben Problems zu veröffentlichen; aber

auch sie war falsch, wie dies bald nachher Daniel Bernoulli«>) erkannte, und wie es sich auch sogleich

ergibt, wenn man das Resultat dieser Lösung mit dem spater von Euler in der Aletlioäus inveniencli

eto. (pax. 126 ss.) gefundenen vergleicht. Gibt es, wie wir spater sehen werden, Probleme, in denen die

Eigenschaft, ein Maximum oder Minimum zu sein, für die Curve in ihrer ganzen Ausdehnung Statt hat,

ohne daß sie in jedem ihrer Elemente gilt — z. B>, wenn die Function, deren Integral ein Maximum oder

ein Minimum sein soll, eine andere Jntegralfunktion enthält, welche nach den Bedingungen der Ausgabe

nicht, wie dies bei den isoperimetrischen Problemen der Fall ist, einen constanten Werth hat —, in denen

es daher, um sie zu lösen, nicht gestattet ist, von der Betrachtung zweier oder einer beschrankten Anzahl

Elemente auszugehen, so wird eine gleiche Betrachtungsweise — und einer solchen folgte Euler in der

zuletzt erwähnten Abhandlung «2) — xtzxn sp wenig die richtige sein, wenn die Function, welche ein Maximum

oder ein Minimum werden soll, von einer Größe abhängt, welche durch eine im Allgemeinen nicht integrable

Differenzialgleichung bestimmt ist. So irrre Euler, indem er das bisher als allgemein gültig angesehene

Prinzip, daß die Eigenschaft, welche für die ganze Curve gilt, auch für jedes ihrer Elemente Geltung habe,

seiner Lösung des Problems der Brachistochrone im widerstehenden Mittel zu Grunde legte.

8.

Dem generalisirenden und immer neu producirenden Geiste Euler's genügte es aber nicht, nur

Lösungen specieller Probleme zu geben. Bereits im Jahre 1733 bemühte er sich, die verschiedenen bisher be¬

handelten Aufgaben als speciellc Fälle eines einzigen Problems darzustellen, und die früher zu ihrer Lösung
angewendete Methode zu erweitern.

Ein schönes Zeugniß gibt hiervon seine: „ pookzlemmis isopeliinotrioi in Intissimo sensn ne-

vepti solntio xonmmlis"«»). Nach einer kurzen allgemeinen Betrachtung der bisher behandelten und

Andeutung andrer noch nicht aufgestellter oder gelöster Probleme geht er zur folgenden allgemeinen Classi¬
fication derselben über:

1) Es soll von allen Curven diejenige bestimmt werden, für welche eine Eigenschaft ^7 ein

Maximum oder ein Minimum ist.

2) Es soll von allen Curven, welche eine und dieselbe Größe ^ gemeinsam haben, diejenige

bestimmt werden, für welche die Eigenschaft 2? ein Maximum oder ein Minimum ist.

3) Von allen die Größen und ä? als gemeinsame Eigenschaften habenden Curven soll diejenige

bestimmt werden, welche eine Eigenschaft O als ein Maximum oder ein Minimum hat. ^)

u. s. f.

Ist schon eine solche Unterordnung der bisher mehr oder minder isolirt dastehenden, speciellen Pro¬

bleme unter die beiden zuerst aufgestellten allgemeinen Klassen von großem Nutzen für die klarere Einsicht
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in ihre Zusammengehörigkeit und ihre Natur, so wachst Euler's Verdienst noch mehr dadurch, daß er

durch Hinzufügung der dritten und der folgenden Klassen die Methode über die Grenzen, innerhalb deren

sie sich früher bewegte, erweiterte und in Folge dessen neue specielle Aufgaben der Maxima und Minima

in das Bereich der Rechnung hineinzog.

Nach Aufstellung jener Classification wird nun von Eulcr zunächst nachgewiesen, daß zur Lösung

von Aufgaben der ersten Abtheilung die Betrachtung von zwei Elementen der gesuchten Curve ausreiche,

daß bei den Aufgaben der zweiten drei Elemente, bei denen der dritten Abtheilung vier u. s. f. Elemente

in Rechnung gezogen werden müßten.

I. Der Gang, welchen er bei der Auflösung des ersten Problems einschlagt, ist einfach und wenig

von der früher in speciellen Fallen angewendeten Methode verschieden; dieselben Prinzipien, welche die

Bcrnoulli's u. A. ihren Lösungen zu Grunde legten, sind auch hier benutzt. Die Betrachtung schließt

sich noch ganz und gar an die Figur an. Dasselbe gilt auch von der Betrachtungsweise, welche Euler

für die Lösung der Probleme der zweiten Klasse in Anwendung bringt. Dieselbe ist folgende:
II. Durch die Punkte a und ck (Fig. 3) der unmittelbar aufeinander folgenden Elemente ab^ bc^ cc/

der zu suchenden Curve wird eine andre von dieser unendlich wenig verschiedene Curve gelegt, deren Elemente

/?/, /ci zu denselben einander gleich angenommenen Elementen der Are O/) gehören, auf welche sich

resx. «b^ ba- eck beziehen. Es werden nun diese beiden Triaden von Elementen ab -si ba -f- eck und

a/? -j- -si /c? so angenommen, daß die Eigenschaften ^ und Z für beide in gleichem Maße gelten.

Gehen nun die Elemente «b^ bc?^ cc/ resx. in die Elemente /cö über, so wird, wie aus der Be¬

trachtung der Figur sofort hervorgeht, ab vermehrt um -j- »A ba um — (b/t -f- cn) und cc? um -si

serner bM um -st bA csV um — lbfs -j- a/) und um -si a/. Da nun /X aMb /X b?/?A

^x cttVb b-<^ /X of>^b /X c:-/ und AX /X »V ist, so folgt hieraus:

^ - - "X .
^ ab ^ ^ bo ^ cb ^ ca

Hierdurch sind nun die Jncremcnte der Größen ab^ bc u. s. f. sämmtlich durch b/Z und 07 allein bestimmt.

Durch Substitution dieser so veränderten Größen ab^ bo u. s. f. in ^4 und /I werden diese Ausdrücke Jn-

crementc erhalten, deren einzelne Terme lediglich entweder in b/Z oder in 07 multiplicirt sind; werden sodann

— was in Folge der Eigenthümlichkeit des Maximums oder Minimums und in Folge der gemeinsamen

Eigenschaft geschehen kann — beide Jncremente, jedes für sich, cm a gesetzt, und aus den beiden sichZer-

gebenden Gleichungen b/3 und 57 eliminirt, so erhält man eine Gleichung, welche nur aus a.-, s und

Constanten besteht, durch welche also die gesuchte Curve bestimmt ist.

Jene beiden Gleichungen haben aber, wie Euler bemerkt, die Form:

— 0 und — o,

in welchen Gleichungen die Größen tZ und K meist in einer solchen Beziehung zu ? und stehen, daß

l) mc -si cs/? und L! cm I! -j- ckü ist, wenn und der Abscisse a: und (Z und K der Abscisse -si c/nc

entsprechen. Werden nun diese Werthe für <Z und ^ in die gewonnenen zwei Gleichungen eingesetzt, daraus

b/3 und 07 aus ihnen eliminirt, so erhält man die Gleichung cm 2A ck/! oder ^mc ^ oder durch

Integration, wenn a eine willkürliche Constante bezeichnet:

-1- «A — 0

als Gleichung der gesuchten Curve, eine Gleichung, in deren Herlcitung die später von Eulcr in dem

fünften Capitel der Xletlwclus invemenäi etv. aufgestellte allgemeine, der Lösung der isoperimetrischen Probleme

zu Grunde liegende, auch gegenwärtig noch volle Geltung habende Methode bereits enthalten ist. Nach

dieser allgemeinen Lösung behandelt Euler einige specielle Fälle und stellt darauf eine Reihe von Formeln

aus, vermittelst deren die Lösung einer jeden besonderen Aufgabe auf eine rein mechanische Arbeit zurück¬

geführt wird 6 2).

Soll z.B. „unter allen Curven von gleichem Umfange diejenige gesucht werden, welche den größten

„Flächeninhalt einschließt," so ist in diesem Falle ^ mc^s/tbv und F mc Es entspricht nun in der ge¬

gebenen Formelnreihc der ersten Formel /Dc/.v, wo c?cm Z/ch/ und cm Mcbv ist; da nun hier

cm also M' cm / ist, so ist cm cAv. Hingegen entspricht I» in derselben Reihe der dritten Formel:
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^t/s, wo ? " </.?'? ist, da aber ? ^ so ist ? oder in diesem Falle K " ,/y, also geht die oben

ausgestellte allgemeine Gleichung der zu suchenden Curve ff — a/! rm o sür den vorliegenden Fall über in

s/I7 — a.f/l/ ^ <?, oder ck.x " eit/^, also
ckv ar.t/^

x— «.z d. h. x — «. ^ oder «Z/ — ^ ^welche integrirt -ff

die Gleichung des Kreises, gibt.

I!!. Die Betrachtung, welche Eulcrfür die allgemeine Lösung der Probleme der dritten Abtheilung

anstellt, ist der vorhergehenden ganz analog. Für diesen Fall müssen, wie schon bemerkt ward, vier auf

einander folgende Elemente c/e der zu suchenden Curve in Rechnung gezogen werden; sind so¬

dann a/3, /3?, 7-i, Fe die den zu cc/^ cke gehörigen Abscisscnelemcnten entsprechenden Elemente

einer andern, der zu suchenden unendlich nahen und ebenfalls durch die Punkte a und e gehenden Curve,

so wird, da die drei gegebenen Eigenschaften für jede der beiden Elementcnsummcn in gleichem Maße gelten,

jede derselben einmal durch die Elemente eck und t/e und sodann durch die auf diese bezogenen

Elemente er/3, /Z^, 7F und -5e ausgedrückt sein; die Differenz von je zwei auf diese Weise sich ergebenden

zusammengehörigen Ausdrücken gibt das Jncrement der betreffenden Formel an. Werden nun die Jncre-

mente dieser drei die specielle Eigenthümlichkcit der zu suchenden.Curve ausdrückenden Formeln analog, wie

es für den vorhergehenden Fall geschah, jedes sür sich rm 0 gesetzt, so ergeben sich drei Gleichungen von

der Form:

-ff — 0

Die Größen ff, <Z und // stehen aber in einer solchen gegenseitigen Beziehung zu einander, daß — ff

-ff ckff und iU ff -ff 2c/ff -ff ck^ff Werden diese Wcrthe sür die entsprechenden in die eben aufge¬

stellte und die ahnlichen in die beiden andern Gleichungen eingesetzt, so gehen diese Gleichungen in folgende über:

^.Üj2 — (^ -ff ck/>). -ff (/> -ff 4- ckö — o

— (^i -ff c/x). -ff- (^0 -ff Lc/x -ff ci^). 0

vr.ösZ — (?r -ff c?7r). ^ -ff -ff Lc/^r -ff c/^-Tr). c/A — y

Durch Elimination von ü/3, und r/F aus diesen Gleichungen und nachfolgende Integration ergibt sich,

wenn m und » zwei willkürliche Constanten bedeuten,

-ff »N Hi -ff »z.ar ^ 0

als Gleichung der zu suchenden Curve. Diese Gleichung wird nun von Euler benutzt, um die Aufgabe

zu lösen: „Unter allen Curven, welche bei derselben Länge und demselben Flächeninhalte um dieselbe Are

„rotiren, diejenige zu finden, welche um diese Are gedreht einen Körper erzeugt, dessen Oberfläche ein
„Minimum ist."

Bald nachher fand jedoch Euler bei der Behandlung gewisser neuer Probleme, in welchen die

Funktion iff, deren Integral /?'c/a.- ein Minimum sein soll, von einer Differenzialgleichung höhern Grades,

als des ersten abhängt, daß die von ihm in der eben besprochenen Abhandlung aufgestellten allgemeinen
Formeln sff zu ihrer Lösung nicht ausreichend seien, in den Fällen aber, wo eine Funktion des Bogens

der zu suchenden Curve ist, — natürlich mit Ausnahme der isoperimetrischen Probleme — sogar zu falschen

Resultaten führten. Bei weiterer Untersuchung gelang es ihm, eine einzige Gleichung aufzustellen, welche

nicht allein alle früher wie später construirtcn Formeln als specielle Fälle in sich schloß, sondern auch von

so umfassender Allgemeinheit war, daß sie gegenwärtig noch dieselbe große Bedeutung hat, welche Euler in

ihr erkannte, und die ihn veranlasste, die Entwicklung dieser Gleichung, den Nachweis ihrer Wichtigkeit und

ihrer allgemeinen Anwendung auf die Probleme der Variationsrechnung zum Gegenstand der Abhandlung:

„Curvnrnin inuximi miuimive iwopiietnte Muckentium inventio iwvn et taeilis"«°) zu machen.

I. Euler behandelt hierin zuerst die Aufgabe: „Unter allen zwischen denselben Grenzen gelegenen

„Curven diejenige zu finden, für welche /Hs/m ein Minimum sein soll, wo H eine Function von ^ 5

„und 71 — so daß r/H — Dc/s -ff -j- /Ve/.r -ff ist." Es seien aü und üc (Fig. 4) zwei

auf einander folgende Elemente der Curve oa/m und «/?, zwei die Punkte « und c verbindende Elemente

einer andern, der zu suchenden unendlich nahen Curve. Da nun/Hc/a: ein Maximum oder ein Minimum sein

soll für die Curve oa, so wird angenommen, daß der Ausdruck stst/a,' dem Elemente «/> und c^cka,- dem
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Elemente bo, demnach der Ausdruck(y 4- der Summe nb -ch bc entspreche. Werden nun die ent¬
sprechenden Ausdrücke für r?/S und /So gesucht, und wird ihre Summe von (() 4- abgezogen, so er¬
hält man einen Rest — ^.b/S, aus welchem sich m o als die Gleichung der gesuchten Curve ergibt.
Der Ausdruck «Zck.r geht aber, da allein vom Punkte a abhängen, welcher beiden Elementen nb und

c?/Z gemeinsam ist, in den dem Elemente o/S entsprechenden über, wenn in demselben 71 4- ^ für p gesetzt
wird. Der Unterschiedder den Elementen ab und <?/S entsprechenden Ausdrücke wird demnacherhalten,
wenn man (Zckw differenziirt und in dem entstehenden Differcnziale ck nn 0, ckz, m 0^ cka: — a und

^ ^
Es wird daher, da cklZcka: nn 4- 4-Xcka: 4- ist, dieser Unterschied um I^.b/S

sein. Auf ähnliche Weise wird der Unterschied der den Elementen bo und HS entsprechenden Ausdrücke,

cksi/'cka.- — — I^üb/Z gefunden. Demnach ist der Unterschiedder den Elemcntcn-

summen ab 4- bo und a/Z 4- /Zc entsprechenden Ausdrücke — ^ 4- ^ > A/'ck.r — ^b/Znn

^ — ck^.b/Z um I^.b/Z. Also ist die Gleichungder gesuchten Curve:

Wäre (7 nur eine Function von 71^ also um Xck.o 4- Alckz/ 4- demnach im 0, so wird
man als Gleichungder gesuchten Curve: AIcka: — um 0 oder:

AI mu 0 erhalten.

II. Kommen nun in (j außer x, 71^ ^ noch Differcnzialeder zweiten Ordnung vor, ist also
uu 4- Alck^' 4- 4- ^c/71 4- IUa'/', so werden außer den Elementen ab und bo auch noch

das vorhergehende, wie das folgende, also vier Elemente ab -ss bo -s- ock -ss cko in Rechnung gezogen, von
denen bo 4- eck in by 4- 7^ variirend angenommen wird. Bon dem Ausdrucke /(Zckx- entspricht ähnlich,
wie vorhin, der Summe der Elemente ab-si bo 4-ock 4- cko der Werth -ss H'ckx-ss <Z"ck.v 4-
dessen aus der Verschiebungdes Punktes 0 nach 7 hervorgehendes Jncrement: — cksbsikx 4-

— 1- AIck^2 — g gesetzt, die verlangte Curve bestimmt. Diese Gleichung geht für den Fall, daß

I, in 0 ist, in folgende über: AI — ^ 4- — o-

III. Allgemein, wird ckv um ckp umckomut.ck^ckt um «.ckac . . gesetzt, und ist cktj
um IVck-v 4- Alckz/ 4- 4- 4- Xckt 4- Xcbc so wird man als Gleichung der Curve, für
welche /(Zckx ein Maximum oder ein Minimum sein soll, erhalten:

^ M — -I- — -I- .... um a,

eine Gleichung, welche auch jetzt noch als die allgemeine Lösung des angeführten Problems benutzt wird
und Geltung hat.

9.
Je mehr auf diese Weise Eulcr in den besprochenen Abhandlungen zur Vervollkommnungder

allgemeinen Methode bereits beigetragen hatte, um so dringender mochte er wohl das Bedürfnis; fühlen,
seine glänzenden Entdeckungen zu einer klareren systematischen Einheit zusammenzufassen und ihnen dadurch
einen vollständigeren Abschluß zu geben. Dies erfolgte in der im Jahre 1744 veröffentlichten Abhandlung:

,) kletlroclus iuveniencü lineas ourvas niaxiinl ininimivo propriotate Muclontos"^),
ein Werk, welches in der That als das erste vollständige Lehrbuch der Variationsrechnung angesehen werden
kann und mit Neckt von Lagrang e^) .. ouvrnAe original, gni Urillo partout il'iino prolomle
«oienoo cke onloul" genannt wird.
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Die große Fülle der Aufgaben, welche in diesem Werke behandelt werden, und welche auch gegen¬
wärtig noch als die zur Erläuterung der Lehren der Variationsrechnung instruktivsten in den betreffenden
Lehrbüchern benutzt werden, noch mehr die Frische und Klarheit der Gedanken, sowie die Classicitat der
ganzen Darstellung, welche die lVIetliocIus invvnienlli in fast gleichem Maße, wie die ^rnal^sis intinitornm
auszeichnetund bewirkt, daß, wie Euler's Werke überhaupt, so vorzüglichdiese bei einem wiederholten,
eingehenderenStudium derselben eine immer größere Anziehungskraft ausüben; vor allen Dingen jedoch
die Wichtigkeit der Stellung, welche die Aletlwckus in der Geschichte der Variationsrechnung einnimmt,
werden ein ausführlicheresResüme derselben nicht unzweckmäßig erscheinen lassen.

Das Werk zerfallt, mit Ausnahme zweier Anhänge cl<z eurvis elastiois und cle motu progev-
torum, zunächst in zwei Hauptthcile. In dem ersten wird die Methode zur Losung derjenigen Probleme
gegeben, in welchen unter allen Curven, die eine EigenschaftIV gemeinsamhaben, diejenige gefunden werden
soll, für welche diese Größe ein Maximum oder ein Minimum ist. (bietstoeins mnximoruor et mini-
morum nck lineas curvas invenienckns absoluta.) Der zweite behandelt die sogenannten isoperime¬
trischen Probleme, d. h. diejenigen, in welchen jene Curven außerdem noch eine oder mehre Eigenschaften
mit einander gemein haben. (Alotbockus maximovum ao minimorum rolativa.)

Das erste Capitel (p. I.— x. 31) enthält die Einleitung zur ganzen Abhandlung, es wird zunächst
im Allgemeinenvon der Eigenthümlichkeitder zu behandelndenProbleme gesprochenund ihre wesentliche
Verschiedenheit von verwandten auseinandergesetzt, sodann wird auf die eben angeführten beiden Haupt-
gruppcn der Aufgaben aufmerksamgemacht und eine Idee von der zu ihrer Lösung erforderlichen Methode
gegeben, und zu diesem Zwecke werden noch einige wichtige vorbereitendeSätze vorangeschickt.

Erstens, damit die Curve am? durch diejenige Größe IV, welche in ihr einen größten oder kleinsten
Werth erhalten soll, smaximi miuimivo kormula) genau bestimmtwerde, muß IV ein Jntcgralausdruck
sein, welcher nur durch eine zwischen x und ^ Statt habende Gleichung integrirt werden kann (prox. I.,
p. 13) d. h. IV muß die Form ^5r/x haben, wo ^eine Function von . ist. sprop. 16.8obolion.)

Je nachdem nun X eine algebraische oder bestimmte Function dieser Größen ist, oder zweitens
außerdem noch gewisse Integrale involvirt, oder drittens durch eine im Allgemeinen nicht integrable
Differenzialgleichungbestimmt ist, unterscheidetEuler drei Haupttheile (p. 17.). Bevor aber zur speciellen
Discussion derselben übergegangen wird, beweist Euler zweitens, daß das oft erwähnte Prinzip (prop. II. p. 17.):

„Die Eigenschaftdes Maximums oder Minimums ist für jeden noch so kleinen Theil der
„Curve gültig, wenn sie für die ganze Curve Statt finden soll,"

nur auf den ersten der erwähnten drei Fälle zu beschränken sei, daß hingegen in den andern auf die Curve
in ihrer ganzen Ausdehnung Rücksicht genommen werden müsse (xrox. III. x. 21.). Darauf gibt er die
zur bequemern Beweisführung ihm wünschenswert!)erscheinende Bezeichnungsart (p. 23 — x. 26) und
fügt drittens noch einen aus der Natur des Maximums und Minimums hergeleitetenBeweis des
Satzes hinzu:

„Wenn die Eigenschaft des Maximums oder Minimums für eine gewisse Curve gilt, so hat sie
„auch für eine von dieser unendlich wenig abweichende Curve Statt, (prox. I V. i>. 27)"

mit Andeutung der Ausnahmefälle.
Im zweiten Capitel (P 31— p. 82) wird nun die Entwicklung der Methode zur Lösung der

Aufgabe gegeben, eine Curve zu finden, für welche /?ckx^ wo eine bestimmte Function von x^ ^ ...
ist, ein Maximum oder ein Minimum ist. Den Anfang macht folgender Satz:

I. „Die Jncremcnte oder Decrementc zu finden, welche die einzelnen zu einer
„Curve am- gehörigen Größen ^ ?- erleiden, wenn eine beliebige
„Ordinate IVn der Curve um eine unendlich kleine Größe wachst
„(prop. I. p. 31.)".

Die einzelnen zur Curve gehörigen Größen sind außer der unverändert bleibenden Abscisse x
(— eine Annahme, welche Euler in dem ganzen Werke der Betrachtungsweise zu Grunde legt —), die
Größen 5 und ihre derivirten Wcrthe.

Setzen wir nun (Fig. 5) -nr a- und ATm — so mögen, wenn die unendlich klein an¬
genommenenGrößen ///, /L', u. s. f. einander gleich gesetzt werden, sein:
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^--7' , ^ 7""
— 7, , /c/c — 7,, , /,! — 7,„ , ^ — 7„„

z>. -- ?.. -- »w-»«-«.-,-Z!---'' ^'«.
-r//K -!- ^V -!- V,

—. .<—. t/x» ' ' hingegen H, 1^. - ^2 - Auf ahnliche Weise erhält man leicht:

., ^ 7-- »^4-»7-- 7 , , ^ .... <p.« und «.,
Ist nun (x. 26.) /^Ax allein auf die Abscisse — x bezogen, so wird sein dem folgenden

Elemente der Abscissenaxe,AlöV — ckx, entsprechender Werth — ^lr/x sein, wahrend die den Elementen
^VO, 04>, .... und den Elementen /iM, . . . . entsprechenden Werthe von /^ckx
mit ^c/x, l?"c?x, ^"c/x . . . und mit ^,c/x, ^„ckx, ^i,„ckx .. bezeichnet werden. Erstreckt sich daher
/Xckx nur auf die Abscisse ^Mci^x, so wird der Werth des gleichen, aber über die Abscisse ^Zl> sich er¬
streckenden Ausdrucks — /^ckx -st Xckx -st /ck/x -st X"cüx -st ... . sein.

Wachst nun ^Vm rm 7^ durch Versetzung des Punktes m nach v um mv, so bleiben die übrigen
Ordinalen7", 7"^ . . . . 7,, 7„ . > - - unverändert, und nur die von 7" abhangigen Größen werden eine

.— V . MV , . v" v"
Veränderung erleiden. Da nun ^ ^ ^ um^^wachjcn, und x', da es — -

ist, um — Es werden daher (x. 32) wachsen:

um -ss um -s. ^ ^ um — ^ ^ um 4. ^ ^ ^ um - ^
, KZ/ , ÄNV . Kl/

^ " ^r/x-, " ^r/x--, " </x' , ' " ^ c/x- , ^ ^ c,x'
, MV 4mv , 6mv ^4mv mv

""' " ^ </x», "" " rix», ^ ^ rix» , '' " rix» , ^ ^ rix»
, , . 6mv . /i?mv , /s>zv ^ , 6mv
"" " ^ rix" , " rix», " " > rix», ' " .rix» , " ^ rix»

- ..- ^-u er
Anstatt des Beweises des nächstfolgenden Problems (xrop. 2 x. 34), welches den Fall behandelt,

wenn X eine bestimmte Function von x und 7 allein ist, möge die Lösung des dritten (prop. 3. p. 42)
folgen. Dasselbe lautet:

II. „Ist X eine solche Function von x, 7 und /r, daß ri^cxr ibirix -st iViiz: -st I ^rip
„ist, so soll unter allen zu derselben bestimmten Abscisse x gehörigen
„Curven diejenige gefunden werden, für welche ^Xcix ein Maximum oder
„ein Minimum ist."

Es sei rrm- die verlangte Curve, und ferner wachse iVm " 7^ um mv, so muß nach den bekannten
Regeln der Maxima und Minima das hieraus hervorgehendeJncrement von /^rüx oder der diesem gleichen
Summe: Xckx -st AV?x -st A"ckx -st Ü5,ckx -st X„rix -st ... . oder, was dasselbe ist, die Summe
der Incremcnte derjenigen Terme dieser Reihe, welche in Folge der Versetzung des Punktes m nach v eine
Veränderung erleiden, un 0 sein.

Durch diese Versetzung erleiden aber nur diejenigen Terme eine Acnderung, in welchen die Größen
7^, und vorkommen.Deshalb sind nur diese Terme zu differenziiren und in ihren Differcnzialen

anstatt t/7^, ss/i und ch/ die obigen Werthe -st mv, -st ^ und — ^ zu setzen. Es ist aber <1^ "
.44ckx -st ^Vc/7 -st 4^//) und also c//ll ellck/x -st ^c/7' -st lachst. Es wird also der Zuwachs von ciX
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durch die obige Substitutionim 1^4^ und von 67? m Ai-. — ^'/ix demnach der von
/liüclx cm n^.s? 4- i^-ckx — I"). Nun ist aber?- — ? m ck?, und für ^ kann As gesetzt werden, also
ist jenes Jncrement mi n^.sAlckx ^ 6?), daher ist die Gleichung der gesuchten Curve: Asckx — 6? mn o
^ IV. lll'

oder A. — v. Bemerkung:

„Diese Gleichung würde nun aus der Gleichung clX " Nckx -st Asck^ -st ?.lp hervorgehen,wenn
„man darin AI im o setzen, Asck^ unverändert lassen, aber für ?<Ip schreiben könnte — pll? und den
„nach diesen Veränderungen sich ergebenden Ausdruck Asclz^— pcl? m o setzt; denn hieraus ergibt sich, da

<i?
„xäxmck^ ist, unmittelbardie obige Gleichung As —(p. 36 8olwlion)

Das folgende Problem (prop. IV. xnK. 37) ist, wie das eben bewiesene, nur ein specieller Fall
des letzten Problemsdes zweiten Capitels. Es möge daher nur dieses hier wiedergegeben werden. ES
lautet (prop. V. p. 71):

III. „Diejenige Curve zu finden, für welche /Xllx ein Maximum oder ein
„Minimum ist, vorausgesetzt, daß äX m Alckx-st -ss-Illtp -st (Zckg -st
„kür -t- 8cks -st Pckt -st .... ist".

Zunächst möge Ulr (Fig. 5) als erste Ordinate angenommenwerden, so daß sich die aus dem der
Ordinate Ain zu Theil werdendenJncremente hervorgehenden Aenderungcn nicht über Illl hinaus erstrecken,
(— dies wird der Fall sein, wenn in X die Differenziale nicht den 5. Grad übersteigen —). Die sich
ergebende Lösung wird sich sofort auf den im Problem enthaltenen allgemeinenFall ausdehnen lassen. Es
sei, wie oben, ^VII cm x, Illl m z?, so werden den einzelnen Punkten II, L Li, L, As, As folgende Wcrthe
von p, g, i-, s, t entsprechen:

Zu H gehören p, n, 8, t.
„ I „ st', ss', '4 tll
„ p", ci", i>", t".

„ ^ „ 7'^ p", ss'4
„ ^ jV, si., n', t'.

Sobald nun Ain sich um vergrößert, so werden hierdurch den eben aufgeführten Größen fol¬
gende Jncremente zu Theil werden:

.1^ — o <!/- — » 4)" — <j ss),"" — o . g

.1^ — o cljst — « im t, 4^,-" — <1^. — —

.1.^ — " <1.si - » sig" ^ o cllsi" ^ 4-^ ^ ^ cklss ^ 4- A

,1n — <> <!.-- — n .!>- — -j-.Ist" — <!>"' — ss-.^3 <!- ' — — gx»

<!. -2« <18- cm ^ <18- - -Z <18- --- ^ .18.. -- cl8. - 4>'^
3rw , Iviw ^ 10n-^ 3n^

'it - 4- ckx» 'U- - — gx» <!t" ^4- 6^ <u- ^ .lt.. ^ 4- .Ix-, lit. ^ - .Ix.

Nach der Annahme bleibt nun aber der der Abscisse ^11 entsprechende Werth von /Xllx ungeändcrt;
hinge gen erhalten die den folgenden Abscissenelementen III, IL u. s. f. entsprechenden Werthe i^elx, X-.tx ....
Jncremente, welche gefunden werden, wenn man diese Werthe differenziirt und in diese Differenzialausdrückc
für <1^, llx, clg . .., cl^-, ckp-, ckg- .... ihre in iw ausgedrücktenWerthe einsetzt. Es ist nun äXäx mi
(Aläx -st -st I^llp -st ()clg -st Lllr -st 8äs -st Pclt)clx. Hierin c!x im v, llzi im o cls im o
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und 4t m gesetzt gibt: 4X4x ^ n^.4x. . Ferner ist 4X'4x rrx (bl'4x 4- l>I'4z?' 4. ... 4.

8'4s' 4- 4"4t').4x. Hierin lli' — o, , 6s' — 4- ^ und 4t' - - ^ gesetzt, gibt:
t 8' 54'4

4^'4x o^.äx — 44»4 ' ^ ahnliche Weise findet man weiter:
. rk" 48" . 164"-. . /«'" 3K"' 68'" 104"">

^ - «-ä-- sil? - jk. ^ -zz-->! ^ ^ - -jA- -I- jzx -
. X sk-" 2<J-" 3K-" 48-" 54-" 1

4/--4x - n..4x ^ ^ 4- - ^4- ^1
15, 1 1 6lV7 ^ ^ ^4

^ ^ ^ ^ 4x ^ rix- " 4x- 4x4
Da nun aber diese Elemente ^4x, X'4x .... allein Jncremente erhalten, wenn u nach v versetzt

wird, so wird die Summe dieser Jncremente auch die vollständige Veränderung geben, welche
^ k" — K-"

/x4x auf die ganze Abscisse ausgedehnt, erleidet, und diese ist — n^. 4x < —4
<Z" ^ 2Y-" 4. cz'" k" — 3K-" 4. 3K"' — k" , 8" — 48-" 4- 6 8"' — 48" 4- 8'

4x2 4x^ 4x^
Dv _ 101--" _ l</4" 4. 5^ ^ -x-r ^ .

—^ -4 ^ Nun ist aber k" — K-" — 4K-", <Z" — 2<Z-" 4-
()"' 42()"', k" — 36-" 4- 3K'" — k" rm cll-k", 8" — 48-" 4- 68'" — 48" 4- 8' --- cK8'
und 1" — 64-" 4- 164'"' — 164'" 4» 64'' — 1 — 4°4, also wird das vollständige Jncrement von
/Zl4x sein:

, 4K-" ^ 42()"' 4-k" , 4»8' 4->4 4
-- „.,<k ^ 4- ^--N- ^ -z? -ZK- 1

oder, weil jeder Unterschied zwischen N" und N, zwischen 4K-" und 41- verschwindet,
,4^ 4? ^ 4-tZ 4»k , 4»8 4^4 1

-- »...Ix 4 IS - M f.
Hieraus ergibt sich nun sofort, wenn in ? außerdem noch Diffcrenziale höhern Grades enthalten

^ s 4l> 42<z 4--K 4^.8
sind, als Jncrement von 4^4x folgender Ausdruck: nv. 4x < -4 ^2 "" ^ 4x» "
' ? 4

4- - . . > und hieraus für die gesuchte Curve folgende Gleichung:
4-4
4x

^ 6K 42<Z ^ 4-k 4»8 ^ 4^4
4x ^ 4x2 ck-

Außer den angeführten Sätzen enthält das zweite Capitel noch viele wichtige Bemerkungen hinsichtlich ihrer
Anwendung auf specielle Fälle und, wie die übrigen Capitel, eine Fülle schöner Aufgaben 9"), deren Auf¬
zahlung die Grenzen der vorliegendenAbhandlung überschreiten würde, deren Lösungen aber unmittelbar
aus denen der allgemeinenProbleme hervorgehen, nur daß auch hier wieder bei einzelnen sich Euler's
Talent offenbart, mit großer Leichtigkeit bedeutende Schwierigkeitender Rechnung zu überwinden.

Das dritte Capitel (p. 83 — p. 129) behandelt nun die Fälle, für welche die Größe X in
dem zu einem Maximum oder Minimum zu machenden Ausdruck />l,4x noch ein oder mehre Integrale
involvirt oder von einer im Allgemeinennicht integrablen Differenzialgleichungabhängt.

Problem I. (xrop. I. p. 83): „Es sollen die Jncremente gefunden werden,
„welche ein Jntcgralausdruck für jeden Punkt der Abscisscnaxe erleidet,
„wenn eine Ordinate Nu um die unendlich kleine Größe wachst."

Es sei (Fig. 5) die Abscisse ^44 ^ x, die zugehörigeOrdinate IIb — z-, und ferner sei 14 das
der Abscisse ^44 entsprechende Integral, welches, so lange es nur der Abscisse ^44 oder dem Punkte 41
entspricht, in Folge der Aenderung der Ordinate Nn sich nicht ändert, ( — dies wird der Fall sein, wenn
Nn von IIb aus gerechnet die fünfte Ordinate ist, und die in 14 vorkommenden Diffcrenzialeden fünften
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Grad nicht übersteigen — ). Entspricht nun dem Punkte II der Werth II, so werden den Punkten I, k

I- ... die Werthe H" H^" . . . entsprechen; die Jncremente dieser Größen sind nun zu suchen, wenn

n nach v versetzt wird. Wird nun II um /s7)4x gesetzt, so daß 4s7) cm sNsilx 4- s^)4^ -si s?)4,i 4-

s<A6q -s- sksilr- -s- s8)4s -si sl'M ist, woraus sofort die Werthe cM4, 4s7") .... gebildet werden können,

so ist 14 cm^sXfclx -s- s7)4x, H" im /s7)4x 4- s7)4x 4- s^silx, II"' cm ^s7s4x-si s^clx-s-s7si4x-s-

s7")4x u. s. s Aus dem Obigen ergibt sich nun, daß, wenn IVu um nv wachst, analog sein wird:

>Vi>k - ^ ^-4,

»V-V)' ^
-V ^ M-^ -- -V ^ W-W ^ V-TN. ^
<Is^"4 — <1 u. s. f. Hieraus ergeben sich nun als Jncremente von II', H" .... folgende:

' 4xS' 4_4x^ äxb 4.3x4 3xb 4

- MAW . WUUMIX-4xS 4x^ 4xb 4_«lxS 4x^

6s'>1 4- I54s'l4 4- 1042s'i4^ ° l)
^ 4x° ^

4H" —n..4xi^"^ _ 2sk"4 4-4slt'4 3s8"44-34s 8 "s-4 s81 4s'I""s 4- 64s'I"4 - 44 sl") 4 - Islsi .4.4x2 4x^ 4xS ^
__ 1 2sH"s4-34sk'4 . 3s844-84s844-642s84 4^44-154^4-2042^14-104»^_nv.ax^^- 4x- ^ äx» 4^

.... „ , /^sl'^ s<Z"I-!-4s<Z"4 sk-^4-24sk"1-4sk'1 s8.^4.34s8"4—34s8'44-4s8'suttv _ n^.ax^ ^ 4- - - ——
s'p.vs 4- 44s'I'"1 — 64s-I"1 4- 44s'1"s — 4s'1-) ^^ äxb ' .j

, ^s?-"s ssi>"14-24s<Z"1 , sli'14-34sk'14-342sk'1 ^81 4-44 s814-642 s8's 4.44 s s8's

_n^.ltx^ ^ 4x2 ^ 3x- ' 4x»

s'lsi 4-54M4- 1042s'pf -si 104ss'l'Z 4-S4»s'l'^
4. )

1 cls?-^ ^ 4^,vZ-.4stZ"4 4ski^-24sk"44-4sli"f . 4s8l>4-34s8"44-34s8"s-4s84

x^sc^s ^ 4x2 4x» ^ 4xt

l

4H" mi n^.4x

_ 44s'p"4 -si 04s'1-"s — 44s'rsi -si 4s'I'
4x^

4s?") . 4.2s<Z"4 4Ssk"s 44s84 4°s'I), /".xi 1 c-0 " 1 ct.- ll' ti." ri» 8' 4° I'l^

welchem Jncremente auch die Jncremente von H", H''" ... gleich sind.

Problem II. (prop. II. p. 88). „Es sei II mu /s?silx4 ferner clsZls ci^ M)4x 4- s^sll^
/, 4- ^s4p 4- ssilsil«! 4- sUsilr 4- und /l eine solche Function von H, daß

„4)5 InIH ist; man soll eine Curve finden, für welche ^4x ein Mari-
„ inum oder einMinimum ist in Rücksicht auf die der Größe nach gegebene

„Ab sc i sse .4.7, ^ n. "

Ist wiederum ^41 — x, 117 in die unendlich kleinen Elemente III, II< .... getheilt, so muß

^74x 4- 74x 4- 74Ix 4- 7"4x -si . . . . ein Maximum oder ein Minimum sein; daher muß die rrn 0
gesetzte Summe der Jncremente, welche diese einzelnen Terme in Folge der Versetzung des Punktes n nach

^ erleiden, die Gleichung für die verlangte Curve geben. Da nun, nach der vorlausigen Annahme, diese

Verschiebung ihren Einfluß nicht über II hinaus erstreckt, so wird das Jncremcnt des Termes /74x im

0 sein. Die Jncremente der übrigen Terme aber werden gefunden, wenn sie differcnziirt und in ihre

Diffcrenziale die im vorhergehenden Satze gefundenen Jncremente eingesetzt werden. Nun ist:

t
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ck.Xckx um Ixlx.cksl — o

ck./lläx mi l^'ckx.ckH' mi iw.I/ckx^^

m
'ckx»

3.7."ckx mi I/'ckx.ckI4" im,iw.I."3x2^^ — - ' ')

6.--äx - ^6x.6n-" - »^a..(V - em^A_^.W)

6..„x im I^x.ckH.x m: n^ckx-^ ^

4s'll^ 4 134^1 4- Mck^is 4 10ü-s'llsj X
äxs >

^ , 2 /s?^ s«'"1 4 2ckssi!"^ sk"jl 4- 3.M"1 4 3ck2sk"il
ck./^ckx im 14ckx.äI4 im lw.^ckx- s ^^ Xlx--

s8ss 4 4ä s8ss 4 642^ 4 44s8^ - j'>1 4 3.ll lj 4 in.I-j IN 4 W.I-ss'l'! 43.14 >1 X
äx^ 6x^> /

^ ^ 1°/^. äjll^j . ck2s<Z"ss .IM"! 3»s8ss 4s^Z>

3./.>.ckx mi^äx-a^im n^äx-^^ - .!x» .Ix' ^ .Ix» )

^ ^ > ä2^<Z"^ ck-sk^ ^ 3»s8'1 äss'l-1 X

cl./.'"ckx im 4"-3x.3H"- im nv.4"-6x2 4 — ^ 4 ^ >- )

u. s. f.

Hieraus ergibt sich, daß das vollständige Jncrement der ersten sechs Tcrme ^ckx 4 Zllckx 4 X"3x 4

l^"llkx 4 ^clx 4 ^^ckx

, /'IX?"! s<Z'"4lI,ix42I.lvt1s(Z"^ . sk"4l2^^, 3clsk"4ll.'" 4. 3I.'"ä2sk"Z

- N..4x2^-^- 4x2- -i- 3x'

s8ss3»I." 4 4cis8'sil2i,,. 634"ck2s8^ 4 41^".l»si8^
.Ix'

s'I'lä»!.' 43äs34ä^' 4l0ä2s34eI2l.'443I.'ü»s't4 ^

^ ckx» ', /

in welchem Ausdrucke schließlich, wie oben, die Jndiccs weggelassen werden können. Das vollständige Jncre¬

ment aller folgenden Terme ^>-äx 4 ^"3x 4 - - - wird aber sein

1 , cl2s<Z'"i! 3->kR"l 3»s8ss cks^>^ . . , 1 , , . . X

zx- ^"z? S">-V^rk-X^ ^ ^^ )

Der letzte Factor dieses Produkts ist aber mi (I! — /lb,ckx), wenn hierin 14 der Werth des

über die ganze Abscisse sich erstreckenden/l^ckx ist,/l^ckx aber derjenige Werth desselben, welcher

der Abscisse ^11 — x entspricht. Deshalb erhält man das vollständige Jncrement von /xckx

^- G 4 W ^ ^ - V)

s0>ll. 4 21,4^ . Wck2D43cksM.II,43Ixk2W 4 4cki8jä2I. 4 6ckl.ck2s8l 4 4I.ä^8l
.>X ^ ,1X2 ssx3

4 33M3-I. 4 1032^.121,^.13^^3^^.3^4^

4 ^ 3x '

. X cx-i.n /r . , .I.M(U-Mx) ü-.W(II-/^x)2 2) ä--.W(1I -/4.lx)
— "^f ^(1I-^.1x) 4 ckx^ 3x-

.I-iMii-/4.1x) ^ .I->ck'I'XI1-/4.Ix)>
ckx^ ckx° /

welcher Ausdruck im 0 gesetzt die Gleichung der gesuchten Curve gibt.
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Das eben angeführte, sowie das dritte Problem (prop. Iii. p. 97) sind spcciclle Fälle des
folgenden(prop. IV. 11. 196):

Probien: Iii. „Es soll eine Curvc a?i bestimmt werden, für welche, in Rück¬
sicht auf die gegebene Abscisse V? n, der Ausdruck //ckx ein Maximum
„oder ein Minimum ist, wenn / eine solche Function von x, p, g und II
„ist, daß 97. xn I-ckick st- Mix st- IVcl^ st- 1AIp st- Hclcj und, II — /s/sslx gesetzt, cks/s

fllstii- st- sNstlx st- slVsck^ st- spsckp st- f<Mci, worin ?r — /^sjckx und cks^s rm
„ snssckx st- fnsti>- st- fpstii» st- flzsilcj i st."

Es sei (Fig. 5) -m x und Ick der Abscisse ^I-i^x entspreche der von iw nicht afsicirt werdende
Werth //ckx, während den folgenden Elementender Abscisse die Werthc /ckx, /st!x, /"ckx .... entsprechen.
Die Jncrementc dieser Tcrme werden, wie immer, durch Differentiation derselben gefunden, und indem statt
der Diffcrcnziale ckv, ckp, ckcz, die Werthe ck)' — c>, ,1^' cm o, ck^" nn st- nv; ckx ^ o, ckx' —

^ -ckp" ^ ^: ckrj — st- .I.si — — ^'l" — 4-^ ft-bstituirtwerden.Man erhält daher:

I)ck./ckx —ckx^smlH -ff ; ck./'ckx — ckx^'ckH' st- ^ ^

^ 4- ^2 ck./'"ckx" ckxD>'"ckII'"; ck./"'ckx rm ckxD," cklst.v u. s. s. Hierin sind

die Jncrementc ckli, ckH' u. s. f. durch zu bestimmen. Es ist nun II " /s/sslx, H' — /s/sckx st-
s/)ckx, II" —/s/sslx st- s/st.Ix st- s/st.lx; H'" — /s/sjckx st- s/stckx st- s/stckx st- s/"sslx u. s. f.

Da nun /s/s>ckx sich nur auf die Abscisse ckcl. erstreckt, so erleidet es durch die Versetzung von
n nach v keine Aenderung, also ist sein Jncrement irrr o. Es ist aber, dem Obigen entsprechend:

Ii) cks/s.Ix .Ix ^ slstckvr ^ ; ck.s/stckx — ckx ^sttst.I^ st- ^ ; ck. s/"sil.x —

ckx ^sll").!^" st- st- ; ck.s/"stckx — ckxslll"stck7r"', u. s. f.
Nun ist aber A- /sstckx,- nn /sstckx st- s/ckx; v" —/sstckx st- s-stckx st- s^stckx; 7--"' m

/ss-sckx st- s^ckx st- s^ssckx st- s?."sckx. Es ist ferner ahnlich, wie vorhin: ck.s^ckx xn iw.ckx^^, ; ck.s^ssckx ^

Iw.ckx ^--A^; ck.s.'stckx g u. s. f.

Hieraus ergibt sich, daß ck.? 0; ck.Tr' im rm.ckx ; ck.?r" im ii^.ckxl'^ — v .ckx^ V clx ckx^ ckx^

ck.ir"'m Nv.ckx^sickst — st- '^2^; alle übrigen Jncrementc ck?r-x ... werden diesem gleich sein.

Werden nun diese Werthe in II) substituirt, so erhalten wir: cks/stlx m n^.ckx. ^; cks/ssckxm

Z - W), -- V - -c I«"I - V NI

cks/"ssckxm I^.üx.stt"stckx^s,ckst — st- ^^^^cks/.xstlxm.^.ckxstt-xst>x^ sie") — st-s. f.

Hieraus ergibt sich nun: ck.Ick — 9; ck.IV — ir^.ckx. ; ck.H" — n-/.ckx i" sttstckx. ^ st- l' ;ck.X^' V ckX^ ' ckx ckx^

ck.H^" iw.ckxl'stt") sizst s<sscksl.ss st- ^sH^stlsg) ^ cks?ss cl-stZss-x ^V ckx ^ ckx^ckxV^'

ck.II-^I^NV.ckx^stt"stckx^stt"1 — st- ^ st- stt"s sszss — !Äckslcks st-2s ttstcks^i ^ ^1?^.

ck.Hv — I^.ckx^(sl."ssckxst-stt.vsckx)̂sn"s -! st- st- slcksisl/s — K)6s^st- SsI/st^s ^

3*
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und durch Substitution dieser Werthe in (!), wenn man noch der Kürze halber s»"j — ^^4-

s, - M s, und s."^- ^ ^ ,,1, -

^ ^ ^ .sllj ^ ^ ^ -rhält man:

ll.Xllx — Iw.äx.^-;

^ ^«-

^ lA 4 cZ ^ 4!,.. _ r» 4 I!);

<I.X"'<Ix cm iw.<Ix.I/"<Ix.sII5

<I.X"<Ixmi ,^.<Ix.I.^<Ix^sI,"^x.^ 4- sN^;

<I.X><Ix — n^x.^llx ^(sl."^äx -s- sl.<^<lx). sl.Z 4- s„^;

ö.X^.clx— n^.clx.^-äx ^(s^clx 4- sl.-^äx 4- ss.^clx).^ 4- sll^, u. s. s.

Es wird also die Summe aller dieser Jncremcnte, d. h. das zu suchende Jncrement von /^<Ix

sein- - -w.elx^-^ 4- -s--w.6x^.M - ^.llx.^s.^ 4-

nv.<Ix.sl^.s1,"4Ix 4-^clx -s-I^'llx -s- . . .) -s-n^.llx.sli^. ^I^i^clx.sl."^llx -s- I,xclxssl."4<lx -I- slli^llx)

-ch I^^-l1x.ssll"^llx -ch sll'^tlx -s- sl.^äx) -ch I^""llxss^"^äx -s- sb.i''^llx -s- sl^^llx ch- sl^i^äx) 4- ...

Nun ist 1/"clx -s- I^i'elx 4- I^llx 4- . . .. mc I! — /l^clx, wo II den Werth von /l.<Ix be¬

deutet für x -m a. Setzt man ferner 8 im l4>"<Ix.sll"^<Ix -s- I^<IxsstI."^llx 4- s^'^^lx) -s- . . ., so

wird 8' mi 8 4- <18 cm I,^äx. sl^^jl<1x ->- l4x><1x.sst.l^<1x -j- sl^^^clx) -ch . . . sein, also: 8 — 8' mc

— <18 4- I^.HI."^cIx2 -s- I.vi.^"<^x2 4- .... ^ sl."^<Ix(I^x 4- I.'-llx 4-

li^'clx 4- . . .), also — <18 — sll"^<1x(II — /I,<1x) und integrirt, 8 — (4 — /sl^<1x(II —/H<Ix)^

wo 14 dadurch bestimmt ist, daß 8 — v ist für x cm »; also ist das Jncrement von /?<1x

" ,».,I- <sX - 4- ^ 4 !.>' — 4 44Ui!4<»-/4,>4 s -

4 ^A') 4 (<! -/!U.>.<II - /Väx>)(r.I-«4 A))

- A) 4-

welches Jncrement mc o gesetzt die Gleichung der verlangten Curvc gibt; zu gleicher Zeit erhellet aus der

letzten Formel leicht, wie die Form des Jncrementes sein würde, wenn in X, W, s-e-l Differcnziale eines

hohem Grades, als des zweiten, enthalten wären.

Hieran schließt sich nun als letztes Problem des dritten Capitels das folgende (prop. V. p. 114):

Problem IV. „Es soll diejenige Curve gefunden werden, für welche /^4x

„ein Maximum oder ein Minimum ist, wenn <1X mc INM -s- ^I'Ix 4- Nclz? 4-

„?<Ip 4- (Z<Ic> ist und H durch die Differenzialgleichung <111-n- sÄ<1x be-

„ stimmt ist, wo 6lA — ill<IH 4- s-Vj<Ix 4- Idllclzc 4- l?t<1p 4- stZläq ist."

Es werde, wie vorhin, angenommen, daß die in X und in IÄ vorkommenden Differcnziale den
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zweiten Grad nicht übersteigen. Es sei nun (Fig. 5) irr x, DI irr: so wird /A6x dadurch, daß iiXn ^ z,"

um 1^ wächst, keinen Zuwachs erhalten. Deshalb wird das Jncremcnt des sich über die ganze Abseifst

^7 erstreckenden /76x gleich der Summe der Jncrcmcnte von 76x, X/ckx^ 7"6x sein. Diese werden

aber wie gewöhnlich gefunden, wenn die letzteren Grüßen differenziirt werden und in die erhaltenen Ausdrücke

für ck>-, 6v', 6)", 6p ... 6<z" ihre oben (S. 21) aufgestellten Werthe substituirt werden.
Es seien angenommen:

!) cksl^n^.o-z 6ID 77: nv.A cklck"'— cklck-x nnirv.«, 6llxi—1,^ ^

so wird 6.76x 7.1 n^.ckx^Da- -st 6.2'6x n^.6x^D'/Z -st 6.7"6x 177 i^.6x ^"7

-st -st ^2)- ck.X'"ckx 777 iw.6xD'"ch 6.X"6x ^7 nv.6xD^s, ll.X^'ckx 7^ nv.ckxD'^ .. Da nun:

II --- /s^ckx, stst — /l/^ckx -st s/.stlx; II" — /lXstlx -st s/Zckx -st l72stlx, und 6.(7silx —

nv.ckx^ sllil-z- -st 6.s7st6x ^7 nv.6x^ sl/I/Z -st —ck.sX"stix"nv.ckx^sll."s7-stl^"s--

^ ckx2/ tk.s^"sckx rm Qv.ckxlill"^ä, ck.sX-xsckx 777 Nl,.6xsll-xfx, u. s. f., so folgt hieraus, daß 6H — <»,

6N' - n..6x^siZ« .1H" ^ nv.ckx^ sU« -st sl^Z -st ckH"' n..6x.

-st ll^/Z -st ci."^ sN"f -st , 6H-X ^ I....lx^sll« -st sl/l,s -st -st

ck- lX"s - -st 6Nx ^ nv.6x^sU-° -st s^'l/Z -st sl."I->, -st -st ^

,I2^X
ch- ,>^2)/' ^ f- Diese Werthe mit den unter I) angenommenen Verglichengeben: «7776, ^777sll«6x

-st 7 — clx^sills« -st sl/sZ -st — —- ^/^ ), -I777 6x^lDI« -st ll-'stZ -st ll."^ -st ldl"I —

^ ^ -i- kU'I/Z -st ll."t7 -st cl/"Ick -st M"I ^ ^ -i- u. s. f., und folglich:

— v, 777 7 — -st ^ — llvlsizl 4- li."llllZsEckx -st li."U?16x

— — 2lll"lälÄ ^-st ^"stlx - 6II"1 -st — Ill"Ul2MIckx -st lll"Ul"I6x — lyscklll'l —

Llk/Myl 4-^Gsix— 6l?1-st und - 777 ck(1 -st sll"'1ckx), ti - 6(1 -st ll."16x)(1 -st s^xstlx),

? 77 -1(1 -st U2"I6x)(1 -st sl."1ckx)(1 -st lllxstlx) u. f. f.

Hieraus ergibt sich als das Jncremcnt von 7ckx -st 7'ckx -st 7"ckx folgender Ausdruck:

77 I^.ckx-jn-^ -st- -st DllMI -st Ichl'I —

Um nun das Jncremcnt der Summe der übrigen Terme zu finden, setze man

lÄckllbl -st 2lllstll0l , ckM, ll2syl ^
V lllststZl -st llZslsi — st sbls ^-st ^ oder: -s — Vckx, so wird es fem:

— nv. ckx^I/"ckx 4- DixZxfl 4- ll."^ckx) 4-I>lIx(t 4-sll"^ckx)(1 -l- sll")ckx) 4- I>illx(1 -l- su"^ckx)(14-fl^ixfckx).

(1 4- si»)six) 4- ...^.. V.
Nimmt man nun an, daß diese Reihe --- 8 ist, so wird, wenn überall I, anstatt I/" und sst.) anstatt
sI2") geschrieben wird:
8-- I.ckx 4-I.'Sx(1 4- ciZckx) 4- I,"ckx(1 4- sIZckx)(1 4- sI.'Zckx) 4.1."'clx(t 4. sistfckx) (1 4- sl.')ckx)(t 4- sl.")ckx) 4....,
also: 8' -- 8 4- 68 -- ^6x4- D"6x(1 4- slsi'stlx) 4- I/"6x(t 4- sHl6x)(1 4- sl.")6x) 4- ...., also:
— 68 D6x 4> ch.stl,)6x2 4- sIZ6xchi"6x(1 4» sst,'s6x) 4- ll,il6xli^"6xs1 4- II/s6x)(t 4- ll^")6x) 4. ....
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nnlulx 8'.ll-jäx oder, 8'irr: 8 gesetzt, S8 s- 8 Mäx" — HSx oder integrirt:

g llckx, worin <ck dadurch bestimmt ist, daß 8 o ist für x u.

Also ist der Werth jener Reihe: 8 ^ e ^ ^ /lffax ^ ^ vollständige
Incremcnt von /?6x:

- ^ ^ ->- ^ ->- 1-1'^ MI ->> I>l>-I - NS^MI ^ z ^ ^
MI-MI -MI-MI -MI

äx^ ckx fflx° ) ^
, ckl^ . ck-y . ci.s?)8 , ä-.W8>

- 4- ^ -st M ff- -4-4 )

Sind in 7l wie s?ff Differcnzialc höhern Grades, als des zweiten, enthalten, so erhalt man analog, wenn

man II den Werth von^e/4^I.äx für x — » nennt und der Kürze halber V — « /^^^II —^'^^bckx^
sedt, das Incremcnt von /?ckx

- -- l«iv - 4T4ML LM^kW _ ).
also die gesuchte Curve durch die Gleichung bestimmt:

«--«5 MIV - iM> _ LM.4-l.IV)^ ,tx llx^ gx^

Im vierten Capitcl (p. 12!) — 176) werden die in den vorhergehenden Capiteln erhaltenen
Resultate noch einmal übersichtlichzusammengestellt und dann eine Reihe von Problemen gelöst, z. B. die Curve
zu finden, für welche /^xclx x /xckx I^i ein Maximum oder ein Minimum ist u. a., thcils mit
Benutzung jener Resultate, theils in Folge neuer Betrachtungen.^)

Das fünfte Capitel (z>. 171 — p. 227) behandelt, wie auch das folgende, die Methode der
sogenannten relativen Maxima und Minima. — Nachdem ausführlich die Eigentümlichkeit der
hierher gehörigenProbleme erörtert worden ist, wird im zweiten Satze (p. 176) die Lösungsmethodc der
betreffenden Aufgaben im Allgemeinenangegeben. Es wird nachgewiesen, daß es, um diese 'Art von Auf¬
gaben zu lösen, nicht mehr genüge, nur die Ordinate um eine unendlich kleine Größe zu vermehren,
weil, indem so die ganze Aenderung durch eine einzige Bedingung bestimmt wird, hierdurch nicht bewirkt
werden könne, daß, wie die gemeinsame Eigenschaft 11, so auch der Ausdruck des Maximums oder Minimums

auf die ursprünglicheCurve und auf die verändertesich gleichmäßigerstrecke. Deshalb ist die Aenderung
durch zwei Bedingungen zu bestimmen, was nur dadurch gelingt, daß zwei einanderunendlich nahe Ordinalen
Ku und 0c> um unendlich kleine Größen n-, und o« wachsen. Da nun die gemeinsame Eigenschaft II der
ursprünglichen,wie der veränderten Curve gleichmäßig angehört, so muß ihr aus der Versetzung der Punkte
II und o nach V und eo hervorgehendes Jncrement Iii o und ebenso auch, da der Ausdruck des Maximums

und Minimums für beide Curven Statt hat, das aus jener Versetzung hervorgehende Jncrement von
^ — o gesetzt werden. So werden zwei Gleichungenerhalten, beide von der Form 8.iw ff- l'.o« reu v;
werden aus beiden Gleichungen die Grüßen iw und a« eliminirt, so ist die resultirendc Gleichung die verlangte.

Nach dieser allgemeinenAuseinandersetzungwird nun zunächst folgendes Problem ffwop. III
186) gelöst:

I. „Das aus der Verlegung zweier Punkte n undc, nachv und w hervor¬
gehende Jncrement irgend eines auf die ganze Abscisse bezogenen
„Ausdrucks zu finden."

Es sei (Fig. 6) ^1 — x und Ii so wird Lite — zff Ick — Alm — I>iii
Oc> — I'', - 5" u. s. f. sein. Von diesen Ordinalen werden nun zwei 5^ und i-gsp. um iw und

c>« vermehrt, die übrigen unverändert bleibend angenommen. Da nun ffi ^ ^ so wird also auch
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daS Jncrement von wie von p" o sein; aber da ^ ' g ^ ist, s" wird sein Jn-

crcment ^ ^ sein, ähnlich wird daS von x» ^ ^ u. s. f.

Auf diese Weise erhalten wir:

II>
l'ss" ^ -I-.-X2

<I>" —
3nv

-4-
dx--

4»!, vco

(Ix-- (Ix» .Ix»

vÄ

(i x 2 (II ^ -f-

3n>^

dx--

—
d."

(Ix-- ^ 4-

Unv

(Ix»

— loa,

,Ix»

2(1w !

(X2
— —

nv

«Ix»
(^-"

rix-
— —

4n>

(Ix»

lio-o

.Ix»

— —

dx^ dx
(>(" i-r:—-

NÄ

(Ix--
litt"

iw

ckx»

— 4(,Ä

dx»

<Iji" — — dx — -j-

«V

dx»

0:0

(Ix»

Es kommen also in dieser Tabelle eben so viele mit iw, als mit v« und zwar in ganz entsprechender

Weise multiplicirtc Terme vor, nur mit dem Unterschiede, daß jedem einen in iw multiplicirten Term ent¬

haltenden Jncremente unmittelbar ein andres folgt, welches einen auf ganz gleiche Weise mit oco behafteten
» , ^12!/

Term enthalt; z. B,, wahrend sich in dem Jncremente von xsi" der Z erm — findet, findet sich ent¬

sprechend in dem unmittelbar folgenden Jncremente von der Term — Hieraus geht also hervor,

daß das Jncrcment eines ganz beliebigen Ausdrucks im Allgemeinen die Form: iw.I ff- o^.X haben wird,

worin iw .l lediglich von dem der Ordinate allein erthciltcn Zuwachse iw abhängt, also auf ganz dieselbe

Weise gebildet wird, wie in den vorhergehenden Capiteln gezeigt ward. Da aber alle in oa, multiplicirten

Terme fortwährend Ausdrücken angehören, welche unmittelbar solchen, die auf ganz entsprechende Weise in

iw multiplicirte Terme enthalten, folgen, so ergibt sich hieraus, daß X derjenige Werth ist, in welchen die

Größe I in ihrer unmittelbar nächstfolgenden Lage übergeht, d. h., daß X m U m I ch ckl ist. Da nun

die Art und Weise der Bestimmung von I bekannt ist, so wird dadurch auch o«.X m v«(I ff- (II) be¬

stimmt sein. —

II. „Unter allen auf dieselbe Abscisse m n bezogenen und die Größe VV

„gemeinsam habenden Curvcn diejenige zu suchen, für welche V ein

„ Maxi m u m v der ei n Mini m u m i st. (prop. IV p. 184.) "

Angenommen, die Curve (Fig. 6) sei die gesuchte, so habe 4V für sie den bestimmten Werth II,

und V erhalte für sie den größten oder kleinsten Werth Es sei ^1 im x, Ii mi die Ordinalen Ni»

und 0o mögen um und o« wachsen, so müssen die hierdurch sich ergebenden Jncremente von V und 4V,

jedes für sich, im o sein. Es sei nun das lediglich und allein aus der Vergrößerung der Ordinate I'In

um iw hervorgehende Jncrement von V im iw.ck^. und das Jncrcment von 4V für denselben Fall im

iw.ckll, so wird in Folge des vorhergehenden Satzes das aus der Variation beider Ordinalen iVn und (1o

hervorgehende Jncrement von V m n^.cl^. -j- und das Jncrement von 4V mi iw.dll -j- o^.dX^

sein. Zur Bestimmung der Curve hat man also die beiden Gleichungen: iw.d^. -j- ow.d^/ m: v und

nv.dL -j- oA.clX^ m «. Werden beide Gleichungen mir den beliebigen Größen a- und /Z multiplicirt, so

erhält man: ni,.«.ck-4. -s- vÄ.s.diV m o und irv./Z.dll -j- o«./Z.dX^ im y. Um nun iw und oa> aus ihnen

zu eliminiren, setze man I) «diV -s- /ZdlZ im o und 2) «d^.' ff- m: o, wo « und /Z beliebige Con¬

stanten sind; denn wären sie variable Größen, so müßte in Folge von Gleichung 1): w^d^/ ff- /VdIV m o

sein, welche mit Gleichung 2) verglichen offenbar m a-, /Z^ im /Z gibt, daher beweist, daß « und /3 be¬

liebige Constantcn sind. Unter dieser Annahme wird also

crd.4. ch /ZdL im o

d>e Gleichung der gesuchten Curve sein, eine Gleichung, welche man auch durch unmittelbare Elimination
4
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von Nv und «w aus den zuerst aufgestellten Gleichungen erhalten würde; denn aus diesen erhält man:

oder, da 4^3 mi cDV st- ä^V ist, ^mc^ ^, welche intcgrirt die Gleichung:oa, lDV 414 4^.

I° .4^ cm IZ .4I4 st- Ix.<3 oder, 4^v im <3.414 und, <3 mc — ^ gesetzt, die obige Gleichung: «4^. st-
.z.IIZ — o gibt. Um also die gestellte Aufgabe zu losen, suche man nach derselben Weise, wie früher, die
Jncremcnte von >V und V, multiplicirc sie mit beliebigen Constanten und setze ihre Summe cm o, so ist
damit die Gleichung der verlangten Curvc gegeben. Hieran reihen sich noch zwei Sätze, welche nur eine
Anwendung und Vereinfachung der aufgestellten allgemeinenTheorie für ganz speciellc Fälle zum Zweck
haben vs).

Das sechste Capitel (p. 227—244) gibt die Lösung des Problems:
„Unter allen mehre Eigenschaften gemeinsam habenden Curven diejenige
„zu finden, für welche eine bestimmte Größe ein Maximum oder ein
„Minimum ist."

Es beginnt mit folgendemSatze (prop. I. x. 227):
I. „Die Curve, für welche unter allen Curven der Ausdruck a-^V. st- /3I4 ein

„Maximum ist, wird so beschaffen sein, daß sie unter allen als gemein¬
same Eigenschaft habenden Curven den Werth 14 als ein Maximum
„enthält." (Dasselbe gilt auch hinsichtlich des Minimums.)

Es sei (Z diejenige Curve, für welche «.^.st-M ein Maximum ist, und 14 eine andre auf dieselbe Abscisse
bezogene Curve, welche mit (Z den Ausdruck gemein habe, für welche aber ^ st- M einen kleinem
Werth habe, als für (Z. Hieraus folgt, daß, da ^ beiden gemeinsamist, in <Z der Werth von 14 größer
ist, als in 14. Da nun 14 eine beliebige Curve bedeutet, welche mit <Z den Werth gemein hat, so ist
klar, daß <Z unter allen diesen Curven diejenige ist, für welche 14 ein Maximum ist.

Auf dieselbe Weise wird auch der folgende Satz (prop. II. p. 23V) bewiesen:
II. „ Di ejenigc Curve, fürwclche unter allen a u f d i es el b c A b scisse b cz o g en cn

„Curven st- M st- 7<3 ein Maximum oder ein Minimum ist, wird so
„beschaffen sein, daß für sie unter allen und 14 als gemeinsame Eigen¬
schaften habenden Curven der Werth von (4 ein Maximum oder ein
„Minimum ist."

Hierauf stützt sich nun die Lösung des folgenden Problems (pwox. III. x. 233):
III. „Unter allen auf dieselbe Abscisse bezogenen und die Eigenschaften

„und 14 gemeinsam habenden Curven diejenige zu finden, für welche der
„Werth von <3 der größte oder kleinste ist."

Aus dem vorhergehendenSatze ergibt sich sofort, daß die gesuchte Curvc unter allen Curven die¬
jenige ist, für welche st- /3.I4 st- 7.(3 ein Maximum oder ein Minimum ist. Sind nun die Jncremcnte
von L, (3 resp. in/.4x.?, nm.clx.l), nv.4x.k, so wird die Gleichung der verlangten Curve st- /3(Z
st- 7H mc v sein. Außerdem fügt Euler noch eine andre Lösung hinzu, welche analog derjenigen des
entsprechenden Problems im vorhergehendenCapitel ist, nur daß drei auf einander folgende Ordinalen Nn,

resp. um x?-- wachsen. Es wird dann der Werth des Jncrementes von ^ cm iw.?.4x
st- oco.k".4x st- p?i-.?".4x gefunden, des von 14 mc nv.(Z.äx -st- vco.l^.äx st- p^.(Z".4x und des von (3 mc Iw.u.4x
st- ow.IU.llx st- x?i-.14".clx. Werden diese drei Jncremcnte cm v gesetzt und resp. mit «) /?, 7 multiplicirt,
so erhält man die drei Gleichungen:

v cm rw.a-.k' st. 0A.a:.I" st- pv.«.?"
v cm IW./Z.H st- ow./Z.(^ st- pA-./Z.H"
v mc iw.7.14 st- oco.7.I4^ st- PA-.7.14"

Um nun zu eliminiren, setze man V cmst- /3<Z st- 7R, v cm st- /Z(Z^ st- 7^ und
v cm st- /Z(Z" st- 7)3.". Sind nun /Z, 7 beliebige Constanten, so ist ersichtlich, daß die erste dieser
drei Gleichungen die zwei andern in sich faßt. Denn da v cm 2? st- /Zkj st- 7R, so ist auch v im «4?
st- /34(Z st- 7614 und v cm st. ^2^ welche Gleichungen,da I" cm? st-4?, ^cm()st-4y,
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Ii/ im k -j- 6Ii, und ?" mi? -j- 26? -s- 6^? u. s. f. sind, sofort in die zwei Gleichungent) —
-si /Z<Z^ ss- 7I? und 6 im a?" -si /Z<Z" -s- 7K" übergehen. Es ist also durch die Gleichung 6 im «? 4./ZY
-j- 7K, worin «, /Z, 7 willkürlicheConstanten sind, die Natur der gesuchten Curve ausgedrückt.

Die beiden folgenden Anhange bieten eine Anwendung der aufgestellten Theorie auf die Cvnstruction
der sog. elastischen Curven und auf die Bestimmung der Bewegung der Körper im leeren Räume.

Indem Eulcr auf diese Weise an die Stelle isolirt für sich bestehender Lösungenvon speciellen
dem Gebiete der Variationsrechnung angehörenden Aufgaben zuerst eine allgemeine, umfassendeMethode
hatte treten lassen und zuerst erkannt hatte, daß die Lösungen aller Probleme dieser Rechnung auf eine und
dieselbe Analysis zurückgeführt werden könnten, hatte er auch zuerst und allein das Fundament zu einem
neuen, vollständigenwissenschaftlichen Lehrgebäude gelegt, welches in kurzer Zeit eben so sehr durch seine
ferneren Arbeiten, wie durch diejenigen Lagrange's der Vollendung immer näher geführt ward. Gegen
dieses hohe Verdienst, das sich Euler ebenfalls in dieser besonderen Disciplin um die Entwicklung der
gesummten Mathematik erworben hat, verschwinden um so mehr die Mängel, welche in der Aletlwckus nach
und nach hervortraten, zumal Euler selbst gleich von Anfang an derselben sich mehr oder minder klar be¬
wußt war. An die Bemerkung, welche oben (S. 17) der Lösung des dritten Problems im zweiten Capitel
der iVIetllocluszugefügt worden ist, reiht er f8olic>lion III. p>. 36) die Worte: „Oesickeiutur (!ta>jue)
metlinckus u i-osolutione Fevmetriea et lineuri lidei u, ljuu pmteut in wli investiAutiono
niaximi minimive ioeo ?6p seribi ckellcre — p6?". Euler fühlte also die großen Vortheile einer
solchen Methode, so wenig es ihm auch wiederum, nach einer andern Aeußcrung°^) in seiner Aletlicxlus
zu schließen, räthlich erscheint, eine rein analytische Methode aufzustellen. Der von ihm angeführteGrund,
daß die Darstellung in diesem Falle eine weniger elegante und klare Form haben würde, und deshalb ihre
Anwendung und Bedeutung weniger erkannt werden möchte, findet darin seine Berichtigung, als cS ihm
nicht geglückt war, eine neue Bezeichnungsart aufzufinden, durch welche sofort der cigcnthümliche Charakter
der Rechnung ausgedrücktwürde, und welche unmittelbar den Unterschiedzwischen dem von Eul er so¬
genannten verlor- äissei-eirtiulis oder Jncremcnte einer Function (— der Variation derselben —) und ihrem
Diffcrenziale selbst auch in der Formel sofort klar und deutlich hervortreten ließe. Hierdurch geschah es,
daß er es vorzog, immer nur in der Figur die nöthigcn Operationen vor sich gehen zu lassen und so eine
analytische Methode zu schaffen, welcher doch eine rein analytische Grundlage fehlte. Abgesehen von der
Beschränkung, welche durch dieses innige Anschließenan die Figur der Methode hinsichtlich ihrer weiteren
und freieren Entwicklung erwuchs, ließen auch die zur Aufstellung der Endglcichungcnnothwendigcn Be¬
weisführungen — wie aus den obigen Beispielen ersichtlich sein wird — immer noch eine größere Eleganz
und Evidenz vermissen. Es drängte sich eben in dieselben allzusehr ein Gemisch geometrischer und analytischer
Betrachtungen, ein Umstand,welcher nothwcndig der Einfachheit und Pracision der Darstellung selbst Eintrag
thun mußte. Sie bedingte ferner, daß, da die Abscisse, über welche sich das zu einem Maximum oder
Minimum zu machende Integral V X6x erstreckt, immerdar eine vorgeschriebene Größe hatte, in jedem Pro¬
bleme der erste und der letzte Punkt der zu suchenden Curve als fest angenommen wurden, und also auch
nicht der Fall betrachtet ward, wenn /556x nicht allein ein Maximum oder ein Minimum im Bezug auf
die Form der Curve, sondern auch im Bezug auf ihre beiden Endpunkte ist. Daher fehlen denn auch die
zur allgemeinenLösung der Probleme nothwendigcn Grenzgleichungcn. Obgleich nun Euler diesen Thcil
der Aufgabe als der gewöhnlichen Differcnzialrechnungzugehörigansah, so ward doch in Folge dessen nie
das allgemeine, sondern ein beschränkteres Problem gelöst. Ein fernerer Mangel der Eulcr'sehen Dar¬
stellung bestand noch darin, daß, indem die Abscisse in unendlich kleine, aber gleiche Theile gethcilt,
also 6x stets constant angenommen ward, Eulcr nur die einzige Variable ^ und die von ihr abhängigen
Größen in dem Ausdrucke /A6x varürcn ließ.

W.

Eine solche neue Bezeichnungsart, welche die angeführten wesentlichen Mangel hob, finden wir
zuerst in einer Erstlingsarbcit Lagrange's, der so viele glänzende, durch ihre vollendete Form und ihren
tiefen, reichen Gehalt ausgezeichnete Werke nachfolgensollten. Elf Jahre nach dem Erscheinen der Aletlrockus,
im Jahre 1755^), h^te Lagrange in einem Alter von zwanzig Jahren dem Euler von dieser seiner
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Entdeckung Mitthcilung gemuckt; aber erst im Jahre 1702 veröffentlichte er seine rein analytische Methode

im zweiten Bande der Turincr Miscellanccn unter dem Titel:
lüssal ck'nno nouvelle metliocko pmir «lütm ininer les maxi INN et ies IN in i IN a lies

„lornuffes integrales inclekinies "

Die neue Charakteristik ist ü; Lagrange beschränkt sich aber nur darauf, zu erwähnen, daß stX

ein Jncrcment der Größe X bezeichne, welches von ihrem Differcnziale e!X zwar wesentlich verschieden, aber

nach denselben Regeln, wie dieses, zu bilden sei, so daß, wenn ,IA cm m.ckx ist, ebenso stX mc m.üx sei.

Ohne sich auf irgend eine weitere Erörterung und Begründung seines Verfahrens einzulassen, geht er sofort

zur Lösung der von Euler aufgestellten drei Hauptprobleme (S. 17, S. 19, S. 23) über.

1. „Gegeben sei das unbestimmte Integral /?., worin X eine bestimmte

„Function von x, 2, «Zx, 62, ck^x, <1^ ^2 bezeichnet; es soll die

„gegenseitige Beziehung gefunden werden, in welcher diese Variablen

„zu einander stehen m ü ssen, damit ,/A> ein Maximum oder ei n Mini in u m

„werde (Probleme I. p. 174)."

Nach der bekannten Methode der Maxima und Minima muß die Gleichung für das Maximum

oder Minimum von,/X sein: <) cm ü./T oder, was diesem gleichkommt, /3X mc ö.

Es sei nun: -lX> mc nüx ff- päckx ff- cjäck^x ff- rüä^x ff- ....
ff- ff- ff- ff- .

ch ff- 7!-stÜ2 -j-

so wird die verlangte Gleichung sein:

l) cm /üX cm ^näx ff- ^püclx ff- /^stll^x -s- /rücl^x ff-

ff- ff- ff- /thüll-v ff- /l!ckl'>v -l-

ff- ff- /7c3cl2 ff- ff- ff-....

Als sich von selbst verstehend setzt Lag ränge Nix cm cklx, mcc ll^stx u. s. f. Durch thcilwcisc

Integration wird nun /sxlüxcmxüx — /<!päx, /«jä^äx cm cplüx — ilgäx ff- /ck-gäx. /r,l^üxmcrck23x

— ckrclstx-l-cl^rstx — ^cl^rüx u. s. f. gefunden. In 'Folge dessen geht die obige Gleichung über in:

^(n — clp ff- ll2«^ — ll^vff- )Fx ff-^(lV — elll ff-cl^tz — ff^ Ii ff- —)ü^ff^(^— elTi-ff-ck^ — «l^pff- )Ü2
ff- (p— ckcj ff-— ....)stx ff-(cz — cki ff- )clüxff-(r— )ck^stxff-....

(ü) ff- (1- — cl(Zff- ff2li - ... .)üv ff- ((Z — ckliff-.... )el^ ff- (Ii — ... ff-....
ff- (?r — ff- ck^ ^ ff- (5^ — «lo ff- — )ckÜ2 ->-(/> — )Ü2F2 ff-.... mc l),

woraus sich die beiden Gleichungen ergeben:

(ö) (u — cip -s-c12^ — ck^rff-.. .)^xff-(I^ —clllff-st2^ — ck^Iiff-...)Fz-ff- — ck7rff-il2^— ck^pff-... .)Ü2cml)
und

(x — clcz ff- 62,. . ,)^x ff- (g — clr ff- )ckllx ff- (r — )ä2Fx ff-

(v) 4- (? —cllZff-ä^Ii —....)^ff-(tZ —(Mff-....)ä^ff-(1i —....)62^^.....
ff- (v— cl^ff-<l2^ —... .)^2 ff- (A; — «lp ff- ... .)ckä2 ff- (p — ... .)ff2F2 — s).

Jeder Term dieser Gleichung ging nun durch eine theilweise Integration hervor, wie pstx durch die des

Ausdrucks /pckäx, also kann man dazu noch eine constantc Größe hinzuaddircn oder davon subtrahiren.

Diese Constante wird nun z. B. für p-kx dadurch bestimmt, daß man diesen Term in dem Punkte, in

welchem /xäckx beginnt, verschwinden läßt; man wird also von p-lx seinen Werth in diesem Punkte abziehen,

und ähnlich für die übrigen Terme. Hierdurck erhält man folgende Regel: „Ist ül der allgemeine Werth

der Gleichung (E) und sei dieser für den Punkt, in welchem beginnt, ccm M und für den Punkt, in

welchem es endet, mc Alst, so wird der vollständige Ausdruck der Gleichung (ll) sein: ül' — M mc v."

Sind nun in Folge des Problems eine oder mehre Gleichungen zwischen Fx- ^ gegeben, so

eliminire man vermittelst derselben diejenigen Variationen -kx, 05 , welche sich durch die übrigen aus¬

drücken lassen, aus Gleichung (E), — reducire also die Anzahl dieser Variationen -lx, ^ auf die möglichst

kleinste, — und setze den Cocfsicientcn jeder übrig bleibenden Variation mc l). Sind die Variationen absolut

von einander unabhängig, so erhält man zur Bestimmung des Maximums oder Minimums von /X auS

Gleichung (L) unmittelbar folgende drei Gleichungen:



» ckp 4 «I2g 4 . . . — ll,

X gl' 4- li-o — li»k 4 . . . -^ <>,

V — <I?7 4 ck2^ — t«jZ 4- - - . — II, ^^")

welche Gleichungen in einer solchen Beziehung zu einander stehen, daß eine jede Gleichung eine Folge der

beiden andern ist. (Xo. VIII. p. 182.)

II. „Es sei X eine beliebige algebraische Function von x, 7, 2, ckx, 67, clu,

„ <l2x, ck?^ <Z2^ . . . . und ^ ^ ^ Größe II mm /X', wo X' eine andere beliebige

„algebraische Function von x, 7, 2, ckx, ^7,32... ist; man toll die Glcichung

„ für das Marimum 0 der Minimum v 0 n /X suchen, (prostlöme 2. Xv. IX.183.)"

Es sei: äXmml^II-st näx 4p^«Ix 4- -st ...-stiXä7 -st ?^rlz7 4- «Zäck^ 4... 4^2 477KI2 -st^^cl^i? -st---

und sX' mu v'äx -st p'äclx -st cst-lcl^x -st... -st X'^7 4 l"äck7 -st -st... 4- i/ä2 -st 4Kl2 -st -st...,

so wird nach der Annahme: -i« — ä./x' mc /^ä?l' mm sn'äx-st st'äclx 4 4äck2x 4 ....) si'in, also

mi /l/l um snäx 4 päckx 4» hää^x 4 s 4" / ^ sn'äx 4" p'äckx 4 rställ^x 4' s

Für den ersten Thcil der rechten Seite kann man nun, wie im vorhergehenden Problem, setzen:

^/(n — ckp 4 — .... ) äx 4 (l> — «Ilj »st - )^x 4° kes — .... )«IIx 4" - - -

und für den zweiten Theil:

/« X sn'-kx 4 p'ällx 4 <1 äll2x 4 . -. .s — /(/« X (n4x 4 p'äckx 4 l'j«l2x 4 ' - -)s

Setzt man nun den vollständigen Werth von — II, betrachtet II als Constante, so wird der zweite

Theil übergehen in: //« - /^) x tn'-lx 4 x'-kckx 4 (st^^x-st )s und durch theilweise Integration in:

/jnAlI — /4) — cl.p'sll—^I,)4ä-.4(II-^)—...4äx4^lII-/l.)-tk.sjAII -/l,)4...44c

4 t4tll —. .Zck-lx 4 . . . .

Setzen wir der Kürze halber:

i> 4 n' lll ^- /«) — (n), p 4 p'(II — /14 mi (p), g 4 tstsll — /l,) um lg>) und ebenso

X-st X' (II — /4) — (X), ? 4 l"(II — /4) — (?), 0 4 Oll« — /«) mu (0) und

v 4 (II —/«) mm (v), A- 4 (II — /«) —(77), ^ 4 Alll« — /«) um (5^), so erhält man :

V ^ ^/l(n)-ll.(x)4ä-.((j)-....M4/s(X)-a.(?)4ll'.(0)--.-s-kv4 /^)-c,.(x)4^.(5e)"--M

4 s(?) — 4(4 -t- . . . . sclx 4 stiz) — . . . .sääx 4 . . . .

<0) 4 s(?) - ck. (0) 4 . . . . ^7 4 s((Z) - .... s 6-57 4

4 ((77) — 6.(5^)4 . . . . s ä2 4 s(^) —. . . . . sck^2 4 .... im 0

eine Gleichung, welche hinsichtlich ihrer Form ganz mit der Gleichung (X) im Problem I. übereinstimmt,

welche also auf eine der obigen ganz analoge Weise weiter behandelt werden kann, um das vorgelegte

Problem zu lösen.

Das beigefügte Corollar (Xo. X p. 183) enthalt die Ausdehnung des Problems auf den Fall, in

welchem die Größe X' noch ein andres Integral «' mu /involvirt, so daß

— lallst 4 n'äx 4 4 4 - und

M"mu n"äx4 p"-tclx 4 <j"ää-x 4... 4 X"^' 4 ?"-5ck74 0"ää-7 4... 41/'<524 77"^4^^2^4...

Dann wird der obige Ausdruck -)/X im Problem II (Xo. IX) vermehrt um den Ausdruck:

/l/«/(^"^ 4 i>"ääx 4 ls"^cI2x 4 -.-.), welcher sich zuerst rcducirt auf

/li(« —/l--) 1^/(n"-5x 4 p"-kckx 4 c>"-tck2x 4 .... )^ und darauf, wenn man II' für den voll¬

ständigen Werth des Integrals /(II — /«)«' setzt, auf: /s(«' — /(II — /l,)«') x (n"äx 4

x">slix 4 «z"ää2x 4 . . . .)). Man wird daher in diesem Falle dieselbe Gleichung (v), (wie in II), er¬

halten, wenn man nur darin den Werth von (n) um n"s«' — /(« — /«)I/)s, den von (p) um x"s«'—

/(II—/«)«') u. s. f. vermehrt. Analog ließe sich dieses Verfahren auf weitere complicirtere Fälle ausdehnen.

III. „Die Gleichung für das Maximum oder Minimum von /^lzu finden,

„wenn lL einfach durch eine Differenz!algleichung ersten Grades be-

„ stimmt ist. (xroblsiino 3. Xc>. XI. p. 185)".
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Welches auch die gegebene Gleichung sei, so ist, vorausgesetzt, daß sie von jedem Jntegrations-
zeichen befreit ist, klar, daß man sie, wenn man sie nach S differenziirt, immer wird unter die Form
bringen können: ääA >ff- -m näx xäckx ff- ... -ff- XS)' ff- ff- ... ff- ^ ff- ff- ...
Hieraus ergibt sich, da äckA ^ lläA,

FA mu e (nc>x ff- pFffx ff- und daher:

X um ^ (nffx ff. xNIx ff- )
Nimmt man analog dem in dem vorhergehendenProbleme angewendeten Verfahren(4 als den vollständigen

Werth von an und setzt darauf:

no/' ^ (4 — mn (n), xe^(4 —mu (x), ffk / ^

so erhält man einen der obigen Gleichung (v) ganz ähnlichenAusdruck von ff/?.
Die in den beiden letzten Problemen erhaltenenGleichungen stimmenebenfalls mit den von Euler

bei den Lösungen derselben Aufgaben gegebenen (S. 20, 22, 24.) überein. Da Euler nicht weiter den
Fall genauer untersucht hat, wenn A von einer Differenzialglcichungeines höhern Grades, als des ersten,
abhangt, so fügt Lagrange zur Ergänzung dem obigen Probleme noch folgendes Corollar hinzu,
(Xo Xlll. Eorolluire. p. 186):

„Es werde angenommen, daß die gegebene Differenzialgleichung,durch welche A bestimmt ist, von
„der zweiten Ordnung sei, so daß man durch Differentiation nach ö erhält:"

ff- ISäA ff- VäA um näx ff- xäckx ff- ... . oder
ä-SA ff- PckäA ff- VSA um nSx ff- xöäx ff- ... .

Mulriplicirt man beide Seiten der Gleichung mit der unbestimmten Variablen a- und integrirt, so erhält man:

ff- «PlläA ff- «V<5A) — /«(nSx ff- xääx ff- . . . .) oder

ällSA ff- («'j? — a«)SA ff- ^s«V — — a-chjSA — /--(nSx ff- pöckx ff- ....).
Werden nun beide Seiten mit « dividirt, und « als durch die Gleichung «V — 6. (a-P — ä«) um 0 be¬
stimmt angenommen, so erhält man die Gleichung:

lläA — -- äA um - /«(näx 4- xääx 4» . ...) oder, indem man ^ setzt:
« « / «

ö X uu e ^«(näx 4- päckx -p ....) und endlich:

ä. ^X uu ^ ^/«(näx 4-pääx 4» ....),

wodurch die Frage auf die vorhin (S- 29. Xo. X) behandelte zurückgeführt ist.
Aehnlich würde das Verfahren sein, wenn, um S./A zu finden, A durch eine Differenzialgleichung

des dritten oder eines höhern Grades bestimmtwäre.
Durch Einführung der Charakteristikä hatte Lagrange daher, wie aus der eben gegebenen

Darstellung hervorgeht, der zur Lösung der Probleme der Variationsrechnung erforderlichen Methode das
Gepräge allzu großer Künstlichkeit genommen, sie vielmehr in einer präcisen, eleganten Form hingestellt und
zugleich auch damit die von ihm erkannten Mängel^i) der Euler'schcn Lösungsmethodeinsofern ver¬
mieden, als er in seinem „Dssui" eben eine rein analytische, von jeder geometrischen Betrachtung freie
Darstellung gab. Indem Lagrange nicht, wie Euler, die Variable ^ allein variiren ließ und
eben so wenig den ersten wie den letzten Punkt der Curve als fest annahm, verlieh er seiner Methode außer
ihrer Einfachheit noch dadurch höhern Werth, daß durch dieselbe auch die sogenannten Grcnzgleichungcn
zugleich aufgestellt wurden und ferner, daß sie sich leicht auch auf diejenigen Fälle ausdehnen ließ, in welcher
der zu einem Maximum oder Minimum zu machendeAusdruck ein Doppelintegral ist. Den Nachweis
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hiervon lieferte Lag ränge in dem ersten Anhange zu seiner Abhandlung, in welchem er die Aufgabe loste,

die kleinste unter allen Oberflächen zu finden, welche erstens einen gleichen bestimmten Umfang haben oder

zweitens Körper einschließen, deren Volumina gleich sind. Von viel größerer Bedeutung und Wichtigkeit

aber war die von Lagrangc aus seiner Methode hergeleitete und aus dieselbe sich stützende neue Bchand-

lungswcisc der Mechanik ">2), eingehende Betrachtung in die Geschichte der Prinzipien der Mechanik gehört.

Anmerkungen.

1) 1. ?. AoutnelSl Vistoire 605 matliematigues, nouvelle eclition. Varls an Vll (1700. 1800). 4 lomes. 4".
Der vierte und ein Theil des dritten Bandes ist von La lande bearbeitet und herausgegeben. Die erste Auf¬

lage in 2 Bänden war im Jahre 1738 erschienen.
U. ö088Utl lüssai sur I'Iüstoire Aenerale ckes matliematigues. Varis 1802. 2 tomes. 8^. Die zweite

Auflage unter dem Titel: Ilistoire Fsnerale ckes matliematigues. Varis 1810.
Zllvorikll'. Ilistoire ckes propres lls I'esprit Immain clans lös sciences exactes et clans !ö« arls, cpii 01,

clepenclent, savoir, I'aritlimetigue, I'alpebrs, In peometris, I'astronomis etc., avec un alirepe eis In vie
lies auteurs les plus celvlires cinn8 ces sciences. Varls 1760. 8^.

kl. L. i^äLtllkr'. Geschichteder Mathematik seit der Wiederherstellung der Wissenschaftenbis an das Ende des
achtzehnten Jahrhunderts. 4 Bände. Güttingen 1798—1800. 8".

ü. I-idri. Ilistoire lies sciences matliematigues SN Italie. Varls 1838. 4 tomes. 8^.
2) 0088Alil Vripins, transporto in Itnlin, primi progressi in essa clell' alpelira. 8toria crilica cli

nuovs clisguisixioni analiticlie e metaüsiclie. Varma 1707—00. 2 vol. 4^.
6. L. k. ^K88klmälllll Versuch einer kritischenGeschichteder Algebra. Erster Thcil: Die Algebra der Griechen-

Berlin 1842. 8".
lsstÄ8le8 '. Apercu Iiistorigue 8»r I'oripine et le äeveloppement cles metlmcles en peometrie, particulierement

cke celles, cpii se rapportsnt n In peometris maclerne. VruxsIIes 1837. 4^.
Eine Ucbcrsetzung in das Deutsche ist von Sohnke geliefert worden unter dem Titel:

Geschichte der Geometrie, hauptsächlich mit Bezug auf die ncuern Methoden, von ChaSlcs. Aus dem
Französischenübertragen von L. A. Sohnke. Halle 1839. 8".

Zu I) und 2) vergleiche die ausführliche Darstellung Ncsselmann's in seiner Algebra der Griechen. S. I
bis S. 39.

3) Da die Bcrnoulli in der Geschichte der Mathematik des verflossenen Jahrhunderts eine so hervorragende
Rolle spielen, so wird eS nicht unzweckmäßigsein, wenn hier dw genealogische Tabelle dieser Familie nach
F u ß: „Earrssponclancs matbematigue et pli^sigue eis guelgues celeüres pevmetres cln XVIII>«n>esiecle.
8t. Vetersbourp 1843. 2 vol. 8^" folgt.

präksce I>. XXVll: Iiicolä8 Zemoulli, le pere.

1) 3>»«ztue», Zili«?nln«. 2) .I« nn I.
IM le 27 äe'c. 16.14. ^ I>6 le 27 suillet 16k7.

-f I« 16 aoüt 1765. 3) 1 le I )a»vier 1748.
ns Is 16 octodre 1687.

1 le 2g novem. 1759.

4) Aisie«It»«. 5) »-Iiiit'l. 6) 4I NI, II.

uä le 27),invier 1695. nä le 29 fsuvier 1766. n4 le 18 i»ai 1716.

1 le 27 fuillet 1726. 1 le 17 i»->rs 1782. -f Is 17 juillet 1796.

^
I4»i»iel. 7) Ie»i» III. 8Z

nä le 4 nov. 1744. ns Is 17 oetodre 1758.

7 le 14 stiillet 1867. 1 Ik 3 hiillst 1789.
4) „Vatis in piano vsrticali cluolms punetis ^1 et assipnare moliili ss/ viam , per guam gravi täte

„sua ckescenflen» et inoveri incipiens a puncto ^4 brevissirno tempore pervenlat all alterum punctum F."



4cta Rruclitoruin. 1090. p. 2<>9. Zn Folge eines von Leibnitz ausgesprochenen Wunsches ward zur Lösung
dieses Problems noch einmal eine Aufforderung erlassen in dem' „?rozr»m»>!, c>iilu,„ tZioulugae 4691. (4oi>ai>„is
1i>e„»„11i: oiiooii. I-ansannae et tZeiievsc. 1744. IV 1om»s. 4°. V. I. 166).

5) ^pollvllii ?erASeil Conicoroin liliri octo. Dxviiins. 1710. lol. Diliri czuutuor priores ex coclcl. INS», z-raecis
NU v. Chr. ecliclit Rclinunclus llnlleios. hp. 1 — p. 250.) il. ?. Conicoruin liliri tres posteriores

ex nrnbico serinone in Intinnin conversi. Dilier octnvus restitntns. hp. I — 171.)
DaS fünfte Buch (,>. I ^ p. 58 des zweiten Thcils) handelt von den größten und kleinsten unter allen Linien,
welche von einem Punkte an einen Kegelschnitt gezogen werden können. Die vom Apollonias hierbei ange¬
wendete rein geometrische Methode besteht darin, daß er, nachdem von dem gegebenen Punkte aus an den Kegelschnitt
die größte oder kleinste Linie gezogen und ihre Construction gegeben ist, nachzuweisen sucht, baß jede andre von jenem
Punkte nach einem beliebigen Punkte deS Kegelschnittes gezogene Linie res,,. kleiner oder größer ist, als die construirlc.
Der Beweis wird aus den Eigenschaften des betreffenden Kegelschnittes unter Zuziehung einfacher geometrischer Hilfs¬
sätze hergeleitet. Das angeführte fünfte Buch bietet von pro,,. !V (x>. 3) an eine große Menge von Beispielen*)
dar. Dieselbe rein geometrische Methode finden wir auch von den folgenden drei Mathematikern bei der Lösung der
betreffenden Aufgaben angewendet.

6) Lereni pllil08»pdi H.Ilti88kllL!L l Do sectione czstinstri et coni Iil>ri clon. Rx coolst. INS». ^rnecis estistir Rcl-
st. Hälfte des 1. Jahrhund. n. Chr. munstus ilulleius. Gxoniue. 1710. t'ol. p. 38. De sectione coni lilier prop. V.

7) ViVIlllli'. De luuxiinis et iniuiinis stivinatio iu liliruin Vwm Gonicoruni .4poIIonii 1'erAnei ustlnic stesisteratum.
1622—1763. RIoreotiae. 1079. Ägl. Aloutuciu II. p. 93. 2. Auflage.

8) üicci '. Rxercitntio geoinetric» ste innximis et ininimis. Romas 1000.
lUIU-lvSst. Vgl. stloiitncla II. p. 91. 2. Auflage.

9) Uicolo IllrtllFÜll'. (lenecal trattato sti Numeri e misurs. Veneria. 1551—1500.
zzpg 15Z7. 2ni fünften Thcilc dieses Werkes gibt er die Lösung der Aufgabe: „ES soll die Zahl 8 in zwei

solche Theile zerlegt werden, daß ihr Produkt mit ihrer Differenz multiplicirt ein Maximum ist."
Seine Lösung ist ganz allgemein und dieselbe, welche die Regeln der Infinitesimalrechnung geben. Vgl. Montuclal.
>>. 569 und Chasles: Geschichte der Geometrie, übersetzt von Sohnkc 64».

10) 1»llM1k8 : Istova stereometria stoliorum viuariorum iiiprimis .4nstriaci ligorne omuium nptissimne.
IS71(27.Dec.)-163UISNov.) Rincii. 1015. lol.

11. pars: Ltereometria stolii /Xustriaci in spscie
ZVirorcmn W7'44. In iis svoro) orlicotis, io gnidiis s uu'oori ->ll illicxouuiu itorttmguo !>il minus ke mulatio,

IlZKL Rlicjiici eireiili, Lkkiiiixii' L8t Iii i ij u o «iL csii e i n 8 e n 8 i Ii i I i 8 ill» ll i Ike i u t i a.
In diesem wichtigen Satze finden wir zuerst die spccifische Eigcnthümlichkeit des Maximums klar ausgesprochen.

Hierauf gründet sich Fcrmat's schöne Methode Uu mnximis «r minimis. (Vgl. La Place: tdxposilion stu s^siumo
Nu mvnlto. IZruxeUos 18-7 p. 481).

11) ?öiki stk fikIMäk, Lenatoris 9'olosani: Varia opera matliematica. 9'olosae. 1079. lol. p. 03 s^ip lVletliostus
izgz 1663. ast stisguireustam maximam et minimam.

Dieselbe hatte er schon im Jahre 1629 veröffentlicht. Vgl. in der dem Werke beigefügten
Bricfsammlung den fünften Brief an Robcrval vom 22. September 1630. V.uün »>>orn 145.

Seine Methode besteht darin, daß derjenige Ausdruck, welcher durch die nähere Bestimmung einer in ihm ent¬
haltenen Größe .4 zu einem Maximum oder Minimum gemacht werden soll, demselben Ausdrucke gleichgesetzt wird,
nachdem in ihm zuvor überall ^4 -l- 67 für .4 gesetzt worden ist ( — die Größe 77 selbst ist unendlich klein — ).
Ist sodann die auf diese Weise gebildete Gleichung nach Möglichkeit durch Aufheben der auf beiden Seiten vor¬
kommenden gleichen Größen und durch Division beider Seiten mit 47 vereinfacht, so werden diejenigen Tcrmc, welche
noch in 47 oder in eine Potenz von 47 multiplicirt sind, den übrigen gegenüber als verschwindend angesehen und
daher weggelassen. Durch die sich so ergebende Gleichung ist derjenige'Werth von -4 bestimmt, welcher den ge¬
gebenen Ausdruck zu einem Maximum oder Minimum macht. —

Auf diese Methode sich stützend reiht sich ihr unmittelbar an seine Tangentcnmcthode in der Abhandlung: <i«
lanAkutibus linoaruii, cnrvarum.

12) AckUllii OllktkL: deoiuetria anoo 1037 (lallice eclita .... in latinain linAnain versa .... opera

1396—1636. atcpis stuclio Rrancisci a Lcliooten. -1". Vmstelaeclarai. 1059. II 3'oinus.
gdoni I. p. 44 Sgl,. und b'lorimouili lle Lesnns notsv broves 13» Sgl,.

Descartes, der Begründer der analytischen Geometrie, gibt an der citirtcn Stelle ein Berfahren an, Normalen
und daher auch Tangenten an eine ourch eine Gleichung st. Grades ausgedrückte Curve zu ziehen, welches wesentlich
folgendes ist: Um einen Punkt 4> hFig. 7) der Abscisscnaxe -44> (— ^4 sei der Anfangspunkt des Koordinatensystems —)
wird ein Kreis mit dem Radius 7>t7 — beschrieben, welcher die gegebene Curve in zwei Punkten <7 und 47
schneidet; wird nun die Ordinate 47Y mit -v und die Abscissc y^4 mit z, bezeichnet und ^44> — r, gesetzt, so ist
x« »2 ^ . ^->2. Setzt man nun in diese Gleichung für .>2 seinen aus der Gleichung der Curve in >, be¬
stimmten Werth ein, ordnet die so erhaltene Gleichung nach Potenzen von z, und sucht denjenigen Werth von r, zu
bestimmen, für welchen zwei Durchschnittspunkte der Curve und des Kreises in einen zusammenfallen, so ist in diesem
Falle der Radius des Kreises die zu dem Berührungspunkte der Curve und des Kreises gehörige Normale der Curve.
Dieser Werth von r, wird aber erhalten durch Werglcichung der gefundenen Gleichung mit der Gleichung: 1,2 —

4- l?2 0 --- Hz, — ^?) (y — -?) nach der Methode der unbestimmten Cocfficicntcn; der so gefundene in c
oder, da z, — c — 0 d. h. e — z, ist, in z, ausgedrückte Werth von u ist der verlangte. Werden nun nach dieser

*) Der der Abhandlung zugemessene Raum gestattet es nicht, die folgenden einzelnen Methoden sämmtlich an Beispielen
zu erläutern und so tiefer auf ihre Eigcnthümlichkcitcn einzugehen. Es wird aber genügen, eine allgemeine Charakteristik der wich¬
tigeren zu geben, oder die Belegstellen anzuführen, wenn diese selbst ein hinlänglich klares Vcrständniß bieten. Aus demselben
Grunde fehlen auch die biographischen Mitthcikungen.



Methode die Tangente» für die verschiedenen Punkte der Curvc bestimmt, so ist, -- wenn nur die einfachsten Fälle
berücksichtigt werden, — die Ordinate in demjenigen Punkte der Curvc ein Maximum oder ein Minimum, in welchem
die Tangente der Abscifscnaxe parallel ist.

13) koberval - Divsr» viivrnKt!» eis Niutlrsinntihus st eis j>Ii)'«i>gus pur NU. eis I ncncisiius ros-als eis» »ciences.
1662—1673. 1'nri». 1693. tftl.

I>. 6V. Olisei'valions snr Iii coiuziosition lies inouveniens et sni- 1e nioven lle tionvei' les toncbantes.
zi. 86. /. Donner les tonciiantes lies li^nes conibes ziar les inouveniens nieles.

I.a lliiection lln inouvenient ll'nn zioint, <zni llecrit nne ÜAne couibe, est In toucliante lle
in iiAne couilie en ciioczue Position lie ce zioint.

/»eA'/l.- l>ai- les znoznietes sziecillcznes lie In lixne couide, (czni vons seront llonn^es)
exaniinex les llivers nionveniens, izn^a 1e zioint, izui ln llecrit n l'enllroit, ou vons vonle?
niener ln touciiante; tous ces nionveniens coinzivse?. en nn senl, tire^ 1a liAue lle llirection
lin niouveinent coniziose, vons aure? ln toucliante lie In liAne conrbe.

Die von ihm gegebene Methode geht also von der Idee aus, daß die Richtung des eine bestimmte Curve be¬
schreibenden Mobils in irgend einem Punkte derselben mit der Richtung der Tangente der Curvc in diesem Punkte
zusammenfalle. Die Richtung des Mobils und also auch der Tangente wird nun vermittelst des Satzes vom Pa¬
rallelogramm der Kräfte durch zwei bewegende Kräfte bestimmt, deren Richtung und Größenverhältniß aus den
Eigenschaften der gegebenen Curve (— z. B. bei der Parabel dadurch, daß jeder ihrer Punkte ebensoweit von der
Dircctrix entfernt ist, als vom Brennpunkte —) bestimmt wird. Vgl. ?vruu>ci varia ozxu-,. tS4 und 165.

14) LsrvÜ Akllllltlilli - Gsuwstru promotus. Iftatuvü. 1684. t'ol.
1613—>766. I>. 63. .tcngunllix <io -Iiaxiniis et miuiiuis. Ohne Fcrmat zu erwähnen, gebraucht er dennoch

lediglich seine Methode.

15) LKnstillZÜ üliMLÜ ZuÜcdeWÜ: Opern vnrin. 4". ftuAcluni lintnvuruin. 1724. p. 490»^.
1626—1693. Früher waren sie erschienen in den: „llivsrs ouviaxe» litt niatlieuialiizne st lie z>b)-»i<xue

I>ar IVIIll. cla Itaciulmuis i-o^ato lle» »eisiiee». I^ari». 1663" unter dem Titel: IZiver» ouvrsxo»
lle i>l. lluZsens lle ^nliclieni. ZI. 326.

Nach vorangeschickter Erläuterung stellt er folgende zwei Regeln auf:
(lnanllo terniini, cznos niaxiniUlii aut niiniu'.nni llesigsnaie volnnins, nnllani lractionem liaiient, in cnz'ns llenonii-
natore «zuautit.is incoAnita iznaesila continetnr, inultizilicanllns est teiniinus tznisizne zier unnieruni lliinensionnm
<zneni in ilio Ii.lliet lzuautitos inco^nita, oinissis terniinis iis, in izniiius incoAuita iznantitas non lezieritur;
oinniaizne iüa zirollucta oetznanlla niliilo.

zi. 493. 2^ zi. 328. Altern est Iinjusniolli: 81 terniini, iznos inaxiinum ant niinimnni llesiKnare volnnins, kractiones
Iiaiieant, in cznaruni llenoniin.itore occnrrat cznantitas incoAnit.i, llelenllae ziiininui sunt lznontitotes eo^nitae, si
lznne oclsint; «leinUe si reliczn.ie lznantitates non inikeant ennllein cZenoininntorem, eo rellncenclne snnt. I'nne
terini>ti sin^nii nninerntorein Irnetionis eonstitnentes^ tlueenlli in terniinos sinAnlos clenoininatoris, zirollnetalzne
sinAuln ninltiziln snnienlln soonnlinin nnmernin, gno lliniensiones lznnntitntis inooKsnitoe in terniino nnnieiotoris
lÜllernnt n lliinensionilins ezusllein. ineo^nitne lznnntitntis in terniino llenoininntoris. 8iAnn nnteni nlleetionis
znollnetis sinZ«:1is z)roez)ononlln, lzn.ilin lex ninltizilieotionis exiZit, cznoties lliniensiones lznnntitatis ineoKnitae
zilnres snnt in terniino nninerotoris cznoni in terinino clenoniinotoris : nt «znoties contra evenit, contraria guolzne
siZsna zirollnctis znaezionenlla, lznae cleuilzne vninia aelznanlla niliilo.

16) ^istolu 8ecunclu cle inaxiinis et luiuiinis. ^eometriu in lin^uuin lutinuin ver8N
Z6-W—1701. Opera Heliooteini. pur8 I. p. 567 8gg.

Die Mctbooe des Hudde stimmt im Wesentlichen mit der Methode von Huygens übercin. Zu
den zwei oben (Nr. 13) von Huygens gegebenen Regeln (p. 3Z6) fügt er noch eine dritte (z,. Ü13)
für diejenigen Fälle hinzu, wenn die betreffende Function mehre -Variablen enthält.

17) pkiZosoMica! IrÄS8actllMZ lor tsis zsurs 1672 cmä 1673. p. 6059. lüuLtriLLimi LZusil
insclu«, czui cismanstrat insllwcftnn suuin clucsucli tuiiASntss ucl c^uus^

Ii!>st curvu« ulisc^us calciilo uutsliae trustitum in Iioruiu astorum lVo. 90.

p. 5143 dcs zweiten Bandes, üxtruit ol n letter tboin tsis excsllent He-

1626 —1683. lllliAS ? 16116 l 8 8 AjU8iiZ8-... cvncsrninK Iiis vliort nncl eas/ inetlloä
»1 clruviiiL tnupsut!- ta c>!I Asoinetricul curve» vvitliout !>»)- 1ul>our »1 cnlculution...

Seine allgemeine Regel ist:
1) Z'chcctis ad accznatioiio ziartibns, in «znibns ?/ et 1/ non iovenitur, stotnantnr .06 nno latere oinnes, in lznibns

est ?/, et al> alters illa, in «zziüins iiiiiietnr !/, cnin snis si^nis »l- vel —. Hoc llextrum, illncl sinistrnni
latus lacilitatis causa vocaliinins.

2) ln latere llextro ziraeliKatnr singsnlis ziartibns exzionens ziotestatis^ lznani in illis obtinet z/; sen, <znvl1 i3eiu
est, in illnni llucantur zi.ortes.

3) ?iat icleni in latere sinistro, ziraezionenllo scilicet iinicnilzne illins ziorti exponenteni ziotestatis, lznain in illa
liabet 1/. 8el1 et lioc anizilius: Vnuni ?/ in sin^nlis ziartidus vertotur in a. —

^.zo, aecznationein sic relorinatani niollnni ostenllere clncenrlae tonAentis all ziiinctuin 7) llatnui» Ouni enim
eo llato ziariter llata snnt ?/ et z/ et cetera« cznantitates; » non zioterit ixuorari.

Seine Tangentenmethods besteht also darin, daß er den Werth der Subtangente » für eine bestimmte Curve durch
einen Bruch bestimmt, dessen Zähler ein Aggregat von Größen ist, welche gebildet werden, indem in der auf -> ge¬
brachten Gleichung der gegebenen Curve jeder x (— für u ist .v gesetzt —) enthaltende Term mit dem Exponenten
der in ihm enthaltenen Potenz von multiplicirt wird, und dessen Nenner ein andres Aggregat ist, dessen einzelne
Glieder erhalten werden, indem jeder z/ enthaltende Tcrm mit dem Exponenten der in ihm vorkommenden Potenz
von z, multiplicirt und darnach durch z/ dividirt wird. (Wie in Nr. 12 sind hier die Abscisscn mit z, und die
Ordinalen mit .v bezeichnet).
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4s) lsallc Lärrov- I^sctionez opticus et ugometricns. Ivonclini. 1674. 4". ?nr8 II. p. 75. Sectio X. - In-
1639—1677. stitntum circa tnnAsntes nsuotiiim ncllmc nrFvo etc.

XIV. p. 80. sc/ss. (ÜA. 8). 8int I'II Position« ll.it.ie reetae lineae (tzii.ii'iim I>II pi'Oposit.im cinv.iin
8eeet in öl) et M?' eui'v.im tnn^eie pon.iti,,' nli 2V, reetain seeare nll T', "t ipsiiis ^.im i>eet.ie I'I'

^nontitnteni excjTiirnni, einv.ie eieum 2IIX inlieliiiite p.iivuin st.itiio; tum 6neo reet.is X^ .iä MF» et V/? ucl XI'
p.n-iillel.is; nomino III' — 7//, I'I' — /, IIX — «, XI? ----- ?, lelicpi.iscpie reet.i8, ex speei.ili enrvne nalnin c!e-
terniin.it.is, utiles proposito, noininiöns llesi^no, ips.is sntein III?, V/? (et niecli.intiliiis illis ipsas III', I'I') per
ne^nntionem. e e-ilenlo clepreiiensnni inter 86 eonipnro; re^nliis interini ii.is oiiserv.ins:

1) Inter eonipnt.inl!uin oinnes nii^ieio teiininos, in ljnidns ips.irnni //, vel ? potest.is Ii.iketnr, vel in cjnidns
ip8ne llncnntnr in 86, (eteniin ist! termini niliil v.iiednnt).

2) ?08t n 6 l/n n t i 0 n 6 IN eon8titntnin 0MN68 .li^ieio ter:nin08 literi.8 eon8t.int(8 l^nnntit-ites not.18 seil
<Ietermin.it.i8 clesiKn.intidns, nnt in ljiiiini8 non 'iniientur tt vei ? (eteniin illi terinini 8eniper, ncl nnnin sec^nntioiiis
pnrtein näclneti, niliiluin .ic!.ie^nni>nnt).

3) ?ro tt ips.ini 7// (vel III'), pro ? ips.iin / (vel I'?^) 8ii!i8t!tno. Iline tleninni ipsins I'?' ljunntit-18 lÜKnoseetnr.
OuOilsi e.ilenluin inKreclintnr. enrv.ie enjnspinin inllelinit.i p.iitienl.i; sniistitn.itnr e^ns loeo tnnKentis p-irtienln
rite sninptn, vel ei cpinevis (ol) inclelinitne enrvne pnrvitatein) necjnipollens reetn. —

p. 82. Es sei z. L. (Fig. 8) ^IX ein der Größe nach bestimmter Theil der Graden ferner ^ii' ein non
einem beliebigen Punkte II der Curve ^IJID auf ^ gefälltes Loch und die Curve ^/I?I) durch die Gleichung be¬
stimmt: ^1" -4- /»II- --- ^X.^I'.I'II. Man setze ^X --- /,, ^ --- /, also: -- / — ?, so ist nach 1)

----- ^3 — 3/2?, sowie ()X3 ----- 7,1^ — 3/ii^tt, und — //n — /tt — -i- tt? — — /tt — 7/1?
also: ^IX.XY. YX — ^-///i — — ö?,/?. Daher:

— 3/2? 7//I — 3/,/2^. — /)/'„! — s/tt — S?,,?. Hieraus erhalt man nach 2)
/>/« — 3///2tt — 3/2t? — ^?n? und nach 3)
5/,/l — 3/n^ — 3/2/ — ö?/?/, also

ö/?/I — 3//!^

^ 3/2 __

19) IscKirlldÄllLöll - iXova mctlioclus t.iiiAeiitc-i cucv.-irum expeäite cleteiinluaiiili. Xcta IZi-iiilitoruitt. IXpöl.'le. IL82.
16S1 —17»8. x. 391.

Während dc Sluse <Nr. 17) durch seine Methode die Tangente durch die Subtangcnte bestimmte,
bestimmt sie Tschirnhauscn in der angeführten Abhandlung nur durch denjenigen Thcil der Abscisscnaxc, der
zwischen den Durchschnittspunktcn derselben mit der Tangente und der gegebenen Curve liegt und gibt folgende Regel:

Werden die Ordinalen mit z? und die Abscifsen mit.v bezeichnet, so wird die höchste Potenz von z, in der die
gegebene Curve bestimmenden Gleichung auf die linke Seite dieser Gleichung geschafft, alle andern Tcrmc auf die
rechte Seite. Es ist dann / — einem Bruche, dessen Zähler ein Aggregat von Gliedern ist, welche gebildet werden,
indem die bekannte Größen enthaltenden Tcrmc je unter Beibehaltung ihres Vorzeichens mit dem Potcnzerponcntcn
der bekannten Größe multiplicirt werden, dessen Nenner aber ebenso gebildet wird, wie derselbe in Nr. 17 gebildet
ward, nur daß man ^ für z, schreibt.

Xctn IZrncZitoruin. 1683. p. 122 c ZXovn inetlioclu» cleterminnixli innximn st minima. Xnctors I). I'.
Nachdem er erwähnt hat, daß in demjenigen Punkte einer Curve die Ordinate eine größte oder kleinste ist, in
welchem die Tangente der Abscisscnaxc parallel, also / — ist, bestimmt er, wie vorhin, / und setzt den Nenner
des dem < gleichen Bruches — o; dann ist durch diese Gleichung derjenige Werth von x- bestimmt, welcher z, zu
einem Maximum macht.

26) 6. R. I-kiimiiÜ: IXova mstlioclus pro mnximiz et minimis, itemcpis tnnAsntilms, cpms nee Irnctas nee ir-

164k — 171g rationale cznantitatss inorntur, et ^singulare pro iIÜ8 calcnli Asnu8. Xcta Üiruclitoruin.

(23. Juni) (14. Nov.) Istpüias. 1684. p. 467.
Die Prinzipien seiner neuen Rechnung hatte er schon früher festgestellt im Jahre 1673 (21. Nov.)

in der Abhandlung- I'ro »»uboclo t!>»Ze»tini» inversa «t Ullis tolrngonisticis sz>e>:ii»iim «l inveotil etc., vorzüglich
aber in der 1677 (II. Juli) verfaßten Abhandlung- lV1etI,o-le Zoneralo jionc Iimncr I<?s wncbanms >Ivs li!iiu!8
«ouilie» ete. Vgl. die Entdeckung der Diffcrcnzialrcchnung durch Leib Nitz, von Gerhardt. Salzwedcl. 1848
p. l-5 ff. Die angeführten Abhandlungen sind hierin außer anderen zuerst veröffentlicht ,>. 41, >>.39 und der Nachweis ge¬
führt worden, daß Seidnitz unabhängig von New ton die Diffcrcnzialrcchnung erfunden hat. Für die Erfindung der¬
selben Rechnung durch Newton (von diesem »»ulic»! <>s li„x>o»8 genannt) ist nach der Erklärung des Comitä der
königlichen Socictät zu London vom 24. April 1712 das Jahr 1665 angcnomincn, in welchem er die Abhandlung-
,.t)o nimivsi per negiiolioneL imniero termiiioruin iilbnitus" verfaßte, von welcher er 1669 seinem Lehrer Barrow
Mittheilung machte. Vgl. llonmieroimn epiklolicuin I). 4okniini8 ilollliis oc cllioi'iliu klo anatT-si promot.i sii88u
8vciotaci8 rc^iao. 1.oiicI1l>i. t7llt. plnxionum niellioclns invm'8N etc. L.. tlcorgici tldex-nacv. ltonclini. t793. zlnxict
IZrccvstcr: 4'Iie Iiis ok 8ir l8!i!>c Xotvlon. I.on(Ioii. Z83I. p. 189—218. ^1. X. Illimbolclt! Kosmos. II. x. ÜI4.

21) I8T2V I^kvtall - ?stilo8opl>ins I>nt»rnli8 principia mntstemnticn. 1i0l>clini. 1687. 4^. Isthsr II. prop. XXXV.
1642 — 1727. tlisor. XXVIIl. sclmlium. p. 326.

(23. Dez.) (29. März.) I>liilo80p1iins onturnlis principin mntliemnticn nuctore l8nnco IXexrtono, commen-
tnrÜ8 illustrstn eommuni 8t»stio I !'. 'I'Iiamne I/S 8eur et ssrnncisci.lncpiisr. II '1'om -

Oenevne. 1739. Vomus II. prop. XXXIV. tlisor. XXVIIl. 8el>olium. p. 261.
(Inmls! 6z>,r» (gA. g) esosinoili sit curro, tit, si !>I> csiis puncto iznovis IV od «xem llvinittatur

pcrpcncliculnin V-/ ut n puncto dnto l-') ducatnr rcctn CK , gnao pnrsllcln sit rcctas lignrnin tnnAenli in IV et
nxoni procincliim secet in 7t, kucrit -l X nd <17? nt 617? ^ ncl 4 7?7?. <-1? ' . solidnm, c^nod lignrno bnsns rcvolictione
circn »xcin lactn dcscribnlnr, in media rnro prncdicto ab .4 versus 7Z movendo, minus resistetur, guam aliud
guodvis eadem lonzitudine et latitudine descriptum solidnm circulare. (3^xl. biora p. 274).

") <177 est xurpendicularis ad »xem in puncto contactus 7Z.
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Hierdurch hat Newton, ohne die Methode, die ihn zu seiner Lösung führte, kennen lernen zu lassen, die^Curve
DVIVI bestimmt, welche durch ihre Umdrehung um die Are eine Oberfläche erzeugt, welche t>ci ihrer
Bewegung in einer nach dem Gesetze des Quadrates der Geschwindigkeit Widerstand leistenden Flüssigkeit den kleinsten
Widerstand erfährt.

22) Virvrni» cslsberr. szgt. kul. 1-kidllliÜ st LölüiillM coininereinm pllilosopliieuin et inatl>smatic»m.
Ii 'IVtinns. I.ansannas st Osnsva«. 1745. 'I'nmns l a!> anno 1604 a3 aunum 1600.

Idp. XXIX >>- >77 (1696 Jul. B. an L): testibiis litteris Vin1x»0i>>i! „De toits ce»x (iiigiiil) ä >i„i jbti
l»»il>„ee votre Probleme, je »s sali, eneore persoiliie, lpii 6-lit re'solii; je IVii teilte, m»is Ii, itillieulte iit'it tont

rekute.^

23) (s. sz. I,elizilltü: Oominnnicatio suas purster, 3narnmcjuö alisnaruin soiutionum prohisinatis cnrvae

cslsrriini 3sscsusiis. Xsta Drii3itor»in. 1607. p. 201 sgcj.
üoiiimvtciuin epistolioum: Lp. XXVIII (1696 Juni) I>. 172. Er gibt der zu suchenden Curve den Namen:

1 t ^x
„t!>eb)stoptota^ und bestimmt sie durch die Gleichung ci^l lix — .

I^b — X

21) Domin! Dlarcliionis Rv8stitä!Ü: Kvlutio proliiematis eis iinea cslsrrimi 3sscsn8us. elcta Dru3itorum.
1661-1761. 1607. 217.

Vgl. tlonim: ei>. lex. XI.V. Er bestimmt die Curve durch die Gleichung: c^dt'
/ 1

25) ssoil. : Cnrvatiira raclü in 3!apl>anis non uniiormihus, soiutioljus prohleinatis eis invsnisncia
iinsa bracli^stoclirona ... e5rta iüruliitornm. 1607. p. 266.

Sic war beigelegt dem 29. Briefe des 6o,»»i. op. (Juli 1696) „Viitto bio solutionem etc." 1oli!»>i>is IZernouIli:
Opera oiiiiiia IV I. X. XXXVII

26) läc. RkdlllZlM: Lolntio prulilsmatnin iratsrovrnm Str. 75. IZ 1607. p. 211. iacoki Dornouili liasilsnsis :

Opera II 'I'. (isnevas. 17-1-1. I'. II. p. 768. IX'. I.XXX.

27) (482261 Disvlvllii) : Dpistola missa 75. iü. 1607. p. 223. Dliilosopliieai l'ransaetions lor Iiis

1607. Isaari IXsvvtonii: Opuscnla inatlismatica, plnlosopliica et pliiloiogica. Dansaonas st Osnsvas.
1744. IV I. p. 280.

r,' lbito piiiliito .7 )!!r. 16) lliielltiit' reota ininnl,! .7/^ ex boii'/.oiiti parlilleli» et Stiper elileiit reetii lleseiibiitiir
tum Ovelois gnaveiiiigne .7(7/^ reclae .7/>' (llnetiis et opus est pro2iict»e) oeeurrsiis i» piiileto (7. tnne O^elois
->lii> ^7IZE, viijiis basis et altitnilu sit alt privris basem et altiliiiliiiem respeelive „l ^IIZ ncl I<lt Imee c)-clvi8
iiovi^-ji,»» l!',i,>>!!i!l ^>er ziuiielnin II et erit eniva illn lins», j» gn» xrnve -> i>u»elo I »>I pnnelnin L vi gravitnli-i
8ll!>e eltiiisiine psrveniet. <1. Id. .1.

28) UlLviäi ^ülll Duiükll: Lineas brevissimas ^ssesrisus invS8tiAatic>. I.c>ncliui. 1600. 71. 1ü. 1600. p. 516.

20) ^v!l. DlÄAÜ: Dpiütola continens eluoruiu prolsteiiiatuiit solutinnsln. ?Ii!Io80pIiica1 'l'ransaetions lor tsss
)-sar 1761. p. 746.

36) Vnmin! LällVölll': Lcliecla latins versa in dem (iomm. SP. I.ei>>ii!tii et LernouIIii. DIp. XIÜI. p. 234 bis p. 236.
1633 — 1716. B. an L. I>. 23Z. Alitto eeee sci1i>Ui>» eerli eujiisclain inatlieinatiei Kalvatoris, gnoil lionliuus

lVlarekio niilii eommnoienvit, tibi aiicloe erroiieaiil iziiiiiiiliiiii soltitionem Nie! I>iobleiit!lti'!> exliibet, ....
zieecitt Iii >>i'i,iess>iit ealeuli clilsereilti.ilis, giiaiiilo coosilleritt <l»c>s line-is, i»iA»Iuiit >i>Ii»ite xarviiiit coii-
stititeiites, iit absoliits >>!ttallelkis ....

31) D. ?8c!likll!lil1lLöll: De prolilemate lleriioulliano. .4. D. 1607. p. 226.

32) ÜÄÜS6 6ÄÜKI: Liscorsi e climostraicioui inalematiclie intorno a estis nuovs seiende attsusiiti alla mecauica

1361—1612. s j inovimeuti locali. In l^eicla. 1638. p. 06 (ma) il tempo hrevissiino e in cnoss^uen^a

il inoto vslocissiino s (jnsllo, elie si 1a per 1'arro, 3sl <j»als la linsa retta s ia sorcla.
s>. 231, tlivoreiiiit XXII. I>roj>. XXXVI. Lelioliiini. Idx Iiis, ijniis ileiiwiistratit Siiiit, eollixi ziosse viiletiir Iii-

tioiieiil oiiliiiiiiii velocissiillsiii ex terniiilo al teriiii»iiiii no» per brevissiiuaiii liiteaiil, »emxe z>er reetaiu, sei per
circ»Ii porlioitem lieri. —

33) Dlllisililll ÜU^^KIlL: '1'raits sie Ia lumisre. ^ Ileitis. 1606.
1629 — 1693 Diese Abhandlung war bereits 1678 niedergeschrieben und seitdem verschiedenen Bekannten mit-

(11. April) (5. Juni) gcthcilt worden, (lbap. IV, p. 46 . . . . tlr res ra^ons -Iii lieu, ijiills soiit droits iliiiiS lies
iliiipliailks It0iit0Aei>es, Uoivenr ötrs eonrbes lians Ii» oir llliiexole peiietrobilile.

34) Dillüiälli pliilosoplti, üelllZÜlM Larissas,: Iis Opticis libri il. (ITenr owr-xen»- nunc priinmn

Mitte des 3. Jahrh. n. Chr. e6ili ast iürasinc Lartltvlino. 1>ar!si!s. 1658.

p. 24. o "//V> co r roic,' «üross x«ro7rrxitxotp, vre
ccr 7r<töz tliceg /corlttg xlmuercel enOiton ime .nencor rcör l)?rc «ur/zg

x«t öztNtouk^cit!^ 7rnc>^ rü «ur« ?rpci; rossro ssä «?rossc1^«z

c?t el «punt? zicer-jp ?/.uire^cep cn/ilp, ?rno,> in«; /cnrtcex.

35) Llldvli HkIZZ.!äilli: Os rssnlnlions st coiupositions mat'ismatiea. p. 136. elniinaliversiones in libros Opticorum
Ilslinclori Imrissasi sei. ab Lartlinlino. 1658. p. III. 71. Ü). 1682. p. 185.

36) sslsinoires presentees par ssivsrs savauts ä i'acastsiuis lies inscriptions st clss Iislies-Iettres 3s I'institnt im-

Her 0 n um 66 v. Chr. psriai 3s !'rance. ?rsmisre ssris: Knfsts 3ivers 3'6rn3ikion. '6ome 15'. 1'aris. 1854.
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R.ee1ier'ekie8 8ur I:» vie et lex 0iivraK68 d'IIeron d'^lexandrie, di8oiz)1e de Cte8idiii8 ete. par M. ^'ii. Henri Martin.
zi. 66. Ca catoptriczne linieren. 1'^.neien exi.8te enevre Li non tont entiere, da moiii8 ) en adieZd et eile «8t

imprimee, mai8 80ii8 1e kaox nom de Ctolemee.
zi. 66. Cette catoptiilziie 8e trmive daim nne eolleetion d'aateui'8 snr 1a 8Z)1iere, <1^i) korme'e et zmbliee ziar

Ceronimo Xaeerello, pii/8ieien et medecin, a ete iniz^iimee ä VeniLe en 1518 .... !e deimier l^oaviaKe) da
remieil e8t Cto1emaeii8 6 e 8 p e e i, 1 i 8

Die Gründe, weshalb diese Schrift nicht den Ptolcmäus zum Verfasser hat, sondern die verloren geglaubte
Catoptrik des Hcron oder ein Bruchstück derselben ist, siehe >>>lil>, ,>. 7st, >>. 84.

37) Viteüilmis, ^Nictlivinatici stnctissiiiii c owrix^z ist vst sttt Iintunn, intivuc! et ^rcisectivile imstiurnni vi^us . .. .
in der 2. Hälfte des Istbri X. XorinstierAus. 1535.

13. Jahrh. 1.5. Cili6t'pi'imu8. XVI. Cineae reotae coiuinettt68 aiiAu1o8 aeczaale8 enni kinea reeta, en! ad NNN1N
zinnetnni ineiclnnt, 8iiun1 znnetae 8nnt di'evioi'68 om»i!»i8 1!ne!8 a!i ei8liem tei'mini8 8oz7ee eandem

lineani ad nnnm zinnotnin zieodiioti8, eeiUinentidn8 enin eadeia anZiil08 ioaeczi>a1e8 8ini»1 ^nneti8. ei. 1. 6. XXVI,
1. 9. XXX, lider V. 1. 122. i>I a t ara a Kit in 0 inni 6 n 8 8 e e n n cl n in 1 i n e a 8 Ii re vi 0 r e 8.

38) kkllllstic Varia opera .... lettre ste Alonsisiir sts issermat st stl»i,!>ivur p. 15k. lies i^ue )'e>is vn ie
üvre ste Isu stlonüiecir lieseartes . . . . )e soupcoiuiai »a ^«recive; sn stenionülratioii nie üeinlilcc n»
verit-stste ^->i-->ioAisms.

Nach Erörterung der Gründe und Auseinandersetzung seines Streites mit Descartcs und seines Briefwechsels
darüber erwähnt er einen Brief an <!« In <71>n,uvrs, <Il»>s I^nelts i« lui teinoiZnai, <j»e, I>o»r »ouji A-iranlir
Ziaral0§i8ine8en nne matiere 8i od86iir6)Z6 ne V0) a!8 Zivittt de mo^ea Ziln8 a88nr«) czne de elierdier 1(18 reklaetion8
dan8eet nniczne zn ilieizie, czae 1a natnre o^it tonj0nr8 ziar 1e8 voie8 Ce8 z>1n8 0 0 0 r t e 8, 8lir1e1o!idement
duczael je Ini indicznai, czn'on poavait olieroker ziar Geometrie 1e point de reiraetion en 1e redni8aiit an zmodleme,
<zue V0N8 8avex. Der rein geometrischeBeweis, welchem dieses Prinzip zu Grunde gelegt ist, folgt Zi. 158. Vgl.
Cetti'68 de Mi'. De8oaite8. I^ome ti'omieme ?aii.8. 1667. z>. 32 ..., lettie VZ1—CXZ1.

Ueber die Ncfractionsbeweise des Fermat und Descartes stehe: C!ini8tiaiii iinAeoi! aiioi'ttinczue 8ec)oii XVkk
viroium celedi'inln exei'eitati0lie8 inatlieinatioae et zd,il080Z)!ii'eae. — ?a8eien1n8 I.) eoati,iell8 (Ü1I'. Ilii^eiiii) I.ei1i!iit'ii
et IIy8Ziita1ii epi8to1a8 nintna8. — lla^ae (,'oinitnin 1838. P. 8, P. 1?, p. 26 und ferner: !)i8<ziii8iti0 catezitiico-dieptriea
ete., auetoi'6 doli. Lernonlli. 1?6I. zi. 26.

39) 6. 6. I-eidmÄ: Ilnieuin optieae, eutoptricae et cüo^ti'icue ^rineipium. 1^. 1682. 185—199.
8int reetae et i'ezii'ae86litante8 i'68i8tentiain re8peetn 1ii:nini8, illa aei'i8, Iiaee acznae; eiit d!1iieaita8 vine

a ad /<) nt reetanAnlnin 8nli et a ^ ad tv, nt reetanKiilnin 8nii et — Vorher war jchon ge¬fugt worden: Z.' 8iiini deliet tale, nt via (a zier uk.' ad 6i) 81t liinninin iaeilliiua — V 1^r»0, nt dillienlt.18 viiie

woraus er die Richtigkeit des in der Abhandlung angeführten Satzes schließt.Den Beweis gab er in seiner berühmten
Abhandlung: Xova inetIiodu8 Zii'0 inaxinii8 et !niniini8. ^t.. 1^. 1684. Zi. 472.

49) a) ^lemoil'LL cle inutbemuti^ue et de ^I^sigue de l'ucndeillie I'li^ule de8 seiences de I'uris de 1'nnnee 1741.
1759 -^eeord ci(z di1kel'6nte8I018 de 1a natnre, izni etaient ^n8tzn'iei ineoinzialili1e8 z>ar ÄI.

de Manpe r t n i 8.
z>. 421. 1^.a natnre aZit dan8 1a zirodnetion de 868 617618 tenz0ur8 par 1e8 inoven8 1e8 p1n8 8inizi1e8.
zi. 423. I^e elieniin czn'elle (— 1a Iniuiere — ) tient, 68t oeliii, ziar lecznel 1a cznantite d^aetion 68t 1a inoindre.

6) ^lemoires de I'uendeinie r0)'u1e de8 8ciences et de8 lie11e8»Iettre8 de lierün de I'unnee 1749.
z>. 266. 1.68 10Z8 dn inonvenient et dn i'6Zi08 dednit68 d^nn zninoizie inetazi6^8iczne.
zi. 286. <H'e8t 1e zirineizie de 1a inoindre cznantite d'aetien, zirineizie 8i 8a^e, 81 di^ne del'Ltre 8nzireme et ancznel1a natnre ziaroit 8i eon8tainin6nt attadiee, czidelleo1i8ervenon 8eul6inent c!an8 t0N8 868 cdanAeinen8, inai8 czne dan8
8a z,er8everanee eile tend eneore a 1'0ii8erver. I)an8 1e el:ve.de8 eorzi8 1e inonvenient 86 di8trüine de iuaniere, czne
1a cznantite d^aotion, czne 8nziziv86 1e eli an Zement arrive, e.8t 1a Zi1»8 zietite, czn'il 8vit Zi088id1e ete.

Die Berichtigung und weitere Umgestaltung dieses Prinzips durch Euler in Folge des Streites zwischen
Maupertuis und König gehört in die Geschichte der Prinzipien der Mechanik.

41) 1>66v!l3I(1l ^Ict1i0dti8 invoineudi line^ cuivu8 muxiiut miiniuive j)r0j)rietute Auudente8 Ltc.
1767 — 1783. 8unnuL et deuevue. 1744.

(15. April) 98. Sept.) Zi. 245. Onin enini innndi ladrica 81t Zier1^eti88iniaatczne a Creatore 8aziienti88iinoa1i80lnla)
niliil oninino in innndo eontingit, in czno non niaxiuii ininimive ratio cznaeziiain eluceat . . . .

p. 3k 1. Ononiani onine8 natnrae ei?eetn8 86<znnntnr cznnndain niaxiuii niininiive le^em, diiliinni e.8t nnllnin,
cznin in 1inei8 enrvi8) czna8 oorziora zirozeotaz 8i a viriIiU8 czniliu8ounczne 80l1ieitentur) de8erilinnt) cznaejiiain inaxiini
ininimive Ziroz>rieta8 loenm liadeat.

p. 326. Cnainodrein 8nli1ata omni re8i8tentia in motu eorziornni ziro^eetoruin perzietuo Iiaeo con8tan8 ziroziriet»8
loenm liadebit) nt 8ninma omiiinm motnum elementarinm 8it minima.

42) I0I1. 8L1I101IlIii: OnrvuNii'u rudii in dinpliunt8 non unif()rmiliN8. /V. 1997. 1). 296.
p. 268. Das Problem der Brachistochrone wird darauf zurückgeführt, die Bahn eines Lichtmoleküls zu suchen,

welches sich in einem Medium bewegt, dessen Dichtigkeit sich nach einem bestimmten Gesetze continuirlichändert. Da¬
her muß diese Curve die Eigenschaft haben, daß die 8inn.8 ihrer Neigungen gegen die Vcrtikallinie zu einander immer
in demselbenVerhältnisse der Geschwindigkeitendes Moleküls stehen, da die 8inn8 der Brechungswinkel in den einzelnen
Punkten rcsp. den Dichtigkeiten des Mediums oder den Geschwindigkeitendes Moleküls proportional sind. Es sei
nun (Fig. 11) das Medium, begränzt durch die Horizontallinie auf welcher der leuchtende Punkt ^ liege;
Ei sei ferner das in auf errichtete Loth die Abscissenaxe der gegebenen Curve deren Ordinalen

die Dichtigkeiten des Mittels in den Entfernungen des Moleküls von bestimmen, oder die Geschwindig¬
keiten des Lichtmolekülsin den Punkten und sei die von ihm durchlaufene Bahn. Es werde ----- x
angenommen, c/zk --- /, 6'M Ce ----- c/x, -----c/k/, ----c/^- und sei tt eine willkürliche Constante. Es ist
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nun der siuas des Brechungswinkels oder der Neigung der Curve gegen die Vertikale M/-, und daher

steht in Folge der oben gegebenen Andeutung »», zu 47C in einem konstanten Verhältniß; d. h. cs ist >/^/ : / ---

l ll oder ---oahcr -l-oder ^ ' ^ . Acndcrt sich nun die

Dichtigkeit des Mediums continuirlich in dem Verhältnisse der Geschwindigkeit, welche das Molekül beim freien
Falle erlangen würde, jo ist eine Parabel —) oder / --- wird dieser Werth für c

in die obige Gleichung substituirt, so geht sie über in ^ --- ^77^— .

43) Cowwereww epistolienin l-eil>ieitü et II e r n o n 11 i i. DP. XXX. p. 183. Zuerst gab L e i b n i l; die
Lösung i>n 28. Briefe zu 172. Ucberbanpt Hände!» von den, Problem der Brachistochrouc die Briefe
27—32, 31, 41—45, 47-51, 52, 53.

44) lacodl ZkI'llguIIii: Opern, ll. z>. 766. H j,z. IK97^ 212:
Li enivo. _^(.'7<.'7)75tiiü« «it, lpioe ro^niiitiii' per cjii.nii l!e8oen6oncio Aiavo ^^^^««imo teinpoie ex ^ .icl ^

^-ei'veiiiiit otgiio in illo .i88iiMtii,tiii' cluo pimotn HiiiinNiiiiIiket piopiiupi-i et 7): Dieo portionoui ourviio (7^77
(iittliium oliorniii punotiL (/ et 77 toi'iiiiliiit.il'iiiii om vui ii ni ill.ini esse, fsiiiim Ai'.ive po«t Iop8iii:i eic ^ Inovi88iiiio
ciiioljiie tenipaie oinotiiitui'. Li llico« oiiim liievioii tomporo emetii'! kiliom OT-'T?, Ili evieii ei'^o emetietui' _^/(77-'7)75,
lsi'uni ^76'7<7I7/^ eoutrn iivsielke.^in. Dieses Prinzip finden wir auch ferner wiederholt ausgesprochen von Johann
BernoUlli in seiner !?()() veröffentlichten: Solution tili pioiilöiuo pi'0j>080 Pill' W. ^liocjiio« IZoi'iioiilli . . (Opor.i.
.loZiQiniis Lernouili. 1!. p. 424): ,, tonto oomde, (siii <ioit «lonnei' im inaximimi ooii-ierve .ni88i kioii« tonte« «e«
pintio« le« loi« sie oe oieine ni.ixiumm; ferner von Taylor in seiner: Aletiiociii« iiieiementoi-uin. p. t>7. I.vuiliiii III.

>^5) ^ctn ^rucütoi'uin. Iii;)7. ^tie. 1Z. o^ern !!. ^4. 773:
,,()iiaet'itiii' 12) ex onmilm« l«0j)erinietiici« «iixer ooiimmni d-i«e 757V ooii«titiiti« illo ^T-'TV, cjiioe non ipL.i

cpn'äoui muxiiimni eoni^reiienklnt «putiimi, sect Lkieiot, iit olincl eurvo 75^7V oomprelienLiiin «it iiiaxiiliimi, eiijii« op-
j)Iio-it.i poiiitui' e««e in l'-ttiolie cjiiovi« nmltipl!oiit.'i vel «iiimiiiliiplioiit.H reotiie 7^77 ^el »ron« 757-', Iioo e«t, ipmo
i>!« <^i0t-ionns/i,e p»0s>0itio»n'.i« .ll! llotiim ^7 et I'kot.iiii ourvomve 75/«':'^ Hierzu fügt er noch folgenden seinen
Bruder Johann herausfordernden Zusatz: I5t 011111iiiiciiiillii 81t, 11t Hill« ex Ikiliore in oltei'iii« Ai'iitilim et cuiti ^iro-
^N'ii tenijioi'i« lÜ8peli<iio leinm^iie 81101IIII1ll.imno 8i!8oes)t0 lliiiil emoliimeliti ^leiciiiiot, ^l'0t!tt noiilieiiio, I>1'0 c^uo
enveo, l^ni «olituro i i'.i t r i , iiltrn lancle« Nl'vineiit.i«, Iionol'oliiiiii (ziiinczii.iKilitiiikiilieiiolium tieoi'evit, N.io tarnen
leZe, iit intia tertium aii liu^ii« piidlieatioiie meinem «e 8N8ceiitiii'ii!ii iirowittat ip8a8<jiie «oliitione« tinito anno
utomiHiie lieet per «ziiaUratnra« exliikeat.

46) X ).. 7/ r e»X c ei ee e e>,!.- ceuvrer^a'?
Theo» lcbteindcr2. 6ieurii? « r ö co ttg rü «uree urrnui c«. Lusileue. 1,538. lol.

Hälfte des 4. Jahrh. Xeg ror> Tr^estrc?^ rast /strei/.euaenu /rcetd^uerrexce^ erv^rce^kwa.
». Chr. z .5. are eigücee^okist^z o ost^cr^ög Pi^irere.

court «xtt/.ouöo/e ^/iecrötte röu ostxicer'o^ UPceexiixor' e/eci' rü u/^oc, evuttstrcog
st're ?,)>- e>?^ ?rii^stitr^o^ AeeePo^w»', errrestst) iure ?«
7ro).u/u»rce>rtacc, rcstr iTrerrststcui' a ieux^.0? /erkreee zticgcm". rcö»> öi ark^test^ ?) agceea«'

im 5. Jahrh. v. Chr. Troe^oozeköa <),) roureut' «7ro<5tHi- str stTrerozei) stx reöv ^ i> e>st est a eo sttstti/ztk-
^>< roe? rrene tuozistreeeor' u^^iieereor ).st/o^re ostreoz' Triaezeir^oze st^c>^rce»e

rtree/zistiecork tultu/^eeu^cu»' <7///u«rcr>r restv stroTr^eu^cizv r- x«e tcro/corceu^ eo
?ro),u/<»eucork^or ievcee ....

Hierzu bemerkt Ja codi am Ieaude des Exemplars der Berliner Königlichen Bibliothek: l'orte
IlcerrTreo legenclum, ax cufus «guiuto Iinee snspö nst verlin clepramtn üeint.

47) DioZeiii-, Imen'tii elv vitis, (lc>Amnti8 et n^opliteAmntis clnrorum ^liilosozistornin libri clecew. Istel. II. (7.
IIue!!ner»s. I^P-iine. 1831.

336—Stil)V.Chr. 1Iui?ce/ö^«g (Vol. II. XIX. 35. p. 268) xae reü)< n/^u«rcu>'rö !<«).5.enro»e cee/,oce^cc^
eepcee rei.i- ssrenkesti', rcve' iTreTrstAwi» xst;:?.oi'.

Die in der Abhandlung nach llimsiE«: Geschichte der Geometrie, r>. I, Klügcl: Mathematisches Wörterbuch,
2. Thcil, p. 3-7 (Artikel: Geometrie) u. A. aufgestellte Vermuthung würde, vorausgesetzt auch, daß Diogenes

zuverlässig wäre, richtig sein, wenn mit dem x«?.oz derselbe Begriff zu verbinden wäre, welchen Pappus (Hol-
lvolioim.', ... . V, l. 83. Siehe Kom 34) in ihn hineinzulegen scheint.

48) ?i4ZllIl Oineloclli I^^cii .... in ^rimmn Istucliclw elementorum libruin vvmmentnriornin lilnü IV n l'rnncisca
in der ersten Hälfte des IZnrocio convnrsi. rntnvii. 1666. 4c>I. (w 136.

3. Jahrhunderts n. Chr. Ziivenlt «»lom aiuNilidus oliam imclimlidus existsiieilin« »pali» inaogxalia es»<! ol giiielom
olini !i>w^ paetieipos in axrorum >Iivii:iouil!»s lr»»lls elecoporunt, c^iipgo g»i proglor aogna-
liratenestixta ainbituue nichorom ktKNim mnupslLse... (Ildor - !>. pron. 4. tlioor. I.) e l. ^1.148...

49) 1Ii8toirs eins scinnces mutliemntignes e» Itnlin pur (7. Xil-ri. Howe 1Il>«mo 241. ?>Iote XXIII. ^.4-
2g7 — 212 v. Chr. tchlillLÜiL : De iso^eriwetris stgnris tum zzlnnis c(,inili solistis, »Iii zzlnunrem»

cireulu», solielnruin vero ÜAuriiruw isoperiwetricnrnin Spinnern eonclnelitnr esse inuximn.
56) Xovu stereometr!» cloliorum. Vutors Xezzplero. I.incii. 1616. 4-7 I'ens II. Ltereometrin clolli e4u8t>igci

in szieeie. 'Istieor. 167
In der Einleitung zum Beweise sagt Kepler: 8eil et lle 5ex»ie,>ti!i Niversornni glodoi-um isoperimstrix

ileiiionstravit 2r r el> i m e (I es, eapaeissimni» esse beiuisplnieriinn oeinimii jzlobi segntvolorum, <juae »egeiali super-



kci>! conliiliuliilul-, Bgl. aber auch: ^rcllimelti» VPLI-» Illslbvltv »VV!I j1Iu»U-ati>et »uooillote 6-!iiio,i»2i-!»l>per !»,->->-
vlii» üerrntv. 2vl>-9i>i.I<>75. P. 262 (prselario). IZulc (^relliiuecli) etiam triduerunt lilit-IIuiii, g»i erul ^enoUvri
ite I^operiiuetris.

51) ?2pffi : lllatlicinaticac collcetionc» a l^rsclsrico Coiuinanclinc> in Latinum conversas ct coinmen-
2. Hälfte d.i. Iahrh. n.Chr. tariis illustratas. Vcnetii». 1589. 191. silier c^uiutus (p. 73 bis p. 115).

52) In tcr Einleitung zum 5. Buche sagt Pappus: 8.->pie»li-»z et 6l»cipliim>-,ii,l cvAvirionein optimaiu ini-iem et pei-secli».
»iiuaiu I > 1!> tlvniinibu» iinperlivit. .V u! mv> -u-n vert> ratloiii» expertimit iuiuuu!I!>pertieiiteiit guauäoin »»»i^iu-vir...
live uitteut tzittStpieintetli^eie Patent ttv v»»o, tlliii ilt alli» Ivulli» viiilitvliuiitZeiivl-idn»,tniit invxime itt Vpil-IIL.. .
2ll opv» tplitleiit itlii-t tantaiu, -piv-2 ip»i» „rite v»t, evKitvsoiint,viklelieet IiexvAviitiin(pivclrato et ti-iav^utv c»»v
ina-u» et Pitt» uiotti» eapere po»»v, Ititvirutit vel^iivli niaterltt III eoiüiti ueltviteitt uuiu»lNisu»giiL evtttiitiutv ete.

53) TÄeorem» 2. ^>rop. 2. I'iiii» -ttttein o»>en<Iviun» poIxKv»or»,il orlUv-vtvrvm, guas anAlilo» tpiiilem „uniero ivvolpi.-,!--»
iütkent, amliitiini vero nelpialeiv, itluS, gnoll ex pl»i-ib»» -»ixuli» cou»t!>I, ->ei»per elisvi inasii» c»»u.

Der Beweis ist folgender. Sind .2226' und 222.2-' (Fig. 13) zwei reguläre Polygone, und sei die Scitcnanzakl
von 222.2' größer, als die von .2L6, während die Perimeter beider einander gleich sind. Ferner seien C der Mittel¬
punkt von .<22?6 und 22 der von 222.2', ferner tt^2 und 2222 die großen, C2x und 222 die kleinen Radien, sei noch
212/x —222. und 22 mit 22 verbunden, so wird zunächst bewiesen, daß^-222: 22X kleiner, als Winkel.-22222 : Winkel />2?.2v.Nach der Annahm- ist nun ^2C größer, a's 222', also auch .222 größer, als 222.. Run ist
Perimeter ^22222 : ^22,' ----- 42? : Winkel ^2222,',

„ 222- 2' : 222.' --- »2? : Winkel 2222 2-'. Da nun Perimeter .2222' ----- Perimeter 222-2-', so ist auch^6 : 222' — Winkel .2222.' : Winkel 22222-' oder
.22c : 222. ---- „ ^222v : „ 22222 oder, da 222. --- .»?2x ist
.-22x : 322x----- „ ^222X : ,, 22222. Es ist aber x2/x: it2 2x kleiner, als Winkel ^t222x: Winkel >>22222

also Winkel 22222 kleiner, als Winkel .222.-2, und da Winkel 22222 ---- Winkel >22x22 ist, so ist
„ 22222 größer „ „ 2-222x, also 222 größer, als 22x.

Run ist die Fläche von .2L6----- C2x. Perimeter .22-6, und Fläche von 222-'2'222. Perimeter 22222-'
also, da die Perimeter gleich sind, ist Fläche von .2226 : Fläche von 2222-' — 2?2l : 222, also, da 222 größer als
<?2x ist, ist auch Fläche von 222-.'/-' größer, als Fläche von .2222'.

In ähnlicher rein gccmctrischer Weise sind auch die Beweise der andern Theoreme gehalten. Mehre derselben,
sowie Beispiele zu den iii Nr. 3, Nr. II, Nr. 16 und Nr. 19 erörterten Methoden finden sich in der Dissertation von
2. .2. ^2cnc/2. !>i»cpii»itio»<.-» 6i»ior-ii.-av U-- uiaxinil» vl luiiuiui». Itvi-oliul. 2833.

5-1) p. 83. I-l-iiuttiii !-l vkkvotvi-viit viltitiiiiit ü- uiii ntitiillo »pNavi-loaiii li^iit-aiit mvi-ito an su-lvili»»- pllito»vpdi »»»oi-unl,cum
omni»,11 »ptinlvilt pulvlivi-i-ituam-zuv-IslL»i»»vl, <pi»e ip»i »plmvi-s« i,i»>li>l v.nui-.-ti» »,-mPlainat» lliveiitss Pi-avtoi-o»
vl tllnll allUltiit, vinitilinl -iotlilsiuitt tlAiit-ariiill, -piav tx-cpial-iii5vp-.-l-li-2-.-ivIi-llvai-r, xpliaoi-viit lv-lxiiliaiil v55t-

55) lülNÄofttlvki L?Z.?Ü IZ-iinIlergöNLis: I-i spil-lLrunt.lonnnis äö ZS.Lr0-Z08cv Cvminsnturitis. I.ugcluni. 1593.-1°.
Clavius: 1337 — 1912. p. !26. Letvi-um licvt in 1>ov ti-actiltn soluin il«inon5ti-t!lni-, xpbsei-am tüüin

Joh. v. Holywealdc oder Holywood (Ha- Misioi--!»! co-poi-e qnvlil>nl 5>bi iüvpvi-inisti-o, in lplv xpllnvin nlignn tlnsci-iili
lifax in Vorkshirc) bekannter unter dem pa-i-lir, vt l/lio-t nontin>.-l>tlli- ^t-1 8»pni-iicivbn5plnniii vvl conini-l, nr »no ionv
Itamen Sacro-Bosco, lebte in der ersten nppai-viiir. I-nppn-i rnin«» iäsln 3« oinni coi-poi-n <Inino»»t>-nvir 7i) pi-opoxitioni-

Hälfte des 13. Jahrhunderts. bn-> .... — „12<- liZui-iii jl-opLi-iiuntl-ix" p. 96 —p. 219.

58) HlvD^e LrüÜVSkäim: ClvvtNLtria sxvculgtivn etc. Vgl. Clmslev: Geschichte der Geometrie, übersetzt von
Sohnke. p. 612. ff.

57)I)il>cor5t e cliinostrcueioui inutemutielie intorno u clue nuove 8cien^s otteneatl alla ntscitnieu e i mnvimenti
loenli clel Zignor 6-liÜLö Oäi'jsk! .... In Iwiclu. 1838.

p. 67. t,ln not pl-oplwito toccnto ixlnxxv vni-amnnt« non «i-nit«, cl,n teil iplelti, olie tunnenno -Ii -pintndn eoZni?.i«l>e
tli xnonintt-ia NN trov.-liilini-o gnnttno PNI- LLNto, din non r<n>ttn>!>in-on pt-iiun zinntn jnxilllnnli, oliv -Illt-i noi-pi, cllv
tls .-tnpln-ticio nAnnti 501t contSllnti, nvll 2V8LNI-Vtlnevt-n ill tuttv -zZnnti.

12 nerctlio insUio pi-opoi-^ionnloti-a gtiitlsivoglill Nu« poli^vlli i-egoi--»-j ti-n 1!i I01-0 5iiniti, -l'-i iznali nno Ali
liilt cti-cvücl-jllo, 1'atll-o xti »in i»vperininli-o: ilioltre «»»vncko NAli ininoie lii lntti j cii-co»ci-illi, -- ntt-jnoonll-v
mn»»iinv -li tnlti -pI'j5vp<-l-ljn-.-tri. i2--i nlnltv»iinipoi -ii--Xl5'-i-itli gnnlti, ntin tlnnnv pin nn^oli, »on ininoii -Ii gnotti,
d-n nn kann« innllno: lnn ntt'incontl-V «In-!- i»opt-i-imvti-i guntli -Ii piü angoli »on innZgiol-i.

Der Beweis ist folgender:
Sind und /°2 die Flächen zweier regulären Polygone von gleicher Scitcnanzahl, und x ihre Perimeter,

und seien /' und p Fläche und Peripherie eines Kreises, welchem das erste Polygon umschriebenist, und mit welchem
das zweite gleichenUmfang hat, so ist — 2-, : p. also auch 2)/)° : — 2>i^ : 2-^- Ferner, da die beiden
Polygone ähnlich sind, auch 2) : /z ' Aus I) und 2i folgt daher, daß ^ ^ oder
/) f., w. b. w. s. Hieraus folgt unmittelbar, daß der Kreis von allen regulären isoperimetrischen Po¬
lygonen die größte Fläche hat.

I-. 39 und 69 wird der Beweis des zweiten Thcilcs des obigen Satzes speciell an einem regulären Fünfeck und
Siebeneck durchgeführt.

56) !1i»tviriz clcs »ciences inatliLinnti^ue» ci> Italic par Ll. I^ilw'i. '1'oins il. p. 213 Iii
Nste: Naiii; 1111iiiÄniibieiit cl'nlAödi'6 2n0ii^iu<?, cjiis Ii0886c1<? St t^ni tiS8 iirolirililSiiiSiitli Ste Sei'it » ^loieiiee an

tjiiatvl'xiSiiiS8ieele, on tionvS parmi I<;6 tjiiS8tic)»8 resolues 1e8 8uivaiitS8: IiiLerii« llans nn cerele, clans im.
tiiaiiAle ou llans im carre mi iioinliie cZoniiS lle eSreles, tiianAlSL eijuilateiaiix on cle oaiioL clo maiiioiS, k^ns
Za ^online cle8 aiie8 lies internes 8vit nn niaxiinuin (toi. 94 oto.), i»8ciiio c1aii8 nn cnlio nne i^raiuillo
ii!Äi!«ii?^i,^ --I25«Jnisre, <ZI1LIn Lolillite SN 801t NN inaxininzn (toi. Z9?).
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59) Opsru v.ari.u I). 1'stri äs sssrmut ... lettre äs 51. äs b'sciuett 5 51.51. äs ?use!>I st äs Uslisrvu! (Is
23 usut 1939).

Er macht dcm Roberval dic Mitthcilung, "daß er scinc Rvlbostus mnxiinorum schon gefunden habe und löst ver¬
mittelst derselben folgende Ausgabe: I>. 192. Ilnlno spknorno iusoriborg eouum (vel c^Iinstruu») ouiniuin iuseribonsto-
Ilim amliitli Fnkixiinnm. p. iÄti. 1'ronver le s>InL Ai'-iin! eone c!e toiiK eeux, (siii iiiiioiit I.T Kiiper^icie eoiiiljiie e«s^le
?'»nn cei'cle cionne. l>. !6Z. H'il ine i'OKtiiit ilu tem^L ^i^oiitera!^ snivnnt votre ilesir In cle'nwnstlntion cle.i oön<8
IKOPei'ilNett'68.

99) Lgd-msis Ullliis: Opsrn luutlismutisu. Oxouiue. 1995. 151. V»I. I p. 121 gibt er den Beweis des cin-

1919 —1793. sacke» Satzes: .,!X purullslstzruuuiiis isst.'iuAnIis isopsrimstricis <p»><!>:,!»,» esse oniiiitim
inuxiinui».

91) Ooininsrsium mntlisin.iticuin 1-s!I>»itii st Lernauilii. Ilp. X. p. -17—-19.
Leib Nitz gibt hier eine Lösung der Aufgabe: „dic Kcttcnlinie -st<7 von constanter Länge ?. zu construircn, wenn

man nur weiß, Laß ihr Schwerpunkt am tiefsten liegt." Er bestimmt die gesuchte Curvc durch eine Reihe, welche
c. aber nicht durch eine Diffcrcnzialgleichung auszudrücken vermag. In der Antwort auf diesen Brief gibt Bcr -
nvulli (Dp. XI) zu erkennen, daß ihm dic Art und Weise der Lösung nicht gefällt und schlägt dem Lcibnitzvor,
seine Methode auf leichtere Probleme anzuwenden: z. B. I) Welche über -4C beschriebene Curvc hat den größten
Flächeninhalt u. s. f

Bernoulli selbst löst die Aufgabe in den Xctis D, »stilor»«,. I69l. z>. »74. Vgl. stob. II. vpern. '5. I. Xo. IX.

92) 5. Ii). 1998. p. 52. .Icäi. 13 Opern. I. p. 194, sgcp Xo. XXX5I1I. 1) I-sttrs äs 5Ir. .Isu» llsrnoulli st

Vir. IIusunAS: Kurls proläsins äes isoperimstrss. fllistoirs äes auvrciASS äss Luvuns. .lciiu 1997.

p. -152). 2) Iul>. II. O. p. 299. Xo. XI.. Dsttre äs 51. Lsrunulli, prolesseur äs OroniiiAus, st
51r. VuriAnon (15 oet. 1697): Kur 1s praläsms äes isopsrimstrss (stournul äss 8<tvuils. 1997. 2 äec.

p. 492) Insul» IZsrnuulli: Opsru. 'Ist II. p. 814 scgcz.
In dem ersten Briefe gibt Johann einen Ucbcrblick über die verschiedenen Lösungen des Problems der Bra-

chistochronc, wirft seinem Bruder vor, zu viel Mühe mit der Lösung gehabt zu haben , und fügt im Bezug auf
das Problem der Jsopcrimctcr hinzu: an Iis» >1« Irois mois, gu'o» INN stonuo pour sonstor lo !-»o, st an IISN sto
tont In rosto sto ootto nnneo pour lronver la rösolutio» >i- n'ai onlplo^e NN tont guo trois tuiuntos sto touips ponr
»rouror, oomntoncor ot nnbovor st'npprolonstir tont In mustere st bis» au-stoln .... Xn rosto i -'ü stosn «-uvovi-
a lllr. Doibnil?. mos rösolutious et so l'ni prio st'ötro nolro jnxn. Donini. op. Dp. I.III, (I99 7 Juni). — In dem
zweiten Briefe gibt er scinc Lösung :

1) Sei (Siehe Xote 43, Fig. 12) DD oder LI? -- v, LD oder CD — ferner a eine beliebige Größe und

/' erni/er
bezeichne den Exponenten der Potenz; man nehme CD oder ^ -so wird D ein Punkt der

./ Da-» —

gesuchtcn Curvc sein. Specicll weist er dic Richtigkeit der Lösung nach, wenn » --- I, « — 2 und ^ ist.

Sodann gibt er aber noch eine allgemeine Lösung des Problems, indem er, vorausgesetzt, daß dic andern Größen die¬
selben bleiben wie in lz, annimmt, daß 2) D7? — CII eine beliebige Function der Ordinate DD ----- CL — .v sei

und bestimmt die gesuchte Curvc durch die Gleichung , wob— sti-
/ / «4 — b2 er

93) Nachdem Jacob von dieser Lösung Kenntniß genommen hatte, erklärte er (^.vis s>i>- los pi-obiömos, clont ii est pai-iv
»aas lo 3oi»-iial rlos 8aians ilii ^ «lue. Hill/, l. cl. 8. 1698 llo 17 lävi-. p. 78. ifao. II. II. p. 8-1 I.XXXIII.

llob. II. I). Xi.i), daß die vorhergehende Lösung (Xow 92, 2.) nicht ganz richtig sei und verpflichtet sich:

1) Die Analysis, welche seinen Bruder zu seiner Lösung geführt habe, zu crrathcn.
2) Dic sich in ihr vorfindenden Widersprüche aufzudecken, falls sie vcrösscntlicht würde.
3) Dic wahre vollständige Lösung des Problems zu geben und fügt noch dic Wette hinzu, daß, wenn das

Interesse Jemandes für dic Entwicklung der Wissenschaft so weit ginge, irgend einen Preis auf jeden dieser Punkte
zu setzen, er sich verpflichte, ebensoviel zu verlieren, wenn er den ersten nicht erfülle, das Doppelte im Betreff des
zweiten und das Dreifache hinsichtlich des dritten

Dadurch ward Johann nur noch mehr gereizt. In seiner Entgegnung («c-ponse llo M. Lonionlli, pi-olesseni-
lli-viiinxiis, ä I'axis insoi-ä clilns lo VII. 3c»,i-»!>> <1es8aviins ll» 17 tevi-iol- Ikiöü; 3. II. 8. I9!Z8. p. 172. (21 avril)

stob. II. O. I. I. XI.II. stso. II. II. I.XXXIV p. 82st) sagt er: sto vois biso par oet ovis <1v inon Iröi-o, g»o
I'ioconou Xonneioo ill.a Koöl-o onvio llo so 1-enlIro ö lo 1-oiso», <Io Pool- Sans llonle kl'eti-0 »last:«' sto s'oogttictor sto
sn pi-omesso ... .so meprisoi-ni oonstanimonl tonlos los okionnos, «»i'on ino I01-» . . ., er behauptet die Richtig¬
keit der gegebenen Lösung (Xoro 92, 2.) und meint, daß er in der Eile ein kleines Versehen darin begangen habe,

daß er ö --- ^ gesetzt habe, während S nur die Ordinate CS bedeuten solle, sodaß also dic obige Gleichung
dic verlangte Curvc wirklich bestimme, für welcheein Maximum sei. Auf das Ersuchen Iacob's (Xvls sto
III. Ilornoulli, pi-olossenr stes innlboiiinlignos n IInIs snr In roponse sto soll Iröre insoröo «Inns Is stonl-nnl ckn
stl nvtil. 169«. st. ,1. 8. 1698 stn 26 mni. I>. 240. stno. 0.1.XXX5st p. 287. stvl» <1. XI.III). alle Punkte seiner
Lösung genau zu prüfen gibt Johann (i-öponso sto bl. Loenoulli, pi-ot'ossoni- sto Ci-oni»zno !> I'nvis insoi'v stnns
le stoneonl st» 26 mnl 1698; st. >1. 8. 1698 st» 2.'! s»i». p. 284. stno. 0. I.XXXVI. p. 828. stob. 0. XIIV),
die Erklärung: sto »'ni g»e Inii-o sto i-opnssor snr inos Solutions stos problönios sto inon lrero; so snis Ijn'e» ponser
ot ino» lomps Sern nssuroniont inioitx einplo/ö ä lnire sto noitvvllos sto'oonrertos 1,'eponstnnt, ponr ooupor
piost n toutos 00s obionnos, so sontions, g»s j'ni oxaoteinonl ot loZilimonient rosol» pnr mos brnob^stoobrvnos I«
problöme stes oourbos, stont los vrstonnsos eiovöes n »no pnissanoe stonnöo lont »n plus xrnnst. Zu gleicher Zeit
gab Jacob in einem interessanten Briefe an Varignon (Dxtrnit st'»»o lettre sto bi. Ilornoulli sto L»io st»
26. suin 1698, coulennnt l'exnnion sto In Solution sto SKS probleinos > insoree stnus le snurnnl <I» 2 stoe. 1697. st.
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<l. 5, !«M <!u 4. !>o,il I>. :;äs. dar. o. I.XXXVI! I>. 829. .>((!'. «), Xl.v). die Resultate der Lösung Johanns
vermittelst einer auf mechanische Prinzipien sich stützende» Analysis seines Problems, welche in sich fehlerhaft dennoch
zu einem in spcciellcn Fällen richtige» Resultate führt, indem eine falsche Hypothese durch eine andre unrichtige fast
vollständig wieder aufgehoben ward, und macht es auf diese Weise wahrscheinlich, daß seines Bruders Verfahren,
wenn nicht dem gegebenen gleich, doch ihm ähnlich wäre. Bald nachher xxr in räpvttxc ioxrrär dcxx 4 .1cx>rm>!
do 29 i»ii> "i98. -l' ll. 8. 1998 p. 994. .loo. II. o. OXXXVIII, I>. 839. .lala Op. bittet er wiederholt
seinen Bruder seine Lösung nochmals zu prüfen, vorzüglich, in wiefern 5 eine Function des Bogens 7il>' ist, oder

wenigstens anzugeben, ob in die Gleichung dv ^ , 2 ^ nicht ein Druckfehler eingeschlichen habe. DicS

Alles bewirkte, daß Johann in wenig maßvoller Weise seinem Bruder entgegentrat und ihn mit beleidigenden
Acußcrungen überschüttete, sOxtroit d'tine lettre de >1. LerticxiIII, prolexxeur de OrvttittAtie, 'In 22 (lobt 1998,
paar xervir de repoexs ü »eile 'In xc>'> krsrs, prokexxeiir ä IZdle, iexeroe d-nix lex soitrixiiix lies 4. et II. du lueiui:
uio-x. .1. -I. 8. 1998. P. 477. dar. 0. OXXXIX P. 841. doli. O. XOVII.)

64) läbö!)! ÜKkllv'düii: 8olutio proprin prabldinntix ixopkwiinstrici. .4. sei. 1766. p. 261. Ine. II. Opern. 6^.11.
Ist. X01I1 p. 874, xczcp

Am Ende dieser Abhandlung weist er durch Verglcichung mit den Resultaten seiner Lösung nach, daß Johann's

obige Endgleichung im Allgemeinen falsch sein müsse, daß die richtige vielmehr folgende sei: . — Hierauf

übersandte Johann seine Lösung nebst Beweisführung im Januar 179! versiegelt an die Pariser Academic mit
der Bedingung, daß seine Abhandlung erst eröffnet werden sollte, wenn sein Bruder seine Methode mitgcthcilt
haben würde, sldxtruil d'un« lollre xur lex proltlöiukx (lex IxopsriiuLtrex. 9. <1. 8. 1791. >>. 8ki. doli. II. Opera. I.
i>!. I.XVI. p. 997).

6,7) I^nnlxxix INNANI proitlewntix ixoperim etile, in )ct!x lürnclitvruin I.ipx. üienx. )In!. 1637. propoxit! xu!> PVN4
siclic, Illbüdi ökllllllllli inntli. pro!) et ncnckeinins p. t. reetorix puitüce cielenclenclnir, xuxcepit Soll,

dneodnx IZpixcopiux IZnxil. Ipxix Onleuäix Alnrtiix 1761. Lclitn primnin Ilnxilens 1761. — Incoin-

pnrnbilis viroruin (zunckriFne, 1)n. Anrcliionix Hoxpitnlii, 1)n. Oockol. Onilieiini I,ei>>nilii, I)n. Ixnnci
Iste>vtc>ni, On. Xieulni IHntii Onillerü, prineipnin inatiieinnticornin, noininilinx illuxtrixximix nnnl/xin

xunin clevotn inente inxcribit, neipi!xxi,n!x cenxurix ckemixxe xulijicit ^rnexes. dncobi II. Opern. I'. II.

No. XOVI. p 86) X. II. 1761.'p. 213.
Anm. S. 8 der vorliegenden Abhandlung, Z. 18 muß es heißen:

ci.r"" " cid:'" 8- ci^d:"' m cid: 4 Zci^cic 4- . . . .

66) lue. H. Opera. 'I'. II. p. 366. X. H. 1761. p. 215.
Da die Dreiecke SXl?, und 620 <Fig. 2> rechtwinklige und die Punkte lZ und 0' als fest angenommen

sind, sowie, da SIL 4- d-'O 4 60 constant bleibt, ist:
4- 4'X2 --- III 2 j2 ^,2 — ^2 uniz NX 4 4 01s const. oder: I 4- III 4- » — const.

^ x^2 - 4- '1^ --- t^ - ?x 4 vr 4- ox ---- const. - I> 4 'I 4- r --- const.
6^2 4 0712 ^ , „2 ,.2 ^ „2 - Iii? xcl 4 00 ---- const. ^ ^ t 4 (I — const.
Hieraus ergebe» sich, in wiefern />' und O längs der Graden und Oll, sich bewegend angenommen werden, durch
Diffcrenziation dieser Gleichungen folgende:

I-Il 4 plip — xilx, »Itlm 4 gckii ^ tllt> nllit 4 rllr — nilu,
(II 4 (Im 4 (!n----o, (Ip 4 (Ig 4 (Ir---o, (Ix 4 (lt 4 (1(1— o.

Da nun allein die Ordinalen X4' und Ol. variircn, also LX, ^'X, <77? oder ?, M, II unverändert bleiben, so ist:
1) .((l.t, 2) (/(/(/ /(//, 3) i'(/r ?((/((, 1) Hl 4 cly 4 (lr o, 9) (/.( 4 ilc 4 ilu o. Werden die
durch 1) und 6) bestimmten Werthe von -lr und -l» in 3) eingesetzt, so erhält man:

---- ''ch" .4 ^rilg — -i-l^ nwlchtw Werth in 2) eingesetzt gibt: (7k ''Olp 4 1-l^ ? ?f^?.

dieser Ausdruck für 4« in Gleichung I) substituirt gibt: (x/-- — --- sr.ie — also:
(Ip : ckg — rxt — gxo : l-ttl — rxt, also (Ip : (ip 4 tlg — rxt — gStl: ptu — gxit oder, da (Zp — (II und (lp 4 (Ig (lA
(!l : (Ix — rxt — gxn : Pl» — gxn, also auch (Ik : — -iZ — rxt — gxn : gxn — ptu.

67) Der Beweis von Theorem III ist dem vorhergehenden ganz ähnlich. In Folge der hier gemachten Annahme bleiben <
und » unverändert, also verschwinden -O, dt, -/» und man erhält daher anstatt der Diffcrenzialglcichungcn in
Nr. 66 folgende:

INI 4 pllp " 9, nullit 4 gllg 9, titln 4 rllr — 9, (II 4 4» 4 (In — 9 und dp 4 dg 4 dr — 9,
aus welchen auf ähnliche Weise, wie vorher, das gesuchte Werhältniß von-h> .-dp 4 dg oder von (?/'.-bestimmt wird.

68) Werden nach dem Gesetze der Homogcneität Produkte, wie d-d2-d-x in der folgenden Rechnung den andern gegenüber als
verschwindend angeschen, daher vernachlässigt, so ist:

rlx — sdx 4 2(>2x 4 (Gx) (dt- 4 (I2?.)d2 --- dxd^2 4 2N22(!2x 4 d^d^x dxd2(I2?. 4 2d7.(I22(I2?c
ugx — (du 4 2(12^ 4 (12?) sdx 4 (I2.x)(I? — dxd?2 2dxd?(I2? 4 (Ixd^d^r. 4 (I?2(I2x 4 2(I/.d2?d2zc
utp---- sd2 4 2d2?. g- d^/.) sd? 4 (I2?)dx — dxd?2 Zdxd?.(I2? 4 (1x4(14. 4 2dxd2?.2

rxt — gxn — d?2(I2)^ g. (I?2(l2x .— (Ixd?(I2?. — (Ixd?(I4 und
gxn pln d?2g2^ 2d?(I2?.(I2x dxd?.d2? 2dxd2?2^ Nun ist 4.2 ---- (Ik-2 (1x2.

Da aber die Ordinate» glcichwcit von einander abstehend angenommen sind, so ist dt, constant, also d:d4 --- dxd2.x
und also auch 4 1/2.2 d2^2 Daher (Od^kk — (/.id4 4 1/2^2 — ^2^2 4 d2^2

^ .p' Werden nun diese Werth- für -Od^ und di-d4 in die beiden vorhergehenden Gleichungen eingesetzt

und überall d?2 — <?x2 di,2 gesetzt, so erhält man:
c?.vc?,/^ci".v2

^ ^ UNö
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— i>tu — ^ ^ — nlj» ist, so ist auch

.,5 , , 2,2 ^ 1 2,3 tIXlI^2ll2x2 , ^ , 2l!xlll : — llA — ll^-^U^x -i- 7 . ^c!^2 ^.^2
<L.^2

oder die Glieder des letzten Verhältnisses mit multiplicirt:

dk ! — dx ck^2^I-x d?.2d^x — dxd^x^ ! d^2d2x -l- 2dxd»x2.
Auf ähnliche Weise wird auch das folgende Theorem bewiesen.

69) Dividirt man beide Seiten der zu intcgrircnden Diffcrcnzialglcichung: Nd-^d-x —3l>dxd2x2---dlid22d2x mit ixi^dOx, so
<, r- -< Zclxcl^x c!Ii . .^. . cl^x Zll^x'

geht sie über in: ^ ^ ^ --- 9, oder, da ^ axci^x ist, weil d^ const. in: —2^ _

-^ — 9, welche integrirt die Gleichung: iZ.-t^x — Zlx.-I- — iZ.ii const., oder I) ^ — const. — ^ .

, , und da »2^x2 ---- «2^2
Es sei 2) a-lx ^ lUz-, so ist ,Z2x ---- ^ »2,^.2 --..,2^2 ^ 6? —'^^,^'..2.^ auch »2^2 ^ (r2^-»2)^2 ^

Wird dieser Werth in Gleichung I) eingesetzt, so geht sie über in: 77, , — 4- oder
(»2^.12)^2^,2 — »2 _

. x^tdt /'Ii.rix b.dl X / ^ ^ Iidl , X

3) —^ °IF, ^dak - X .st unv ckF ^ gesetzt war. (viteot. VI.)^

Diese Gleichung integrirt gibt: c 8- ^ — F./ »2^.,2

Jacob B. leitet durch Integration aus Gleichung 3) als die beiden Werthe von F, d. h. von Xk, oder für
diese die unmittelbar vorangehende Ordinate III' — mx — ;> gesetzt, folgende:

? — ^ 1- — « — ^ ^ ^ ^ . Demnach ist in Folge der ersten Gcichung: t-
«jO«2

-?

und 1 — ^ ^ . Werden diese Werthe für i in die Gleichung 2) eingesetzt, so erhält man: -5/ —

r/ ^ ^ undciz/----^—als die Diffcrcnzialgleichunqen der Curvcn, welche den Raum ^
/ «2 ^,2 / ^

zu einem Maximum oder zu einem Minimum machen.
79) Lolutioir stu prolileine propcws par ZI. laocpues llernoulli . . . . , tronvee en clsux mnniörss pur ZI. Isair

Lernoulli .... 8»r les isopsrimetres. (Oette 8c>Iutioii etait latine, preseutes ä I'acacleinie ....
cie ?ari8 le I levrier 1791 pur ZI. VariAnou, ouverte Is 17 avril 1796.) Zleinoires cie 1'acacleiriis
cls ?ari8 1796. p. 235. loli. II. Opern 1. p. 42-1 8gg.

Zuerst löst er die Aufgabe für den Fall, in welchem die Ordinate />/? (Fig. 12) der Curve, deren Flächeninhalt
ein Maximum sein soll, eine Function der zugehörigen Ordinate I'I' der zu suchenden Curve IZXV ist, und erhält,
nachdem er die Aufgabe (Xote 45) darauf zurückgeführt hat, eine solche Curve IIXP zu suchen, daß das Verhältnis
des »in»» ihrer Krümmung in jedem beliebigen ihrer Punkte !>' zu dem Diffcrcnzial der Function ihrer Ordinate

sX/fu:

constant ist, als Gleichung der zu suchenden Curve: ^ , welche für diesen Fall auch richtig ist.
Hingegen gab die Lösung des zweiten Falles (doli. II. «per» I. >>. 42g), für welchen die Ordinate eine gegebene
Function nicht der Ordinate I>X, sondern des Bogens »ie jst^ «u falsches Resultat. Er setzt wiederumdas Disscren-
zialclemcnt des Bogens c?« konstant und stellt eine der vorhergehenden ganz analoge Betrachtung an; daher ist denn

auch das Resultat -?v — ^"^^2 " "^2^/ ^ die gegebene Function des Bogens ist, falsch. Vgl.
Xpoloxia H. IZioolc Va/Ioi'. 1'iiilosovlilc»! Vrans»etio»s lor tl>e z^ear 1719. z>. 955.

71) jl.tiA!ALM: I.sc»ll8 8ur 1s cnlcul <1e8 louctions. ?ari8. 1896. p. 429.
2S. Zan.I736-I«.Apr.I813.

72) 1olmnni8 LernouIIi Opern. 4'. II. p. 295. iXc>. Olli. Heninr<)ue8 8ur es rpi'nn :> clonne ju8<pu'iLi 6s 8»-
Iution8 cke8 prolsteme8 8»r 1s8 i80perimetre8 .... pur ZI. len» Lernonlli, pro1k88eur n llüle.

Memoiros <Io l'aoarivmis . . . , clo I'aris 1718- 9. 199. V. II. I7;8, p. 15 >>17. llok. LorxouIIi <I<zsolutio-
nidx8 etc. 1>. 17. (liell) scieixlmn, I^xoll .... metlioNi uxiversalitali ttimis conlisus ex inaclvertentia nox ntlexllstixt
»4 oertaxi <ix»x4amvircxtxztaxtixix, <^x»e i>roliiliot, rjuoniixxs .... gxod Isvs perorant» (?) id ellecit, xt ixclderiix

xcl<d2^ a1clt2^2^
ix »e<ixatioxeni l?u, loco Nxsxs ,,^z ^ -INI«! Asxuixa est aelixstio

Verum exixi vero, qxod il>! «'X incxria ptaetervisxix, repaixlw liic ....>>. 13. Vxxdorxs, xeonielr» ixsiAxis
et acxtxs .... lxxlaxt >ei -,11'xdit odscxtitateix .... Hierdurch ward der Animosität, die durch den Prioritätsstrcit
über die Erfindung der Diffcrenzialrcchnung zwischen den Mathematikern Englands und des Contincnts hervor¬
gerufen war, neue Nahrung und Veranlassung zu mehren gegenseitigen Angriffen gegeben. Vgl. doilsxxis II. «Ii>.
i'. 11. xo. cxiv. cxvii — cixix.

73) Ziggji ?d^!vr: ZIet1ioclu8 incrementoruin äirectn et inversn. Oouclini. 1715.
1685—1731. l>roi>. XVII. Pro1>1. XII. Oetxr x>osit!oxs rsct» DU et dxcta perpexslicxlati VX, per i>xxclxix X

traxsest oxi-va .V!IC etc
74) läcodi LelllvMi: Opera. 1-. II. p. 774. Z. IZ. 1697. p. 213.

6
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(Oaeritur), qnaenain ex inNnilis ercloi-lilins (anl saltem circulis, paraliolis aliisve ciirvis) 1-er ,V Iransennlidus
!><!snpsr eailsui basi VI? constilnlis, illa Sit, per quam llescenllens Zravs minima tenipore ex »V all llatnm per-
psn-lieiilnm >51» appeliai. Lösungen dieses Problems gaben L'Hopital und Jacob Bcrnoulli: I) O. I«i98.
p. 48. lloniini Itla>,k!»»is Ilospilalii sotnlio prol>lemaris etc. 2) p. 223. .sae. I». Demonstratio s^ntlletica prollteinatis
lls inünitis c/ctoiclibus etc. (3ac. Ii. Opera II. p. 783. bio. l. XX?i! I.)

75) ZKIllvIlIZii' Opern 'I'. I. p. 261. Xo. XXXIX. Lrolilöines n resontlro. .1. tl. 8. 1697. p. 39-1.
l) V611X Points 6tant cl0!in68 8111' IN16 8up6r6ci6 00UV6X6, 011 äeniancle 11116maiii6i'6 ll'v 66i'ii'6 A60m6ti'iljii6m6nt

Ü'llll ll6 068 P0illt8 0 I'.11ltr6 1.1 1iZN6 1.1 P1U8 0011126. (0,1 Pl'01'086 par 6X6N1pl6 1a 81IP6rÜ0i6 tili 00ll0ill6 parailO-
1iclii6.) (^.10. IZ. 0. II. I.XXIX. p. 796.)

76) L. 1699. p. 354.
1) Domini Marclii0iii8 Il08pito1ii: sacili8 6t 6Xp6ciita m6tli0llii8 inv6ni6nlli 80lilli rotimrii, in lziiOll 860iinrlnin

0X6IN Iiintiiin 11111101'6at .1 r68icl6 Nuiclo r68i8t6Ntia, lziiam in lZ!i0livi8 aliiill 6jii8l!6Ni 10!iKiti!l1ilii8 6t 1atitiicliiii8.
2) Lx06ipta 6X Iit6i'i8 Dn. ^loii. Loi'lioiillii Oi'0niiiA.i6 7.4^.11 AN8ti 1699 4ati8. (V. 15. 1699. p. 6l3.) ^oli. L61-

noiillii: 96 8o1ilio rotimclo mi,iima6 i'68i8t6ntia6 . . . L. 1799. Ii. 296.)
Z) Nicolai ?atii I)»i1l6i'ii: 1!ii6N6 Ki'6vi88imi <l6806ii8ii8 inv68tiKatio A6om6ti'ica llnpl6X, 011! allilita 68t inv68ti-

Aatio Z^omiztrica 80lil1i lOtmicli, in lzno minima liat r68i8t6iitia. I»0ncZini. 1699. (V. 15. 1999. P. 619.)
I5xe6rpta 6x^68p0ii8i0N6 I)n. Xie. ?atii vnilloi'ii all 6X06iPta 6X 1it6ri8 vn. ^oli. Ilornonllii. 15. 179!.

z>. 134.) — Zolicli rotiincli minini6 i'68i8t6iiti8 inv68tiZsati0 6X ?6iuiatii lloctiina ^kractionum. (p. 136.) —

77) lläcoiii LerllvMÜ: solutio sex prolilcnintuin Irnternoruin. Incolii IZ. Opern II. I .xxx. p. 796.
V IZ. 1698. p. 226, prolilsma I. In snperkcie ilali conoiliis, vvl spllaeroillis ex. gr. paradolici inter l!lio

pnncc» xeometrics rlescridere lineam amninm in lila superbcig sie lluetarum brevissimam. Er gibt hier nur die
Lösung. Die Analyfis findet sich: Inc. Ii. Opera II. p. 1923. Xo. Olli. >Vl't. VI.

2) loli. Lern. Opern. 1'. IV. p. 168. OLXVI. In superüeie (^nnLun^ue cnrvn elncere ünenm inter 6no
punctn !>rev!ssiwnin.

Die Methoden zu den Lösungen dieses und des vorhergehenden Problems stützen sich auf die von den Bcr-
no ulli 's gegebenen Prinzipien. Eine spcciclle Auseinandersetzung wird um so weniger nöthia sein, da die Eulc r'schc
Lösung des einen in der vorliegenden Abhandlung (S. 19 und II), die des andern später (Rr. 99) gegeben wird.

78) Oommenturii ne.aclknninö scientiaruin impsrinlis Letropolitanne. 'V. III. 1728. (ersch. 1732.) p. 116. „I)s
linen I>revis«!in.v in supersteie c>uncuu^uö eluo (placliliLt punctn sunAeots. .Victore I.K0Il!i. Hllikl'9."

^ 2. <)iia6 autom ia 8iil>oi'nei6 ^aaeii!i^ii6 8iv6 eonv6xa 8iv6 6X 1ii8 mixta 8it linoa In'6vi88ima, c^iia6 6X ilato
puncto all alinil lznoclennliiio llncitni', noiilliim 68t A6N6ialit6i' clotoimiiicitiiiii. ?r0p08nit milii kianc lzna68ti0N6iii l5o1.
3o!i. Loiiionlll 8iKnili0an8 86 iinive^alom inv6ni886 aolznatioliom, ljii06 arl linoam di6vi88imaiii ll6t6i'miliaiillam enilpie
8iiP6i60i6i accomollari P088it. Lvlvi 6A0 otiam lioc pi-oliloma 80liiti0ii6iiilpi6 liae cÜ886i'tati0li6 6XP0ii6i'6 voliii.

79) V. L. 1726. p. 361. Oonstructin linenrnin isoclironnrnin in inestio (^nocunepis resistente, rlnctore Leon-
Iinrclo Lnlero Ilnsiissusi. p. 363. „Invenire linenin celerriini llescensus ssn 5rncl>)stoc!lronnill in
ineäio cpioinvstoeunc^uL resistente, snitein in Il ^potliesi Arnvitntis nnilorini."

86) Xovi coininsntnrii nenäeinins scientinrnin iinpsrinlis Letropolitnune. Vom. VII. (1734 llttd 1735.) p. 135.
De linen celerriini elescensus in insstio «gnocungns resistente. .Victore Leonli. Liilero.

1678—1733. Die Abhandlung Hcrmann's findet sich in den: Oommentnrii aoallemiae scicntiarui» impcrialis kelro-
polilanae. 'kam. II. (1727.) p .139. Vlicoria Alzncrali» motunm, qui Iiasmintnr a pormitiis quibusvis in

corpor» inllesinenter »xonlilnis, sivs liaav corpora in racaa lorantnr, sive in mvllio resistente, p. l<Z2. Ilaec Vera
>1« lineis celerriini llescensus in vacno snlliciunt, perxo all eas, quae in mellio resistenti ilescriblintur. (Z 26.)

81) Oorresponstnnes inntlieinntiepis et pl>)8icsnö cls c^uelepies celesirss Aeoinetres cln XVÜI'enie siecls, pulzlies
pnr 6. II. lsiuss. '6. II. 8t. LetersliourA 18-13.

Achter Brief Daniel Bcrnoulli's an Leonhard Eulcr (vom 12. Scptbr. I73L) p. 431. In Dero
Solution über die Brachystochrona's in mellio resistente habe ich folgende Scrupel u. s. f.

82) In der Rr. 36 angeführten Eulerschcn Abhandlung heißt es p. 137. Z 3: proximum, al glioil il> soiniian« pro-

mmitoi'iim coatiAiioiiim. 0iiiva6 lpia68ita6 ll6t6i'minatiii', lpio 001PU8 6a 6i'6vioii t6mp0i<; ali8vlvat c1l;806lil!6iill0, lziiam
l^,ia6vi8 alia 6l6m6ata intra 608Ü6m t6imiii08 P08ita. ^ 6: Op0it6t iZitiii' in r60ta k«'<4 ll69iiii6 ininctum 6X
ljilO all llat08 t6imill08 6t ^7 lllI0ta6 1il16a6 1,^1, a ll6806I1ll6Nt6001P016 1l1'6vi88im0 t6mP01'6 P6l'01Il'!'SlltUI'6t0.

83) Oommenwrii aecicleiniae seienticN'uiri iinpei'ialis ^etropelitanne. 'I'oin. VI nci nnnos 1732 et 1733. (I>e^
tre^oii. 1738). p. 123. ?i'06ieinntis isoperiinetr-ici in Icltissinio sensti nece^ti solntio Zenernlis. Vuetore
I^eouliaräo Lulero.

84) In der eben angeführten Abhandlung p. 125. Z. 4: II-18 iKitui' 0la8868 in 86lzu6ntibu8 ^Iia68t!0iiilin8 00mpl60tar maxim6
Ii:iiv6i'8alidu8. I) I5x 0mi,iliit8 PI'01'8118 Clirvis 6am tl6t6i'minar6, liiia6 Pi'0pri6tat6m ^ niaximo V6l miliimo ALaüi!
00iitiii6at. I!) Z5x 011111161180iiivi8 piopi'iotato ^ .I6lzua1it6i' Pia6l1iti8 oam 66t6i'miiiai'6, cpiao piopriotatom L
maximo vol minimo Kiallii continoat. Ii!) Lx omiiüms 0invi8 6t pi'0pt't6tat6 ^ 6t Pi0pi'i6tat6 75 a6lpialit6i' pi'a6-
lliti8 6am ll6t6imiiia,'6, tpia6 Pi'0Pii6tat6m (5 maximo minimovo gi'allii continoat. IV) I5x 0mniliii8 0uivi8 piopri-
6tatil>ii8 ^7, L 6t 0 8inAiili8 a6lpialit6i' pra6cliti8 6.1m ll6t6imiiiai6, cziia6 propri6tat6m 7) maximo minimovo Aiall»
eoiitiiioat. Kimiii mollo Quinta cla88i8 0urvo8 czuatuor piopi'i6tatidii8 Pt'06llita8 contomplaiiitui' 6t ita poiro 86^ii6ut68.

85) ?. 141. (^oaatur </ — ^ 6t ----- 0)
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I'ropi'iolalos propositas: Valoeos litvrss /- i-ospoiickunlos:

/. /77/^e , t/7' mm Mt/z/ ^

//. . e/7' mm /Ve/u: I- — iVe/.r

77/. . ck 7' mm /' mm f/. ?'7

/I. / ^ . c/ 7' — Mch/ I» — ck.

^ / 77/./' ^ e/7' mm Mch/ -j- 2>'c/ae I» — Me/m

86) Coin-nentnrü ncncleinins seicntiurnm imzzcrinlis?ctropolltnnnc. ck'om. VIII ucl unnum 1736. sl'etropoli. 1741).
t?. 156: „Curvnrum innximi iniuimivs pro^ristuts Auuelentiuin iuventio novn et lücllis. Auctcr«
I^eonll. I?u1e»'o."

^ I NIIPNI' in osiismocki Imjiis ^sixzeis iziinostionss jnoicki, ack cpias sotvonckas toemiilao tum toiuporis
i> m<! oxlilliilae non ceant siilllcisntos ackoo, ut co-iotiis lueriiu Iiovas loemnlas Isriiis patentes conteinptiti'i Iilipio
pro IIS all pi'obleina solxsnckiini icloneos valorss investizare. In Iioc antein nexolio occnxatns non solnin laviliorei»
IPI.IIN ante iletexi Viani ock solnliones Iiujiismocki prolilenintuin porvonioncki, Seck etiain oninvs lorinnlas, «PIUS
»nts tl-actavet'iuu, in nnienin SNIN eoniplexns atljue ptnelsrea ack alias acktinc latins patentes eslenlnin seeoinockars licuit.

87) p. Igz. Z 6. Ist ^-I/Z 7Z(i ---- c?.v sFig^ 4), — t/, LS z, ,1z,. Da nun in dem dem Elemente üc
entsprechenden Ausdrucke Y-Ux die Größe Y- dieselbe Function von V, ?/, x-, p- ist, wie Y von 5, x, p, so wird

der dem Elemente j?L entsprechende Ausdruck gefunden, wenn in jenem anstatt i/' — 7/b gesetzt wird: ^ -f- />/?,

anstatt — o» 4- lli gesetzt wird: >5 ^ s ^t ^ ^ -s—^ und anstatt eu^:

, /c/" — /V/ 7V/^ bZ
gesetzt wird — ^so den Unterschied der den

Elementen und /?c entsprechenden Ausdrücke HVin finden, wenn man H7/ae diffcrcnzürt und darauf hierin

überall c/?/ mm ö/?, mm ^ ^ und cs.r im: o setzt. Da nun aber tilZ't/ck.-mull/ck.?

-s- i1/^/>/^ -s- 1^V7s/)csck.' ist, so wird jener Unterschied — es), ^ ^ ^ 717^. c/.?:. i^s? —

sein.

88) Nötliocltis inveulsucli liuens curvns ninxlini ininiiuivs prpprietnts Fpuclelltö», sivs solnlio prokleinntis iso-
perimetrlci Intissiino sensu nccepti. Vuctore I.LLlliig.tÜg Luiölv, I'ioiessore Hegio et ncacleinink Im-
perinlis scientinruin ?etropolitanne Kocio. I.nusnnni>e et Ksnevse. 1744.

89) Uiscellnuen U'cniriususin. 'I'oinns nlter. 2. Theil desselben, p. 173. IZssnI cl'iins nouvelle inetliocks etc. ^>nr
41. Us I^n-tZrnnge: ... AI. Luler i» entrepris äs reclnire toutss les reclterolies cle ce genre etc. . .

96) Es möge, um nur auf ein Beispiel Eulcr's Methode anzuwenden, die Lösung des oft erwähnten Problems des kleinsten
Widerstandes gegeben werden. (lVloUiockus invemioncki ...p. 51 Lxempiaui V): „Unter allen auf denselben Theil der

Abscissenare bezogenen Curvcn diejenige zu bestimmen, für welche / , , oder / ein Maximum oder
-i- .^14"?

ein Minimum ist".

Diese Aufgabe kommt, wie bemerkt ward, mit folgender übcrcin: denjenigen durch Rotation einer Curve um
eine Axe entstehenden Körper zu finden, welcher nach der Richtung der Axc bewegt in einer Flüssigkeit den geringsten

Widerstand erleidet. Dieser Widerstand wird der Größeproportional angenommen. Es ist nun ^ —

! ^ P2 und daher al,° V -- und I- D-
11/ ---- o ist, ist ---- 16 und 17) gegebenen allgemeinen Lösung ist aber die gesuchte

Curve durch die Gleichung: V — ^ — o oder VUz, — —o oder KUz/ — pc/? bestimmt,
also ist p,t/> /-,/p, folglich ^ »I- « — /^i. Werden hierin für ^ und / ihre obigen Werths eingesetzt,

so erhält man als Gleichung der verlangten Curve: ^ ^ — 2pOv¬

alst 1) e, — ^ - Da nun Uz, — xUx ist, so wird <?x — ^ also i>c— ^ ^ -j- stln, oder

hierin den für ^ eben gefundenen Werth eingesetzt: 2) x — u- a ^ ^

-b I -U . Wird p aus Gleichung I) und 2) climinirt, so ist die hierdurch sich ergebende Gleichung die¬

jenige der gesuchten Curve. 6«-



91) Es ist 3)8") ---- 3)8') -i- 3.1)8'), folglich 3)8") 4- .1)8') 3)8') 4- 4.1)8')
Ferner ist )1'") — )1') 4- 3-1)1') 4. .Mi') also

L)i"') g)1') 4- 13,1)1') 4- k-1-ll')
4. 4.1)1") ---- 4- 4.1)1') 4- 442)'r)

- .1)1') -- - 3)1')
L)1") 4- 4.1)1") — .1)1') - v)1') 4- 13.1)1') 4- 1st-1'')'1').

Hieraus ergibt sich sofort die Richtigkeit der S. 19 aufgestellten Gleichung ähnlicher
Weise würde man auch die rechten Seiten der folgenden Gleichungen aus den entsprechenden linken Seiten herleiten.

92) Es möge genügen, die Richtigkeit der Bildung der beiden ersten Glieder in dem vollständigen Jncrcmcnte der ersten sechs
Terme Mir Mc/.r nachzuweisen. Durch Addition der ersten sechs Gleichungen (S. 20) erhält man:

el.Xäx c).?j'äx 4- chMcix^n^x.clx.sl-") —4-2cI)^'"))4- I^'v.M')

-n n»<l.v.IMlM _ (ch.iv 4. chchiv)()(Z...) 4. 2.!)<Z"')) 4- -f- .---)

— u,<I.v,clx.)l>-v) ^ I.ivsO'") — 2chivst)tZ'") — )(Z"') cI1.iv — 2e!ch-v.st)^'") 4. I^v^(Z'") 4. ....)

— mhchv .stxschiv) — )(Z"')clchiv — 21.ivcls<Z'") 4» ....), da das Glied 2c!chivsts(Z'") nach dem Gesetze

der Homogeneität den übrigen mit behafteten gegenüber als verschwindend vernachlässigt wird. Es ergibt sich
also sofort, daß das vollständige Zncrcmcnt der ersten sechs Tcrmc

, „ 49.V) )<Z'").!chiv 4. 2chivst)<Z'") 4

^ ^ --- .st.

93) Es ist - (Ii - /chstx). - MI., also

-<»- /^>V - >- SO - - --"!?
^ <» -^ ^ .1x2 clx

«L. Die siebente Gleichung (S. 20) muß heißen c/.M-ck.r 3^) /)v'ffir.ci)4vi — ^nd ferner ist auf der¬
selben Seite Z. 4 v. u. am Ende des die Zeile bildenden Gliedes eine Parenthese hinzuzufügen.

94) Aletw-Ius i,,vkniou4i sto. p. 143. prop. II. „Es soll eine solche Gleichung zwischen V und -/ gefunden werden, daß,

X n gesetzt, das Produkt der beiden Integrale ,M4.v und M4.v ein Maximum oder ein Minimum ist".
Man nehme an, daß die gesuchte Gleichung bereits gefunden sei, und daß in Folge derselben für.v » der

Werth von M4v — ^4 und der von / ?4.v --- L sei, so werden diese Größen ^4 und L constant und ihr Produkt
^4L ein Maximum oder ein Minimum sein. Nimmt man ferner an, daß ,, um ,,!/ wachse, so werden ^4 und L

Jncrcmcnte 4.4 und 4L empfangen, welche auf dem gewöhnlichen Wege aus /^4.r und / ?4.v gefunden werden
können. Da nun, wenn 1/ um «u wächst, ^4 in ^4 4- 4^4 und L in S 4. 4L übergeht, so wird .4L in ^4L 4-
^44L 4- L4^ 4- 444L übergehen, also wird, da ^4L ein Maximum oder ein Minimum sein muß, ^4L — .4L 4-
^44L 4- L4^4 4- 4^44L — n sein müssen, d. h. es muß, da 4.44/1 den übrigen Größen gegenüber vernachlässigt
wird, .44L 4- «4.4 --- 0 sein. Hieraus ergibt sich folgende Lösung des Problems: Man suche das Zncrcmcnt

4.4 von /"?4.v und das Jncrcment 4L von ?4.v, — (^4 und L seien die Wcrthe der entsprechenden Integrale
für.v — ») —, so wird die Gleichung ^44L 4. L4^4 — v die verlangte sein.

95) Uletli. inv. I>. 217. I>eop. II „Unter allen ^4 alt gemeinsame Eigenschaft habenden Curvcn diejenige zu bestimmen, für
welche eine beliebige Function von -4 und einer andern Größe L ein Maximum oder ein Minimum ist".

Sind 4^4 und 4L die Incremcnte von ^4 und L, so wird das Zncrcmcnt der zu einem Maximum oder Mi¬

nimum zu machenden Function: «cM -f- sein, worin « und durch die Art der Zusammensetzung der
Größen ^4 und L in jener Function bestimmt sind. In Folge der gemeinsamen Eigenschaft 4 muß also 74.4 zu

jener Summe addirt werden, und man erhält als Gleichung der verlangten Curvc: (« -st /)cM n- — 0

oder (« -s- /)F//^1 MM nn 0. Da « und /? bestimmte, / und ö willkürliche Constanten sind, so werden
daher (ce ^ und — 1? willkürliche Constanten sein, also ist die Gleichung der verlangten Curve:
AM 0.

96) kietli. inv. ,>. 238. Lxem,,!"'" I. „Unter allen sowohl gleichlangen, als auch eine gleiche Fläche v.4/1 umschließenden
und auf dieselbe Abscisse ^4C bezogenen Curven diejenige zu finden, welche um ^4L gedreht einen Körper von größtem
oder kleinstem Inhalt erzeugt. ^

Es sei (Fig. II) ^4L — .v, L.II — ?/ und 4z/ — /,4.v, so sind /">/4x und /"4 .V 1^ I 4^ die beiden der
Curve gemeinsamen Eigenschaften und zMv die zu einem Maximum oder Minimum zu machende Größe. Das

Incremcnt der ersten Größe ist — «4. 4v, das der zweiten — — ?/v. ^ und das der dritten —

2?/^.z/c/ir, als» jst in Folge der allgemeinen Lösung (S. 27) die Gleichung der gesuchten Curve:

a.ck.7' — MM? — 0 oder ^ 2//M — ^

Multiplicirt man diese Gleichung mit x und integrirt, so erhält man:

/'Mb/M ^ ÜZ, 1,2)2(1 /)2)— e» >,1ld p ^ H71

M 4. z/4. z,-)- I- i-/ 4- v°)-0/
^2 ' ^ (^2 Ä?/ ^

welches die Differenzialgleichung der elastischen Curve ist.





,
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97) illetl». inv. p. 13. Kclmlion II. lZuam^uam lwsus Aeaeris t^uaestinnes ad puram analz^sin reduci possuut,
tamen expedit eas cum doctrina linearum eurvarum conjunuere. Huodsi eniiu animuin a liimis
curvis abducere atgue ad solas cpiantitates absolutas strmare velimus; >^uas8tione8 primum ipsas ad-
inodum liersut ali8trusae et inelegantes, ususc^ue sarum ac diunitas mim>8 conspicerstur. Heinde
etiam mötlmdux rssolvendi lnisusmodi ^uae8tiouss, si in soÜ8 c^uantitatilius alzstractis proponeretur,
nimium boret abstrusa et molesta; cum tamen eadein per inspectionem ÜAurarum et r^uantitatuin
repraesentationsm linearem mirikce adsuvetur ati^ue intslleetu lacilis reddatur.

98) üliscellanea l'aurineosia. 1'. IV. p. 193. 8ur In metlmds de8 variations. lstar l>l. de La-Llran^e
Lette metlmds, cpi'on peut tres-bien appeler d'apres N. Luler metlmds des variations, avait desä
et« commuuiguee des 1755 ä ce »rand Aeometre, <gui l'avait suZee diAne de 8on attention et de
8on sutbraZS

99) l>IelanAe8 de pliilo8opl>is et de matstematigue de la societe ro^ale de 3'urin pour les aonees 1799—1791.
(Niseellanea 'I'aurinensia. "Vomus alter.) 2. 3 'IisiI (die mathematischen Abhandlungen enthaltend),
p. 173. IZssai d une nonvelle metlmds pour determiner 1e8 maxima et Is8 minima de8 sor-
mule8 integrales indestuies. I'ar VI. de Im-Llrange.

199) Die auf das gewonnene Resultat sich stützendeLösung des Problems der Brachistochrone unter Berücksichtigung der
Grcnzglcichungcn wird bei der Besprechung der Abhandlung Iloi-iZa-s- Rclsirclssomsut sur l«s in«liioll«s eine
genauere Berücksichtigung finden.

191) Uiscellansa 'I'aurinensia. 3'. II. p. 181. lVo. VII. Hemargue I. ZVI. lkuler est le Premier, <pn a!t
donns de8 lormules generales pour trouver 1e8 eourdes, dan8 les^uelles uns bonction integrale
donnee e8t la plu8 grande ou la plu8 petite, mais Is8 lormules de cet auteur 8ont inoins generales
gus Ik8 uotres; 1". parce^u'il ne bait varier c^ue la seuls cliangeante z/ dan8 1'expression ;

parcelpi 'il 8uppo8e, «pm Is Premier et le dsrnier point de la courlie 8ont lixes.

193) Uiscellanea'I'aurinensia, 'V. II. p. 199. Application de In mstlmde prscedente a la 8olution de dillerens
problemes de d)u>!>nngue. I'ar U. de Im-Lrange.

Itl. üulsr ckans uns allllitiou ,1 son excellent ouvraxs, gui a pour tilre : Illstlio-Zus maximornin etc. a ils-
uioulrs cs priucips, gu« Nans 1v8 trajscloires, «IIIS <les corps (loiN'ivont par Ui!8 torci!» ceulmle!., t'ilitcAralo <Ie I»
rltssss >>»,' t'sllziiivttt Nv I,> oourlic t»it tousours u„ maxiiuuiii ou ua uiiuimuui« ^o uio zu-o^oso ioi <lo
xonerutisor es uuzino zn'inolns Lt ,1'vn kulm von- t'nsuAo pour rosonltro »reo ^uoilito toules I>!8 gneslious <Iv ll^uu-
uiiizue. 1'rinoii>e xöuerut. 8oi«»t tunt <Io V0IP8 gu'o» voilltm lll, Illh lll", ot <zui SAissonk Is8 u»8 Sur Io8
»llli-es cl'iine inanioro liusloon<^us, et >j„l soieut cko plus, si l'o» vsnt, eniiu,!« pur cles torces centrales l'roportio-
uellos ä lies louctious guelcoiuiues iles ilistauees; quo », «" etc. Ueuoteut les «Spaces parcoinus par ces corps
(laus Is «0111P8 « et ipie »/, etc. soleut leurs vitesses ä la lin cle ce tenips z la loruinls -P

. zßra toifiours u» uiaxiuium on uu iniiiiuium.

Mit Hülfe dieses Prinzips wendet Lagrange seine Methode auf die Lösung von zehn in der Abhandlung
behandelten wichtigen Problemen der Mechanik an.
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