Geijchichte der Wariationsrednung.

Grfter Theil.

@inleitung Problom ber Bradiftodrone, aufgeftelt von Sohann Bernoulli. Midblic auf bie in feilferce Seit
sur Weftimmung der Warima und Minima angewendeten DMetheden. — Anmwenbung ber Jtee, baf bei ben Nutucledften cin
Minimum ftattfinbe, um Beweife mefrer Sdke. Angabe bex Bei et 2ojung bed Problems ter Bradhiftedrone benugten
Pringipien. — Facob Vernoulli’s Lofung beé cbigm Problems, — Seine Yuffiellung besd fogenannten ifoperime
trifdien Droblomé — MAdbliE auf bie Wehandlung ahnlider Probleme in friberer Beit. Facob Bernoulli's
#ifung. — Ervweiterung veé Sreifes der Probleme unb ber su ihrer 2ofung angewenbeten Metheben burd) Euler, —
@uler's Mothodus inveniendi lineas curyas maximi min

ive proprietate gandentes, — fagrange’'s Essai d'une

nouvelle médthode pour déterminer los maxima ot les minima des formnles intégrales inddlinies, —

1.

@ic Gejhichte der Mathematif, wie fie vollftandig in dem bedeutenden erfe von Montucla
unb in ben biefem weir nachftehenden von Boffut, Savérien u. A bebandelt, und wie fie fur {pecelle
Feitraume von Kafiner, Libri1) u. f. f. bearbeitet worden iff, befchaftiat fich aum quiferen Eheile mehe
mit Biographien, literarbiftorijhen Motizen, wohl audy mit Auffteliung geifteeicher Gefidhtdpuntte, ald, daf
¢3 ibre voryligliche Aufgabe ware, den inmern Gang, die Entwidlung der cingelnen Methoden und Dis-
ciplinen ber Mathematit aufyubeden. Lebteres ift weit mebr ber Bwed vieler trefflichen Abbandlungen und
Monographien gewefen, 3. B. der von Lagrange cingelnen Zheilen feiner mécanique analytique,
feiner théorie des fonctions, feines calcul des fonmctions u. f. f. beigegebenen, jeboch nur in eingelnen
Sheilen genaueren und ausdfiihrlicheren biftorijchen Ginleitungen, ferner ber Giefchichte ber Algebra in Jtalien
von Goffali, ber bisher leider unvollemdet geblichenen Gefchichte ber Algebra von Neffelmann, u. . f,
ber bifforifchen Ubbandlungen von Ghasles, vorglglih aber feiner in jeber Wezichung vortvefflichen
Giefchichte ber Geometrie®),

Sn hnlicher Weife, wie julesit angedeutet ward, foll aud) die gegenmwirtige Abhantlung ein BVerjudy
fein, bie Gefchichte ber Variationsrechnung in ihrer vollen Entwidlung ju geben. Sm Zaufe ber Unter:
judbung wird ¢é fich evgeben, baf bdie hifforijchen WBehandblungen der Methoben der Jnfinitefimalrednung,
ber Geometric, der Pringipien der Mechanit u. . f. su ibr in einer engen Bejiehung fiehen. €5 it
badurd) mdglidy werden, das gemeinfame Band ju finden, welches fich um die gefbichtlichen Darftellungen
dicjer fpeciellen Rheile dev Mathematit jdlingen laft und fie ju emer Ginbeit unter cinanber verniypit,
Auf folche Teife wird jich dann audy leichrer der Pfabd finben laffen, ber ju einer vabren Sejdyichte bder
Mathematif fabet, welhe das literarbiftorijihe Beiwerf an feiner recyten Stelle benupend, bas ?“:&nnmc in
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feiner genetifthen Gntwidlung begrinbet, bid ¢5 vollfommen Flay ift, die Gedanfen und Methoben barlegt,
in wie weit fie fih ju bem wabrbaften Funbamente abgeflart bhaben, von weldem aud man bas Ganje
leichter Tiberehen, Dbebevefhen unb {dneller ju benjenigen fernen Punkten gelongen Fann, bie cben ju
weiteren Entbedungen fithren.

Der Gang aber, den man gewdhnlich einfdhlagt, um ju folden Entdedungen ju gelangen, ift
meiftend ver, baff man fid einbiloet, ein Problem fei von bejonberer Widptialeit, baber quf feine Eifung
alle Sraft vermwendet. Bei weitever, fortgefester Entwidlung der Wijfenithaft jeigt ed jidh jedoch, Daf der
Giegenftand, welder alle Kraft der Speculation in Anfprud) nabhm, iy die Wiffenjdiaft felbji von geringerem
Jnterefje i, baf maun aber im faufe der Unterfuchung auf Punfre gevieth, welhe ben wabren Giang,
weldher einzufthlagen ift, bejeichnen, baf man bei ber Werfolgung eined beinabe aus ber Luft gegriffenen
Problems die wabren Probleme ber MWifjenfdaft entbedte.

9

e
Gin foldes Droblem war audy vad von JTohann WVernonllid), ?:.:mnb’ Profeflor in Giro-
ningen, im Juni 1696 aufgeftellite Droblem ver Bradiftochrone ), b. b, die Aufaabe:
o awifden jwel gegebenen Punften 4 und B biejenige Gurve ju finben, langs welder ein
o fwerer Dunkt heraballend in ber Euryeften Seit von 4 nady B gelangt '.
Diejem {dlof {idy bald nadber bad mit ihm {deinbar aufer Sufammenhang fi Problem von ven
Ffoperimetern feined Bruvers FTacob, Profefor in Bafel, an. Die Léfungen bu,'i'l.‘([ Nrobleme flbrien
s Methebe u, mf.‘m ben Grund ju ber von Euler fogenannten BWarviationsrechnung leaten, . b, zu ber:
jenigen math n Disciplin, welche fidh mit der Veranderung der analytifchen Ausdeiicke befchiftiat,
Die fie r1'.-.':ut'|, m.m fich Fumctionen n ibnen andern.  TWie madytia, leivenjbaftlidh evveqend bie genannten
Probleme su Enbe ded 17, und ju Anfang bed 18, Tabrbunberts die Mathematifer evgriffen, ift befannt genug.
Die Methoden der Tangenten und der Maxima und Minima, wie fie, abgehend von ber freng
geometrijen Wethode bes Apollonius von Perga?), Sevenud von Antiffas), Biviani®) und
feines Jeitgenoffen Ricci®), nad vorberachenben fdjungen fpecicller Vrobleme von FTartaglial),
Steplevi®), suerft und in genialer Auffafjung von Fermat®') und gleichzeitig, wenn fhon in nidyt
men entwicdelter Form, von Descarted 12) aufgefiellt, und von bderen Ju.. yenoffen unt Madhfelaern
Hobervall?), Renaldbinil4), Huygensd1s), Hubbels), ve Slufe??), Barrow ), Fidirns
baufenl?), emtweber rein I'L'E'a\c’mlr*l', ober theilweife IHﬂL"lll[LL'] unb erweitert waren, reiditen ju ibver
Rojung nicht bin. 5:311 madhte {ich) vorsiglich dbie Kraft und Fruditbarkeit ber burdy jene Methoben an:
gebabnten, von Leibnip®%) und Mewton erfunbenen neuen Infinitefimalvechnung geltend. Jhr ver:
pantie wobl Mewton21) bvie friaber fhon gefundene, aber obne Beweis hingeftellte und darum auf die
Entwidiung der Wiffenfchaft felbjt feinen Einfluf habende Lofung beg Problems ves fog. Fleinfien Wiverftanbes,
Mur von benjenigen gegen bas Gnbde Ded 17, Fabrhunderts lebenden Mathematifern, welche in
bas TWefen der Diffevenzialrechnung eingedrungen waren, haben wir dafer Lojungen ves auferit fhwierig
evachteten 22) Problemsd der Bradhiffodhrone, wie von Leibnis28), Hopital24), Johann2%) und
Jacob Ber uL.Ju-- y Mewton2), Duillier28), Craig2?), wabrend Anbere, wic Sauveur’o),
Lfhirnhaufendt) u, 1'. f. Die L0fung nidt fanben.

3.

@eben wir dazu Bber nadzureifen, wic Jobann Vernoulli ju feinem Probleme und bdeffen
£ifung gefithet ward, und ob nidyt eingreifende Anjchauungen in feitherer Jeit ju Tage traten. Beranlaffung
i fenem von Galilet®2) beveitd verfudhten, aber falish geléften Probleme ber Bradijiodhrone gab bem
Sobann Bernoulli eine phnfifalifde I![L. \,.z..n, weldye \J‘H'-ﬂ, end 33y wobl aufgeftelle, beven Unter:
judhung ev aber nidt weiter verfolgt hatte, die Aufgabe ndmiid

o Die Babn cined [enchtenven ‘_l‘uul'r.,'-a i finben, welder burdy ein Medium hinduvdhaeht, deffen
o Dichtigleit fich continuiclich dnbert . '
Die Hyypotheje, welche diefe Aufgabe mobdificier mit der von der Bradyiftodyrone in Gintlang bradbte, war
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bie, baf ber Lidstitrahl, indem er aud einem biinnern in cin bichteres MMittel tibergebt, fo gebrochen werbe,
vaf, unter Veriidfichtigung der Beif, der Strahl den Rirgeften TWeq madye ober fberhaupt, baf fein Weg
ein folcher, filr welchen die Summe der auf ibhm fidh tarbietenden Widerftande ein Minimum iff, alfo ber
am wenigfien bejdywerliche (facillima) fei. Diefe Jdee, daf bei den Naturkrdften ein Minimum ftattfinbe,
feben wir bei der Unterfucdbung dhnlidher Fragen fdon friber auftaucdhen. So hat Hevon, nad) dev Angabe
bes Damianusdd), cined Schitlers pes Helioborus von Lariffa, in feiner weeloven geglaubten, in
jingfter Beit aber in ber bisher falfdhlich bem Ptolemaeusst) sugefdyriebenen Schrift de speculis wiebey
aufgefundenen Catoptrit?°) und nad) ihm Witellios?), viefe Hypothefe, daf ber Weg ves Lichtitrables
bei feiner Reflerion ein Minimum {ei, benugt, um ben Sak 3u beweifen, vaf ber Einfalléwinkel gleih dem
Ausiallswinkel ifi; nody Flarer finden wiv obige Hypothefe ausgefprochen und angewendet von Fermatds),
Qeibnina?) ju bem Woweife deb Sabes, daf bel dem Uebergange cined Lichtfirahled aud einem Mittel
in ein anored ber sinus bed Einfallswinfeld ju dem sinus bed Prechungdwinfeld (file diefelben gwe
Mebia ) in einem conftanten Weehaltnif febe.  Auch in fpateren Jeiten fehen wiv jene Jdee wicherholt jur
Geltung gebracht von Maupertuis®) be feinem fogenannten Prinzipe der Eleinjten Wirfung, von
Gulersl) u U

Bon bem gleichen Gebanfen ausgehend beftimmt Fohann Wernoulli als die BVahn, welde
ein fewever Punft durdblauft, un fallend von einem Punfre ju einem anbern i dev Elrgeften Jeit gu ge:
langen, oder al8 die Gurve, welde ein Lichtmolechl befchreibt, bad fich von bem leuchtenden Punite nach
bem erfeudbteten in cinem Medbium bevvegt, Dejjen Dichrigheit {ich continuirlich im Werhaltnifle oer Giejdhwin:
bigheit, welche ber Korper beim freien Falle erlangen witcde, dndert, Dicjenige, welde durd) die Gleidhung :

dy = dx [/ & =57
JL=—iI
ausgedriickt ift, . b. bie Cpcloibe. Diejelbe @leidhung fand Leibnih2?) vermittelft einer ber eben ex:
whbnten ahnlichen Cofung, indem er ben gemeinfamen Punit B gweter unendlich Fleinen auf einanberfols
genden Glemente 4B und BC ber al$ ein Polygon von unenolich viclen Seiten betrachieten und zu
fuchenden Guroe auf der durdy Begehenden Horizontallinie fo beftimmte, daf der Weg von A liber B nadh
C ber leichtefte fei.

Das Dringip aber, auf welded fich jene betden Lofungen, obne vafi ¢8 in ihnen beffimmt unb
flar ausgefproden wave, filiken, das Prinylyp, weldyed aud beit anbern, von den cben angeflibrien, — vielleidht
mit alleiniger Audnahme der von Facob gegebenen, — wenig verfchiedenen Rdfungen ju Grunde liegt, findet
fich deutlich und beflimmt in dem von Facob Berno ulli gegebenen Beweife feiner Eojung aufgeftellt, mwie
benn Iacob fidy Gberhaupt in feinen Wrbeiten meift frenger, concifer und gebiegener jeigte, als Sohann, bem
Freilich ein langer wabrenbes Leben iicderum mehr ju produciven gefiattete, als jenem,

Diefes Pringlp nun lautet:

Gehort einer Gurve in ihrer vollen Ausdelnung irgend ein Marimum oder Minimum als in:
,barivente Gigenfchajt an, fo finbet D1ed aud fiir ieoen nodh jo Eleinen Eheil dexfelben Statt.’ %)
Mit Hlfe diejes Pringips und auf die Eigenthlmlichiet ves Marvimums ober Minimums, wie folde von
Kepler®) novmict war, fupmd gab cr, obne auf fene oben crmdbhnte Hypothefe Miudficht ju nehmen,

]

folgenben Dirvecten Beweis, welder der Methode pen Weg u ihrer weitern Ausvehnung babnte :

4.

€3 fei ACB (Fig. 1) bicjenige in ciner beliebig gegen ben Horizont geneigten Gbene ju judjende
Guroe, auf weldher cin Korper berabfallend in firserer Beit von 4 nach B gelangt, ald auf ener anbom
in berfelben Gbene gelegenen Gurve, und feien ferner € und D jwei einanber unenolidh nabe liegende Puntte
ver Guroe 4CHB, fo wird, wenn die mit L. AB beseidhnete Jeit ves Falles von A nady B cin Minimum
fein foll, in Folge ded oben aufgefiellten Pringips audy 1. CD — bie wahrend bed Falles bed Sorperd von
C nach D verfloffene 3eit — ein Mintmum fein. Tt man nun von € auf die durch A gezogene hoti=
sontale finie AH ein Loth CH und auf peffen Veeldngerung dber € hinaus von D aus as Loty DF,
palbict €F in E, confvuivt bas JNecpted FELD und begeichnet Denn Durchichnittspuntt von ET und
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ver ju fuchenden Gurve mit G, fo befieht bie Aufyabe darin, einen foldhen Punft G, 0. h. die gegenieitige
Meigqung -ber unendlich fleinen Elemente CG wnd GD, ju finden, dafi & OG- 1. l"-'Dﬂf'ltl Winimum fei.
Man nehme daher auf EI einen beliebinen Punft L an, jo jedoch, daf ig unendlidy Elein fei,
bejdyreibe jobann mit CL um € und mit DG um D bie Bogenelemente LM unbd GV, fo iji, flv ben
Fall, vaf ein Minimum flattfinden foll, in Folge der fpecififhen Eigenthimlichfeit defjelben:
t. GG+ t. GD = t. CL + t. LD qgber
1)t. CG —t. CL = ¢, LD — t. (D.
RNadhy dem Gefesse fir den Fall ver Korper ift nun:
CE: CG =t CE : t. CG yno
CE : CL=1t. CE : t. CL
CE : CG— CL = ¢ CE : t. CG — t. CL gbex
N CE: MG =1t CE :t. CG — t. CL
Aus ver Aehnlidbeit der Drefede MLG uno ECG ergibt fidy aber:
3) MG : GL = EG : CG
und burdy Jufommenfebung ber Proportionen 2 und 3
I CE: GL=EG xt. CE : CG % (t. CG — t. CL)
Auf gleidre MBeife erbalt man in Folge dbed Gefesed flir ben Fall der Korper auch:
EF : LD = ¢. EF : t. LD
EF : 6D = t. EF : t. GD
EF : LD — GD = . EF : t. LD — t. GD pbe
NWEF: LN =t EF :t LD — . GD
und in Folge der Aehnlichkeit der Dreiecte LNG unp GID
3) LN : LG = GI : GD
und burdy Bufammenfesung der Vroportionen 4 unbd 5, jowie, ta LK = EC i,
IIL EC : LG =GI x t, EF ; GD x (t. LD — t. GD)
Aud L. und IL ergibt fich nun unmittelbar:
EG x t. CE : €G x (t. CG—t. CLY=GI x t. EF : GD x (t. LD — t. GD)
ober 6) G x t. CL : GI x t. EF = €G x (. CG — t. CL) : GD x (t. LD —t. GD)
= CG : GD in Folge ®L (1)

Ferner 1t aber audh nady bem Fallgefesse :

!. !:E - .!... !,.,! ; —_— = - - e atp
;/.!.I'.'L .P jfL"
I‘(J (4‘.!r GI b ; I . L 1I EI- 1 Lt f ‘D
i ,! 17 x l!. L r¢ Y s - . X unt "1[,.-"[ I.Er er E‘[‘ “1." v I F
i Df/-l!()' Frll. : 1 3 LTl

Et: Gl

VHc ° VHE

bie Glements CG und GD ver ju fuchenben Gurve fiehen zu cinanber in einem Werhdliniffe, welches

gufammengefett ift aus dem Berpaltniffe ver jugehbrigen Abicifenclemente und dem umgefehreen Verhaltniffe

per Luabratwurseln aud den jugehbrigen Ordinaten, eine Eigenihait, von welder fofort nadgeriefen

wird, daf fie der Cycloide subommt, die dburdy bie Puntte 4 und B gebet, und bderen Gonfiruction
gang mit der von Newton in feiner Lojung gegebenen zujammenfallt27).

= CG : GD b.b.

=
O H
3u gleicher Jeit legte Jacob mit diejer Bijung andere Probleme den Mathematifern , voryliglich
jevod) feinem Mruber, vor, unter diefen bad fogenannte Problem von den Sfoperimetern, ndmlich:
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. Unter allen gwifchen benfelben zhoei feften Puntten gelegenen ijoperimetrifhen Guroen biejenige
. 3u finben, welche bewivfr, bafi der von ciner anbern Gurve, deren jebe Ddinate eine gewiffe
, beftimmte Function ber Derfelben Abfeiffe entfprechenden Drbinate ober Des entfpredhenden
Bogend der ju fudhenden Gurve iff, ferner ben Drdinaten ibrer Endpunkte und dem awifden
. bicjen gelegenen Fheile Der Abfciffenare cingefchloffene Flachenvaum ein Marimum oder ein
,» Minimum ijt20). "
Auch Peobleme diefer Art waren im Alterthume behanbelt worden, unb gerabe die altefte geometrifche Schrift,
bie uns tibrig geblieben unb vom Eheon von Aleranbriens®) in feinem Gommentar yur Meyady Zvrrebic
uné fberliefert worben ift, banbelt ausfdlieflidh von ifoperimetrifhen Aufgaben, AS ihr Verfaffer wird
enoborud, ein Sdhiler dbed Oenopidas von Ehiod, angegeben. Bor ibm foll fhom Pytha=
gorasdT) ben Sats aufgeftellt haben, daf unter allen Figuren von glethem Umfange der Kretd den
grofiten Flacheninbalt umichlicge. Die Beweije ded Zenodorus jind vein geometrifh und laffen exfennen,
vafi bereits ju feiner Jeit bie Geometrie thdhtig ausgebilvet war. Aehnlich, wie dem T heon ver Verfudy
nadyyuweifen, weshalb der SHimmel fugelformig fei, Beranlaffung gab, jene Sdrift in feinen Commentar
aufgunehmen, gab jolde bem Senobovus fie su verfertigen, wie e8 fcheint, die Wiberlegung der allgemein
perbreiteten irvigen Anficht, taf Flacden von gleidhem Umfang audy gleichen Fnbalt hatten 48).  Daf aud
Archimebes dber die Jfoperimeter gefchrieben hat, fdheint aud bem Gatalog ded Mauroly cudt®) und
aud einer Bemerfung Kepler' 820) in feiner stereometria doliorum Devoorugehen. Den Gevanfengang
bes Benoborusd finben wiv aud vom Pa ppudsr) im finften Bude feimer Moitnuerizel Zwvayoya
wicdergeqeben, obne daf er jebod) denfelben als den Autor emvahnt. Auch ihn bewog zu feiner Darfiellung
bie Xbee, bei ben Natufrdften ein Minimum ju finden, ba, wie er in feiner Vorrede jum 5. Bude {agt,
bie Bienen beshalb ibre ellen nach ihrev Weife baueten, weil fie fo beim paffent Eeinflen Umfang Dee
Belle ben groften JInbalt fite diefelbe ergielten 8% ).

Der Gang ber von ihm gegebenen, auf einfache geometrifhe Betrachtungen fich jtigenben Dac-
ftellung ift folgender: Juerft beweift er, daf von swei beliebigen ifoperimetrifdhen reguldren Polygonen bas-
jenige Den groferen Flacheninbalt habe, beflen Seitenangabl die grofere ift (Theorema 1.)#3) und barauf,
baf die Flache bed Kreifes grofer iff, ald bic jebed beliebigen reguldren Dolygons, welhes mit ibm gleichen
Umfang bat (Theorema IL). Um nun 3u beweifen, daf fiberhaupt der Kreid grofer iff, alé irgend ein be
licbiged nicht regulives Bieledt, welches mit ihm gleichen Umfang bat, wird junadyft, nacydem geseigt worden
ift, baf von allen ifoperimetrifchen, fiber berfelben Linte ald gemeinfamer Grundlinie confivnicten Dreieden
bas gleichichentlige (Theorema V.) bad gifite fei, nacygewiefen, baf von allen ifoperimetrifdien BVieleden
von gleicher Seitenanzahl bdas vequldre dag grdffe ift (Theorema IX. prop. X), woraus fich fofort der
obige Safs ergibt.  Hierzu wird noch eine Meihe intereflanter Sage gefiigt. Gleiches bemitht er fich fobann
pon ber Kugel ju beweifen, obne bafi es ibm volftandig gelingt. DBeranlafjung biersu glaubte er, wie
X heon, in der Begelndbung bev Behauptung ju finben, baf bie Welt nothwendig eine Kugel fein mitffeds).

Dicfe Darftellung finden wir etwas veranbert wiebergegeben vom Elaviug in feinem Commentar
jursphaera bes Sacro-Boseo 85), Fn etwas Enrzerer Weife fehen wir ferner biefelbe ehre in ben erften
Decenmien bes 14, Sahrbunderts bearbeitetl von Thomas von Bradwarbin %), Erbijhof ven
Ganterbury, befannter unter bem Namen ved doctor profundus; ob ex aber die Sape felbft erfunben, ober fie
bem Pappud oder Eheon entnommen bat, Bleibt unentfchicoen,

Sn nody Blezever, auch vein geometrifcher Weife wies fodter Galilei®?) in feinen in jeber MBe
sichung fo tiefourdpdacjten und reichhaltigen discorsi nach, bafi ber Kreis von allen Sfeperimetern ben
groften Fladeninhalt Habe.

Sdyon frither, im 14, Jabrhunbert, waren jdpoierigere ifoperimetrijche Probleme von unbetannt
geblichenen italienijchen Mathematifern®®) ju 1ofen verfudt worden, ieboch mit Anwenbung algebraifder
SHilfsmittel; cbenfo haben fich mit folden Fermat®?), Moberval, TBalliss?) bejdaftigt; jedody waven
ihre Lofungen theils febr elementar, theil blichen fie obne jeben weitern Ginfluf. Grft der Beweis, weldhen
Reibnipsl), wic Johann Bernoulli von der Gigenfchaft Der Kettenlinie, als verjenigen Curoe gaben,
peren Schwerpunkt unter allen Joperimetern am tiefften liege, fibrte ndher su ver Lofung beé von Jaceb
aufaefteliten Problems hin,
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Sacob fellte bie von ihm sur Bofung vefjelben angewendete Methode ald verwandt mit der zu
per Auffinbung dex Brachiftodbrone benubten var. Jobhann, hievauf fich ftisend, gab fdnell eine Eofung,
weldie fein Bruder ol ivrig verwario2).  E8 entipann fich hievauf ein Dbittrer Haber zwiichen beiden
Beldvern, ber bis su dem Tobe Tacob's wabrte. Nady ywel vergeblichen Werfuchen Fohann's feine
2ifung als tidhtig davzuftelen ©3) gab Jacob, nadbem ev fhon juvor bie Eojung o4) feines ifoperimetvijchen
Problems verdffentlicht batte, deren Beweid und Begriindung, invem ey die jur Lojung des Problems
pon ber Bradiftodhrone angowendete Methode dadurch, daf er nicht jwel, fonbern brer aufeinanberfolgende
Elemente der ald ein Polygon von unendlich vielen Seiten angejehenen Curve befrachtete und alfe  nidt,
mwie friher, nue eine, fondern swel unmittelbar aufeinanderfolgende Ordinaten der Gurve variiven lafit, in
feiner Analysis magni problematis isoperimetrici ¢2). Fhr Gang ift folgenber:

b
Sunadft wird folgendes Theorem aufgeffelr:

I. @ind 2, 2", 2", ' ... resp, bic Drbinaten, und y, ¥ y''% ¥y ... bie Abfeiffen, bie
ben ummittelbar aufeinanverfolgenten unendlich Eleinen Glementen z, =z, ' =V einet

beliebigen Gurve entfprechen, fo fieben bie Drdvinaten &, &, & . ... in folcher Begichung
au oz, vaf:
! =x+dx |de!! = de'+td3x
#' ="t dx" —x+2dxt+d3x dx' = dx""+d?*x" =de+2d2x+d3x
M=t dy =+ 3de+3d2x+ 32 | de'" =dx'"+ d3x" =dor+3d:x+3d3x+dix
TR
in weldhen Formeln bad obere Seichen (+) su nehmen iff, venn die Drbinaten ¥, 2 . ... der Dedifate

x unmittelbar folgen, dad unfere Seichen (—) himgegen, wenm fie ber Orbinate = unmittelbar vovangehen.
Glang gleiche Fovmeln werden fir die Abfeiffen »*, »*% g™ .... und fiir die Curvenclemente
2, 2, .. erbalien, wenn in Den obigen Ausbrliden fberall flix x resp. y ober z gefelit wird.
Theorem II, Lon ben 4 aufeinanderfolgenven Punften B, F, G, C, (Fig. 2) feien auf eine
ber Rage nady gegebene Einie AT bdie Lothe BH, FK. GL undb CI gefallt unb burch Diejelben
BX |- FY =|= GZ |- AT geioqen; feemer migen ber Kurze balber
BX =1 FX = p FB=s  HB=10
FY =m GY =¢q FG =1t KF=f=0b+p ajodf=dp
GZ =n  CZ='v GC=u LG =g=0b+p+q aljodg=dp+dg
qejelt mwerden.
Kangem nun bie Dunfte F und G, wahrend B und C fefi bleiben, an fidh langs ber Graden
FK und GL ju bewegen, fo jedoch, dafi vie Summe BF + GF + GC = s + t 4+ u immev conjtant
bleibt, fo wirb fiets;
df : — dg = rst — gsu : gsu — ptu jiin. °5)
Theorem HIL Bewegen {ich hingegen die Punkte F und G, indem fie aud)y die Graden FK
unb GL mit fidh foutflihren, und cbenfalls & 4+ ¢ + w conftant bleibt, auf ben Peripherien ber um B
und € resp. mit BF unt GO befdbricbenen Kreife, fo wird:
df : — dg = lmr — Ing : g — mnp fin. °7)
Theorem IV. &iud nun B, F, G, € Punfte der Curve ABD, unbd find bdic resp. ju ihnen
gebdrigen, in unentlidh Eleinen, aber gleichen Jntervallen von einanber abjrehenden
Drvinaten: HB = = ibee Abicifion: AH = y  unb bie Guroenelemente: AB = =
Kt — »" AK = y" AR = ="
Lo — X! AL = o' ' AG = =" alfo
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BX=1 =dy FX=p =dx BF=s =dz
FTY =m=dy" =dy+d*y GY=q =dx"=dx }d*x FG=t=dz" -—::‘:--I*n“ =
f:’:’f.—.‘::tf_s‘,-"”:u_J_.-‘J..-E;;‘:_J;-l-:f;‘.'r:' CZ=r=dx"=dx+2d*x 1d*x | GC=u=dz"'=dz4 2>
—|-H’":‘-
jo wirh, wenn bie Puntte I un fich [dng3 ibrer Drbinaten bewegen, inbem jebody 0 ie Bange des Curven
elementes BFGC conffant bleibt, in Folge von Theor. II fein:
df : — dg = ds2d?x | dz*dix — dxd?*x? : ds?d?x  @dxd?x* ?7),
Theorem V. ‘“ﬂvn, n fidy bingegen, unfer der Annabme, vaff BF — FG—=GC und ebenfallg,
vaf BF + FG + GC conftant bleibt, F und G auf den Peripherien mit BE und GC resp. um B
und € befchriebener Kreife, fo wirh:
df : — dg = dy2d*z + dyrdix + dxd2zx? : dy>d?x 2dxd2x? fein.
Bermittelit bicfer und der vorberachenden Proportion, 0ed eben (pag. 5) angeflbrten Pringips (Theorem VII)
und bes folgenben Sakes, Theorem VI
8 fui g um eine unendlich Fleine Grdfe grdfier, ald f5 und fei ferner § eine gewills Function
goon [, und & cine von g, fo baf adf = kdf und ad® = idg, fo It
at=h 4 di,”
werben bie aufgeffellten ijoperimetrifhen Probleme geldft; von oiefen mige bier nue die fifung bes Dev
oben (pag. 7) aufgefithrien folgen.

il 2

Droblem,
Seien (Fig. 2) AT und AM jwei aufeinander fenfredhte Aren, AN eine gang l"l[u‘h‘.‘ Gurwe 5
06 Toll pon allen 3wifiben Denfelben Punkten A und P geleqenen ijoperimetrifben Gurven dicjenige ALD
naefudht werben, weldhe Devowrft, Dafi, mwenn von ben emjelnen Duntten B oerfelben auf jene h“:l Lothe
uﬁ-.'i'{lliruw;":u".:, BHP unb BMN, —wo IV ber Ducchichnittspunts ded lehtern Lothes und oer beliebigen
j,Gur'w AN ift, — und AP ftet3 = M angenommen wirh, bie von ber fo entfiehenben Gurie APV,

oee Ubfeijfe J‘I‘ und ber Debinate- TF einge dhe ein Mayimum oder ein Mintmum iji.

ichenben LGurve,

G feien B, F, G, € vier unmittelbar aufeinanverfolgente Puncte der ju |
fernee AR = b, KF = f, LG = g und IC “i-.' i
Ehetle ver Abfciffenare; K = KL = LI =1lvon ¢ina:
L8 = &, IQ) = & inanver abulidhe Fun
fuchenten Gurve, fo wi
HPOI =
ein Marimum ober cin
unt & al5 conflant ange|
genonumen weroen, unb alfo f; ¢,

Eleine, aber gleidhe
HP =985, Kii = §,
Drbinate ter u

m, um ui

et e

er entfernten Drdinaten

fén Do resp. Je i thien qebe
nach Theorem VI ber Raum
HP + KL. KR+ LLLS =1L 38 +L §+ 1L G
L 1 o . . nh (F ala ;”'LF alfo b, £, 131

und LG jich bewegend ans

o

T If"
[
'\',_—,l‘:.'I man nun ”r:; _—I / LU

alp df : —dg = v:h.= I heor. 1V
i aber ‘-'F.‘r' L] :':"rr' = dz?d? 1+ 2dxd? x>, alfo audh
h+dh:h = dsrd2x + ds2d3x - ed?x? @ dztd?rxe 4 2dxd*r® obe

dh: h — dz2d3%x — 3drd?*x? : dz?d
hids2d3» — 3fided?*x? = -.:"
:'irf:.-'n'"‘ o— ';"Hrf_:'u'f‘:.!"' e

gegeniiber ben anbern Grofen der Gleichung verfchwindet ie Dijfferenialgleichung ber gefudhion @

be fein,

i : : Liis . ,
P fiiv biejenige Guroe APV, fliiv welde f pdy ¢in
= n= .

weldhe integrict ©%) bie G
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(a—p) dx

Marimum und die Gleidung dy = 7 fiie bicjenige Guroe APV gibt, fiir welche /}Jd}; ein

2ap—p?
SMinimum iff, worin p flir F qejent i
Die im SJabre 1706 7°) verdffentlichte Lofung JTohann's geht von pem oben (pag. B) angeflihrien
SDauptpringipe aus, beriidfichtigt aber, indem Abfeifje und :_r‘:'n.:'.c pes Punftes O ,ﬁtl\.],ll.tl.l_f- pariiven und
ber Punfr 0 nach einem anbern o verjest gedadht wird, nur ywei Elemente FO und Og der zu fuchenten
Gurve, fo jevodh, baf FO 4+ Op = Fo 4 wg — cinter conftanten Geofe iff, weldhe Bedbingung dadurdh
erfallt wird, daf O und o auf ber Peripherie ciner Gllipfe, deren Brennpuntie F und ¢ Ono beren grofie
Aee — FO + Og ift, liecgend angenommen werden; eine ek und Reife ber Betrachtung, weldwe , wie
Lagrange™) bemerkt, vichtig wire, vwenn die Unterfudhung nue mit endlihen Givdfen ju thun batte,
bie aber bier, wo dies nicht der Fall ift, su einer identifhen Enbdgleichung fitbrt , 11‘-.'I'.'f1': nichts erfennen
laft. G5 ift wabrjheinlich, daf Jobann Bernoulli, naddan er auf indirette I8 Seije burh mechanifche
Setrachtungen bie gefjuchte Guroe gefunben batte, daduvd, taf e bicrauf bie fir bie Auffindbung ber Bras
diftochrone benute Methobe unmittelbar anjupafien fich bemiihte, eine Beweisin

fiprung zu Stanve bradie,
welde allerdings fiiv den exften fpectellen Fall Tes Problemd ein ricitiges HMejultat liefevte, Dbie aber, als

- fa

er fie auf bie *‘numq bed anbern Falled amvendefe, ju cinem falidhen Mefultate flibrte, Gber deffen Unric __111.1_1
feit or fich ourch bie Richtighelt bed juerft gowonnenen NRefultated taufden [ief.

Diefen feinen Fretbum fowobl im Betveff ded Mefultats, als ver Bewel flthrung  einzugefteben
und, Jacob'$ Modification der jur Loéjung ved Problems von bev Hrachiffochrone angewenbeten Methobe
aufnebmend, ¢ine einfache Lofung bes (pag. } gebachten ifoperimetrijhen Droblems 3u geben, fliblte fich
Fohann viele Yabre nacdher, 1718,72) bewogen, zwar, wie ¢v jagt, auf ben Rath ecined Freunbed, vielleicht
aber nur, um die von FTaylor?3) gegebene Elave, diefelben Prinzipien, wie fie Facob aufgeftellt hatte,
adoptirende Lojung ded gleichen Problems als wverworrin parguftellen.

Aus vem gegebenen Auseinanverfetungen exgibt fich, daf ¢3 lediglih FJacob Bernoulli's
Werbienft iff, bie ber Lifung bdes Droblems ber Bradbiftodrone ju Grunbe lieqende Methobe durdy Die
Aufnabme der Ifoperimetrie einen widtigen Scritt vorwarts geflibre gu haben.

fis

Bugleik mit dem Problem von ben Jfoperimetern hatte iebocdh Facob verwanbte aufgeftellt,

porzlglidy folgenbes:
,Unter allen Gycloiden, weldhe von cinem geqebenen Punkte audgeben unb tber berfelben Bafis
. conftenivt finb, diejenige zu l" en, auf weldher ein von Dem gegebenen Punkte aud hera b
L fallenber Sorper in der Flirgeften Seit auf einer gegebenen L".'lic anlangt.” 74)
Dicfes und bad fog. ifoperimetrifche Problem find betde deshald widytia, -:' in ihnen bie Keime jroecter
Hauptyweige ber Baviationsrechnung enthalten find ; bas erfte gehirt tmt .?f il an, in weldem die (rengs
qleichungen in bie .‘H{lm(:‘[‘l‘w gingreifen, das andere hingegen Theovie Der fog. relativen Marima und

vt

ber

Minima. Sevoch nabmen auch biefe Probleme immer nody eine ifolivte Stellung ein.  Neben ihnen wurden
auch nody anbere ihnen mehr oder minber perwandte anf yeftellt unb gel ﬂ]:, 2. 9. bad Problem bed fleinfien
IBidberffanbes, beffen bereits oben gedadht ward —'];,;Ci Problem, bie Linie der fuivye eften Guntfernung
sweter Punfte auf einer geacbenen Dl verflache sutfinben u. A.7%). SNt bem li‘.] it Probleme |_‘€]-..m'T['.'qTLI1 fich
i*,'.fj, ppital, Jobann Wernoulli, Duillier?), ..1ll~ pie aur 2ojung ber Anfgabe won ber Bra-
hiftochrone Denukte Methode auch Dhierbel anmendbend. Die Lojung bes jweiten Problems htf:{h’:'{tigtﬂ

i

Sacob Bernoulli, fowie in fpdtern Jahren Johann eine allgemeine Lofung gab, bel derfelben bie
Bariation jweier unmittelbar auf cinanber folgenber Drbinaten beviidiichtigend 77).  Dafjelbe Problem jzu
[bfen, forderte Jobann feinen Sehitler € uler auf.  Jn feinem 21, Jabhre, ein Jahr nacy feiner Berufung
an bie Petersburaer Abavemie, gab Guler folgende Ldjung deffelben T-“j

Nachoem er juerft exwdbnt bat, baf die medhanifhe Confiruction ver gefudhten Gurbe vermittelft
¢ined swifdien den jwei gegebenen Punbten T unb K auf Dee gegebenen i m['lm. f it mwm]mhn Kadens
qeometeifch nicht brauchbar fei, da Dierdurdh die Matur der gejuchten Gurve nicht exfannt wevoen fonne,
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gebt er, um bie Gleihung der Guvoe IGHK ju findben, junadijt davon aus, bie Lage cined Punfted
M (a, x, y) pwifden den cinanber unendlich naben Puntten G (b, ¢) und H (2a, f, g) fo ju beftimmen,
baf GM 4+ MH ¢in Minimum fei. G3 wird beshald GM + MH—Fa2 + (+ — b)2 + fy — c)*
“+ Fa* + (f —2)* + (g — y)? differenziivt und bas Mefultat = o gefest.  Hievausd ergibt fich vie
3 il : A Ay ) (R,
Bleichung (L_ pola O Ol = Y - r'.‘z eall Py Da nun GM und MH jwei
' 1 a*+(x—b)2(y—c)? Va2 +(f—=z)2+(g—1)?
unendlich Fleine auf einanver folgende Elemente der gefuchten Gurve find, o werden die Goordinaten ber
Puntte & und H — (o — di gejest) — burch biejenigen ves Puntied M und deven Differenziale beftimmt,
pbfif=z+de, g=y+ dy; b = — dx + d*x, ¢ = y — dy + d*y, und ihre jo ge:
funbenen ‘1"“1"“ in bie obige Gileichung cingefest; oie auf diefe MWeife fid erqebenve Gileichung wird einer
weitern Behandlung und Vereinfachung unterworfen und aus der fich hierburd) crgebenden L.m, eichung
mit Hilfe bee Differenzialgleidhung ver gegebenen Dberflacye die Gleichung der Firzefien Linie beflimmit,
Bwei Jabre zuvor, 1726,79) batte Guler bie Bofung Ded ‘J."ra:nb.u11.1 vorgefchlagen, ,, bie
Bradiffodrone in ivgend einem widerftehenden Mittel 3u finden” Sein Freund und
Lanbsmann Hermann hate ed unternommen viefe Aufgabe ju (bfen. Seine Léfung war jedody unvichtig.
Dies gab G uler Veranlaffung im Jabre 17345°) feine Lofung defjelben Problems zu verdffentiichen: abex
auch fie war faljch, wie died bald machher Danicl Bernoulli®1) exfannte, unbd wic ed jidh audy fogleid
ergibt, wenn man dad Mefultat diefer Lofung mit dem fpiter von Guler in der Methodus inveniendi
etc. (pag. 126 fI.) gefunbenen vergleicht. Gibt e3, wie wiv fpdter {eben werben, Drobleme, in denen die
Eigenjhaft, ein Marimum ober Minimum 3u fein, fite die Curve in ihrer gangen Husdebnung Statt Hat,
obne t‘;‘l]# |l|. in ]\'E.L] '} ¢ GElemente ﬂl — .,:l-, wenn die ;SL.:IE-.L\H., oeren tnt;‘_.‘l'..,‘., ein TRapimum pbher
ein. Minimum fein {oll, ecine anbere Jntegralfuntrion enthalt, welde nach den Bebdin
nicht, wie dies bei ben ifoperimetrifd

ungen ter Aufgabe

wl

dien. Problemen der Fall i, einen conffanten MWerth hat —, in benen

oy

ed Daber, um fie ju Wien, nidt gefiattet (T, von ber Betradyiung sweier ober einer befdhranften Anzaht
Slemente ausjugeben, fo with cine aleiche ﬁn..r-m weife — und einer joldhen folgte Guler in ber
guleht eemvabnten Abhandlung 82) — eben fo wenig die vichtige fein, venn die Function, weldhe ein Marimum
ober ein. Minimum werden foll, von einer Grdfe cbhingf, welde durdh eine im Algemeinen nidit inteqrable
Difrerenztalgleidung befiimmt iff. So irrre Guler, indem er das bidher als allgemein giiltiq angefehene
5}.‘1‘1:1:,";.\ bafi bie Gigenfdhaft, welche fiiv oie ganze Gurve ailt, aud fir jedes ihrer Glemente Geltung Dhabe,

feiner Eéfung des Problems der Bradjiftodyrone im widerfiehenven Mittel yu Grunde legte.

&

Dem qenevalifive
Lojungen fpecieller Probleme ju geben.  Wereits im Jabre 1733 bemdbte v fidh, die verfdhicdenen bisher be-
banbelten Hufgaben als fpecielle Falle eined eingigen Problems
angemwenbete Methove ju eviveiteri.

Ein fddnes
cepti solutio generalis® #3). Nad) einer furjen allgemeinen MWetvachtung der bLisher bebandelten und
Anbeutung andrer nody nicht aufgefteliter ober qeldfier ¥
fication berfelben fiber:

1) €5 foll von allen Guroen bicjenige beftimmt werden, fiv welde cine Eigenfdhaft A ein
Marimum ober ein MWinimum {ff.
2) &5 foll von allen Gurven, welde eine unb bivfelbe Grofe A gemeinfam haben, bie jenige
beftimmt werden, fiix welcdhe bie Gigenfchaft B cin Marimum ober cin Minimum  iff.
3) Won allen die Srofien 4 und B als gemeinfame Gigenjchaften Habenden Gurven foll bicjeniy

tmmer neu producivenden Geiffe Euler' s gendate e aber nidht, nue

N f

tellen, und vie felber ju ihrer Lofung

i
L
Seuanif gibt bierpon jeine: ,, Problematis imrpt'l‘l’:tit‘[l'it'i in latissimo sensu ac-

tobleme gebt er jur folgenben allgemeinen Glafji-

befimmt mwerben, welde eine Gigenfhaft C ald ein Marimum oder ein Winimum lyat. HJ
Th e
3t fhon cine folhe Unterordnung ber Dbisher mehr ober minber ifolivt dafichmben, fpecicllen Pro-

bleme unter die beiden juerft aufgeftellten aligemeinen flaffen von aqrofiem Nuben fir die Havere Cinfidst
o




oo
[

in ihre Bufammengebbrigheit und hre Natur, {o wadjit Euler’s BVerdienft nodh mehr baburd), bafi er
burdy Hingufitqung der dritten und der folgenden SKlaffen die Methobe uber die l.‘\n'.n,c:] intierhalb beren
fie fich friher bewegte, erweiferte und in Folge beffen newe fpecielle Aufgaben der MWarima und Winima
in bad Bereich ver Rednung bineingoa.

Nach Aufitellung jener Clafjification wird nun von Euler junadit nadgewiefen, baf jur Lofung

pont Aufsaben ber erften Abtheilung bie Wetraditung von 3ol Elementen der  gefuchten Gurve ausdreidhe,
bafi bei Den Anfgaben der yweiten brei Glemente, Dbei Denen ber britten Abthelung vier u. f, f. Elemente

werbenn muf
dang, welden er bei der Nufldfung bed erffen Problems einfdlagt, it einfady und wenig
in foeciellen Fallen angewendeten Methode verfchicdens biefelben Pringipien, welche bie
d bier benust.  Die Betvadtung {chlieft
Fuler

in Rechnung

pon [
?E’-cr noulli’s u, A, ibren Lofungen su Grunbe legten, find au
pon Der Betrachtungdmeife, we

fich nody gang und gar an bie Faur an. Daffelbe qilt auch
fiir bie 86fung ber Vrobleme der yweiten Klafle in Amwendbung bringt. Diefelbe it folgen
IL. Durdy bie Punkie a unt J (Fig. 3) ver unmittelbar a:n’cilm'l“cr folaenben Glemente ab, be, od
per su fuchenden Gurve wird eine anbre von diefer unendlich wenig verjdiicbene Gurve gelegt, deren Elemente
af, By, zd ju benjelben cinanmber gleich angenpmmenen E:'.:1:1.".'|:.‘|: vér Axe OO geboven, auf welde {ich
resp, rH'a. be, cod bezieben. G3 werben nun diefe beiven Triaden von Elementen ad + be 4 ed und
afi + fr + -'n" fo angenommen, oaf oie Gigenfchaften 4 und B flc beibe in gleichem Mafe qelten.
Behen ru.:1 ie Glemente ab, be, cd resp. in die Glemente af. fr, yd Ober, {0 wird, mwie aud der Bes
piung ber Figur fofovt bervovgeht, ab vermebrt um 4+ mf, be um — (bp 4 cv) unb ed um 4 n,
feener 6M um + 83, ¢eN um — (b8 + ¢p) und dP um + e¢y. Da nun A aMb ~ A bmg,
A eNb ~ buf, A eNb —~— A oy und A Ped —~— A ney ift, o folat bievausd :
LML PRy b e Ny Pd.cy
’I]J, _ - Yy — 5 '.'H‘ —_—
ab 2 be clh cil
Hierburd) find nun bdie Incvemente ver Grdfen ab, be u, §. §. jammilich dburdy b3 unb cy allein Geftimmt.
Durdy Subititution diefer fo verdndertin Grdfen ab, e‘u- . f. f.oin A und B werben biefe Ausbriide n-
cremente erbalten, deren einzelne Terme lediglich entweder in 63 oder in ey multiplicict find; werben fobann
— 1waé in Folge ber {n“.m.'....lu;h.r:it bed Marimums v“"' ‘.“Ju nimums und in Folge der gemeinfamen
Eigenfhaft gefcheben Fann — Dbeibe Tncvemente, jebed fiir fidh, = o gefelst, und qus ben beiben fidyJer-
oen Gileichungen &3 und ey eliminitt, fo cehalt man eine Gleichung, welde nur aus a, Ys & und
ftanten beftebt, weldye aljo bie gefuchte Guyoe befiimmt ift.
Sene L-ritm Gileibunaen baben aber, wie Euler bemerft, bie Form:
P.OB — Q.cy =0 mb RHE — S.cy = o,
in weldhen Gleichungen bie Guofen Q und S meift in einer foldben Bezichung su P und R ftehen, baf
Q=—P4+dP unb S =R+ ift, wenn P und B ber Abjeiffe = und Q und S der Abjciffe x + dx
entfprechen.  Werden nun diefe Werthe fiir Q undb 8 in die gewonnenen jwei Gleichungen eingefelit, davauf
dP __dh
I e

JE &

Bm =

b3 und ey aud ihnen eliminivt, jo exhdlt man bie Gleidung RdP = P.dR ober
dhe Gonftante beze

ober burd

Snteqration, wenn e etme willfil

vt von Guler in bem
ber ifoperimetrifchen Wrobleme
.nb '1t thobe bereifs entbalten ift. Nady
cielle Falle und ]E:hr Davauf cine Meibe von Formeln

Aufgabe auf eine rein mechanifche Anbeit zurid:

(5

e, cine

per Methodus inveniendi ete

A m Ak [ af 2 LT E
ge gefudht werden, weldhe den qrdften

= jif.s'. &3 entipeicht nun . in der ges
P — Mdx ijt; ba nun bier d7
i Devfelben Meihe ber Dritten Formel:

ormel !

p.— S

1Y e X SOUIgenen
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rlll.’I"'r!.!‘.‘, wo P = d.Tq ift, ta aber T = 4, fo ift P ober in biefeom Falle B — dg, alfo gebt bie oben
aufgejtellte allgemeine Gleibung ber ju fudbenden Gurve P — aR = o fiir ben porliegenven Fall Nibir in

dr — adq = o, vber dx = ady, aljo
v x.dx
X= a9 b h X = a, 7 ober ddy = > weldhe integrivt ¥* 4 x2 = «?,
: ds Fai_xs :

bie Gleichung bes Kreifes, gibt.

1. Die Betvachtung, welde G u Ler fite dic allgemeine Eofung der Probleme bex Sritten Abtheilung
anfielt, iff der vorbergebenden gany analog. Fhe diefen Fall mijfen, wie fhon bemerkt pard, vier auf
einanver folgenbe Glemente ab, be, ed, de ber ju fuchenden Gurve in Rechnung aegomen werbens finb fo=
bann ag, By, yd, de die bden ju ab, be, ed, de gebovigen UWbfciffenclementen entfprechenben Glemente
einer anbern, vev ju fuhenden unendlich naben und ebenfalls durch bie Punfte @ und e gebenden Gurve,
fo wied, ba vie brei gegebenen Eigenfihaften fitr jede ver beiben Elementenfummen in gleidhyem Mafe gelten,
jebe berfelben einmal purdy bie Glemente ab, be, ed unb de und fobann burdy bie auf biefe bezogenen
Clemente aB, By, yd und de auégedrlickt fein; die Diffeveny von je jwei auf biefe Weife fidh ergebenden
sufammengehovigen. Husdvaden gibt vas Jncrement der Detreffenben Formel an.  Werden nun die Jncre
mente diefer Drei die fpeciclle Gigenthumlichfeit Der 3u fuchenben Gurve ausbridenden Formeln analog, wie
¢ fir den vorhergehenden Fall gefchab, ieded fiir fih = o gefebit, fo ergeben fich orei Gleichungen von
ver Form:

PO — Q.cy + Rdd = o

Die Grofen P, Q und R jichen aber in ciner jolchen gegenfeitigen Besichung ju einander, baf Q = P
+ dP und B = P + 2dP + 42P ift. Werden diefe Werthe file die entfprechenden in die eben aufye:
ftelite unb bie abnlichen in dic beiven anbern Gleidhungen eingejest, fo gehen diefe Gleichungen in folgende fiber :

PbH2 — (P 4 dP).ey + (P + 2dP + d2P).d} = o

po2 — (p 4 dpley + (p + 2dp 4+ d2p).dd = o

w3 — (7 + dr)ey + (v 4 2dw 4 d?%).d8 = o
Durd) Elimination von b3, cy und A4 aus viefen Gleichungen und nacdhfolgenve Integration ergibt fidy,
wenn m und 2 gwet willilvliche Sonftanten bedeuten,

P+mp +ar=o0

als Gleidung der ju fudenden Guroe. Dicfe Gleichung wird nun von Guler benugt, um bdie Aufgabe
au Idfen: Unter allen Gurven, weldhe bei derfelben £inge unb demfelben Flacheninhalte um bicfelbe Are
or0tiven, Ddiejenige ju finden, weldie um dicfe Are gedreht cinen Korper erjeugt, deffen Diberfliache ein
ainimum it

Balo nadyber fand jedoh Guler bei ber Bebandlung gowifjer newer Probleme, in weldhen bie
sunttion T, beren JIntegral [T'dar ein Minimum fein foll, von einer Differenzialgleichung hohern Grabes,
als bes erften abbangt, daf die von ihm in der cben Defprochenen Abbandlung aufgeftellten allgemeinen
gormeln %) su ihrer Lojung nidbt audreichend feien, in ben Fallen aber, wo T eine Funttion ved HBogens
per ju fuchenden Gurve iff, — natlelich mit Ausnahme der ijoperimetrifhen Probleme - fogar au faliden
Jiefultaten fithrten. Wei weiterer Unterjuchung gelang b ihm, eine einzige Gileicdhung aufjufiellen, welche
nicht allein alle feliber voic fpater confivuirten gormeln als fpecielle Falle in fich fdblof, fonbeen aud) von
fo umfafjenber Algemeinheit war, baf fic geqenwartiy nodh biefelbe grofe Vedeutung hat, weldhe Euler in
ibr evfannte, unbd bie ihn veranlafte, dic Gntwidlung diefer Gleichung, den Radoeis ihrer Wicdhtigleit und
threr allgemeinen Anwenbung auf die Probleme ber Variationsredhn ing jum Gegenjtand ber Abhandlung :

plurvarem maximi minimive proprietate gaudentium inventio nova et facilis“%5) s maden.

L Guler bebanvelt bierin juerft die Aufgabe: ,Unter allen jwifhen denfelben Grenzen gelegenen
#Curven biejenige ju finben, filv welde [Qdz ein Mintmum fein foll, wo Q eine Function von . Yy 8

T 4 ; 1 o Jy ey - : 2 i !
qunb p= :r'rr fo taff d) = Lds + Mdy + Ndx 4 Vdp ift. @ feien ab und be (g, 4) 3w

auf einander folgende Elemente ber Gurve oabe und «f, fe swet die Punkie a und Glemente
einer andern, der 30 fudenten unendlich naben Gurve, Da nun fQdx ein Marimum vber ein Minimum fein
foll fur bie Gurve oa, fo witd angenommen, daf der Ausdrud Qdr bem Glemente ab und Q'dz tem
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Glemente be, demnadh bev Ausdrud (@ + Q" dz vexr Summe ab -+ be entfpreche.  Werden nun bie ent:
forechenben Juu“\ruch fiir af und Pe gejudgt, und witd ihre Summe von (Q + O)dx abgejogen, fo er:
balt man cinen Meft — P.b3, aus weldem fidh P — o al§ bie Gleithung der gefuchten Guroe evgibt.

Dyer Ausbrud Qcx gebt aber, da &, 9, & allein vom Puntte a abbangen, welder betben Elementen alb und
_._'I

iy e = B ¥ ! AT Fiice i

af gquneinfam iff, in den dem Glemente af entfprecyenden uber, wenn in bemfelben p + ".fr fur p gejelt

wirtd. Der Unterfhicd ber den Elementen ab und af entfprechmden Aubdride wird bemnady erbaltenm,
wenn man Qdz differengiict unbd in dem entftehenben Diffevensiale ds = o, dy = o, dr = o und
Fr-j'
Ip =" febit.
ap 5 1eBt | . n | s
&3 wird dahey, da dQde = (Lds + Mdy + Ndz + Vdp)dz ijt, dicfer Unterithied — V.bg
fein.  Auf dbnliche TMWeifes7) wird der Unterfchied ber den Elementon be unv UJ entiprechenben Ausbrnde,
Lidz.dy.bj
s
& - - =0 P W R - Lidzdy . S
fmmen ab 4+ be unb af + pe entipredhenden Ausvrude = ( ¥V + = + Mdr — V' b=

( Ldxdy
s

dQida 4+ Mdab3 — VLb3 gefunben. Dyemnadh ift ber Unterfchied ber den Glementen:

4+ Mdr — d Ir’).h,.’_-} = PB.ba. AWljo iff bie Glidung dev gefuchien Gurpe:

Ldxdy 4+ Mdr — dV =

s
Wire Q nue cine Function von z, ¥, P, aljo dQ = Ndr + Mdy + Vdp, temnadh L=o0, fo Wit
man ls Gleidung der gefudten Gurve: Mdr — dV = o oder:
dV
M — — o erhalten.
dx

IL Sommen nun in Q aufier x, v, p, & nody Diffevengiale der yweiten Drdnung vor, ijt aljo
d() = Lds + Mdy 4+ Nidx + Vidp + Wdr, fo werden aufier ben Glementen ab und be audy nod
bas vorhergehende, wie das folgende, alfo vier Glemente ab + be + ed + de in -H~ﬂ11tli-11n‘1fil“"“ pon
penen be F ed in by 4 vd variicend angenommen witd. MWon dem Hubbrude ,lrl,}rh' entfpricht abnlich,
wie vorbin, ber Summe der Glemente ab 4 be 4 cd - de ber 9Berth Qdx 4 Q dx + Q' dx 4+ Q''dx,

beffen aus ver BVerjchiebung bes Punftes ¢ nach ¥ Gervorgehenves Increment: d2W — dVdx +

Ldx2dy s the e ar - i
= 4+ Mdx?* — o gefefst, bie verlanate Guroe beftimmt, Dicje Gleidhung qebt fiv ten mall, baf
& i

dV a2 W
T o -
fx el 2
ML Allgemein, wivd dy =p.dx, dp =r.dx, i — talx, dt — w.dx . . gefest, unbv it dQ
— Ndx 4 'ﬂ'd_; + Vdp + Widr + Xdt + Ydu . ..., {0 witd man als Gleichung ber Gurve, flr
veldhe [Qdx cin Marimum ober cin Mintmum fein joll, echalten:
dV dz W d* X TS i
 coptmm ) | PR - — aasdic=ny
dx dxt dx3 dx*
eine Gleidhung, welde audy jebt noch ald bie allgemeine Lojung tes angefibrten Problems benubt Witd
und Geltung ba

L = o ifi, in folgende fber: M —

E
s

[P

Ne mebr auf diefe TWeife Eulev in den befprocdhencn Abbanblungen jur Neropllfommnung ver
allgemeinen Methobe beveits beigetragen hatfe, um fo Dringender modite er wobl tad PBeduefnif fublen,
feine glangenden Cntvectungen su einer Elaveren foftematifhen Ginbeit jufemmenzufaffen und ibnen daburd
einen vollftandigeren :[,uﬂnug i geben.  Died erfolgte in Der im Tabre 1744 verdffentlichten Abhandlung :

»» Methodus inveniendi lineas enrvas maximi minimive proprictate gaundentes®5%),
ein vk, welches in ber That ald bas erfie volljiantige Lehrbuch er BVariations

echinumg angejehen yoerden
fann und mit Mebt von Lagrange®?) ..un ouvrage original, qui brille partout d'une profonde
science de ealeul® genannt wird,
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Die grofe Fulle der Aufgaben, welde in diefem Werfe behanbelt werben, und weldhe aud gegen:
wartig nody ald die sur Griauterung ber Lebren ber Variationdvechnung infirubtivifen in den betreffenbden
Sehrbiichern benufit werben, ned mebe die Frijdhe unt Klarbeit ber Gevanten, fowie bie Glafficitat ber
gamyen Darftellung, welde bie Methodus inveniendi in faft gleichem Mafe, wie die Analysis infinitorum
ausjeichnet und bewivft, vaf, wic Gulev' s Werfe Nbechaupt, fo voryiglich biefe bei einem wicherholten,
eingehenderen Stubium Derfelben cine immer grofere Anziehungdbraft ausitben; vor allen Dingen jedoch
bie MWichtigteit ber Stellung, welche bie Methodus in ber Gejdhidite ber Variationsrechnung einnimmt,
werden ein ausfubrlicheres Refliimé derfelben nidht unywedmagia evidheinen laffen.
torum, junachff in jwei Haupttheile, [In dem erften wird die Methobe jur Léjung derjenigen Probleme
gegeben, in weldhen unter allen Gurven, die eine Gigenfbaft W gemeinfam Haben, biejenige gefunben werben
joll, fite welche biefe Grofie ein Marimum ober ein Minimum ift. (Methodns maximorum et mini-
morum ad lineas curvas inveniendas absoluta.) Der sweite behanbelt die fogenannten ifoperime:
trifchen Probleme, b, . diejenigen, in welhen jene Gurven auferbem noch eine ober mehre Gigenfebaften
mit einander gemein baben. (Methodus maximorum ac minimornm relativa))

Dad erjte Capitel (p. L—p. 31) enthalt bie Einleitung sue gangen Ubhandlung, ed wird yunadit
im Ulgemeinen von ber GigentbimlichEeit Der ju Dbebanbelnben Probleme geforodhen unb ilre wefentliche
Levjchicvenbeit von vevwandten audeinanbergefest, fobann wird auf bie cben angefibrien beiben Haupt:
gruppen der Aufgaben aufmerffam gemadht und ecine Fdee von der ju ibver Ldjung erforderlidhen Methobe
gegeben, und i biefem Jwede werben nodh ecinige widptige vorbeveitendbe Sake vorangefchidt.

Grjtens, bamit bie Guroe amz durch biejenige Grofie W, welde in ibr cinen groften oder fleinften
Weeth evhalten {oll, (maximi minimive formula) genau beflimmt werde, muf W ein JIntegralaudvrud
fein, weldier nur durdy eine swifhen x und y Statt habende Gleidbung integrivt werden Fann (prop. L,
p. 18) b, b. W muf bie Form [Zdx baben, wo Zeine Function von X, ¥, ps @5 7'-. . ift. (prop. 16, Scholion.)

e nachbem nun Z eine algebraifdhe ober beflimmte Function biefer Guofen ift, ober yweitens
aufierbem noch gewiffe Fnteqrale involvirt, ober Drittens burdy eine im Allgemeinen nidyt integrable
Differensialaleichung beftimmt iff, unterfheivet Euley brei Hauptthetle (p. 17.). Bevor aber jur fpeciellen
Discuffion verfelben Gibergegangen wird, beweift & uler gweitens, bafi vbas oft evwabnte Peinyip (prop. 1L p. 17.):

o Die Eigenfhaft des Marimums oder Minimums it fur jeben nody fo Eleinem Fheil ber
oEurve goltiag, wenn fie fir die ganze Gurpe Statt finden foll,”
nur auf den erfien der erwabnten drei Falle ju bejchvanken fei, baf hingegen in den anbern auf die Gurye
in ibrer ganjen Ausvehnung Ridficht genommen werden miiffe (prop. 1L p. 21.). Davauf gibt er Die
jur bequemern Beweisiahrung ibm winjdenswerth exfdieinende Begeidhnungsart (p. 23 — p. 26) und
fligt orittend nod)y cinen aqus der Matur ded Marimums und Minimums  Hevgeleiteten Beweid bed
Safed hingu:
o Benn bie Gigenjchajt bes Marimums ober Minimums fliv eine gewiffe Curoe gilt, fo hat fie
o auch filie eine von bicfer unenblich wenig abweidente Gurve Statt, (prop. IV. p. 27) "
mit Anbeutung der Ausnahmefalle, :

Jm gweiten Capitel (p. 31 —p. 82) wirb nun bie Entwidlung der Methode jur Lojung der
Aufgabe gegeben, eine Gurve ju finden, fir mulc[;anrr‘x, wo Z cine befiimmte Function von X, ¥, P § can
ift, ein TMarimum over ein Minimum iff. Den Anfang madt folgender Sah:

L ,,@Die Incremente over Decremente ju finden, welde bie einzelnen ju einer
sBurve amz gehdrigen Grofen p, g # oo, evleiben, wenn cine beliebige
JDrbinate Ne ber Burve um eine uncndlid Ffleine Grofe my wadit
o (prop. L. p. 31.)".

Bie cingelnen jur Gurve gehdrigen Givdfen {ind aufier ber unveranbert bleibenven Abjcifje x

(— eine Annahme, welde Guler in dem gangen MWerfe ber Betradtungsdweife zu Gumde legt —), die
Gedfien ¥, Po s 7' §...- und ihre derivivten TWerthe.

Seien wir nun (Fig. 5) AM — 2 und Mm — y, fo mogen, wenn bie unendlich Flein an-

genommenen Guéfen HI IK, KL, LM u. {. f. cinander gleich gefest werben, fein:

Das MWert jerfallt, mit Ausnabhme zweier Anhange de curvis elasticis und de motn projec-




Wiy, i Qo s o= i P St toght?  Ohgrimsiogtl? o0
» T - o . LiE P
o s A G S T L R
3 dy Nn — Mm AT, Y e ST
Dann ba P= gl = a — i £ ‘;]' e ol — R tdhia
X dx dx - i g dx
Yom0% Yo=Y, - s o~ e F|‘r,l N —n LT L > 1Y) Fi
P = : o PG 1 P L =% . fein. Ferney tif, oa g = ! — i I —_— ~yliEky it
! dx dx dx dx dx2 ¢
A g e T " > S
v - e Y k] . ¥ — &Y 1TV . =d ~ ? .
it ; | T " i aeael LA - e Fabnliche 9 aita sy o at .
g = dx? , hingeqen g, = dx® Au ahnlide Leife exbalt man lerd)t:
gt ',I i ]'a_‘ = Ty e, ettt A {‘ i e et
b ¥ + b b, FE ¥ by o b X x + W e 94 n
ri— o e — s (p. 24 und 25.)

(]|. 26.) f'if':f\' dallein auf bie Abjciffe 4M — x bezogen, fo wird fein dbem folqenden
Elemente oo lﬂ] enare, M\ — dx, entiprechenber MWeeth — Zdx fein, wabrend bie ben (S‘I-:llnc:ucn
NO, OP, PQ . . . . unb ben Glementen LM, KL, IK . . . . entjpredyenven Berthe von [ Zedx resp.
mit Z£'dx, £ u'\.. 2% w0 ambomite Zdx, o Fadx, £ F .. Dbegeichner werben.  Grftvedt fith dabet
f}fh nur auf die Abfeiffe AM—x, fo wird dber Merth ves gleichen, aber ber bie Abjcife AL fidh er:
firectenben Audbruds — ;'r/n’\ + Ldx + L'dx 4 Z'dx 4 . .. . jun.
burdh Verfebung bed Punfies 2 nad » um nv,s fo bleiben bie tubrigen

g Jiien werben eine

Wadft nun Nn — y'
binaten ¥y, « « ¥r3 ¥u =+ .. unveranbert, und nur vie von ¥ abhan

: s e Ll . yi—ly
Peranoe Tumng erleiven. Da nun p===c i, fo wird g um - - wadijen, und p', ba 8§ =~ ™
dx dx dx
£ ny = ; i
i, um — -. &5 werben baber (p. 32) wadyjen:
dx
AR T e e BT nw = I fir 2
U 1 -~ hy , jf_] LI i o r_'.r um - LA T um - 9 UM T
4 Ry [y Ry e
/) T i ; ' 1] a r sy — r s T oo
ifx® 4 dxd J : dax? | g } 5 ek - dx?
[ o iny i Gm T
8, - 8, - & : "] sy — 4
[ L | dxd TR dxt =T e At s ¥ 3 £ ¥ "[‘ dx3
ny 2 Lty 10ny I H1
B o f - f b o I, e ? i ¥
" '{" At [T 1.} hes : i 3 | ix ; ! dvs. 24 —I_ dx o
iy e
) 2k I I §
: 3 fx B

voeldies Den Fall behanbelt,

lems (prop. 2 ),
bes britten (prop. 3. p. 42)

[, moge bie Lo

Z eine foldie Function von x, ¥y und p, baf dZ = Mdx + Ndy + Pdp
o joll untex ju verfelben befiimmten Abfcifie x gebhdrigen

pRurven diejenige gefunden wevden, fir welde (Zdx ein Marimum oder

i MWinimum i
5 fei amz bie verlanate Gurve,

""" Nr — ¥ um nv, fo muf nacd ben befannten

i~.-=.'L~ur,.1.--.-.-:1r.- Sncrement von _;,,M pDer Der Diefem gleichen

aount Minima bas bi
[be ijf, bic ©Summe

vone + didx o Zdx .. . . 0DEE, a5 D

Jeibe, welde in Folge der Verfebung des Dunftes » nady » eine

I ber Mari
Summe: Ldx + Zidx 4+ Tlix

te Derjenigen Terme biefer

=
Der Syncremer
Weranberung or

Tyiiec Rl
D) bdieje Ve

n, = o fein.

vfebung erlerven aber nur rwhmqm Lerme o

ne Aenberung, in mwe Ji.uu Die ihr [ en

Hh LA || 1 T Iy 471 e, .
Y, p und p° vortem ~leshaty dicfe Fexme ju bifferen;iiven unb in ihren Differenzialen
ety i o U S ARBTE ay ny ! R
anftatt dy’, dp und dp' bie obigen MWerthe + nr., 4+ und — == s fesen, &8 ift abex

. 1x dx
A= ] radl ~ TS g e I e AT o PO 1 A = 4
Mdx + Ndy + Pdp und alje dZ' = Midx + N dy' + Pdp'. G5 wird aljo ber Juwachd von dZ



17

(4] - & Ti: o
purdy bie obige Subfiitution = !I’ d unb von dZ = N4 nv — P = fetn, unb bemnady ber von
X L1
ﬁr‘hlx = nv(P 4 Ndx — P’). Run ifi aber P P — dP, unb flir N’ fann N qefenst werden, aljp
ift jened Increment = nw(Ndx — dP), vaber ift die Gleichung der gefuchien Gupe: Ndx — dP —= o
. N P 4
obzt IN — iz = Bemertung:
Diefe Gileithung wivoe nun aud ver Gileidung 4 = Mdx ++ Ndy - Pdp bevvergehen, wenn
oman bavin M — o {esen, Ndy unveranbert [afjen, aber furr |3‘=t]1 fchreiben Ednnte — pdP und ben

qmady diefen Berdnbecunagen fich evgebenben

&le

Ausorud '_\'d:.- -
dP

dx

pdP =

opdx = dy ift, unmitte(bar bie obige Gleichung N . (p: 56. 8

Das folgende Problem (prop. 1V. pag. 5T) i, wic das eber
bes lesten Vroblems bed pweiten CGapitels. G5 moge
lautet (prop. V. p. 71):

1L

Tuy
bll[_; dZ

aDieienige Gurye welde /

ju finbe
aMinimum ift, vorausge I'Fi

pBdr 4 Sds 4 Tdt 4 ... . ift"

baber nur Ddieje

— Midx +

o felsts benn bievaus ergibt fich, ba

l‘||1|]iumj gt

1 bewiefene, nut ein {pecieller Fall
& bier wicvergeqeben werden. s
Zdx ein Marimum ober ein

Ndy ~ Pdp

T

-+ U||rr B

Junadyfi moge Hh (Fig. 5) ald erfie Drbinate angenommen werben, fo dbaf fidy bie aud bem ber
Drvinate Nn ju Eheil werbenden Sncremente lnmun.l*“ en Wenberunaen nicht tber Hh binaus exjtrecen,
(— bies wird der Fall fein, wenn in % bie Differenziale nidt ben 5. Girad Uberfleigen —). Die fidy
crgebende Rofung wird fich jofort auf ben tm Problem enthaltenen allgemeinen Fall ausdehnen lafjen. &3
fei, wie oben, A = x, Hh = y, {o werben den eingelnen Punfren H, 1, K, L, M, N folgende Werthe
ven p, 4, T, 8, t ;r'rlpl‘vm

_.':Eu H gebiten 5. py @y Ty 8  k
e X " ¥, P ghihr ey B
» i\ hy .1 .'.l_ L'“"' 'I”‘ I'”. }_‘u_‘ rrr'
o I, i _'l. n.l‘ Pru“ rIrH'. i,.«.'J_ _\._Hl- 1.'”
i _|,I o -‘1'- A Pll‘ IIIl pIY . gIV_ IV,
N 4 S B RS oI T
Gobale nun Nn fich um ny vergrofert, fo werden hierdurd) den eben aufgefitbrten Grofen fol
genoe Jncremente yu Eheil werben:
dy = o dly! 0 dy' = "o dy'! =" dyiv = o dy" = 4 m
{||1 =0 1!]Jr 0 dp’ = o dpli=—ip It _+“:. dpy = — ]'I
J 4k P P O P A d>
AT
1y 2ny i
dqg = o b= gt — e e Wiyt
| {Eq thij 0 fllI == +'!\'.: drin - dxct I:II! e e [
ny Sny Iny it
dr =40 o= i e e S i, = oyt = — s
'11 {IJ 1].\1" (II dxs ‘]l i dx2 L] B — (dad
ny dnv Gny tny 1
. == J — L I — A e = el o e .
ds 0 ds! = < 323 i — dxa s +1h__-_ dsty = —q.5 ds¥ = dxch
Iy bny 10ny 10mn any n:
g | P ] | 5
s o ¥ — — E — = e - i - =
dt 4+ gy dt T dt ! It dt do At = 4 jyo db° o
Nady ber Annabme bleibt nun abey der ber Wbiciffe AH entfyprechende MWerth von fflh ungeantert ;

11t

bingegen erbalten vie den folgenden WUbfciffenclementen HI, IK . 1, . e
Sncremente, welde gefunben werben, wenn man diefe Werthe
fil dy, dp, dq ..., dy’,dp, dg' thee in ny audged

(Mdx 4 Ndy 4 Pdp + Qdq 4 Rdr + Sds 4 Tdt)ds.

Bierin d

bifferensiivt und in die
piidten Teethe cinfefst. (;7':-' ift nun dZdx =

X 0.

Diffevenzialaus

]

dy

e

fprechenben Werthe Zdx, idx ..

Driice

(8]




n e i ¥ T o T L o — [ W e
unt dt = 5, pefebt aibi: dZdx == ny.dx. i Heener Ut dZ/dx = (Mdx + Ny’ 4+ e
e x°
Tis Bny . :
Sids' L THtY).dx.  SHierin dy’ = 05 4.0 sl ynd dt'= - ~ qefelst, gibt:
Sds' 4 T'dt').« Bierin  dy 3 +1!:\_, Ay s a4 r 4
i = 7 A B e, A i
dZfdx — nw.dx I — } uno auf dbnliche 2Geife findet man werter:
Ldxd ll\'-' !
: “.r ‘l i“ln ‘l]ur ;;I:IJI “5.” IH'I‘.-.'--]
dZV dx = nv.dx f = + -1 dZ7Mx = nwdx 2 T dxs o 5 J
Ldx?~ dxd ix?o dx® dx? dx dx
1Z.ivd o ST 2Q .'.;uu 48rv 5Ty
QLYK —— Iy 00X E i . _.
Ldx — dx2z Tdxs ~ dxd T dxsJ
- Py Qv Ry = Sr Tv
dZvdx — n.dx Ny — —_— - - -
! ] L dx + dx2 dx3 + dx? dxsJ
P nun aber diefe Elemente Zdx, Zdx . ... allein Incremente evhalten, wenn m nady » verfebt
wird, fo witd bie Summe Dbiefer Jncremente audy bie volljtandige Werdnderung geben, weldye
5' d Pr — Piv
fzdx auf die gange Abfciffe AZ ausgedehnt, erleidet, und diefe it = nu. dx ) N e
o - :__"”“. oAl ”\ L QR ” H"' .15!\ _!_ '; H"" -E-‘"‘i Q
9, A + Q ¢, i 1 L 3R 3. ) +
2 dx® . dxa
Tov - 107 10T + 5T i k
: 2 1077 + 51 {  9Nun ift aber P Piv — dPay, Qv — 20Qv 4
QG — azQ™, Ry ¢4 SR _ R¥ = d*R%, Sv — 4Sr J 68 — 48" 4+ 8/ = N
v — BT 4 r = 10T 4 BTV — T = d°T, alfo witd bas mtl't':ml Jncrement von
i ] dPs d*R d:s8'  deT
— L dx g"\'- - - : -
) i3 dx3 dx# dx®
ober, Yool er Untexfchich awifdhen N unt N, dPv und dP ..., ... vecfehmoindet
: il Il'i‘: i '_""': I.l.'-'rl
= nyv.dx {" N — 4= — e = — = :
) dx3 ilx dx5 J
g eraibt fich nun fefort, em nodh Diffevenziale hohern Srabed enthalien
. f dpr dz0 diR d2s
o iy A 5 P Tt rd - e T s Tal 1am e : el T — = - - —
2, SITCTEMmEnt B0 _)Il--‘j.\ folaenber AusLrlE : Dy, dX l\ dx dx2 dx® dxd
e } ynd bieraud fitr oie gefuchte Gurve folgende Gleichuny:
; dP  dz  d°R . 448 45T
— dx. ' odx2 dx? dx+  dxb
niaef n enthalt das Gapitel nod viele widhtige Bemerfungen hinji dtlich 1hre
wuf Toecielle Falle unb, wie die dbrigen Gapitel, eine Fulle fchomer Aufgaben 29), deren Auj

| v

Nepbleme herovorge

Y, -*i-l-L::. Feit

[ (p. 83

"'L"'Ll.ltﬂ,\”rfl] bl hano
Hen,;

bebentends

Gberfdhreiten wwitebe, Deven Lofungen aber uynmittelbar
nue oaf bier twieber bei eingelnen fich Guler’
Sdwierigeiten ter Redmung ju nberminben.

p. 129) behanbelt nun bic Falle, flir welche bie Grdfie Z in

I

13

5]

Q

ber ".",'u!llﬂ.ll!i a - madenoen ru-'f ,l'a’tix noch ein ober mebre Jntegrale
pOEL Don m  Hlgemeinen 1 integrablen Differ algleichung abhangt.

Broblem L (prop. 1. p. L EE follen “-|L f1 cremente gefunben werden,
¢einm Integralausorud fir jeden Punkt dex Abjcifienare crl‘lt‘-c:.
ywenn eine Db -'nm Nn im bie unendlich Eleine Grife nv wadft.’

@5 foi (Fig. 5) die Abfciffe AH = x, die jugehrige Drdinate Hh = y, und ferner fet I1 bas
ber Wbiciije AH entiprechende 31'(:, val, weldhes, fo lange 8 nur ber Abjeffe AHL ober bem Puntie H
entfpricht, in Folge der Aenderung bder Drbinate Nn fic) nicht dnbert, [ — died witd ber Fall fein, wenn

Nn von Hh aus

gecechnet bie

fhnite Ordinate ift, und bie in T1 vorfommenden Differensiale ben fitnften
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Grad nidt Gbevfieigen — ).
L. . . oie $erthe TTV TI T . .
n nady ¥ verfest wivd. IBird nun
[Qldg + [Ridr + [S]ds +
fo e T = )" Zdx 4 [Z]dx,

Zidx- ;U ot Aud bem £

entfvrechen : die Sncremente

I = flzjds + (Z)dx + [

ldx,
Dbigen ergibt fidh nun, baf, wenn No um ny wadit,

Gntfpricht nun bem Dunfte H ber Werth TT, fo werden ben Tunften L K,
biefer Grdfien fing nun 3
Bl == ,{‘.'f.illx gefelsit, fo baf
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Sncremente auch die Fncvemente von Ilve, Tl .
Problem I (prop. IL p. 88).
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Das cben angefufirie, fowic bad britte Vroblem (prop. IL p. 97) find fpecielle Falle bes
folgenben (prop. IV. p. 106):

Problem NI ,E5 foll cine Curve az befiimmt werben, fliv welde, in Kid:
pitdht auf bie gegebene Abjcifje AZ=—a, der Ausdrud [Zdx tén Marimum
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Zldx HY = JI' Lldx + |f|i\ + [Zf]dx; II f Zldx 4 [71dx 4 [Z'Wx 4 [£7) l"\ 1. f. f.
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weldhes Tncvement = o gefest bie Glaidhung der verlangten Gurve gibt; su gleicher Jeit erhellet aud ber
fepten Formel leicht, wie die Form bes Sncrementes fein wirde, wenn in Z, [Z], [z] Differenziale eined
hohern Girabed, ald ded goeiten, enthalten waren.

$ievan {dlieft fidh nun als lepted Droblem bes britten Gapitels das folgende (prop. V. p. 114):

‘buﬁhlun IV. , @8 foll dicjenige Gurve gefunbden werben, fitr meldpe _f.vidz
i ""rﬂtuutum ober ein Minimum iff, wenn dZ = Ldll 4 Mdx + Ndy +
LPdp 4 Qdq ift und I durd die T Differengialgleidung dll = [Zldx bes
Sftimmt ift, wo d[z] = (LM 4 [Midx + (Nldy + [(Pidp + [Qldq ift.”

&2 toerde, wie vorhin, angenommen, daf die in L unbd in [Z] vorfommenten Differengiale den



soeiten Grad nidt dberfeigen. €3 fei nun (Fig. 5) AZ = x Ll =y, {0 wird JEdx baburdy, baf Nn = v
um ny widft, feinen Suwads erbalten. Deshalb wird das Jnceement bed fich fiber bie gamge HAbfeiffe
AL erfteedenben fhdx gleich der Summe ber Incremente von Zdx. Zhdx, Z70x ... fein.  Dicfe werben
aber wie gewahnlich gefunben, wenn die lesteren Gedfen diffeveniict werden und in bie erhaltenen Ausbride
fiie dy, dy’, dy”, dp ... dq” ibre oben (. 21) aufgeffellten MWexthe fubftituive werben.
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= [[Zdx, 1 = f[2ldx + [Z}dx; 1" = [[#dx + [Z)dx + [Zdx, ..... unb djZldx —
ny.dx ( (Llz + d J) d.[2]dx = It.-flh.( (L3 + ll'; :1[“ ] p ALZ"Jdx =ny ‘]\(“ “hy HINY] — li.;ll
Q]

+ dxz M d.[Z"dx — pudx 1‘”]:1 d[Zvldx = nudx(Livle, u. f f., fo TDl-.]_I: hn:mu* baf dll =

dil’ = Ilv.{fx(ll.?.z + 1l , Al = n-.f.dx( [L)e 4+ (L8 + ‘::]_ Q! -'Ji—‘ii;d_;’t'.g, ;

| -2

dl1" = nedx,

’I/” Je + [L :d + [L H]T + |\H] _d“ ! + &2[1.}]) 7 dlTrr — J'I.'-ufi.‘{([[.]u + [T,"]_B -+ “,”J'f + [L]3

dx dx2

d[P1] dz[Q] ; i P . d, s dP/]
+ INY] — e =5 ) dllr = n-,.d.\(LI,].-g + L8 + [y 4 (L9484 [Liv)e 4 [NY] — e
12[(
+ [dn[._h) u . f. Diefe MWerthe mit den unter I) angenommenen verglichen geben: &« —0, 8= [Lladx
|= ; (P [Q]+ 24IQ] (J o ’ " drp’)
-+ '}'_El\(|]|x+|| I3 - T BETT: y d—=dx []x+[L|j -+ [L I-};-|-|:"‘q.'|—--f]x
1 [n 1ICP/] 12[¢3]
+ 'I]\ ])r b::]x(![]x'{- @98 4+ Wy 4+ L7738 4+ NY] — 'd\. o l‘f;fi) i 45, wab Eialih
[c (4] 2[00
@0, B :{1{3’ y = IL4Q) + @1 — !‘ifh o 1, d = [LIQ] + L7 Qldx 4 (LY [PIdx
A
— [L"[Q] — 2ALMAIQ] + (Ndx — dlP] + s 1“- = [LLIIQMx + [LY[PJx — [QIAIL] —
ALMAQ) 4 [N“ldx — AP 4 O l_ e = 1 + [LMx), ¢ = 401 + [L“Nx) (1 + [Livldy),

i 1l + [Ldx) (1 [I."-h]\} i 4+ [L¥jdx) u. §. f.
Hieraus ergibt fich ald bad Increment von Zdx + Z'dx + Zdx folgenter Ausbrud;
S et LT : QAL 4 2Ldig]
— N — T = 4 LILIQ) o LiR) Pl
Um nun bas Increment ber Summe bder tbrigen Terme zu finden, febe man ;.
]| 9[L e, d2[g g e TN
- (L) 4 (L) — QT ]-+ LA e S SO O e Wi 0o e i

dx dx dx2

= ll:-.llx{l'.—‘”dx * Lovdx(1 + [L9dx) +Lvdx(1 +[L4dx)(1 + [Lv]dx) + Lvrdx(1 + [L#)dx)(1+[Liv]dx).

(1 + [Lvldx) + } Y,

Nimmt man nun an, daf diefe Reihe = S ift, fo wird, wenn Gberall L anflatt L und [L] anfiatt
(L4 gefhricben wirh:

8= Ldx + L/dx(1 +[L]dx) = LYdx(1 + [L)dx) (1 + [Ldx) + L*“dx(1 + [L)dx) (1 = [Ldx)(1 + [L7]dx) - ...,
aflfo: 8 = 8 + dS = L/dx + Lédx(1 + [Ldx) & L“%dx(1 + [LIdx)(1 + [LYds) + ... Al
— d8 = Ldx + L{LlMx2 + (LldxL"“dx(1 + [L ]d.\? + [LldxL/dx(1 -+ [Lldx) (1 + lL“Mx =i
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— Ldx + S4[LlMx ober, S'= 8 gefeht, d5 =+ S [MJdx = — Ldx ober infegrive:

jil']l\-. H a0 — / “ ||‘t. ]'I\‘ “‘L\nu{ oo L“td) be ﬁimtn1 fﬂr t'ﬁl_; = == O ‘]_[ fifx x'="a;

; S —ffLinx e T Fi | = VT
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Sind in Z wic [2] Diffevengiale hibern Girabed, ald ped yweiten, enthalten, fo erhalt man anatog, wenn

[Lidxp 4 s o {Ljdx A
man H ben Werth “LTI[UJ‘II “I.dx fitr x —— a nennt und der Kiirge halber V —e J “(li—/r.f' 'hl.ﬂt)

fent, Dad Jnceement von j‘}'.dt
L i - '|P1\.) 2 (Q 4 [Q1V) da (R + [R]V)
0 B T e I d o) |
1oy “J-l!h(k + I'\J‘. 111 + dx2 11.13 + gl ) ;
alio bie gqefudhte Gurve durch bdie Gleichung beftimmt :
Ay PV 2 - STV S, : )
0 =N + '-\-J"l £, d(P 4= “ Il‘r ] + d2,.(0Q —I—-I‘Ll‘fl"i ) ] di. (R -|— “‘:|‘I- TR o

dx dx2 dx3

%m vierten Gapitel (p. 129 — 170) werben bie in den vorbergehenden Gawpiteln exhaltenen
Sefultate noch einmal fberfichtlich sujammengefiellt und bann eine Reihe von Problemen qeldft, 3. B, vie Gurve
su finben, flr welde fyxds x fxdx Vi 4 p2 cin Marimum ober ein Minimum iff w. a., theils mit
Benuiung jence SRefultate, theils in Folge neuer Betrachtungen. 4)

Das fhinfte Gapitel (p. 171 — p. 227) behanbelt, wic audy dad folgende, bie Methobe Der
fogemannten velativen MWarime unbd Minima — Nadhbem ausfibrlich bdie Gigenthimlichbeit ber
Biether qebbrigen Drobleme erbetert worben iff, Wikd im spweiten Safye (p. 176) bie Edjungsmethobe ber
betveffenden Hufgaben im ‘E-’[qrrnc"n-:n angegeben.  G8 wird nadygewiefen, daf e, um biefe Art von Auf:
gaben ju vau nicht mehr genfige, nur die Didinate Nn um eine unenolich fleine Grofie ju vermehren,
weil, inbem fo Die ganae llmbn'num burdh eine einzige Bedingung beftimmt wird , bierdurdy nicht Demirkt

voen Fonne, baf, wie bie gemeinja Figenfchaft B, fo auh ver Ausbrud bed & Marimums oder Mintnrums
A auf bie urfpeingliche Guroe und auf die vevdnderte fich gleic hmafig L1'|=Lu‘r‘ Deshalb ift bie Uenderunyg
purd) swei Bedingungen gu befiimmen, wasd nur baburdy gelingt, daf jwel einander unendiich nabe Drbinaten
Nn und Oo um unenbdlidy Eleine Grifen ny und oz wadijen. Da nun bie qemeinfame Eigenihaft B ber
nalichen, wie ber verdnberten Guree aleichmafig angehdet, fo muf ibr aus der Perfesung ver Pun
nounb o nach ¥ und o bHervoraehended Increment — o und ebenfo “audy, ta dex Nudbrud odes “L.u':rn"r-

e

NI

und Minimums A fir beive Guroen Statt bat, das aus jener Verjebung hevoorgehende Increment von

A — o gefest werben. So werden e Gleichungen evhalten, beide von i"cr Form Say -+ Tow — 03
werbent aus b et vie Srofien ny und ow eliminivt, fo {ff die uf [tiende Gileichung bie verlangte.
Nach diefer allgemeinen Audeinanderfeung wirdb nun junddff folgended Problem (prop. 11
p. 180) gelofi:
L . Dad aud per Bervleguna zmweier Punfte n und o nadh v und w bervor:
i

ben 5

s gpas WD A

aehenbe Sncrement irgend eined auf bie ganze AUbfciffe AZ bejogenen
pAusdruds ju finpen.” :

B8 fei (Fig. 6) Al = unb Ii v, {o with Kk v, L] v, Mm vt N =y,

o i yyraw f o feima Won biefen i‘ri:umtc:t voerden num pwel ¥ und ¥ li..n[-, 1M Ny uno

v o— Y . 4

oz vermebet, bie Ubrigen unveranbert bleibend angenommen. Da nun p , o witb alfc aud
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s : . i, yivr — yito ¥ L i s
Dasd Sxncrement wvon P, wie oon p', p o fetn: aber ba p“‘ = ! L it, fo mwith fein Fn:
ux
1 e : 0w Ny 5
crement = fetn, abnlih mixd das von prv = — T B 7
' 1
dx dx dx
Auf biefe MWeife exhalfen wir:
1} any 0w dny O
e 5 i f [ Ip=tiny e 2 =
dytY = n» digle= dr! = —. alldel —
A 7 T I +l!\‘—' dx? dx? x4 i
YA i ey 0k, »
2Ny 0 oy a1 1R By dow
dyy —= 0 dg't—= — == and it — e | gt — -
) + I dx2 a2 ] + a3 dx + dx# e
: ny ny Do ny Jow | | 4ny B
dp' =4 dqty = - — : 3T L ] S P T N AT
P ™ dx l + i dx? d dut dx® dx® dxs Uil
nv . oow o 0 ny 4oz
dpy —=— 4 dg™ — . drr =—— sty — —
l de™ Tdx I -|_ dx2 dx3 + dxd dxs
[ Joi] Iy ny L §
Vo= — el = -1 i e ds* =
[1}} ix 3 ds —l_ dx # LS

&3 fommen alfo in diefer Tabelle ebenfo viele mit ny, ald mit ow und jwar in gany entjprechender
Teife multiplicivte Terme vor, nur mit dem Unterfdiiedbe, baf jebem einen in ne mulfiplicivten Term ent:
baltenben Shcremente unmittelbar ¢in anbres folgt, weldes ecinen auf gang gleiche TWeife mit ow bebafteten
my . = =
o finoet, findet fich ent:
dx®

%

Fevm enthdlt; 3. B., mabrend fidh in dem [ncremente von g’ der Ieam —

£ : : S = dow ., -
jprechend in Dem unmittelbar folgenben Sncremente von qrv ber Term — dxar Dieraus aebt alfe heroor,

taf bad [ncrement eined gang beliebigen Audbeuds im Algemeinen die Form: ned 4 oxK haben wird,
worin nwl lediglidh von tem ver Orbinate yrv allein ertheilten Suwadife ny abhingt, alfo auf gany bdiefelbe
9%eife gebildet wird, wie in ben vorbergebenben Gapiteln gesetat ward. Ta aber alle in ow multiplicivten
Zerme fortmabrend Husbrliden angebbren, welde unmittelbar folchen, die auf gang entfprechenve TWeife in
ny multiplicicte Terme enthalten, folgen, fo ergibt fich bieraus, vaf K evienige Werth ift, in weldyen Die

Grofie 1 in ihrer unmittelbar nadifolgenten age fbergebt, 0. b, daf K = 1' =1 + dI iff. 2a nun
bie Art und MWeife der Beftimmung von I befannt iff, jo wird baburd) aud) ow K = ow(l 4 dlI) be:

fiimmt jein. —
I, ,Unter allen auf dbiefelbe Abfcifie AZ— a bejogenen und bie Gréife W

paemeinijam habenben Gurven biejenige su juden, fhr welde V ein
pMarimum ober ein Minimum 4ft. (prop. 1V p. 184.)7

Angenommen, bie Gurve az (Fig. 6) fei bie gefuchie, fo babe W il fie ben befiimmeen Werth B,
und V erbalte fitr fie den groften ober fleinfien TWerth A. @38 fei Al — x, 1i = y; vie Didinaten Nn
und Oo mbgen um ny und ow wachien, fo mujjen bie hievdburch fidh ergebenden [ncvemente von V und W,

febed fiir fih, = o fein. G5 {ei nun basd lebiglidy unb allein aus ber Weegrofierung ver Orbinate No
um nx bervorgehente Fncrement von V = nedA und tad Jncement von W fiix denfelben Fall =
ny.dB, fo wird in Folge ves vorbergehenden Sabes dbad aud der Wariation beiber Drvinaten Nn und Qo
bervporaehenbe Sncvement von Vo= mwdA 4+ owdA’ und bad Jncrement von W = nwdDB 4 owx.db’
fein.  Jur Weflimmung bex Gurve bat man alfo die beiden Gleihungen: nedA + owdA! = o und
nvdB + owdB’ — o, 2Werven beide Gleichungen mit ben beliebigen Grdfen « unb S multiplicict, fo
erhalt man: nvedA 4 owadA’ — o und nxnfdb 4 o0wBdB’ — o. Um nun ny und ow aud ihnen
ju eltminiven, fete man 1) adA 4 2dB — o und 2) «dA’ + 3dB' — o, wo « und S belicbige Gon:

ftanten find: venn waren fie variable Grdfen, o mifte in Solge von Gleidung 1): «'dA’ 4 4B’ — o
fein, weldye mit Gleidhung 2) vevglichen offenbar o' = «, B = 3 gibt, daher beweift, daf = und B be:
liebige Gonftanten find, Unter dicfer UAnnahme wird alfo

zdA + BIB = o

Die Gleichung ber gejudyten Guroe fein, cine Gleichung, weldhe man audy durdy unmittelbare Climination
1
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pont my und om aud ben zuerft aufgeftellten Gleichungen exhalten wiltbe: Denn aud: diefen exhalt man:

ny dA! B’ pe s et £ T B bl

= per, ba dA — dA 4 d2A 0L — cwelche intearict bie Gleichuna:
e R — JIB pber, da dA | d2A it dA dB the itegrirt Sleichung
lzdA = lgdB + 12.C ober, dA = CdB unp, C= — K gefelst, bie obige Gleihung: «dA +

&
2B — o aibt. WUm alfo die gefellte Anfgabe ju [Bfen, fuche man nach verfelben #Beife, wie friiher, bie
.,3:1;1-“1“;:1:1* vort W und V, multiplicice fie mit beliebigen Gonftanten und fege ihre Summe = o, jo ift
bamit bie Gleichuna ver vevlangfen Gurpe gegeben, SHievan reihen fid noch swei Sase, welde nur eine
Anmwenoung und Vereinfachung der aufaefiellten aligemeinen Theorie fiir qang fpecielle Falle jum Swed
baben #5).

£y
-~

as fechite Gapitel (p. 227—244) gibt bie Lifung e Problems:

Unter allen mehre Gigenfhaften gemeinfam habenben CGurven biejenige
csu finden, flir welde eine beffimmte Grofe ein Marimum ober ein
s Minimom it

&5 beginnt mit folgendem Sage (prop. L p. 227):

. ,Dic Gurve, fiir welche unter allen Gurven der Ausdrud «A + 2B ein
S Marimum ift, wird fo befchaffen fein, daf fic unter allen A ald gemein:
jame Gigenjdiaft habenden Gurven den Werth B als ein Marimum
genthalt.” (Daffelbe gilt audy hinfibtlid des Minimums.)

@3 fei Q dicjenige Gurve, fir welde xA 4 £B ein Marimum iff, und R cine andre auf diejelbe AUbfciffe
besogene Gurve, weldpe mit Q ben Ausbrud A gemein habe, filr weldie aber =zA 4 BB einen Eleinern
Werth habe, als fiv Q. Hievous folgt, baf, dba A beiden gemeinfam iff, in Q ber Werth von B grofier
ift, als in B. Da mun R eine belicbige Gurve beveutet, welde mit Q bden Werth A gemein haf, jo iff
flar, bafi @ unter allen diefen Gurven diejenige ift, fir welde B ein Marimum iff.

Iuf diefelbe TWeife wird auh Der folgenbe Sab (prop. I p. 230) bewicjen:

IL ,Diejenige Gurve, furwelce unter allen aufbdicjfelbe Abjciffebejogencn
LCGuroen «A + BB + 4C ein Marimum ober ein Minimum i, wird fo
ybefdhaffen fein, vaf fir fic unter allen A und B alé gemeinfame Gigen-
ofdhaften habenben CGurven ber MWerth von € cin Marimum ober ein
o Mintmum ift."

Dierauf jiist fih nun dbie Lojung ded folgendben Vroblems (prop. HI. p. 233):

L ,Mnter allen auf biefelbe Abjciffe bezogenen und bie Eigenfdaften A
pund B gemeinfam habenden Gurven diejenige ju finben, fitr welde det
Terth von C ber arofite ober Eleinfte ift.”

Nus dem vorhergehenden Sake ergibt fidh fofort, daf die gefudite Guroe unter allen Gurven bie:
jeniqe ift, fiic voelche = A + BB 4 ».C cin Marimum oder ein Minimum iff. Sind nun pie Sncremente
pon A, B, C tefp. nedxP, nudxQ, nvdxR, {o witd bie Gleidung der verlangten Gurve «P 4+ AQ
+ yR = 0 fein. Auferdem figt CGuler nody eine andre Ldjung bingu, weldhe analog berjenigen Ded
entfprechenden Problems im vorbergehenden Capitel iff, nur daf drei auf einanber folgende Didinaten N,
Oo, Pp refo. um ny, ow, pr wadfen. €§ wird bann der Werth ded Incremented von A — ny.Pudx
+ ow.Pl.dx 4+ pr.PY.dx gefunden, ded von B =n..Q.dx 4 ox.Q'dx + px.Q".dx und be3 von C =nmw.R.dx
+ owRdx 4 prR“dx. Werden Ddiefe brei Incremente = 0 gefest und wefp. mit =, 8, ¥ multiplicirt,
fo erblt man bie brei Gleihungen:

0 = maP + oweP' + praP?
0 = nv.2.Q + ow.p.Q' + pr.2Q"
0 = nvy.R + owy.R 4+ proyRY

Wm nun ny, ow, pr gu climiniven, febe man 0= «P + 2Q 4+ R, 0 = P’ 4 2Q' + yR" und
0 = «P" 4+ 2Q" 4+ yRY. Sind nun a 5, v belicbige Sonfianten, fo ift erfichtlich, baf bie evte diefer
orei Gleidbungen bie awel andemn in fidh faft. Denn ta 0 = 2P + 8Q + R, {0 iff qud) 0 = 2dP
+ AdQ 4+ ydB und 0 = ad?P 4 5d20 4 4d2R, welde Gleidungen, va ' =P 4 dP, Q' =Q + dQ,



B =R 4 dR, und P* = P + 2dP 4 42P u f. f. finb, fofort in bie jwei Gleidungen 0 — «P
4+ 8Q' + R’ und 0 = «P” 4+ pQ" + yR” dibergeben. @5 ift aljo durdy die Gleichung 0 —=aP + fQ
+ oR, worin «, 3, y willfitlice Gonftanten find, die Natur dev gejuchten Curve ausgedridr. #6)

Die beiven folgenben Anbiange bieten cine Amwendung ber aufgefieliten Fheovie quf vie Gonfiruction
ber foa. elaftifchen Guroen und auf die Beftimmung der Bewegung bder Sorper im leeren Maume,

Snoem Guler auf diefe Weife an die Stelle ijolivt fir fich beftebender Loéfungen von fpecicllen
bem Gebicte ver Bariationsvechnung angehovenden Aufgaben zuerft eine allgemeine, umfaffenve SMethode
Batte treten laffen und jueeft crfannt batte, daf bie Bdjungen aller Probleme piejer Medmung auf cine und
biefelbe Analvfis surtcgefibet werden fonnten, hatte e auch juerft und allein vasg Fundbament ju cinem
neuen, wollftandigen wifjenichaftlichen Lebrgebdube gelegt, weldhes in Fuvjer Jeit eben fo febr durdy feine
ferneren Nrbeiten, wie durch biejenigen Lagrange's ver Bollendung immer naber geflibrt ward.  Gegen
viefes hohe Werbienft, vasd fih Guler ebenfalld in diefer Dbefonderen Digciplin: um bdie Gniwidlung der
gefarmten Mathematif erworben hat, verjhwinben um fo mehr oie Mangel, welche in dex Methodus nady
und nach beroortraten, sumal Euler felbft gleich von Anfang an derfeiben jich mehr ober minber Elar bes
wuft war. An bie Bemerfung, weldye oben (S. 17) ber Lofung Ded britten Veoblems im yweiten Gapitel
ber Methodus jugefligt worben ift, reibt ex (Scholion HL p. 56) vie Worte: ,,Desideratur (itaque)
methodus a resolutione gseometrica et lineari libera, gqua pateat in tali investizatione
maximi minimive loco Pdp seribi debere — pdP®. Guler fubite alfo die grofen Worthetle ciner
folchen Methode, fo wenig ¢ ibm audy wiederum , nadh einer andern Weuferung *7) in feiner Methodus
su fibliefen, vathlich exfcheint, eine vein analptifche Methode aufsuftellen.  Der von ihm angefubrie Grund,
vaf bic Darftellung in biefem Falle eine weniger elegante und flare Form Haben wiirbe, und besdhalb ibhre
Hnwendbung und Bebeutung weniger erfannt werben mbdte, findet darin feine Berichtigung, als s ihm
nidht gegliact war, eine neue Begeichnungsart aufsufinden, durdy weldhe fofort ber eigentbumiiche Gharakter
per Rechnung audgedrdct wivde, und welde unmittelbar den Unterfdied zwifchen dem von EGuler fo-
genannten valor differentialis vder Sncremente einer Function (— ver Baviation berfelben —) und ihrem
Differengiale felbft audy in der Forme! fofort tlar und Ddeutlich hevvortreten liefe. Hicrdurdy gefdaly cs,
bafi er 8 vorjog, immer nur in der Figur bie nithigen Dperationen vor fich geben ju laffen unb o cine
analytijhe Methobe zu [daffen, welder dbody cine wein analptifthe Grunblage feblte.  Ubgejehen wvon bex
Befchranfung, welde burdy diefes innige Anjdlicfen an bdie Figur der Methode binjichtlich ihrer weiteren
unt freieren Entwidlung eowudhs, liefen audh bie jur Aufitellung bder Endgleichungen nothwendigen Be:
yoeidfithrungen — wie aud den obigen Beifpiclen exfichtlich fein wird immer nodi eine grofere Glegany
unb Goibeny vermiffen. ©3 bringte fich eben in dicfelben allzufehr en Gemifdy geometrifcher und analytifder
Betradtungen, ein Wmitand, weldier nothwenbdig ber Einfadhheit und Pracifion ver Darfiellung feibft Eintvag
thun mufte. Sie bedingte ferner, dafi, da die Abfeifje, tber welde fich das zu einem Warimum ober
Minimuwm ju madyende Jntegral S Ldx erfivedrs, immerdar cine vorgefdhricbene Grdfe barte, in jedem Pro-
bleme ber erfte und ver [eire Punfe der ju fudenden Guroe alé feft angenommen wurben, unbd aljo aud
nicht ver Fall betradtet voard, wenn SZdx nidt allein ein Marimum oder ein WMinimum im Bejug auf
bie Form ber Gurve, fonbern audy im Bezug auf ihre beiven CEndpunite ift. Daber feblen denn audy bie
gur allgemeinen féfung vee Probleme nothwenbigen Grenzgleihungen. Dbgleih nun Euler diefen Fheil
ber Aufgabe ald der gewdhnlichen Differengialrechnung sugebdrig anfab, fo ward bod in Folge beffen nie
pad allgemeine, fondern cin befdrdnbiered Problem geldff. Ein fernerer Mangel der Guler' {hen Dar:
ftellung beftand nody barin, baf, indbem die Abfetffe AZ in unendlich fleine, aber gleihe Ehetle getbeilt,
alfo dx ftetd conftant angenommen ward, Guler nur bie etnzige BWariable y und die von ibr abbangigen
Girofen in Dem Audbrude (Zdx variiven [ief.

10.

Gine folche meue Bejeihnungdart, welde die angefitbrien wefentlichen Mangel hob, finden wir
gueeft in einer Grftlingsarbeit Ragrange s, der fo wiele glinzenve, durd) thre vollendete Form und ihren
ticfen, veidhen Gehalt ausgeseichnete MWerke nachfolgen follten.  EIf Jabre nady vem Erjdpeinen der Methodus,

im Sabre 1755°8), batte Lagrange in cinem Uler von zwansig Jabren bem Euler von Ddiefer feiner
; . o




25

Sntoectung Mittheilung gemadht; aber evft im Fabré 1762 werdffentiichte er feine vein analytijde Methobe
im sweiten Vanbe ber Turiner Midcellaneen unter bem Fitel
. Essai dune nouvelle méthode pour déterminer les maxima et les minima des
. formules intézrales indéfinies #929),

Die neue Gharafterifil it #:; Lagrange JJ-.]-..11-.m[’t fich aber nur darauf, su evwabnen, baf d7
¢in Jncrement ver Givofe 4 bezeichne, welched von ibrem Diffevenziale dZ& jwar wefentlith wer{dicven, aber
nach denfelben Regeln, wie diefed, ju bilven fei, fo baf, wenn 4L = mudx ijE, ebenjo /& = m.dx fei.
Dhne fich auf irgend cine weitere Evdrterung und Begrindung feines Berfabrensd cinzulajjen, qebt ev fofort
sue Lofung ter ven €uler aufgeffellten brei Hauptprobleme (S, 17, &. 19, &. 23) lber.

. ,,egeben fei vas unbeffimmte Sntegral fZ, worin & eine beftimmie

sFunction von x, ¥, z, dx, dy, dz, d2x, d%y, d2z ..... begeichnet; ¢35 foll bie
poegenfeitige Beziehung gefunben werden, in welder biefe Wariablen
il tinanber feben maffen, damit S& ein MWarimum over ein Winimum
amwerbe (probléme I p. 174).7
Mach ber bebannten Methobe ber Marima und Winima muf vie Gleibung fliv das Marimum
pber *“.l.- mum von SZ fein: 0 = J./Z ober, wad diefem gleichFommt, /oL = 0
3 fei nun: ¢4 — ndx 4 pddx 4 gdd?x 4 wdd3x 4 ...,
_|. Niy + Pddy 4+ Qdéd2y + Rddsy 4,
+ vz 4 wddz L+ gdd2z £ ddie ...,
fo wird bie veelangte Gleidhung fein:
D= fr'.if, = fnr'!l\ + J“uhl\ + [qddex 4 .I"r.«'.l:l 3 At
+ ].F\-‘i:, + f!’rﬁ]\ + [Qdd*y +;‘rlw'hl‘k +.

+ [z + _fm'ﬁllf. +_f,gr]|[ %+ !I’;_:'!u % Al

Als fich wvon felbjt verfehend fest Ragrange ddx — ddx, dlzx — d2dx u, f. . Durdh therlweife
Snteqration witd nun qu]f}'\:—pr‘lx f:l]]r‘l.\;, _,I"||Ll'n'|'5x —qddx — dqdx -+ _,I’d'-'l:[c'F\;. _,I’I'l]-"a},l; —rd?dx
— drddx + d2rdx — [d3rdx u. §. §. gqefunden. In Folge beffen gebt bie obige Gleichung fiber in;

ﬁn —dp+d2q—dird.....)dx -I-I(E_'\i —dP - d2Q — d* R 4. ...jr".l'_\'-l-/[.'-_--—d.-r—i—t[?’x —d3p4.... 002
: + (p— dg +|i!r—...'..-'l'{+-jq dr 4 oo )ddx d (v — oo )d2dx 4.,
(A) H (P—dQ4d2R —....0v+(Q—dR+4....)ddv (R —....) d2dy +
+ (w— dy +d%s — vtz F (g —do 4 .00 jddz 4 (p — ..“_,l|"1}f.-+-.... = |
woraud fich bie beiben (leichungen ergeben:
(B) (n—dp +d2q —dir<.. Jix+4 (N —dP 4 d2Q —d3R ... Jdy 4+ (v —drfd2g —d3pf. .. )dz—0

une

i

(p—dg4d?r —...0dx+(q—dr... ddx 4+ (r—....0d2dx 4 ....
(©) + (P—dQ+d2R—... .00y 4+ (Q—dBR4.... )Jddvy 4+ (R—....)d%y 4. ...
4+ (r—dgtd2p—.. . e t+i(xg —do ... 0dde+(p—....)d2%8z4 ... = 0.
Jever Fevm diefer Gleidhung qing nun burd) eine theilweife Fntegrafion bervor, wie pdx burdy Die Ded
'2[1::~'|."r'uf' J"‘ln'J:'.h', alfo. fann man bazu nod eine conflante Grofe hinguabbiren ober bavon fubtrabiven.
Diefe Gonftante wird nun 3 B, fur pdx daburdy Dbeftimmt, vaf man biefen Ferm in dem Punfte, in
welcbem [ pddx beginnt, verfchwinden Iaft; man wird alfo von pdx feinen Werth in dicjem Punfte abyichen,
unbd abnlicdh fir die Gbrigen Terme. Hiecdurch erbalt man folgenve Megel: , I M bder allgemeine TWerth
ber Gleichung (C) unb fei biefer fir ben Punkt, in weldem fiﬂ beginnt, — ‘M und flir ben Punft, in
weldem ¢ endef, = MY, fo wird der volftindige Ausorud ver Gleidung (C) fein: M — ‘M = 0.
Sind nun in ﬁmge bes Problems cine over mehre Gleihungen jwijden dx, dy . ... gegeben, fo
gliminire man vermittelit berfelben bivjenigen Bariationen dx, dy ..., welde fich dburdy bie lbrigen aus:
britden laflen, aud Gleichung (C), — reducire alfo dbie Anzahl biefer Bariationen dx, dy . ... auf bie moglichit
Pleinjte, — unb fele ben Goefficienten jeber itbrig bleibenben Wariation = 0. Cmb bu: mmi-ﬂnm abfolut
von einanber unabbingis, fo erbilt man jur Veftimmung des Marimums oder Minimums von [Z aus
Gleidung (B) unmittelbar folgende drei Gleichungen :
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n dp 4+ d?q — d3r 4 . .. 0,
N —dP F d2Qg —d2R 4 .. .= 10
yo— dr 4 d2y —d2p ... = 0,109
welde Gleidhungen in einer folden Bezichung i einanber fiehen, baf ecine jebe Gleichung eine Folge bee
beiven anbern iff. (No. VII p. 182.)
IL ,,E8 fei Z ecine beliehi ‘;. u[wbmt]d* Function von x, y, z, dx, dy, dz,
,42x, d2y, d%z . . . . und ber Grdfe 1= fZ% wo Z' ¢inc andere beliebige
palgebraifdhe Function von x, ¥,2,dx, dy, dz ... 1ff; man 1'u1! Diec Glethunag
sflirbpas Marimum ober Minimum von fZ juden. (probléme 2, No, 1X. p. 183.)
Eafei: L =LATl 4 nix 4 pddx + qdd2x 4+ ...4 Ny + Pddy 4 Qdd?y +... 4 vdz - wddz + odd?z 4.
une 44— n'dx 4 p'ddx+ qdd2x 4.4 Nidy 4+ Plddy + Qdd2y 4. o'zt wldde - o dd2u 4,
fo with nady ber Annahme: I — :l'./-"'f = Jf'fr’.' == fu» x -+ pddx + q'dd2x 4. ...] fein, alfo
ﬁl.f}’, :I[‘ﬂ"'f, = If_'nﬁ‘:\‘ o pddx 4 gddzx 4 ......] -{-)(l }f n'‘dx J pldadx + q'd ril R eS|
Kir ben exfien Eheil der rechten Seite fann man nun, wic tm vorhergehenden Problem, fesen:
.f{" —dp + d2q — ....)dx + (p—dgF ... (q— ... dx ..
und flir ben jrociten heil;
lfL xj‘i'_u“dx =+ piddx 4 q'dd2x 4 ....] }."—'J'L % (0'dx 4 pddx 4 q'dd2x 4. ..)]
Sefit man nun  ben vollftindigen 2Werth von /L — H, betradytet H ald Gonftante, fo wird ber imweite
Zheil fibergelen in: f[fl] fLu ¥ (n'dx 4= p'ddx -} g'ad2x 4 .. .. )] und burdy theilweife Integration in:
Sl — /L) — dp' (M—SL)+az.q (1 — /1) ,,,.f;:\-l—“l II_IL_. dq' (H —JL)+... ]éx
+ g =) =" qdex 4.L .

Seen wiv ber Khrge halber:
n+4nH — _;:L,I =) p + p'(H — _,I’jL] = (ph q + r!“-'H — fl — (q) und ebenfo
N+ N (H — L) = (N), P + PYH — fL) =), @+ QH — [L) = (Q) und

v 4+ ' (H —fJJ; = le)ym ter{H - J"L; = (=) % + x'i(H — fi,. = (as):f0 erhalt man:
aj/ :f;'.'n_:_.l.(m+d=.(q'e—....ij-I—fi{-\I—d.{!’}+t!*.-:{e:- -8y f16)— du(a) 4 d2.(5) — ]z
4+ [(p) — d.{q) + .. ..1dx 4 [(q) RTTTTRES] Lo o, TR
@) 4+ [(P) — A+, .. I8y +[(Q)— ... ,||ld_'; o '
+ [(m) —d(a)+. - . . 18z + [(x) — Jdéz +.... =0

tine Gleidhung, weldhe binfichtlich ihrer Form gany mit der {S‘lnll""h‘m M. im Problem I Gbereinfiimmt,
weldhe alfo auf cine Der obigen gany analoge 2Weife weiter bebanbelt werden fann, um bas vorgelegie
Problem zu (Bfen.
Das beigefitgte Corollar (No. X p. 185) enthdlt bie Ausbehnung bes Problems auf ben Fall, in
mt[thcln bie Grdfe Z' nodh ecin anbred Jntegral I17 :f?ﬂ” involvirt, {o baf
L' =L +n'dx 4 p'ddxf.... und
JZ”: n"dx 4 pddx+ qddix ...+ N3y + Pddy + Q" dd2y + ... + "8z + nddut " 'dd 2z +...
Dann wird ber obige Ausbrud 4/Z im Problem I (No. 1X) vermehrt um den Ausbrud :
JLIL/[(n3x 4 pédx + q"dd2x 4 ....), welder fich suerft reducirt auf
f[{[[ AL jLaL jrn“r*w: + pads + q“ﬁd"x + . ... )] unb berauf, wenn man H* fiir ben voll:
ftanbigen Werth bes Integrals [(H — L)L r.t-t, auf: ST — fH — fL)L) x (n"dx <+
pddx 4 qdd2x 4 . .. ). Tan wird baher in diefem Falle dicjelbe Gleidyung (D), (wie in II), er-
halten, wenn man nur varin ben MWerth von (n) um n’[H — f([l — j‘[.-,:L"JJ,t‘m von (p) wm p*/[H'—
ﬁ[l——fL_JL“J u. . f. veemebrt, Analog liefe fidh diejed BVerfabren auf weitere comyplicivtere Falle ausdehnen,
HI ,,Diec Gleichung fir bas Marimum ober Minimum von ﬁ':au finben,
gwenn Z einfad durd ecine Differengialgleidhung ecfien Hrades be
pftimmt iff. (probléme 3. No. XI. p. 185"
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Weldhes audh bie gegebene Gileichung fei, fo ift, vorausgejest, daf jic ven jebem Jntegrations:
seichen befreit ift, tler, baf man fie, wenn man fic nad) I differeniirt, immer wird unter dbie Form
bringen Eonnen: 4dZ - THZ = ndx - pddx 4 ... 4 Niy + Pddy 4 ... vz = wddz 4 ...
Hicraud ergibt fich, da ddz = doZ,

Z—=c I jr_ e (ndx = pddx < ... .), und daber:
.'!,j.‘.-’. :/l.: ——j‘l‘ ll: j"t‘ (ndx 4 pidx 4+ ....)

immt man analog bem in bem vorbergehenden Probleme angewendeten Berfahren G als den vollfiandigen

T — T : ?
Serth von ju f an und jeit barauf:

ru_-,_J".'!‘ [_t; —jn.r _J".T) = (n), pe JrT (t,} —j:: X !“) = (ph qe f-.r(ﬁ —:/c quT-):-‘qJ,

jo erbalt man cinen ber obigen Gileichung (D) gany dpnlicdhen Ausdrud von :.‘:j';‘..

Die in den beiben [ehten Problemen exhaltenen Gleidhungen fiimmen ebenfalls mit ben von Guler
bei ben fofungen bderjelben Aufgaben gegebenen (. 20, 22, 24.) tberein. Da Guler nidt meiter den
Fall genauer unterfucht bat, wenn Z von einer Differenzialgleihung eines hibern Girabes, ald ded exfien,
abbangt, fo figt 2agrange jur Grganzung dem obigen Probleme nod) folgended Corvollar hingu,
(No XIHI Corollaire. p. 186):

&5 werde angenommen, dafi bie gqeqebene Differenzialgleichung, burd welde Z beflimme ift, von
oo poeiten Drdnung fel, o baf man burd) Differentiation nach 4 echalt:*

dd2Z + TddZ 4+ ViZ — ndx 4 pddx 4 . . . . ober
d2dZ 4 Tddz + Viz — ndx + pddx 4 . . . .
Multiplicict man beide Seiten der Gleidung mit ber unbeftimmeen Bariablen = und integrire, fo exhalt man:

.fllxd“ﬂ'ff + «Tddz + «Viz) = Jp'.-c{_l:l-:'f:-: + pddx 4 . . . ) ober

2Z + (T — de)dZ + [[2V — d.(T — da)]3Z = [ emox + padx + . ...

Werben nun beide Seiten mit = dividirt, und = als durdy die Gleidung oV — d.(aT — dz) = o be:
ftimmt engenommen, fo evhalt man bie Gleidhung:

T—dx .. 1 o ! : T —d T
A0z 4 = S 4= /xrnrﬁx + pddx + ....) ober, inbem man £ =T fest:
" e 4

o 2
— e ;
Qo ==hp J’r‘ /1! J' /.xl'nr)x + pddx + ....) und enblich:
®
: it s - '-lu %
r}.! L= /{: 7 /‘-J _/.z:'m'ix +pddx + . ...
. x

wodurd) bie Frage auf die vorbin (S. 29. No. X) bebanbelte juridgefithre ift.

Achnlicy wiirde bad Verfabren fein, wenn, um 4.fZ su finden, Z durd) eine Differenzialgleichung
bes briften ober cined hobern Grabed beftimmt ware.

Durh Einflthrung ber Gharabterifiif § batte Lagrange baber, mwie aus der chen gegebenen
Darftellung bervorgeht, ter jur f8jung ber Probleme der Wariationstedhnung  erforberlichen Methobe bdasd
Geprage allzu grofer Peit qenommen, fie vielmebr in einer pracifen, eleganten Form hingeftellt uno
eich audh bamit oie won ihm exfannten Mangel 201y der Euler’jen Lofungdmethode infofern wver:
micden, als er in feinem ,,Essai* cben cine rein analptifhe, wvon jeder geometrifdhen Betrachtung freie
Darftellung gab. Znbem Lagrange nidt, wie Euler, bie BVariable y allein variiven [ief und
eben fo wenig den erften wie Den lefiten Punkt der Gurve ald feft annahm, verlich er feiner Methobe aufer
ibeer @infachbeit noch Dadurch Hobern TWerth, Daf durcdh biefelbe audy die fogenannten Grenggleidiungen
sugleich aufaeffellt wurden unb ferner, daf fie fich leiht auch auf Diefenigen Fille ausbehnen Lef, in welder
ver ju einem Marimum over Minimum ju madende Ausdrud ein Doppelintegral ift. Den Nadpoeis

Jtunj
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biervon lieferte agrange in dem ecffen Anhange su feiner Abbandlung, in weldem er bic Aufgabe [bfte,
pie fleinfte unter allen Sberfldhen su finden, weldhe exftend einen gleichen beftimmten Umfany baben ober
sroeitens Kovper einfcbliefien, deren Wolumina gleich find. Von viel groferer Beveutung und Widtigleit
aber war bie von Lagrange aud feiner Methode hergeleitete und auf biefelbe jich fiinende newe Hehanb:
lung&mweife bee Mechanif 1°2), deven eingehente Befradytung in die Giefchichte ter Pringipien ver Mechanif aehort.
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tamen expedit eas cum doctrina linearum curvarum conjungere. Quodsi enim animum a lines
curvis abducere atiue ad solas quantitates absolutas firmare velimus; fquasstiones primum il"‘i"" Ail-

modum  fierent ahbstrusae et inelecantes, ususque earum ac dignitas minus conspicergtur,  Deinde
ctiam methodos  vesolvendi hujusmodi quaestiones, si in solis quantitatibus abstractis proponeretur,
nimium foret abstrusa et molesta; cum tamen eadem per inspectionem figurarum et quantitatum

repragsentationem lingarem mirifice adjuvetur atque intelleetu facilis reddatur.

3. Sor la méthode des variations,  Par M, de La-Grange, ..
s M.
s qni 1

98) Miscellanea Taurinensia, T. IV. P 163
¢ methode, qu'on pent trés-bien appeler o
communigueée dés 1755 4 ce grand géometre

ler méthode des variations, avait dy

t .-lll[.'j:L‘ dltym- de son attention et
son suffrage. . ...

99) Mélanges de philosophie et de mathématique de la société royale de Turin pour les années 1760—1761,
(Miscellanea ‘Fawrinensia, ‘Tomus alter.) 2. Theil (bie matbematifchen Abbandlungen enthaltend ).
p- 173, Essai d'une nouvelle méthode pour déterminer les maxima et les minima des for
mules intégrales indéfinies. Par M. de La-Graoge.

L) ®ie auf bad gemwonnene Mefultat fid) filisenbe 2ofung bed Vroblems ber Bradiftedrone unter BVeradidiiqung ber

jet, Der Befprechung ber #Hibanbling Borda’s: Ecla
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ng finben.
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Taurinensia. T. 1L p, 181. No. ¥II. Remarque 1. M. Euler est le premier, qui ait
s {ormules gencérales pour trouver les courbes, dans lesquelles  une fonction intdéorale

est la plus grande ou Ia plus petite, mais les formules de cet auteur sont moins géndrales
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que les notres; 19 parcequ’il ne fait warier que la seule changeante y dans expression Z;
S0 1

parcequ’il suppose, que le premier et le dermier point de la courbe sont fixes.

102) Miscellanea Taurvinensia, T, 11 p. 1486, Application de la méihode précédente & la solulion de dilférens
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