Versuch einer riiumlichen Darstellung
komplexer ebener Gebilde.

Von Dr, A, Henschel,

Die ebene Kurve
1. p(x,y) =10
besitzt aulser der einfach unendlichen Schaar reeller Punkte, welche durch den Kurvenzug
bildlich dargestellt werden, wie bekannt noch eine zweifach unendliche Schaar komplexer
Punkte, die sich in der Ebene nicht darstellen lassen. Erscheint aber die Kurvengleichung 1.
in komplexer Form, so besitzt die Kurve aulser einer beschriinkten Anzahl reeller Punkte
nur eine zweifach unendliche Schaar komplexer Punkte.

In der vorliegenden Arbeit soll nun der Versueh gemacht werden, komplexe ebene
Gebilde, d. h. komplexe Punkte und komplexe ebene Kurven riumlich darzustellen. Diese
riumliche Darstellung beruht auf dem Prinzip, dals wir die Kurvenpunkte mit Hilfe eines
Grundkreises auf ein ebenes System von Punktpaaren, das System von Punktpaaren mit
Hilfe einer Kugel auf ein System von Raumgeraden abbilden.

i Als Grundkreis, dessen wir uns nach dem oben angedeuteten Prinzip bei der Abbildung
| bedienen, wiihlen wir den Hinheitskreis, dessen Mittelpunkt im Koordinatenanfangspunkt
{ liegt: seine Gleichung ist
2, K} =x?}y2—1=0
Legen wir nun durch einen beliebigen Punkt (xi, y1) eine Gerade
5 ax 4+ by f e=0,
so schneidet diese den Grundkreis in zwei Punkten; diese beiden Kreispunkte projizieren
wir yom Punkte x = 0, y = 1 aus auf die Abscissenachse durch die Beziehung
1 pi=tia X A 2Y s (il
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Die Koordinaten der beiden Punkte der Abscissenachse, die wir auf diese Weise durch
Projektion erhalten, stehen dann mit den Konstanten der Geraden 3. in folgender Beziehung:
h% ma = — (I +A2); mb=1—dde; me= 144l
wenn m einen Proportionalititsfaktor bezeichnet. Da die Gerade 3. durch den Punkt (xi, yi)
gehen soll, so ergiebt sich folgende Relation:
6. — i)y —=hd)y (1 FAda) =0
Mla(1—y) — (M4 da) x4 (1 + 1) = 0.
Diese Relation ist von den Konstanten der Geraden unabhiingig, sie gilt also fiir jede

£ Glerade des Biischels durch den Punkt (x;, yi). Die Gleichung 6. zeigt ferner, dals wie
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bekannt durch ein Geraden-Biischel auf dem Kreis, also durch Projektion auch auf der
Abscissenachse eine Punkt-Involution bestimmt wird. Die beiden Doppelpunkte der In-
volution 6. entsprechen den beiden Strahlen des Biischels, deren Schnittpunkte mit dem
Kreis in einen Punkt zusammenfallen, d. h. den Tangenten an den Kreis. Die Koordinaten
dieser Doppelpunkte werden aus der Gleichung gefunden:
A3 (1 — ¥i)i— 24x; -+ (1 +‘J—'1:j —/]
e Rt K
l—y 1 —wi
Ki =+ Vxi®f y1?—1, die Potenz des Punktes in Bezug auf den Grundkreis.
Diese Doppelpunkte sind reelle Punkte, wenn x; und y; reelle Werte haben und wenn
zugleich Ky2 > 0, d. h. fiir reelle Punkte (xi, y1) aufserhalb des Grundkreises. Die Doppel-
punkte fallen in einen Punkt zusammen, wenn K;% = 0 ist, d. h. fiir die Punkte des Grund-
kreises. Die Doppelpunkte sind imaginiir, wenn x; und y; komplexe Werte annchmen, oder
wenn Ki* <0 ist, d. h. fiir reelle Punkte innerhalb des Grundkreises.
Bezeichnen wir nun die zu einer komplexen Zahl a konjugierte Zahl mit a’, so ist im
letzteren Falle

-]

2 ==

. x4+ K o xf Ky
J.L:.:u—'—wll:T-l- e M= —ni= " "i—:
1 —m l—m

Daraus ergeben sich fiir die Koovdinaten der Doppelpunkte folgende Werte:

1 fxi + Ky ; x1' -+ K :). 1 /xy— K, x|'—]‘:1")
ML= _2— _I_ﬁi —[——] _'Fl: s M2 = :2( | _ }'| _I_ 1—_ 3.11'
: 1 (K| —I—'I{1 Kl“i—;{l‘)‘ o 1 .?(1 =— ]{1 ‘.H'.1'J-—-K|') g
Al IR s = ) Ei(l— -y =g~ X
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Um nun auch in diesem letzteren Falle fiir die komplexen Doppelpunkte riumliche
Repriisentanten zu schaffen, erweitern wir unser ebenes rechtwinkliges Koordinatensystem
zu einem riumlichen, indem wir die dritte Koordinatenachse der z senkrecht zur (xy) Ebene
hinzufiigen. In der so entstandenen (xz) Ebene tragen wir die Koordinaten der Doppel-
punkte x4 und » in der Weise ein, dals die Achse der x dem reellen Teil @ von A, die
Achse der z dem imaginiiren Teil » entspricht.

Lassen wir nun einem jeden Punkte der (xy) Ebene (xi,y1) die Doppelpunkte i, A
der Involution entsprechen, welche durch den Punkt (xi, yi) bestimmt ist, so werden die
Punkte der (xy) Ebene auf ein System von Punktpaaren der (xz) Ebene abgebildet.

Die hauptsiichlichsien Eigenschaften dieser Abbildung sind folgende:

I. Den reellen Punkten aulserhalb des Grundkreises K? — 0 entsprechen Punktpaare
der Abscissenachse, da » = 0 wird. Fiir einen Punkt der Ordinatenachse (x1=0, ;n1 >1)
ergiebt sich das Punktepaar
Vi1
ikl
dem unendlich fernen Punkt dieser Achse entspricht das Punktpaar g = 4~ 1. Fiir einen
Punkt der Abscissenachse (y1 =0, x; > 1) folgt:

p=xi+Vxu?—1;
dem unendlich fernen Punkt der Abscissenachse entspricht das Punktpaar pw=0; oo.

o=+
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Jine besondere Stellung nehmen die Punkte der zur Absecissenachse parallelen Geraden
yi — 1 =0 ein; fiir diese folgt aus der Gleichung der Involution 6.:
— 24xy -1,—2-——0:51-—=.1=l—
X1
d. h. der eine Doppelpunkt dieser uneigentlichen Involution riickt in das Unendliche. Dem
unendlich fernen Punkt dieser Gieraden entspricht dann das Punktpaar p = 0, oo; fiir das
Projektionszentrum (i = y1 = 1) fallen die beiden Doppelpunkte im Unendlichen zusammen.
Ist x3 = y1 = oo, s0 kommt es fiir die Bestimmung der Lage des Punktpaares
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auf. das Verhillinis ;-', d. h. auf die Art der Anniiherung an.
¥1
9 Jodem reellen Punkte des Kreises K =0 (xi?-y?—1=10) entspricht nur ein
- X 2 = -
Punkt der x-Achse: u= 4= i—-—l —: die Doppelpunkte der entsprechenden (uneigentlichen)
Involution fallen in diesen einen Punki zusammen. :
3 Den reellen Punkten innerhalb des Grundkreises (xi <7 1: yu < 1), fir welche Ky
yein imagindir wird, entsprechen Punktpaare, deren Elemente symmetriseh zur x-Achse
liegen. Fiir einen Punkt der Abscissenachse (xi = 0, y1 < 1) folgt:

: = VAER
#i= 1 V e
1 I }.1-

die Doppelpunkte liegen also auf der z-Achse; x; = y1 = 0 ergiebt »i = A = - 1.

4. Haben die Koordinaten des Punktes (xi, yi) komplexe Werte, so ist auch das
entsprechende Punktpaar im allgemeinen komplex. Einer der Punkte ist reell, wenn eine
der folgenden Bedingungen besteht:

(x1 —1-' l{ﬂ (I = _}':J} — (x1' + ]{1') -l:l — i) = 0 oder
(XL —_— ]{[) l:l - }'[‘) L (11‘ — ]{1'} I'\] — }1} —-].
Beide Punkte sind reell, wenn zugleich
XKy = (l - }’[j] : (1 —*}’1") Ky Ky — “ -—'}'[:l‘.(l — Y1)
Diese beiden Bedingungen sind erfiilllt fir x, = x’ und y1 = y', d. h. nur fiir reelle
Punkte (xi, y1).

Die beiden komplexen Punkte 4 und Z: kénnen nur dann in einen komplexen Punkt
zusammenfallen, wenn K; = Ky’ = 0 ist, d. h, nur fiir die komplexen Punkte des Grund-
kreises K? = 0.

Diese Abbildung der Punkte der (xy) Ebene auf die Punktpaare der (xz) Ebene ist
also vollkommen eindentig; jedoch entspricht jedem reellen oder komplexen Kreispunkte
nur ein Punkt der (xz) Ebene.

Ferner erweitern wir den Grundkreis K* = 0 durch Rotation um die y-Achse zur Ein-
heitskugel, deren Gleichung ist
0, }12 _i_ }_-"J _:I.:,-_E_ lsul
Sodann projizieren wir die Punktpaare der (xz) Ebene vom Nordpol (x = z=0,y=1)
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aus auf die Einheitskugel. So erhalten wir fiir das Punktpaar (ui%) und (uav:) der (xz)
Ebene die entsprechenden Kugelpunkte:

le g]'z—v 1 2
X =— = B =
Rt s e e 4
, 2 s pef —1 2y ’
lz 2
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Diese beiden Kugelpunkte, welche einem Punktpaare der (xz) Ebene entsprechen, ver-
binden wir durch eine Raumgerade. Wiihlen wir zum Anfangspunkt des Strahles die
Mitte zwischen den beiden Kugelpunkten, so ergeben sich fiir x, y, z (die Koordinaten des
Anfangspunktes) und &, #, { (die entsprechenden Richtungscosinus) folgende Werte:

Mesetmiy T s K4 'K

: ETE N-V 2K, K,

g Pt Lo K A 2Ky

: N ' N V2K K 1.
g E ey e Ko

Lere NE A2 T TN B Ko

N2 = I(:_'K'[' + X1 X1” —l—- }"1}';" —: 1.

Somit entspricht nach 8. jedem Punkt der (xy) Ebene ein Punktpaar der (xz) Ebene,
Jedem Punktpaar nach 11, wieder eine Ranmgerade. Wir haben also die vierfach unendliche
Schaar der reellen und komplexen Punkie der (xy) Ebene abgebildet auf eine vierfach
unendliche Schaar von Raumgeraden,

Es eriibrigt noch, die Ausnahmestellen in der Beziehung 11. zwischen den Raum-
geraden und den Punkten der (xy) Ebene zu untersuchen.

Die Grifse N2, welche in den Relationen 11. im Nenner auftritt, ist als Summe der
Produkte konjugierter Grifsen stets von Null verschieden und stets positiv grolser als 1.
Den reellen Punkten der (xy) Ebene aufserhalb des Grundkreises entsprechen Gerade in
der (xy) Ebene. (In diesem Falle ist die entsprechende Gerade die Polare des Punktes
(x1, y1) in Bezug auf den Grundkreis.) Den reellen Punkten innerhalb des Grundkreises
(Ki = — K,*) entsprechen Gerade, welche der z-Achse parallel sind; dem Koordinaten-
anfangspunkt (x1 = y1 = 0) entspricht die z-Achse selbst. — Komplexen Punkten der
(xy) Ebene entsprechen Gerade, welche nicht in der (xy) Ebene liegen und nicht der
z-Achse parallel sind.

Fine Ausnahmestellung nehmen bei dieser Beziehung zwischen Punkten und Geraden
wieder die Punkte des Grundkreises ein (K; = Ky’ = 0); fiir solche Punkte erscheinen die

2 : : ; . I e : .
Ausdriicke der Richtungscosinus in der unbestimmten Form —; die Koordinaten des Anfangs-

0
punktes des Strahles geniigen der Bedingung 9., dieser Punkt liegt also auf der Kugel.
Wir hatten frither gesehen, dals fiir einen Kreispunkt die beiden Punkte des entsprechenden
Punktpaares zusammenfallen; wir erhalten also zur Bestimmung der Raumgeraden nur
einen Kugelpunkt, die Gerade wird Tangente an die Kugel, ihre Richtung ist jedoch un-
bestimmt; die Ausdriicke fiir die Richtungscosinus nehmen nur dann einen bestimmten
Grenzwert an, wenn wir uns dem Kreispunkte auf bestimmte Art nithern. So entspricht
z. B, einem reellen Kreispunkte eine Kugeltangente in der (xy) Ebene, wenn wir uns dem
Punkte von aulsen nihern, dagegen eine Kugeltangente parallel der z-Achse, wenn wir uns
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von innen niihern. Wir ersehen somit, dafs einem Kreispunkte nicht eine Raumgerade,
sondern eine Tangentialebene an die Kugel entspricht.

Unsere Abbildung der vierfach unendlichen Mannigfaltigleit von Punkten in der
(xy) Ebene auf eine vierfach unendliche Mannigfaltigkeit von Raumgeraden ist also voll-
kommen eindeutig mit alleiniger Ausnahme der Kreispunkte K? — 0. Die Abbildung ist
aber nicht eindeutig, da umgekehrt nur den Kugel-Sekanten und -Tangenten Punkte der
(xy) Ebene entsprechen.

Betrachten wir nun die zweifach unendliche Mannigfaltigkeit von Punkten, welche der
Bedingung 1. ¢ (x, y) = 0 geniigen (¢ eine komplexe Funktion der komplexen Veriinder-
lichen x und y), so werden diese abgebildet auf eine zweifach unendliche Schaar von Raum-
geraden. Diese Schaar von Geraden ist ein geradliniges Strahlensystem, wie sie von Herrn
Kummer (,,Theorie der geradlinigen Strahlensysteme®, Crelle, Bd. 57, 8. 189 ff.) allgemein
behandelt worden sind. Unser Strahlensystem ist aber nur ein spezieller Fall des all-
gemeinen geradlinigen Strahlensystems, da es sich nur aus solchen Strahlen zusammensetzt,
deren senkrechte Entfernung vom Koordinatenanfangspunkt kleiner oder gleich 1 ist.

Es wird nun weiter unsere Aufgabe sein, das gefundene Strahlensystem, welches
siimtliche Punkte der Kurve ¢ (x, y) = 0 darstellt, in seinen Bigenschaften zu untersuchen.
Wir werden uns bei dieser Untersuchung der Resultate bedienen, welche Herr Kummer
in der oben erwithnten Abhandlung: ., Theorie der geradlinigen Strahlensysteme* gefunden hat.

Die ecinzelnen Strahlen des Systems sind nach 11. durch folgende Relationen bestimmt:

N acearn Y p__ nk 4y
: IN? 3 NV 2K Ky’
e TRyl . k'K
e 1= VKK
LR et Wl S s S

! il i INV 2K K,

4 (x1,¥1) =0
¢’ (xi',y1) = 0.
Wir bedienen uns weiter fiir die Bezeichnung der ersten partiellen Differentialquotienten
der Bezeichnungsweise nach Gauls:
dx = adxy + a‘dxy’ df = adx;y 4 e'dxy’’
dy = bdxi + b'dxi’ dyp = gdxy + dx’
dz = edxy - c'dxy’ di = ydxa + ¢'dxf
Ferner setzen wir zur Abkiirzung:

a4 y*=E ac+ b8 +ey=-e
e’ -|-.. g _|_ _},}»‘ —F 2l 'E" h"f)’ _E__ ﬂ;? il
@ L gL =@  ac' - bE oy =
EG — F2 = 42 a'e! 4 b'g'd-cy' =g
Fiir die partiellen Differentialquotienten von ¢ fithren wir folgende Bezeichnungsweise ein:
i i
Baliier 0’ BT

und es bezeichne wieder ¢’ den zu ¢ konjugierten Wert.




Dann erhalten wir fiiv unser Strahlensystem folgendes Formelsystem: i
P2 K1 N4 -0 = — Ki'N22 + (1K' + 71 'Ky) (%00 - y1 /o2 —gps)
pKiN* b= 4 Ki'N2gy — (x1i o'+ x1'Ky) (X191 + y1'pr—aa)
iK1 Nt e = — Ki'N2gs + (Ki—Ey) (mi'gn + Yi'gpr—as) ( !
M. a= N® [qm (xl T{1 'v—|-,\'.1 '1{1:] — 1 (Kl —-]{1 ')] + 1(1 [:Xr_ —i—x.“) [.5'.1'-"01 —]!- :v'l"'f:."-".! = fj"i.) 12,
M. g =N?[ps(yi Ki'+y1' K1) — o2 (Kzx — K, N+ K (yr+y") (21 31 o2 — )
iM . Y= Nt L2 (1 Ky x40 'K ]—n;m (}’11{1 '-!F}'l‘lfl)] ---K1{x:}'1‘—31"}'1]{2{1’-'111-%-31 ‘Pa—aps)
}t[ = 2 lj’}g ]{1 2, }"‘EL{{I{F N3
a, bY, ¢, &, f, 7 sind die entsprechenden konjugierten Werte von a, b, ¢, a, 8, y.
Hieraus ergeben sich weiter folgende Werte:
Il(p-_gf[(L‘N“ ‘B =N# {q-;;2 1 q‘.lgz = ':l"l.'g} = 1{12{1‘{1'q’?[ ‘-I—}'L’f,(-‘l == -‘;(?3)2

g2 K 2Ky N4 F = N4 (s s’ + g’ + prpr ) §
— (N KiKy) (5a'gn + yi'gpr — @o3) (X’ + yrpe’ — ps’) ¥
4K 4N G = N4 (a2 — a'? — ‘2 — K2 (xt g’ 4+ y1 2’ — pa*)?
B2 Ko 2K AN 2 = — Q2 i
I]I~@2ZI{12-E=KLI{K1'|}’J; +yi'gp—aqa)- P g

M. @2’ K Ky f = N2Q+ Ky (32 o1 + y1'pz — @) P 1

M - Ky Ky’ - £/ =N2Q + Ky (x4 'y —egs’) - P -
M- ?Ka’? g = Ky (x1! +y1 g2’ — qps’) - P A
M= 22K K NS, ]
P=-+n)e—@E@+x)p—@n —xupn)e i
Pr=(yn+n)o'—® +x) ¢! — (xiy1! — x1'y1) s ’r

Q=K'+ y'K) (g1’ + ' s) — (1Ko’ +-x0'Ks) (s’ + 2’ a)
+ (K — Ki') (qu9pa’ — g1’ ).

Wir wollen zuniichst untersuchen, ob es auf jedem Strahle reelle Brennpunkte giebt,
d. h. solche Punkte, in welchen der Strahl von einem unendlich benachbarten geschniften
wird. Wir kénnen dabei zugleich die Frage entscheiden, ob sich die Strahlen des Bystems
so anordnen lassen, dals sie als Tangenten einer Fliche erscheinen, ob sie eine Fliche
umbhiillen, innerhalb deren kein Strahl des Systems verliuft.

S - : ; : = ; : .
Setzen wir J:Ix_l' = t, so ergiebt sich als Bedingung fiir den Schnitt zweier unendlich
1

benachbarten Strahlen (sieche Kummer a.a.0.):
(F4gt) (BE+Ft) — (e 4 ft) (F -+ Gt) =0 i
t*(gF — @) 4 t(gE+ (' —£) F —eG) + (FE — eF) = 0.

Es folgt:
o — ANRQ “ ‘2
SF“IG—"W_@IT (s — @2’ — )
gE4('—f)F—eG =0 14 a.
Ve, /4
fE —eF = 4—1:_ E‘;ﬁ,a (n® 4 @a® — @s?).
Unter Beriicksichtigung dieser Werte crgeben sich fiir t aus der quadratischen ¥

Gtei{-.huug 14. die bheiden Lisungen:
a=+| K@ Vol gp’—g? 5

: 15. X
72 = — ( Ki%q ']’rfpl'iqm -ﬂ
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l Setzen wir nun X = u + iv; dxy =du- idv, so geht die Bedingung 15.:
! du -idv m-in . . : du m
= iV 4 BT in folgende iiber: — = -} —.
: du — idvy 'l‘mu—ll'l 8 dv 1
2 : ; : g = du
e Das Verhiltnis der Zunahme des reellen und imaginiren Teiles von xi, v’ hat also
r?
einen reellen Wert; es giebt fiir jeden Strahl des Systems zwei unendlieh benachbarte
Qtrahlen. welche ihn schneiden, es giebt auf jedem Strahle zwei Brennpunkte.
Gilt fiir einen Punkt der Kurve die Relation;
g1? 4 ga® — 3% =0 (also auch q** + ' — a2 = 0),
g | g0 ist die Bedingung 14. sofort erfiillt: der Strahl, welcher einem solchen Kurvenpunkte ent-

_ spricht, wird von jeder unendlich benachbarten Geraden geschnitten.
! Ist fiir cinen Kurvenpunkt K; — Ki‘ =0 (Schnittpunkte der Kurve mit dem Grund-
kreis), so haben in diesem Falle, wie wir oben sahen, die Grolsen &, u, L nur dann einen
bestimmten Wert, wenn wir uns dem Punkte in bestimmter Weise nihern; dann nehmen
ﬁ auch die Ausdriicke 15. einen bestimmten Wert an.
' Wenn in einem Kurvenpunkte der partielle Differentialquotient g verschwindet (die
Kurve ist parallel der Ordinatenachse), so ergeben sich fiir 2, und 7 folgende Werte, wenn an
jener Btelle g 2 0 ist: 4 — |- 3 Ki‘2epy I/ g1t 4 g2 — ga®
Kig ¥ gt — g
Da die Gleichung 14. den Faktor Q enthiilt, so erfordert der Fall @ =0 eine besondere
Betrachtung. Die Bedingungsgleichung fiir den Schnitt zweier unendlich benachbarten
Strahlen erscheint dann in folgender Form:
ol Gl by) + 4 (ya — ca)4-L(ab—af)] | b1E (Be + 'e— Db’y —by") 4 4 (ya 4-y'a—c'a—ca’)
i +-Z (eb' 4 a'b —a’'g — ap)] + t2[E (8¢’ —b'y') 4~y (y'a’ —c'e) +L(a'b' —pa’)]=0.
Hieraus ergeben sich wieder unter Beachtung der Relationen 12. die beiden Werte fiir t:

i g R

15 a.
Ty = —

i 1= —( Kifgpe o't gt —ga'?
_ K (e -y e —a)
T = K (a1 — )
Die Entfernungen der Brennpunkte vom Anfangspunkte des Strahles ergeben sich aus
folgenden Formeln: oy A4* = (f'F —eG) -} = (gF — £G)
A g2 42— (f'F — e @) 12 (gF — 1@)

o1 - QN = V2K Ky - [N2 (pugpn’ + 2 p2’ - s o)

- (x'prby e — ) (g 'y — ) — N'R]

{8, gs - QN = V2K Ky [N? (g1 -+ 2 po’ = paps’)
— (it y'ps— ) (ayiga—gs) -+ NR]

2= (24 2t — s ?) (2 4 g2'? — gs’®).

Hieraus berechnen sich die Koordinaten der Brennpunkte X, Y, Z in folgender Weise:
QX =K, rp-_;" (}ii'lpi —,l- )’L'fpx — fp:l:) —5— K '-‘_’,"‘1 (,‘L: f.(iL' -1- ¥i I",“'.iJ o l’;‘-;!')
— (v Ko 4 7o' Ky) [pr g -+ 22’ - s 3’ -+ R]

W ¥

19, QY = —Kign' (xi's +-y1'2 — o) — Ki' o (i - Y1 0’ — ¢3)
| @K 3K [ !+ TR
5 QiZ = Kigps' (x2'gp0 + y1'p2 — ) — Ki‘eps (x100° =yt — C,Pa‘)

+ (K — K [pogpn’ + g2’ -+ paps’ TR
2

Fli
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Auch in diesen Formeln ist der Fall Q = 0 besonders zu betrachten. Es ergiebt sich,
dafls in diesem Falle der eine Brennpunkt des Strahles im Unendlichen liegt: der zweite
Brennpunkt liegt in dem gewiihlten Anfangspunkte des Strahls:

X-Ne=xitx; Y- N2=yity’; iZ Ni=x1'y,— xyi. 19 a

Beispiele.
Kreis.
Es sei g (x,y)=x*+y?—1r?=0, wo r eine komplexe Grifse bedeute (ein zum
Grundkreise konzentrischer Kreis mit dem Radius r). Fiir diese Kurve ist:
Pr = 2%1; @2 = 2y1; s = — 2r¥,

Q=4(x'yi—xy) - V=) (2 1) . (V=1 — )17 —1)

124 o — o — — 4r? (2 —1)
ys —ryi’ rx —rxy’ M — XX — iy
K= —-,—}—--——y—-, B; i=———— — Ri; Z; =1 ——;7}1‘,—}5
I'yi—Xiyn X'yi—xin N X X
e TR e g i e
Rl V=1 =1)
-l._i_lln'
X, —— Tntry' R oo rmtrn’ B, o orfdxum’dpnd

'yi—xyt i Xy —xpt 17T X —xnt

e B L B 71, T
Ri 1 rr V(r : 1) (r 1)
r—r
Fiithren wir hier Polarkoordinaten ein. indem wir setzen:
Xy = reos (¢ +iy); yr = rsin (¢ 4 i),

so folgt:
SRY o W CosQp ., rLr
Xi=+—L-Ri; Ya=-+—"—""2Ry; Z1— +tgiy.
: | cosiy i " cosiy : N
Xy = — -S,I—H.TH-R.—?: ¥ —— ﬂ_ﬁpé}n Zg = cotiy,
sinly 1 BIN1Y 1 :

Wir haben somit die Koordinaten der umhillten Oberflichen durch die Parameter ¢
und y ausgedriickt; eliminieren wir die Parameter, so erhalten wir folgende Gleichungen
der Oberflichen:

Xyt kbl med

D= patgatZ’—1=0und 208
Xa? Y,

e e e g e R 20 b

@, ist also ein Rotations-Ellipsoid mit den Achsen Ry, Ry, 1, welches die Einheits-
kugel in den Punkten x =y = 0, z = — | beriihrt, @, ist ein zweischaliges Rotations-
Hyperboloid mit den Achsen Rs, Ra, 1, welches ehenfalls die Einheitskugel in den Punkten
x =y =10, z =+ 1 beriihzt.

Von besonderem Interesse sind die Strahlen, welche den Schnittpunkten der Kurve
mit dem Grundkreise, den unendlich fernen Kreispunkten, entsprechen. Fiir diese Punkte
ist p =0, y = 4 oo; tgiy = | i. Daraus folgt:

Xi=0; i=0; Z; = -
X2=ﬂ; Ye=0; Zg = 11,

|
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Den unendlich fernen Kreispunkten entsprechen also die beiden gemeinschaftlichen Tangential-
ehenen an die Flichen @ und @: in den beiden Berithrungspunkten x =y =0, 2 = --1.

Die Ausdriicke fiir Ry und Ra zeigen, dafs eine besondere Betrachtung nétig ist, wenn
r-+ ' =0, d. h. r rein imaginiir, und wenn r —1'=0, d. h. r rein reell ist.

L. x? 4 y2 4 1? = 0. (r reell)
—Si(xiy'—x'y) (2 41)- PP 1

Es ergiebt sich:

Xi=0; Yy =0; Z1 = — <+ tgiy.
a1 Xy daple %ln._ff' e l: cotiy.
Lo siniy’ siniy
Koy e ines
D = — T + Zp?—1 =0,

Die Fliche @, (das Ellipsoid) erscheint hier als das Stiick der z-Achse innerhalb
der Einheitskugel; @, ist die Gleichung eines zweimanteligen Rotations-Hyperboloides mit
den Achsen r, r, 1.

11. x?4 y2 —12 =10 (r reell).
Wir haben hier wieder zwei Fille zu unterscheiden, je nachdem r > 1 oder r <Z 1 ist.
. 1. Da hier Q = 0 ist, so miissen wir die Gleichung 19:1. anwenden, die
gweite Fliche ist die unendlich ferne Ebene:
N2=xix1' 4+ y1 yu* -+ r? = 2r%cos?iy.
oo Xbxd - Ceosg ol e i g fen

..... — - tgiy.
N?  rcosiyx’ N®  reosiy’ Bx
Hieraus folgt als Gleichung der Fliche:
a0, D =r?X? |+ r*Y24-722—1 =0

g 2 K : {p el
Das Rotations-Ellipsoid hat die Achsen —, —, 1,
i

Fiir simtliche Strahlen des Systems, welche diese Fliche umhillen, ist £ = 0; die
Strahlen sind also der (xy) Ebene parallel.

P e B
Q=8i(1l—r?). V1T —r1%(x1y *1‘—- x1'y1)
=i n—nt  cosg Al ____x —X1 _ sing
'T X'V — Xy’ reosiy | Xi'yi— Xiyi'  reosiy
P —nn' 1,
z EL e e tn']_ -
1 i X1'y1 — X1 1" i LE1X
x1'+y :
Xa=0; Yo=0; ZQ—L.I—-{_—‘Ll s h}l = — 1 cotiy.
- X1y’ —Xl ¥i .
28. O =Xl 722 —1=0.

Einem zum Grundkreis konzentrischen Kreise mit einem Radius r < 1 entspricht also
ebenfalls ein Rotations-Ellipsoid mit den Achsen : f_| 1. Die Fliche @; (das Hyperboloid)

wird hier zur z-Achse, und zwar ist Zo > 1 oder %y < — 1.




Kegelschnitt.

Die zu untersuchende Kurve sei ein Kegelschnitt mit Mittelpunkt, welcher den Grund-
kreis in den Endpunkten eines Durchmessers beriihrt; als Berithrungspunkte wiithlen wir
die Punkte x = + 1; y=0L

¢ (x,y) = b?x* 4y —b* = 0; (b komplex)
X1 = ¢os (¢ -~ ix): y1 = bsin(p 4 ix)
Q= — 4 V=)0 — 1) [V 5P =14 B VB = 1] (s )
o bb! uxi’ + 1) —ynyp' _ cosg
G R T R T cosiy
bx; ' +bx'n 13 Bil]l_ﬁ_-
Pi= bb’ (x1 |- x1") B il cosiy
1 biyi— b}'l" 1 b
el s
B e el PR (DE )
b+ b’
X, b um' 1) +yiy’ _ cosiy
iR bb! (x1 +x1) cos
g, Pms—byxs Ra_ Rasiniy
T bb (x4 ; i cosg
T Sb ¥
T S DB - X
i a 13
Ry i BB —L;Fﬁ___';’l..ﬂ_‘ =)

= — Raigg

i Nyt Ty® ; ;
{Dlzilgrl—m‘-}—wrlm“ 24 a.

Wat Pyl
P
@, ist ein Rotations-Ellipsoid mit den Achsen 1, Ri, Ri; ®; ist ein zweischaliges
Rotations - Hyperboloid mit den Achsen 1, Ra, Ra. Beide Flichen berithren sich in den
Punkten y = z = 0, X = - 1; an jenen Stellen haben sie die gemeinschaftlichen Beriihrungs-
ebenen X = 1 = 0; in diesen Ebenen liegen die Strahlen des Systems, welche den Be-
riithrungspunkten von Kurve und Grundkreis entsprechen.
Eine besondere Betrachtung erfordern die beiden Fille: b -+ b'= 0 (b rein imaginir)
und b —b' = 0 (b rein reell).
b el reelle = g e e VPR VPR L
b b¥b2—1-b Y bE—1
O — Xy 21 V;2b? o 7,22 —1 =0
01 Ky =282y g0 i
cos ¢
Die Strahlen des Systems, welche einer reellen Ellipse entsprechen, schneiden simtlich
die x-Achse aufserhalb des Grundkreises (Xao < —1 oder Xs = -~ 1) und umbhiillen das
Rotations-Ellipsoid @, (25.).

Dy = X2 — — 1 =0. 241,

2. b rein imaginiir: bix2 —y2 — b2 = 0.
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Durch eine besondere Untersuchung finden wir:

D) K= V0 7 =0
cosiy’

= Xp? —b*Ya2 —b?%Z? — 1 = 0.
Die Strahlen, welche einer reellen Hyperbel entsprechen, schneiden die x-Achse inner-
halb des Grundkreises (— 1< X; << -+ 1) und umbhiillen ein Rotations-Hyperboloid.

Hyperbel.
== oh |
XY 5= 0

Q=1 4T11 s (4x) Qxix'4-1) 262 —1) 2x,°—1)

ot R R . S

2xim ! -1 x1 -} xt'

i) Xy —!—\1 B 2x1 %

2\1 X1 ﬂ 1 7 SR 2 -|* X!

1 X1 —xa’
Zl - ” 2 = i :‘1 _1_‘—_‘\?[}.
Hieraus ergeben sich die beiden Flichen:

2?. wl -‘] Xl Yl, ZL — 1]
ED3=- EXEYQ—LE — 1 -—0

Wir ersehen somit, dafls mmthche Strahlen des Systems durch die in der (xy) Ebene
liegende Gerade x |-y = 0 gehen und dals sie ein ]l}llLl‘]JOllbLhE‘i Paraboloid umbhiillen.

Die Fliche @, schneidet die (xy) Ebene in der Hyperbel xy -+ l: 0.

Komplexe Parabel
y2 —F?i\-— 0
Q=T (m+yn)(nn'+2) (\'1‘—2}{}1
0 Xp=-+t1i- s g
Yi + ¥
_'31 { '|1 5 }"1_}1
T B 00 S
\13- 12 : yezk
: 9

Ykl

Eliminieren wir aus diesen Ausdriicken die Parameter y, und y,', so erhalten wir
folgende Flichengleichungen:
28, 0,) X, =0;Y =+4%

Oy =+ 2YZe — X2 —1=0.

Siimtliche Strahlen des Strahlensystems gehen also durch die in der (yz) Ebene ver-
laufende Gerade y —z— 0; die Strahlen umhiillen das hyperbolische Paraboloid @s; diese
Fliche schneidet die (xy) Ebene in keinem reellen Punkte.

Die der zweiten Kurve entsprechenden Strahlen gehen durch die Gerade y -z =0
und umhiillen das hyperbolische Paraboloid — 2YZ% —X* —1 = 0.




Gerade.
Ist die Gleichung einer imaginiren Geraden in der Form gegeben
xcos (e + 31) + ysin (e 4 gi) — (p, - mi) = 0,

& 23t : : ; 7L, 1
50 kinnen wir diese stets dureh die reelle Knor(JJnatenvnrﬁchmhung: X =x-4+-——1 Vi
sinesin 41

Y1 =y auf die Form bringen
G = x,c08 (« + gi) + Yisin (e - g1) —p = 0
P=p + witge - tgpi.
N o € S S :
Q'_Qmaﬁ'{;ﬂﬂfgl_.ﬁ‘lpx"c‘"‘ﬁ‘ p*cose—sinfisin(a—gi)) ]

]

[pxlcnsﬁi——p“cusa-i-sinﬁisin[a %—ﬁi}]}J
Es ergiebt sich
=L {pgi X 208 . 8i ——]]m
7z 7 ggi; X, cosa 4 Y,sina cosfi 0.
X — %20 005p1 _ , cona- coufi- singi M,
P p-Q i
Y, — JACC08PL _ , sincoosgisingi M,
p p-Q 1
= cos 21
7 — 28y,
M it

e ‘i_il't{:ﬂ—_llﬂ} (x,‘psiliﬁi —p*sina -+ cosgi- sin (« — #1]) [

|- m_{i{,'ﬁi} {x.Psinﬁi - p?sine — cosgisin (a -+ f;ﬂ) ]

29a. bedeutet eine Gerade, welche in der zur (xy) Ebene parallelen Ebene z — ’ te Bi
verliuft.
29b. bedeutet ebenfalls eine Gerade, deren Richtungseosinus sind:
iGoscemii) (1 Asmuaimpl. ¢ i g
Vv —singi’ Vp?—sin®gi’ Vpl— smifi
Die Gerade 29b. schneidet die (xy) Ebene im Punkte m_s%@, _”_[n_a'[?ni&f.

Die Gerade G hat den einen reellen Punkt x — e PR, die Polare dieses
cos 31 cos 1
Punktes in Bezug auf den Grundkreis ist
Xpeosa + ypsine — cosBi = 0. 30,

e S ] i
Diese Gerade enthiilt den Punkt Shra -0 E@. EIIEEG-'ﬁ'—'rs‘]: also sehneidet die Gerade 29D,

die Gerade 30: die Gerade 29 a. ist dieser Polare parallel.

Der Geraden G entspricht also ein Strahlensystem, dessen simtliche Strahlen durch
die beiden Geraden 29a. und 29D, zehen,
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Ist p = 1, beriihrt die Gerade G den Grundkreis, so ist ¢, 4 g2* — ¢ = 0" + gu'*
— ¢a'* = 0; daraus folgf, dals die beiden Brennpunkte eines jeden Strahles in einen Punké
gusammenfallen. Ferner ergiebt sich:
COBE sine | :
= m e &0!—33—11 a‘:ﬂ-i-tgﬁl.
Also gehen simtliche Strahlen dieses Strahlensystems durch den Punkt 31. Fiir
diesen Punkt gilt ferner:

31,

X2 Y24 72 —1=0;
der Punkt liegt also auf der Einheitskugel.
Fiir p =10, # = 0 (eine reelle Gerade durch den Koordinatenanfangspunkt) wird auch
Q = 0. In diesem Falle liegt also der eine Brennpunkt siimtlicher Strahlen auf der un-
endlich fernen Geraden der (xy) Ebene. Der zweite Brennpunkt der Stralilen liegt in dem
gewiihlten Anfangspunkte des Strahls:

X=}"§+KL. Y = —}"‘;—;x'cuta, L=
Der Ort fiir diese Brennpunkte ist die Gerade
Z=10; Xcosa | Ysinw =10,
Wir sehen zugleich aus obigen Formeln, dafs simtliche Geraden des Systems durch

die in der (xy) Ebene liegende Gerade 32. hindurchgehen.
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