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Die Determinanten,

ein unentbehrliches Hilfsmittel bei Auflésung der Gleichungen ersten Grades
mit mehreren Unbekannten und der Gleichungen zweiten Grades
mit zwei Unbekannten.

Die vorliegende Arbeit hat den Zweck, unseren Schiilern iiber die Determinanten
das zusammenzustellen, was zu wissen und zu konnen ich fiir notwendig halte. Dabei bin
ich weit entfernt, die Theorie entwickeln zu wollen; nur als abkiirzender Ausdruck soll
die Determinante eingefithrt werden zur iibersichtlicheren Darstellung und zur Erleichterung
der Rechnung. Aber dieses Wenige halte ich, was Realanstalten anlangt, fiir nnumging-
liech notwendig,

1. weil dadurch die Auflésung der Gleichungen mit mehreren Unbekannten vom
ersten Grade und die Auflisung der Gleichungen mit zwei Unbekannten vom
zweiten Grade zu einem Abschlufs gebracht wird, und

2. weil dadurch eine Determination algebraischer Aufgaben ermiglicht wird.

Die Arbeit erbringt, hoffe ich, den Beweis fiir diese Behauptungen, und gleichzeitig
mag beachtet werden, dafs die Zeit, die auf das Kennenlernen und auf die Einiibung der
Bitze verwandt wird, wegen der geringen Schwierigkeiten, die zu iiberwinden sind, eine
sehr geringe ist und doch sich reichlich lohnt,

Weil die Arbeit nur das zu bieten beabsichtigt, was ich im Laufe des Unterrichts
fiir zweckmiilsig erkannt, so ist auch die Litteratur nur wenig benutzt. Der Wortlaut der
Biitze entspricht bis auf gewisse Abiinderungen, welche durch eine andere Herleitung
bedingt sind, dem bei 0. Hesse: Die Determinanten, elementar behandelt; weiterhin haben
mir vorgelegen die Programmarbeiten von Grill und von Kroeber, endlich die bekannte
Sehrift von Diekmann,

Gleichungen des ersten Grades.

Bei der ersten Behandlung der linearen Gleichungen mit mehreren Unbekannten (in

III* resp. II*) pflegt man sich zu beschriinken auf die Einiibung der Gleichsetzungs-, der

Einsetzungs- und der Additionsmethode. Die angegebenen Wege fiihren im allgemeinen

sicher zum Ziel, aber man erhiilt den Wert der einen Unbekannten erst, nachdem die siimt-

lichen anderen eliminiert worden sind. Direkter verfihrt man (und dies wiirde bereits in das
1-‘




Arbeitsgebiet von II* gehoren), wenn man die Methode der unbestimmten Faktoren befolgt.
Es sei vorgelegt: az-+bhy +ar=d

iz - bay -+ caz — d

s -+ bay - esz = ds.

Man multipliziere die Gleichungen mit 4, bez. g und » und addiere, ein Verfahren,
das auf folgende Weise angedeutet sein mag:
mrtbhytas=d |4
gax byt or=d |+ u
(s ‘-l- I!J;;.n'{_fi- 3 s Eds_lit
(o + pas F-vas) +y@Aby - bz 4 vbs) 4 2(hes + pes - ves) = Ay - pda 4 rds.
Der Wert von @ wird gefunden, wenn man A, ¢ und » so bestimmt, dals die Koefficienten
von y und z der Null gleich werden, oder der Wert von y wird gefunden, wenn man A, u
und » so bestimmt, dals die Koefficienten von z und z verschwinden u. s. f. So ist z B.

o3 = ?7-EJ!'—+ i 2 + 1'r£:;1 Wenn
Aby 4 peba - vla
iy 4+ paz 4 vag =10

key + pes -+ ves =0 ist,

Einen der Faktoren kann man beliebig festsetzen, dadurch aber sind die beiden andern
unzweideutig bestimmt, vorausgesetzt dals die vorgelegten Gleichungen iiberhaupt Be-
stimmungsgleichungen fiir #, ¥ und 2 sind.

Man erhiilt also direkt den Wert gerade derjenigen Unbekannten, auf welche es an-
kommt, ist aber die Unbekannte eine der » Unbekannten eines Systems von n Gleichungen,
go erfordert ihre Ermittelung die Auflisung eines Systems von # —1 Gleichungen. Es liegt
daher die Frage nahe: BSollten sich jene Faktoren A, g, » w.s. w. nicht von vornherein
bestimmen lassen, ohne dafs ein System von # —1 Gleichungen erst aufgelist werden muls?

Das Mittel dazu bieten die Determinanten,

A. Determinanten zweiter Ordnung.
Aus dem Systeme: ma+ hy=a
a2 - oy = ca
wiirde nach 'n'gcnﬂ einer der angegebenen Methoden folgen:
(@b — rith) =ciby — el
Die Differenz der Produkte @ b: und @ad: nennt man eine Determinante zweiter

Ordnung und bezeichnet: lar Iy
il — asly = |

| aa by

Mit Benutzung dieser Schreibweise wiirde sich ergeben:

|C| !IJ; | | a1 E—‘1|

[ €2 ba as Ca|

= o—0 und y = - —
a b [ by
aa ba | a2 be

Einige Siitze {iber Determinanten 2, O, sind abzuleiten.

a by =b: — taly = f{l

Man bezeichne ‘
s Do
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und frage: Wie iindert sich der Wert der Determinante, wenn man die Horizontalreihen
zu den entsprechenden Vertikalreihen macht und umgekehrt?
ay g
by by
I. BEine Determinante 2, O. bleibt ungeéindert, wenn man die entsprechen-
den Horizontal- und Vertikglreihen mit einander vertauscht.
Hieraus folgt, dals Siitze, die von Vertikalreihen abgeleitet werden, ohne weiteres auf
Horizontalreihen iibertragen werden kénnen und umgekehrt. Was ergiebt sich aber, wenn
man zwei gleichartige Reihen mit einander verfauscht?

'-L'jll iy |
l:a.'r,zhl — i by = — (L bg ra;blj:—-/fl
r‘!z g | b

:{Ij_bg — r&zf.-l :/{I

II. Bine Determinante 2. O. dindert nur ihr Vorzeichen, wenn man zwei
gleichartige Reihen mit einander vertauscht,

Ein iiberraschendes Resultat erhiilt man, wenn man letzteren Satz anwendet auf eine
Determinante, bei welcher die Glieder der ecinen Reihe gleich den entsprechenden Gliedern
der anderen Reihe sind. Es sei: @y |

g a2| =

Vertauscht man die Vertikalreihen, so folgt:
| ey ety | g
e ta |

Es wire also E=—F; d. h.

=1,

[II. Eine Determinante 2. 0. verschwindef, wenn die Glieder der einen
Reihe gleich den entsprechenden Gliedern der anderen Reihe sind,

Dasselbe gilt, wie man durch einfaches Ausrechnen sich iiberzeugen kann, wenn die
Glieder der einen Reihe dasselbe Vielfache der Glieder der anderen Reihe sind, und die
Vermutung liegt nahe, dals hier ein allgemeiner Satz zur Anwendung kommen wird, Um
diesen zu finden, multipliziere man die simtlichen Glieder einer Reihe mit derselben Zahl £.

| E—'1
haz kb |

IV. BEine Determinante 2. 0. wird mit einer Zahl multipliziert, indem man
die séimtlichen Glieder einer Reihe mit dieser Zahl multipliziert.

Dafs Multiplikation im allgemeinen Sinne aufzufassen ist, mag noch ausdriicklich
hervorgehoben werden. Zur Vereinfachung der Rechnung wird der Satz hiufig angewandt
werden kinnen; er dient zur Entfernung der Bruchform aus der Determinante und schafft
durch Abscheidung gemeinschaftlicher Faktoren kleinere Zahlen in der Determinante.

Beispiel (Heis § 65, 11):

Zhes bl ey (80S [ 80
13— 1|7 35 1|56 4| = 35|14 |T

Endlich sei ein Satz hinzugefiigt lediglich deshalb, weil er bei der Ausrechnung der
Determinanten von aulserordentlichem Nutzen ist.

m by -k | |ar by i | ey ooty :A 305 48 1]

as ba -+ kaal ™ |laa ba| ' laa kes|

=kbs —kaaby = b(mba — a2by) =5 //l

e
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V. Eine Determinante 2. O. bleibt ungeiindert, wenn man zu den Gliedern
einer Reihe ein beliebiges Vielfaches der entsprechenden Glieder der anderen
Reihe addiert.

Auch hier ist natiirlich Multiplikation und Addition im allgemeinen Sinne zu nehmen.
Der Nutzen des Satzes ist besonders augenfillig, wenn durch ihn an gewisse Stellen der
Determinante 0 gebracht werden kann.*)

Beispiel (s. unter 1V):

A=l R8RSR 88 — 8 T B | i 4 04 0 2
113 —1 35114 1| 35 14 1 544 1| b

B. Determinanten dritter Ordnung,
Wie der Begriff der Determinante sich erweitert, lehrt die Auflisung der Gleichungen
mit 3 Unbekannten. Wir haben hier:
x4yt az=d |44
tx -yt ae=d |+ u
B+ by cse=ds |4
.E{J.fll —I— M -|' 1'{1-;:) -J— j',‘{"l-'ll = ;!Ei-j | riu) —|— .E-‘I:l»:."; —|— Hes - J'r.!.;) = Ld, |- Inh’g -|- yils.
Hieraus folgt zunichst fiir z
s Aiy - uda + vdy
T ke pas - vay’
Aby 4+ pbs 2y =0 und
ey - pees +ves =0,
Die beiden letzten Gleichungen schreiben wir zuniichst in der Form :

)

wenn

§ i
“ Ly = —1s
v »
A I
-g - — 2 = — €31,
= 11 02 35
und es ergiebt sich | —bs ba | | by bs
2 — 3 £3 | I Cy Cs i
3 o ‘ l‘.’j_ r.ig !l'_,l b |
€1 Cy c1 Ce|
i EJ1 e fls | fJ; Eala
fle o, | €1 —¢€3 ! oL G|
¥ | FJ'L EJz | :fJg l’)g |
| e ca | |C1 g

Sechreibt man:

A I
l dy |- "T tls - da b 1 '
' y : . |l b : ;
— — — 50 gewinnf man, nachdem mit | erweitert ist:
v & Cg |
— @y 4 — as - as SR
v ¥

*} Bei Determinanten hitherer Ordnung wiichst der Vorteil aus den Siitzen, welche unsern Sitzen
L 1V und V entsprechen; insbesondere leistet der letzte zur Faktorenzerlegung vortreffliche Dienste, A
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i}
by by [ | by ba |
'!Cz 3 lriﬂ|L'L s | +d$!c1 2
 H— =
f)z Eial i Eh Fjg
£a Cy I €1 L2

Aggregate, wie sie im Ziihler und Nenner dlescs Bruches stehen, nennt man Determi-

nanten dritter Ordnung, und man bezeichnet z, B.
e e de

| ba b:s ‘Eﬂl Eis. by ba|
Handelt es sich also um rhe BEstimmung von #, so sind die Faktoren A,

(1] | oy -
cx €3 1

— p und »

die Determinanten 2. 0. /:I’ bez. A! und /.{L, und man nennt diese in Beziehung auf /{]

als Hauptdeterminante die Unterdeterminanten zu den Koefficienten von z. Thr Bildungs-
gesetz wird sofort klar, wenn man bedenkt, dafs

FJ; by ba e .

/ ; ebenso
3 [ by e |
[y Ba | = |t cul

l :‘ ; [ " and

cal  |ba s
A, =" 2= 2]
: ezl |ba ezl

Bei siimtlichen dieser Unterdeterminanten fehlt @: aulserdem kommt in /i keine

Grifse vor mit dem Index 1, in ‘/i keine mit dem Index 2 und in /I keine mit dem indox 3.
Man schreibt:

L e |

/ bas €a by 61| b @ '

/}:ﬂ ] -—fc,.l rz-,/I:.-fu z .*-f’:l '_Hz b2 f2|
. :f{{-: q/-‘/u—i_ 52 a ,ur.J_q. [k EJ:; C3 J bn | |

|as by ey

Behilt man diese Schreibweise im Auge, so wiirde beispielsweise /{11 sich ablesen
lassen, wenn man die Horizontal- und die Vertikalreihe unterdriickt, in welcher a; steht,
und durch parallele Verriickung der Glieder die Liicken wieder ausfiillt.

Mit Beriicksichtigung des angegebenen Schemas folgt somit

i e ‘ffl by e |
az b2 el = {Ez ?i'z |-
|tz ba ra! |dz by es

Es ist zu untersuchen, ob die fiir Determinanten 2. O, ﬂbge]oltiﬁtpn Siitze auch fiir
Determinanten 3. O, gelten.

0 a2 (3
| ba .’13 fta (I3 |aa as |
trJ| Ei; Ejl:; — | -I— f 11. |
| | Ca C3 Ca €3 o (g |
|CL C2 Cg|

o ,_/L — agbyes + agbrea - asbser — ashaey
IF ! h ba |
:ﬂ-1A i ?3‘ S L b2

it | = | ,' (i3

:m/fJI —rte/,L—i-us. -A/l,:'/l
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I. Eine Determinante 3. O. bleibt ungeéindert, wenn man die ent-
sprechenden Horizontal- und Vertikalreihen mit einander vertauscht.

Zur Prifung in Bezug auf den zweiten Lehrsatz vertauschen wir die zweite und

erste Horizontalreihe von /_l

fia -i)z ca

a b e | i b e | i iIJE c2| a iEJQ <3 a /t f /] it | o e |
M G| = — - = s | — a | — 3

Pl Jl 2313 es | llv'ﬂa r.'al—l Slbl ¢ | =y Lal), be sl

!fE:g l'm Cs |

— — (.f.-,l /L— rt;élt—}— ria_/g_la) =— /]

Dasselbe erreicht man, wenn man die zweite und dritte Reihe mit einander ver-
tauscht, und zwar ist es hier fiir den Beweis gleichgiiltig, ob man Horizontal- oder
Vertikalreihen wiihlt,

II. Eine Determinante 3. O. éindert nur ihr Vorzeichen, wenn man zwei
benachbarte Reihen mit einander vertaunscht.

So kann jede Reihe zur ersten Vertikalreihe gemacht werden, und man wird bald
erkennen, dals zu @i, @2 und @s immer dieselben Unterdeterminanten gehiren, nimlich

o  bez. /i] und /{I1: ebenso zu by, b2 und by immer dieselben Unterdeterminanten (sie
sollen mit £y, F» und Fy bezeichnet werden); ebenso zu ¢;, ¢z und ¢z (Fy resp. I» und F3),
Aufgaben: 1. Welche Bedeutung haben E; E: ete.?

3. Unter welchen Formen liilst sich/:l darstellen ? e R
] 2y |

3. Beweise, dals alle die Formen schlielslich auf |@a ba ﬂai hinauskommen.
|ag by cg
Sind einmal die Séitze I und IT als richtig erkannt, so ergeben sich die iibrigen von
selbst. Ks gilt also:
III. Eine Determinante 3. 0. hat den Wert Null, wenn die Glieder der
einen Reihe gleich den entsprechenden Gliedern einer anderen Reihe sind.

Aufgaben: i F“A:-_' 52!42_|_ I’“A.: — 1
5. m_A_L— f:-.eﬁ;l— u/l ==

6. (L }511 — (12 ﬁ‘g —i- !‘-!;;_.E;z —
ete.

IV. Eine Determinante 3. O. wird mit einer Zahl multipliziert, indem
man die simtlichen Glieder einer Reihe mit dieser Zahl multipliziert.

V. Eine Determinante 3. O. bleibt ungeféindert, wenn man zu den
Gliedern irgend einer Reihe addiert dasselbe (sonst beliebige) Vielfache
der entsprechenden Glieder einer anderen Reihe.

Die Siitze IV und V dienen wesentlich zur Erleichterung bei der Berechnung gegebener
Determinanten; durch Satz ITT aber erkennen wir, dals, wenn bei unserem urspriinglichen
Gleichungssysteme lzéll, H— —A/L und » — /I. gesetzt*) wird, die Koefficienten von

*) Bei dem Gleichungssysteme mit zwei Unbekannten erscheinen die Faktorem 4, g nicht in Deter-
minantenform ;, man erkennt aber dadorch, dafs jede Zahl als Determinante 1. 0. aufgefalst werden kann,
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y und z verschwinden: oder dafs, wenn A = Fi, u = — Fy und » = Fy gesetzt wird, die
Koefficienten von @z und 2 verschwinden, oder endlich dafs, wenn 4 = F\, u = — F; und

vy — Fy geselzt wird, die Koefficienten von # und y verschwinden.

Tm ersten Falle haben wir:

a (fJIAI"— -‘Luﬂg—i- fﬁﬁ_ﬂa) ’E' ¥ (LI"A:_ IJ?A’-L_‘_ i|mﬁﬁ-) + % (“1/“]1_ mAI:_I- cJAS)
— /L = rfzilu'a" da An
d. h:: .5/1 +4:042-0= ILA:_ &2’{LJ'_ daé/]" it

|y By cl‘ dy By f.‘1| %)
Z:|th by | =|da bz caf-
|
|as bs ey | |ds by ea|

Im zweiten Falle:
ala By — as Bp + as Fa) 4 y( By — by By + b Es) + 2 (&1 £o — €2 B2 4 €3 EBs)
=di ly —ds B> - ds Iy

D.h:z-044- (— A) ‘2 0=di B —d: Bz | ds I3

|di @ e lay dv e
—'?!/_’1/':|dﬂ s co| = — |Gz dz c2
i I-'f:! 3 C3 y dy e |
ay by e lay di e |
' = 7
y-laz ba 2| = tg da eg |
|as bs 3 las ds e

Im letzten Falle:
2By, —aFy +aaFs) +y(h Iy —be Fo + s Fa) 4 z(an Fy — 2 Fz 4 ea Fy)
:fI:_ 'F[ -'-!"I!zl"‘-z —i- s Fﬁ.

D.h: z-0+y-o0 -}hz—i{_]:ciﬁ-}'r’l — dz - 'y - dy - F,

lar by e dy oy by | ey dy By ay by odi| ™

| | ;
=3 _-.’-r-g ?Jg (?2’: {tj-z T2 Ei:a : — | fla t’f-; ?jg': a ;‘;2 f]".l -
s b3 cal ds etz ba | lees s bs | ig by dy |

*) Hiinfig wird ein ,prakiisches* Verfahren fiir die Ausrechnung der Determinanten 8. 0. angegeben,
Ich erwiihne dasselbe im Unterrichte nicht, weil der Vorteil dieser mechanischen Aunsrechnung, wenn iiber-
haupt von Vorteil gesprochen werden kann, ein sehr geringer ist, und weil andererseits bei der Zuriick-
filhrung der Determinanten 3. O. anf eine solche 2. 0. das Endresultat sich als Produkt mehrerer Faktoren
darstellt, also bei der Auswertung der Unbekannten ein deuntlicher Wink zum Kiirzen gegeben ist.

**) Kine elegantere Auflisung linearer Gleichungen liefert Satz IV in Verbindung mit Satz V. Diese
Methode sieht sich aber wie ein Kunstgriff an und setzt vorans, dass der Begriff der Determinante selbat-
stiindig d. h. ohne Anlehnung an die Gleichungen entwickelt worden igt. KEs ist = B.

i e By ey | .;“1 hy eo| |m hy-tazinz o ay dy
1. |:t= [ | s by 1"1| = |r1u eyt asx-te2g €| = ! ay da €2
| as by e, las Dsy es| |as Doyt aamwtcse ea| [ ds |




Beispiele: I.
2_ .} + 4 — 29 Heis § 65, 101 e
H i i &
3 6 7
s S
T
8 9 10
— - — = 149
a —I i e g
9.3 4 Bl ey 4 | R | 0! (Die mit 2 multiplizierten Glieder der
(e e i) it oo {2 — 15 zweiten Vertikalreibe sind zu den ent-
o ¢ 0 | i : atig : 99 gprechenden Gliedern der ersten, und die
! 8 —I_ Dis ; 8 3. 10 L % 3 22 mit 4 multiplizierten Glieder der zweiten
| 1— 15| - Vertikalreihe sind zu den entsprechenden
S| ) 29 =—3-2-4 der dritten Reihe geziblt worden)
29 —3 4+ 4 9 29 1 1 dl 0—1 0|
— 104 —6 — 7.:|‘n, 104 —2 — 7l=0q5 162 —2 — 15
14,9 9 10| | 140 3410 | 236 3 29
__:JH!EE 15|  3.2.2.3(27 5 . 8:2.2.3:2
= iiageelT Tt [s0 M) =i ¢ 0T =
3-2.4 3:2.2.3.2
G e s 10
10
e
b
2 2,9 ‘1_ | I 6 29 "‘1-_ (Zu den Gliedern der ersten Ver-
5— 104 — 7 :'|'i'>i—2 — 104 — 7| tikalreihe sind die der dritten ge-
—='g 14.9 10| | _L_ ¥ 149 10 zithlt worden.)
[ 0—283 — 17| - . al g g = g
i B 5 104 - ‘2!283!1]_ 2.3 283|i|__ 2-3-28
ST s et =T T e M e
I 04 45 a ] | > U8 B £ |
[}
3-2-4 2.8-28
] 10
g1
..-|r T T
2—3 2.9 d- 2—1 29 | J| 2—1 29 |
5—6—104|= | 5—2—104|==| 1 0— 162 |
|—8-9 14,9 | |—8 3 149 —2 0 236
| | —162| |3-2.2 I—B1[= e 0 v 2 v 22
D e T e T e T ) 10
11
A e
Ch e 10
e L
fE

L
=N
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IL.
Die drei Seiten eines Dreiecks sind gegeben. Mittels des Projektionssatzes ist einer
der Winkel zu bestimmen. ¢ cosf+ b cosy=a
C-eo8a 4 cosy =10
YL OCRaE AaPn Y =
cosa, cosf und cosy sind als die Unbekannten zu betrachten.
lo e b "
leoa|l=— ulc b|+la 2 1I"| = 2 abe.
[baol 0 L
lo e al ) Gt
Bathl=—a Luiﬁl-b‘ |=¢(a? —c?+ b?)
e i e o b ;
2abe - cosy = ¢ (a® 4 b? — ¢?)
a? |- bt — c?
o | ST T S
Ry 2 ab.
I11.

Von einem Punkte O aus gehen drei nicht in einerlei Ebene liegende Strahlen, und
die Abschnitte, welehe von zwei Ebenen auf diesen hervorgerufen werden, seien bezw.

e e e
O4: 0B: 0OC AT
v om-o0 —=%.0 . ¢
04d: OB":0C =gl T

Der Schnitt der beiden Ebenen sei DD, und zu DD’ denke man sich durch O die
Parallele gezogen. Ist S ein Punkt derselben und OS die Diagonale eines Parallel-
epipedons O EHFKGJS, dessen Kanten OG, OF, OF in den Axen 04, OB, OC liegen,
so verhilt sich: DG T O s avsh o0 o

,) Wie grols ist w, v, w?

#) Wie grols ist wh 4 vk 4 wl?

4 lt \\
N
J?"’ | \\ | 1
S| S
S B AN Sl i - e o $:
4 x’é:"’._"'-r“-,,,—f"' T =iy
T - . =T i
2 5 & =D
LS : # sl
i

«) Man denke sich das Parallelepipedon mit der kirperlichen Diagonale DD’ ge-
zeichnet, dessen Kanten denen des gegebenen paarweise parallel laufen. Dann wiirde sich
(ohne Riicksicht auf das Zeichen) verhalten:

0G:0F; OF = LD:LR:LN.
2.

X




Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke A0B und LDB folgt:

1D 5B =04i0R="%2
Rk
Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke BOC und BRD' folgt:
RD': RB= 0C: OB :‘;T’r
Dem entsprechend findet man:
L
LD : LB = T und
RO RB— 2.
q T

Nun ist, wie aus der Figur sich ergiebt:

ILR=ILB— RB—= LB — RB’; also;

b h Al b h b
LD'E'E_‘.RD"E:"?-—LD',L.:"E_Iiﬂ fl;'.‘_l
g e K3 ) Bt W7 h'
LD,RI}._-:L-ME AP
jrd."é:J'_'.u'[]‘%-f—a—-}.5.5.1)'EE

i) k ¢

LR LD b & bl b
s T 1 T = gchlielslich:

R A h W
LR:RD' =Yy gl |
Da nun RI' = LN, so gewinnt man: S e ok
] | & (.
L_D:LR:LN:(E,JL: pr :Il:h B el p g
Mit Beriicksichtigung der Richtung von OG ergiebt sich daher:
u___'ﬁi’ e .
i Sl
Pis G PR
= A e R
w= }; ?: :
A ) =i bl
8) wh+okHwl=n|" L _z i" : |1 L lei.; J; ;;‘lzn.

Die Gleichung uh - vk -+ wl=0 ist krystallographisch wichtig. Man nennt sie die Zonengleichung;
gie driickt aus, dafs eine durch h, &, I bestimmte Fliche parallel ist einer durch wu, v, w bestimmten Geraden,
oder, wie man gewdhnlich sagt, in der Zone (v v w) liegh, Die Wichtighkeit der Gleichung erkennt man
sofort, wenn man bedenkt, dafs krystallographisch eine Fliche bereits beskimmt ist, wenn man weils, dals
sie zweien sich schneidenden (sich kreuzenden) Geraden zugleich parallel ist, wenn gie also in zwei Zonen,
deren Axen die angegebene Eigenschaft haben, zugleich liggt. Wenn eine Fliche xy s (die Bezeichnung
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nach Max Bauer: Lehrbuch der Mineralogie habe ich nur in Kleinigkeiten gelindert) in den Zonen (wvie) uad
{1 vy ) liegh, so gelten die Gleichungen:

xiw - yv - se =0

iy Yty -+ 2wy =0, und es folgh:

—Ww n| | —w lw ©
pTiy:z= :

l—ey oy | " 6 —am |7l wy

| o e | |m w oy
I wy W |

W v

ty

Tst # B. bei einem Pyritkrystalle das typische Pyritoeder an den Fliichen sy 8 8 8 wohl zu erkennen,
and es wird nach der Fliche F' gefragt, so kommen in Betracht die Zonen (8 8:) und (s 5:).

Fiir 5 gilt: | Fiir-s gilk:
=2 | w=
k=1 ' k=1
I =10 | —

[1—1]_

alzo rr,.=|0 0 ==

Fiir 85 gilt: | Fir s gilt:
1
0

I =§ I = —%; also:

-~ o]
[

i
o
i

0 S
Ll S Ty B s L P

Fiir Fliche F ergiebt sich: w®:iy:s=
g

[0 —4p |—40] 100
|4 ol*l ooliloal

= 1 : 1] 3 0.
Die Fliche F wiire also nach Naumann'scher Bezeichnung

ao O ao.

Ein zweites Beispiel moge ein Zinnsteinkrystall uns liefern.

Die Flichen 8 8 & s gehiren zum Hauptoktuéder P; die
Fliichen & und I zur Siule 2. 0., zu G0 P Q0.

«) Welches Zeichen kommt der Fliche g zu?

5) Welches Zeichen kommt der Fliche ¢ zu?

«) Die Fliche g liegt in den Zonen (s 5) und (& &).
Fiir & gilt: | Pir s gilt:
h=1 [ 1
k=1 [ 1
faas = | = —1; also ist:

I

b Ol G N s Tl ) 1
=l I —1|._'_2’ Sl N e A 1| =0
Fiir I, gilt: Fiir 1. gilt:
h=1 =0
k:u Jn.":l
=5 I =0; also ist:
10

=0; w= 01 =1,

i 01
i o

|10
~loo

LU

bt
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So ergiebt sich fiir die Fliiche g: %
120] 11—2_‘—23|
1) GRS o S ) S T B |

— R 2 . 0=1:1:0.

BigrE=

g ist also Siiule 1. O,; G0 P,

#) Um die Fliiche e zo bestimmen, benutzb man suniichst die Zone (s s).

Fiir & gilk: Fitr s gilt:

h=-+1 | ="l

Ee=—-1 | BF=—1

?=-,—I | Bi— |._: also ist:
i e i i £ L [ Sl ! 1] -
F!—!l 1:-—3. P=— I]i_U" 4:._!1_1 =12

Fine zweite Yone ist fiir ¢ nugenscheinlich nicht vorhanden; am Krystall ist der Zonenzusammenhang
nicht vollstindig. WNehmen wir aber an, die Basis ¢ wiive ausgebildet, so steht die Zone (4 ¢) zu Gebote.

Fir & gilt: |  Fiiv ¢ gilt:
=1 =0
k=0 ‘ k=0
=1 I' =1; also ist:
H|::;t]j:|_!; By = — '1};}&:—1; Ei‘;:!t::;'zlﬁ_
Fiir Fliiche ¢ ist somit: J::g_-';:ui_“':lJ _3 _ﬁ :j! : ié __?! :
- 2 S AT RO B '
e ist P 00, (Das dem Hanptoktaéder zugehirige Oktaéder 2. 0,). ll
|
IV. |
Bardey: XXIII, B, 31, @429+ 32=154 {
Bx--by+ Te=374 ; 44
S48y 11z=594 L&l
L ey Pl =iloes = = |
1 2 3 [ -1 2 3 sl e | ;:
3 4] 7 i 0 —1 —2 | == s i PR, =) .-IEL;
L S i | 0 —2 —4| i &
by
i54 2 3 1 2 3 | T 203 [
974 5 = pali oonligee wes  gleomidag goglasy I8
a94 8 11 27 Bty (10 3 4|
&= =
0
| 154 3 [ 1 7 3 [ e
S =22 | 3 17 k=22 " 210" “: =10 =
5 59,4 11 50 27 0 it | 210 4 ]
0 ,
Y= 3
1 2 154 1 2 7| | Lo indii
3 b5 AT F=22 s s S B D 9 | 2 310 =0,
| & 8 594 ] 8§ 27 2 310
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Dies fihrt uns auf das Erkennungszeichen, ob ein System linearer Gleichungen auf-
zelist werden kann oder nicht.

Die Unbekannten lassen sich nicht bestimmen, wenn die aus den Koefficienten der
Unbekannten gebildete Determinante, die Determinante des Systems, verschwindet. Sollen
die Gleichungen zusammen bestehen, so missen auch die Determinanten der Null gleich
werden, die man erhiilt, wenn in der Determinante des Systems die Koefficienten der ge-
suchten Unbekannten durch die absoluten Glieder ersetzt werden. Denn wenn fiir @, y
und 2z die Werte oo ausgeschlossen sind, kann oz ebenso oy und oz nur gleich Null sein.

Wenn aber die Determinanten der letzten Art nicht siimtlich = o sind, so wiirde man
erhalten 0=~ pis
ein Widerspruch, der natiirlich schon in dem gegebenen Systeme begriindet ist.

Ist die Determinante des Systems gleich Null, so kdnnen die gegebenen
Gleichungen zusammen bestehen (sie sind aber nicht unabhiingig von einander),
wenn die Determinanten, welche die absoluten Glieder an Stelle der Koeffi-

cienten und gesuchten Unbekannten enthalten, simtlich verschwinden:
sie kénnen nicht zusammen bestehen (sie widersprechen einander), wenn diese

Determinanten nicht simtlich verschwinden.
Die als Beispiel IV vorgelegten Gleichungen kionnen danach zusammen bestehen:

dasselbe tritt aber nicht ein bei folgenden Gleichungen:

z+2y4 2= 9

25E+4y+ =13

r 42y |- 32=14.

Zwar ist JC e

‘ 2 4 1‘:0;;&13;-

1 28|

9 21| 9 21| r
341|=| 4 20|= ‘ff'_i e
(14 2 3 [—13 —4 0 ;

Wenn aber gesagt ist, dass die Unbekannten sich nicht bestimmen lassen (voraus-
gesetzt ist, dass die Gleichungen einander nicht widersprechen), so braucht dies nicht von
allen zu gelten. Ist z. B. P L 2 '

B B €T + 23} o 8
2zt 4y £=13
z -+ 2y 3= 14,
so sind zwar die simtlichen Determinanten der Null gleich; aber es ist doch
e
# und y freilich haben nur der einen Bedingung zu geniigen:

:r—l—?y.-:.":.

2. Determinanten nter Ordnung.

Wie bei cinem Systeme von 4, 5 ... Gleichungen mit der entsprechenden Anzahl
von Unbekannten zu verfahren ist, lisst sich ohne weiteres iiberschauen. Es eriibrigt noch
nachzuweisen, dass die unter I, II ..... V angefiihrien Siitze allgemein gelten. Man er-
kennt zuniichst nach dem Fritheren, dass die Sitze III, IV und V eines Beweises nicht
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mehr bediirfen, wenn die Sitze I und II bewiesen sind. Auf die hierdurch angedeutete = |
Aufgabe beschriinke ich mich. Angenommen wird, der Satz [ gilt fiir Determinanten
nter (), und zu beweisen ist, dass er dann auch gilt fiir Determinanten (n-- 1)ter 0.
E(h I C1 th veiace iy
! 1o s Ca il R I’-E

i H!a i -rﬁ.:a

L AL —+ da /I L RRE o A

| n n
| rF a —n=1
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= |y ba C
(i

| o = H
i [Gnay Brgy Cadgy Bnty e By |

I Die einander entsprechenden Horizontal- und Vertikalreihen sind zu vertauschen:

Il 1 B2 23 .... Oniq ‘ : -
by ba I b [ b bs «.ut Do | | O2 @3 . os gy
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. fint = | i1 | — o i j .
. E E | . H H H :
By By o g | P2l M e ceriti | I
Das ist iﬁig Ca ila iRy | [ 2 caieai g
1 j‘J': i ; “ - b E! .. ae
.I["an-'—l — 1 ;L ‘;ﬂ (.L j:” ‘ o ilI‘!. "'f'.‘l e o F;H 'T]'
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i Endlich:

! E:l-':-i — ﬂ'l/_L —= ﬂ:EAE "J|' "TI!A:‘ R f‘!_'f ('ﬂ:L-{-'IAHq = A

o ten R et B RN IR

il Damit ist die allgemeine Giiltigkeit von Satz I bewiesen.

Was die Vertauschung von zwei benachbarten Reihen anlangt, so bedarf nur die

- " - 'y

Vertauschung der ersten und zweiten Reihe einer besonderen Beachtung. In allen anderen 3

Fiillen, mag der Austausch an Horizontal- oder an Vertikalreihen vorgenommen werden, -4

; sind die Faktoren von a1, a2, .... @&y4y Determinanten nter 0., die von A!, /IJ ,{I,H_, J
| 1

i entweder direkt durch das Vorzeichen sich unterseheiden oder insofern verschieden sind,
als zwei benachbarte Reihen vertauscht sind.

i Handelt es sich um die Vertauschung der ersten und zweiten Vertikalreihe, so wiirde

' die Beweisfithrung ifihulich sich gestalten, wie bei Satz I; doeh' kann man sich den Beweis
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erleichtern, wenn man die erste und zweite Horizontalreihe vertauscht: hier wiire zu
wiederholen, was bei der Vertauschung der anderen Reihen gesagt ist.

ul | aa b e A

-'.:I:; | G Jﬂ ..... Ifl

Iy K. =|6 i s : dann ist:
; Bo-rat Biee gt [/

I'l!1 i sala ?r.l I i?)[ }11
rrl; .I'f.;

|

|

3 ¥
Ir]n-l-' = 2/, L — /I{

I|r'r_1

A

Also:
K, o —e ”l/fil . rf':/r,/l" — l! 4 ¢

Auch Satz II hat allgemeine Giiltigkeit.

s

g
i

g




—— I8

Gleichungen des zweiten Grades.

Die Behandlung der quadratischen Gleichungen mit zwei Unbekannten bietet, von
den einfachsten Fillen abgesehen, insofern Schwierigkeit, als allgemeine Regeln fiir die
Losung nicht gegeben werden kinnen. Der Schiiler wird so zu der Uberzeugung kommen,
dafs die in Rede stehenden Gleichungssysteme nur unter Anwendung von Kunstgriffen
zu losen seien. An der Hand der Beispiele wird man zwar gewisse Beobachtungen machen,
die etwa auf folgende Sitze hinauslaufen: Ein System von DBestimmungsgleichungen des
zweiten Grades mit zwei Unbekannten kann gelost werden, ohne dals die Auflésung von
Gleichungen hiéheren Grades als des zweiten notwendig ist,

1. wenn eine der Gleichungen vom ersten Grade ist,

2. wenn beide Gleichungen vom zweiten Grade sind, aber die eine in zwei
Gleichungen des ersten Grades zerfillt,

3. wenn beide Gleichungen vom zweiten Grade sind, aber durch Vereinigung der
beiden eine Gleichung des zweiten Grades sich bilden lifst, die in zwei
Gleichungen des ersten Grades zerfillt;

auf die Beantwortung der Fragen jedoch:

Wann lilst eine Gleichung des zweiten Grades mit zwei Unbekannfen in zwei
lineiire Gleichungen sich zerlegen?

Wann lassen die beiden Gleichungen sich so vercinigen, dafs eine Gleichung des
zweiten Grades entsteht, die in zwei lineiire Gleichungen zerfillt?

kann kaum eingegangen werden, wenn das Hilfsmittel der Determinanten nicht zu Gebote
steht. Die Antwort leitet Diekmann auf verschiedene Arten ab. Nur eine Ableitung, die
erste, scheint mir fiir Schiller der II* geeignet zu sein; aber auch ihr haftet meines

Erachtens der Ubelstand an, den die ibliche Behandlung der Gleichungen mit zwei Un-
bekannten mit sich bringt; sie ist zu kiinstlich. Einfacher kommt man folgendermalsen
rum Ziele.

Die allgemeine Gleichung des zweiten Grades mit zwei Unbekannten lautet, wenn
der Koefficient von % == 0 ist:
2?4 2axy + by -+ 2¢x - 2dy + e= 0. Hieraus wird:
xt 4 2x(ay +c)=— by —2dy —e
(¢) (x4 ay -}-e)* =y*(a® — b) - 2y(ac—d) - ¢2 — ¢ oder:
: . 2ylac—d) | e c)
8) (2 + ay + ¢)? = (a? — b) (g2 4 24\ S
®) @+ ay+op=(a*—) (" + L0 + 5=
Soll nun durch Einsetzung des Wertes von z resp. y, wie er aus der Gleichung («)
oder auch (@) folgt, in die zweite Gleichung eine Gleichung mit einer Unbekannten ent-
stehen, aber von nicht héherem Grade als dem zweiten, so miissen die rechten Seiten der
Gleichungen als Quadrate erscheinen. Man erkennt sofort, dafs die Grifse a®—¥b einer
besonderen Beachtung bedarf.
Ist a®*— b =0, so ist Gleichung (@) vorzuziehen.
Die rechte Seite wird nur dann der obigen Forderung geniigen, wenn gleichzeitig
ac—d =10 ist.
Dann wird aus (&)
atayte=-+4Ver—e




e

Ist dagegen a®— b == 0, so ist, unter Benutzung der Gleichung (8), die rechte Seite
von der Form eines Quadrates, wenn

e — d\? : !
= (_,-;“- = b) - Hieraus wird:

a*c* — be* —ate 4-be=u%c* —2acd | d*
be — d*— a’e + 2acd — be?: =0,

|b d|
ld el

Nun 1st:
be —d? = 1

| e
s |

=5t u{.::..r_: f:(f.) s (55

a |
elad —be) = r::!b ,-‘g!

I a r,:i

be—d* —a*e -+ 2aed — be = a b od|
¢ d el

Diese Determinante 3. O. ist also ein Erkennungszeichen fiir die Miglichkeit der
Zerlegung einer Gleichung zweiten Grades mit zwei Unbekannten; man nennt sie deshalb
Diskriminante. Nachdem man sich also iiberzeugt hat, dafs a? == b ist, hat man obige
Determinante auszurechnen. Ist der Wert derselben Null, so lifst sich die Gleichung in
zwel linedire zerfillen.

Die Voraussetzung, dafs a®*— b == 0 und dafs gleichzeitig

i l w ol
labd|=0,
[cde|
zieht nach sich:

(% 4 ay 4 ) — (a® — D) (

Ist nun a*— b > 0, so ergiebt sich:
ac—d

@ +4ay 4 e Var—b (3,* -+ 27 —-5) =10 und

- - ac—d
-+ ayt+ec—Vat—10 (y 1 = b) —i1k

Ist*) dagegen a® — 0 <C0, so miissen die Quadrate einzeln verschwinden; dann wire:

ztay+te=10
ae —
/5 ey L

*) Das Genauere ist in Ankniipfung an Beispiel ITI anf S, 22 entwickelt. Hier sind die Koefficienten
und die Wurzeln als reelle Zahlen gedacht.
HU




Beispiele:

1. 22 4+4ay +4y* 48z 4 16y + 7= 0.
2. 2 3ay— Ty =—19.

In der ersten Gleichung ist a=2, b=4, ¢=14, d =8,

a® — b =0 und gleichzeitig:
ac —d=0.

Gleichung 1 lilst sich also in zwei lineiire Gleichungen zorlegen. Um diese zu finden,
ersetzt man in den oben abgeleiteten Gleichungen die relativen Zahlen durch die absoluten.
Man findet aus 1: @ _|_ Qﬂ + 4= 1_ 'i,r'l'ﬁ' T

1*at2y+1=0
1t 24 2y +7=0

Dasselbe erreicht man, indem man die Gleichung 1 nach einer der Unbekannten anf-
list: und dabei wiirde das mechanische Einsetzen vermieden sein. Ich lise nach z auf:

o2z (2y+4) = — 4y — 16y — 7
x4+ 2y+4 =
z1+2y+4 =43

So handelt es sich jetzt um die beiden Systeme:
3.  +2y +1 =0 |4. @ 4 2y
z? Say—Ty=—19 «*+3ay

Bei 3 ist einzusetzen in die zweite Gleichung:
z=—2y— 1. Es folgt:
4t L dy 1 —8y'—3y—Ty=—10
yi-8y—10 =10
W+ 5 (y—2) =0
n
E
Diesen Werten entsprechen: 1
&2
Bei 4 ist einzusetzen in die zweite Gleichung:
@ = — 2y— 7. Es folgt:
4y? - 28y 449 —6y* — 21y —Ty=—19
gt =34
Ys AL
Y = — /34
3 =—2)34—1
T4 =4 2)34—1.
Weitere Beispiele: Heis § 73, 46, 48, 67.




I1.
l. x*+4-8ay4 Ty 442 —29 —5=1
2, 4z° -+ 3y* 4 2z — 304 =0

Fiir die erste Gleichung ist:
e=dybh=lte—2 d——iita——5
a®— b == 0; also ist die Diskriminante auszurechnen.
1 4 2
[=[0 —9 —9|=0.
0 —9 —9

1
4
o —

Da aufserdem a®—b > 0, so zerfillt, wie man durch Einsctzung der absoluten Werte
in die allgemeine Gleichung oder durch Auflisung nach # oder y findet, die Gleichung 1 in

1* z4-Ty-+5=10
1 24+ y—1=10

Damit ist die Aufgabe zuriickgefithrt auf die Lésung der Systeme:

3. z4Ty4-5=0 4. zty—1=0
422 4 3y* 4 220 —354 =0 4221 3y2}-24—354 =0
Aus 1* folgt: = 3
E=—ily—20
und dadurch wandelt Gleichung 2 sich um in:
1994 4+ 266y — 264 = 0

— 1331 265
y=-———

4 199
132

o Ql2s
— Ty — — ‘}E'M'

199
g — — ?, g — 9
Aus 1* folgt: r=1—1y

und es wird aus Gleichung 2: Ty*— 10y — 348 =0

5 -1 J/ 2461
T

5 -}- J 2461 e 2 9461

i ]

S— VST | _ 24 V9T

| T




Lifst sich die folgende Gleichung in zwei lineire Gleichungen zerlegen?
2?4 10xy -4 29y 4 62 -+ 14y + 25 =10
Hier ist a=>5,0=29 ¢=3, d=1T, e=25.
at—b==10
und die Diskriminante: 11 5 3| R T B
1529 7|=|0 4—8|=0,
13 725 |0—8 18]
Also gewinnt man aus der gegebenen Gleichung:
*» by 3=0
i y—2=0.

1* wiirde eine unendliche Anzahl von Wertepaaren liefern, die siimtlich, sollte man
meinen, der gegebenen Gleichung geniigen miifsten, und die richtigen Paare wiirden dann
mittels der Gleichung 2 auszuwithlen sein; aber man iiberzeugt sich bald, dafs von all den
Wertepaaren nur eines geniigt, nimlich: y =2 (wie es aus it folgt) und » = — 13. Wiire
zu der gegebenen Gleichung eine zweite gegeben, so miifste diese unter allen Umstinden
der ersten widersprechen, aufser wenn sie erfillt wird durch:

y=2 und z = —13.

Was bedeutet dies?

Tch erinnere an die Bemerkung auf Seite 19. Ist bei einer Gleichung des zweiten
Grades mit zwei Unbekannten und mit reellen Koefficienten die Diskriminante — 0 und
a® — b < 0, so gewinnt man, wenn nur reelle Werte fiir  und y ins Auge gefafst werden,
aus der vorgelegten Gleichung zwei Gleichungen des ersten Grades, die gemeinschaftlich
bestehen miissen.

Lifst man aber die Beschrinkung fiir 2 und y fallen, so lautet die allgemeine Zer-

legung: il r—d
o+ aytc+ Va2 —1b (3! _l_.zr —_‘b) — 0 und

——— ol
T ay—+c— Va*—0b (y 4 :}i__—;)) =0
eine Zerlegung, die also iiberhaupt gilt, wenn
et — b == (0,

So hitten wir bei der Zerlegung einer Gleichung des zweiten Grades mit zwei Un-
bekannten zuniichst den Ausdruck @®—?b zu priifen. Verschwindet derselbe, so liegt dio
Entscheidung bei dem Aggregate ac — d; verschwindet derselbe nicht, so entscheidet die
Diskriminante; und fir das praktische Verfahren wird daran festzuhalten sein. Theoretisch
gestaltet sich die Bache noch einfacher. Ist néimlich die Diskriminante :

11 ae)|
abd|=clad—be) —d(d—ac)—e(a* —b) =0

cd e




und gleichzeitig a*— b = 0, so folgt anch:
elad —be) —d(d—ae) =
he! — 2ade - d?
nder, da b = a®: (ac—d)2=10
ae—d = 0.
Der Bedingung ac —d =0, die erfiillt sein muls, wenn ®* — b — 0, wird also geniigt,
wenn die Diskriminante gleich Null ist.
Jede Gleichung des zweiten Grades mit zwei Unbekannten lilst sich
in zwei lineiire Gleichungen zerlegen, wenn ihre Diskriminante verschwindet.
Vorausgesetzt ist hierbei, dafls der Koefficient von #® == 0 ist, und dals die Gleichung
die Form erhalten hat, bei welcher 2* mit dem Koefficienten - 1 behaftet ist. Will man
diese Form nicht herstellen, sondern zn Grunde legen:
Ax? + 2axy + by*4- 2cax 4 2dy + e =0, (A ==10),
so wird diese Gleichung in zwei linedire zerfallen, wenn:
[ i

A

i [

|A @ |
: e Dann wiire auch: | & b d | = 0,

A 4 A

[ (.IF- [ 5

7, . [

e e

Diese Determinante wird als Diskriminante obiger Gleichung bezeichnet.

Welches Erkennungszeichen bietet sich aber, wenn A = 0 ist?
Ist gleichzeitig b == 0, so lautet die Gleichung:
2axy -by* |- 2¢cx |- 2dy - e = 0.
b e o
t oy az -+ d slordom =0

[/ [/
ax 4 d]? aa? 4 2ade 4 d* — 2bex — be
y - (Eludg ol R i e
/] h

e d—be a: —be
e ) B : -
'| L

3 ? s
— = e

b

Die rechte Seite erscheint als Quadrat, wenn:

0t bey b
( at = s

— e 4 2aed - be* = 0.
Fiigt man hierzu A(be — d*) = 0, so ergiebt sich:

| A ae
‘ a b od| =1,
! e d e
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Welches Brkennungszeichen bietet sich, wenn 4 =0 und gleichzeitig b =0 ist?
2azy +2cx -t 2dy4e=10
z(2ay 4+ 2¢) = — 2dy — e.
Die Zerlegung ist nur dann méglich, wenn die rechte Seite ein Vielfaches von
2ay -+ 2¢ ist, wenn: d e
a2

e 7 X
~ — f, so wiirde folgen:
¢

z(2ay  2¢) = —2afy — 2¢f
(+f)(ay 4 ¢) = 0.
d

Aus — = ,;-— ergiebt sich: —a%e +2acd = 0.
& 2¢
Fiigt man hierzu die identischen Gleichungen:
.r‘i[i'ﬂf: = (32) —i),
— be? =0, so folgt wie frither:
| A a r,'|
o bdl =0
e d e

Stellt man sich also irgend eine Gleichung des zweiten Grades mit

zwei Unbekannten vor unter der Form:

Az?+ 2axy + b2y + 2ex 4 2dy +e =10,
<o zorfallt diese in zwei lineiire Gleichungen, wenn die Diskriminante ver-
schwindet.

Um zwei quadratische Gleichungen mit zwei Unbekannten aufzulésen, hiitte man nach
dem bisher Gesagten unter Umstinden beide Gleichungen daraufhin zu priifen, ob sie sich
zerlegen lassen. Widerstreben beide, jede fiir sich, der Zerlegung, so sind beide so zu
vereinigen, dass die resultierende Gleichung sich zerlegen lifst.

Azt 2a zy+ by 42 2+ 2d, y +¢ =04

A, z* 4 2a, 2y + b, y* 4 2¢,% 24y +e, =0]|41

(AL A)a*+2(@h+a,)zy + (bA by 4+ 2(eh 4 ¢)x
L o@r+d)yy +el+e,=0.
Diese Gleichung lifst sich zerlegen, wenn:

Ar+ A4, adtwa, criec,
arlta, bi+d, di+d, =0
eht e, dit+d, edte,|

Diese Gleichung zur Bestimmung von A wiire zwar vom dritten Grade; aber die Form,
in der sie gegeben ist, ermdglicht es auch dem Schiiler der II*, zu erkennen, ob die linke
Seite als Produkt von zwei (bezw. drei) Faktoren sich schreiben lifst oder nicht. Tritt
das Erstere ein, so ist damit mindestens ein Wert fiir 4 bestimmt; im anderen Fall isk
die Aufgabe fiir die erwihnte Klasse eben nicht durchfihrbar.

Fiir 4 kann auch der Wert Null sich ergeben, d.h. dafs die zweite Gleichung fir
sich allein in zwei linedire Gleichungen zerfillt. Fiir das praktische Verfahren giebt dies
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den Wink, zuniichst fiir eine (etwa die erste) Gleichung die Diskriminante zu berechnen:

verschwindet diese nicht, dann bilde man gleich die Diskriminante der aus 1 und 2 kom-
binierten Gleichung.

Beispiel (mach Kroeber):
Tat 4 day— y*+ 22 —4y =10
42| Bay —2y*— 229 =0
7 2 | il
2—1—2|=|16
e NS

TALLL S ane

Hieraus folgt:

r i = 2 1
Yermittels des Wertes 1 —= 5

erhiilt man;

Ja?l 22y — 9y =0

Mit Benuftzung von 1* wird aus der ersten Gleichung:
yy—3)=0
=10 =10
a—4d o=l
Mit Benutzung von 1" ergiebt sich:

Yyly—3)=10
Yz = (o ="{)
Y= 3 Ti=—3,




4
Vermittels des Wertes 4 = — 7 wiirde man erhalten :

2y? —zy — by - 3z =10

_..'-L'-]- ﬁ .',L'EJ.
y—-—3 i et

I* y= 8
by =3
Wird 1* mit Gleichung 2 verbunden, so entsteht:
2?2 =0, also:
=0 n=0
=0 2= 0
Wird 1* mit Gleichung 2 verbunden, so entsteht:
a2t 2z2—3 =0
l:it' |- 3}(1‘ — 1)=0
Xy — 3 i = 3
B —! 1 3‘,-‘4:3.

Weitere Beispiele siehe Heis § 73. 47. 49,
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