(lber die Losung von Gleichungen durch bestimmte [ntegrale,

Vom Oberlehrer Dr. Franz Gauger.

Dr. J. D. (. Jacobi, Professor der Mathematik zu Konigsberg, hat im zweiten Bande
des Crelleschen Journales 1827 eine von Parseval - Mémoires des savans 6trangers Band I
1806 — anwefangene Untersuchung ither die Darstellung der Wurzeln einer Gleichung duvel
hestimmte Integrale wieder aufgenommen und vervollstindigt, doch setzt er dabei die Reellitit
dor Koefficienten des Gleichungspolynoms voraus. Es blieb daher noch die Frage offen, wie diese
Inteorale sich gestalten wirden, wenn die Koefficienten komplexe Werte annchmen. Eine daraud
heziigliche Untersuchung wurde fir das Jahr 1881/82 von der Universitit Greifswald als Preis-

aufoabe gestellt. Die von Dr. Richert eingelieferte Lisung — verdflentlicht durch die Inangural
Dissertation: ,Uber die Verallgemeinerung des Tacohischen Ausdruckes der Wurzeln einer Gleichung
durch bestimmte Integrale® Greifswald 1882 — hat nun zwar pine Veralleemeinerung gebracht,
doch wurde von der philosophischen Fakultit darauf hingewiesen, dass die in obiger Arbei
sewiihlte Losungsart nicht die einfachste sei. Neben dag urspriingliche Polynom 1(z) X-—+1il
hat nimlich der Verfasser das konjugierte Polynom fi(z) X i ¥ wesetzt und durch Iom-

bination beider die Liosung ausgefiihrt. Die Rechnung hat hierdurch an Ubersichtlichkeit verloren.
auch enthalten die Resultate neben Grissen, die von f(z) herrithren, noch ebensoviele, die von der
Hiillfsfunktion fi(z) herstammen.

Zwar hatte sich der Verfasser ,vorbehalten®, bei (telecenheit auf diesen Gegenstand
suriickzukommen, da mir jedoch nicht bekannt ist, dass dies bisher geschehen sei, so gebe ich
in dem Folgenden die einfachere Lisung. [ch schliesse mich dabei im Wesentlichen der
Richertschen Bezeichnungsweise an.
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Setzen wir mit Jacobi die Koefficienten ¢ als reell voraus, so kinnen die n Wurzeln entweder
auch reell sein, oder wenn einige von ihnen komplex sein sollten, so miissen auch die konjugiert
komplexen Grossen als Wurzeln in die Gleichung eingehen. Nunmehr seien die Koefficienten
¢ komplex, so lisst sich diber die Art der Wurzeln nichts spezielles mehr aussagen.
Wir stellen uns
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in iiblicher Weise als Punkt in einer (x y)Ebene vor und
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als entsprechenden Punkt in einer anderen (XY)Ebene. Fiir die Wurzelwerte gelte:
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worin 4 die Werte von 1.....n annehmen kann. Durch den grosseren Index sei hier zngleich
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iszere Mod der Wurzel angodeutet, also
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Wir schlagen um den Koordinatenanfang in der (xy) Ebene zwei konzentrische Kreise mit den

Radien Mod zp und Mod zp41. In diesem Kreisringe denken wir % variabel schliessen es

jedoch von den Peripherieen aus, d. h. also
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lg f(z) zu untersuchen. Innerhalb des
Ringgebietes ist f(z) endlich, stetig und eindeutig und anch von O verschieden, also auch lg f{z),

Da sich f(z) rodukt darstellt, so liegt es nahe den

wenn man den Zweig wihlt, fir den lg 1 0 ist.  Wir suchen nun lg f{z) in eine Potenzreihe
zi entwickeln. Es ist
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Hierin kinnen wir nun fiir die lg Reihen einfiihren, da durch obige Umformung die Konvergenz
der Reihen '_[t'.~-jl'||\'|'| 15t. Man sieht, dass |IIL.~. zum Index P lHI' I':-Hf'.\il'|:n-!|“:_,';|‘[l It'rll'll ]IL'_‘_'.'.'IJli_l.l'.::

Fxponenten, dariiber hinaus nach positiven Exponenten von # fortschreiten werden.
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Um in den Koefficienten der z die reellen und imaginéiren Teile zu kennzeichnen, setze man
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Wir zetzen jetzt zur Abkiirzung
Ir f(z) — 1g 2¥ = F(2)

and suchen F(z) auf eine zweite Weise in eine Potenzreihe zu entwickeln. Diese Funktion ist
ohenfalls innerhalb des vorher festgesetzien Kreisringes syneltisch.  Wir untersuchen das Integral:
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o AR _“"m\ w <oi variabel innerhalb des Kreisringes, dann hat die

2N Funktion unter dem Integralzeichen einen Ausnahme

/ | ™ punkt fir W 7. Als Integrationskurve wollen wir
/ ,I—— \\_ pine geschlossene Kurve festzetzon, innerhalb deren die
i 7 -.| | : Funktion unter dem Integralzeichen endlich, gtetig und
A L [3 L e pindentie bleibt. Zu dem Yweeke schlagen wir um den
| : . o+ .'I Ausnahmepunkt einen Kreizs mit dem Radius t und
\ Pi s <chliessen ihn von dem Integrationsgebiete aus. Ferner
gehlagen wir von dem d{usseren Grenzkreise des Ring-

: gebictes eine orade Briicke zum inneren Grrenzkreise,

i cowie oine zweite vom dfusseren Grenzkreise zu dem
Tomh - Kreise um den Punkt w v (siehe die Figur). Als-

dann integriven wir, wie die Figur andeutet, ither eine

geschlogsene Kurve zusammengesetzi aus Kreizen und eraden Linien, welche den Gtrenzlkreisen nnd
Briicken benachbart sind. Canchy’s Fundamentaltheorem von den analytischen Funktionen ergiebt
dann die Gleichung:

J(ABCDA) - J(AE) + J(EFGE) — J(EA) - J(AH) -l J(HIJKH) -}- J(HA) =0
Die Integrale hin und zuriick iber die Driicken sind gleich, aber von entgegengesetzten Vorzeichen,
fallen also aus. Es bleibt J(ABCDA) TEFGE) -- J(HJKH) 0.

Als positive Integrationsrichtung sei die im entzegengesetzten Sinne der Drehung des

Uhrzeigers festgesetzt. Also isb
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Wir untersuchen zuerst das linke Integral, wir setzen
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Jetzt lassen wir den Radius t unendlich klein werden, so erciebt sich wegen der Stetigheit der
Punktion I' als Integralwert

271 F (z). Daher ist:
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Dieses ganz allgemeine Theorem rihrt von Laurent her — 1
doublement périodiques No, 30 —

briot et Bouquet, Theorie des fonetions
und ist von Briot und Bouquet an der bezeichneten Stelle in




otwas anderer Weise wie hier entwickelt worden. Es besagh, dass wenn F(w) innerhalb eines
Kreisringes synektisch ist und z innerhalb desselben Ringes liegt, sich F(z) in eine Potenzreihe
entwickeln lisst, welehe nach steigenden und fallenden Potenzen von z fortschreitet.

11T,
Die beiden in 9. und 10. entwickelten Potenzreihen sind fir das vorgeschriebene Ring-
gebiet unbedingt konvergent und stetig und missen fiir alle zuldssigen Werte von z iiber-
pinstimmen, daraus folgt, dass die Koefficienten gleich hohen Potenzen dieselben sein miissen, also
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Wir wollen nun in diesen Inteeralen, um auch auf der linken Seite die reellen und imaginiren
Teile zu trennen, Polarkoordinaten einfithren. Dann ist zn setzen:

Ww=rTel” wo ' 1 -f:‘rp 11 also
dw irel?” dp und
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Yotzt man diese Werte ein in das Integral der Gleichung 11., so verwandelt sich dasgelbe in
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Da hierin plgr konstant in Bezug auf p ist und

ist. go fallt das zweite Glied aus und Gleichung 11. nimmt die Form an:
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Komplexe Grissen kdnnen aber
stimmen, also muss sein:
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In diesen Formeln lassen sich noch zwei Integrale ausfithren.
Integration:
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Also ist

s

nur gleich sein, wenn ihre reellen und imaginiren Teile iiberein-

Wir orhalten durch partielle

2]
16. ‘ psingpds—---——, wo das obere Zeichen gilt, wenn q
. q 3

ungrade, das untere Zeichen, wenn q grade ist.
In derselben Weige ergiebt sich partiell integriert:
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Fithrt man aueh hier die Grenzen ein, so erhilt man fiir belichiges
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Das Infegral der Gleichung 12. verwandelt sich durch die Werte 14. in
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Hierin ist wieder plgr konstant in Bezug auf g und
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Also nimmt die Gleichung 12, die Form an:
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Die Vereleichung der reellen und imaginiren Teile ergiebt:
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Also mit Beriicksichtigung der Integrale 16. und 17.
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Nun muss noch eine entsprechende Rechnung fir die (leichung 18. durchgefithrt werden. Das

[nteoral aus 13. ergiebt
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Das zweite Glied fiillt diesmal nicht aus, da
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dagegen verschwindet das lefzte Glied, da
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Nach Vergleichung der reellen und imaginiren Teile ergiebt sich

.’- lgRdp=2rlg Jl )tk Ip-1-Tp42::- "n.[

IV.

Um Formeln zu erlangen, welche fiiv Punkte z innerhalh des kleinsten und ausserhalb
des grossten Wurzelkreises Geltung haben, kann man die schon erhaltenen spezialisieren. Wir
legen p bestimmfiere Zahlenwerte bei.

Erster Fall: 0 Zr ::I',. Aus der Gleichung 6. ersicht man, dass in diesem Falle nur
p = 0 gesetzt zn werden braucht. Die lg der Faktoren in 7. lassen sich dann nur nach Potenzen
von z mit positiven Exponenten entwickeln. Die Koefficienten der Potenzen mit negativen Ex-
ponenten in Y. missen der Null gleich sein, also

I il 0 0
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Dies ist nur moglich, wie man aus 18. und 1%. sehen kann, wenn
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Dann ergiebt sich aus 21, und 22,
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Die Integrale 24. verwandeln sich in folgende:
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In Bezug auf diese letzte Gleichung ist zn bemerken: Wir hatten zp1-1.2pJ-2... Zn =g + ih
gesetzt. Fir p =— U enthilt aber das Produkt auf der linken Seite simtliche Wurzelwerte, ist
also gleich dem absoluten Gliede cn = an i bn der Gleichung 1,




Zweiter Fall: ro <:' <:r Die Gleichung 6, zeigt, dass man fir diesen Fall p n zu
getzern hat. Die lg der Faktoren in 7. lassen sich dann nur nach Potenzen von mit negativen
cienten der Potenzen mit positiven HExponenten

Hxponenten entwickeln, also missen die Koeffi
verschwinden. Aus 9. ergiebt sich
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Dies ist nur mielich, wie aus 20. ersichtlich, wenn
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Dann folgt ans 15. unter Berfcksichtigung der Integrale 16 und 17:
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Die Integrale 24, verwandeln sich in
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Wir haben nun schliesslich zu zeigen, wie die Wwzeln der Gleichung 1. durch unsere

[ntegrale ausdriickbar sind. Dazu setzen wir mit Jacobi an:
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Diege (ileichungen von einander subtrahiert ergeben:
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(tengu anf dieselbe Weise erhiilt man

! 2 Z, +i( o, H,',]') 29

Die Werte der = und # sind zu entnehmen aus den Formeln 18, 19, 21, 22 25 9. 28 924
Von speziellen Integralen haben wir gefunden 24. 27, und 30,

Die Jacobischen Resultate sind aus den unsvicen auf sehr einfache Weise wieder zu
erhalten. Wenn die Koefficienten ¢; in Gleichung 1. reell sind, so kinnen erstens die Wurzel-
werte z; simtlich reell sein, dann sieht man aus Gleichung 8. miissen die Werte A sofort ver-
schwinden. Zweitens, wenn einige Wurzelwerte konjugiert komplex szind, so kommen in den
Gleichungen 8, Werte vor wie

(X iy)l <4 (x iy)? oder
1 1 (x—iyd - (x4-iy)d

(E-Fiy)d  (x—iy) (x* - y°)8

Entwickelt man diese Grissen naeh dem binomischen Lehrsatze, 2o

ginfiven Teile sich wegheben milssen. Also auch fiir diesen Fall

reell sein, d. h. die Werte A/ verschwinden.

Fiir reelle Koefficienten ¢;

der Gleichung 1. fallen also die Formeln 19. 22, 26. 249, aus
und «ie Gleichungen 18, 21,0 25, 28, stimmen in der That mit den Jacobischen Resultaten

\ .
X

fiberein, wenn man darin, was aus 4. folgt, R ersetzt durch VXELYE sowie & durch are to
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