l t varias fractionum continuarum disquisitiones hujus libelli argumentum elige-
rem. studip et amore potissimum doctrinae numerorum impulsus esse mihi videor,
quippe quae arcte cum illa doctrina cohaereat, Quantam autem voluptatem hujus
arithmeticae sublimioris partis studinm afferat, nemo non ignoret, qui in ea non
medioeriter versatus est. Quum igitur abhinc tres annos doctrinae fractionum
continuarum me dederim novaque quaedam attentione, ut puto, non plane indigna
repererinm, vigiliarum jam fructus in lucem edere constitui,

Distribui totam materiam in sectiones quingue, gquae ab se in vicem non
pendent, guarungjue ultimas doas gravissimas pufo. Quod sit earum cujusque ar-
gumentum, id ipsum opus te edocehit.

K] 1]
Scectio L
Conneasns feactionum convergeniinm, guae in firactione continua simpliei
evointione radicis A exoria ecidem periodorum guotienti
compicio crespondeans.
Satis potum est, evolutione radicis /A, designante A numerum quencungue
integrum, fractionem periodicam hujus formae oriri
VA =a+— 1

e q

trseHIAS 4 i
2a
&= Ay 4-ete;
ita ut periodus a quotiente secundo incipiens quotiente, gui est duplum numeri
maximi intezri a, radice /A comprehensi, terminetur. Designemus fractiones con-
P PP

L2 pte. atque multitudinem Lu-;'imli terminorum per k.
{ [] Ih
i i 12

% t'.]'l'."l'“ LS iH‘i'

] Jax—1 3 = 5
Prca . Pox-t, P31 ote., paenultimo cujus-
3 i i

Ot Yot Yan—

Maximi hic momenti sunt fractiones

Fink . - . .
-I'——'._ in m" ]u';'mflu posita,

que ;.-N‘im!i quotienti rL-Hlmm’u-nlvs. gquaruim quaelibet I
y (Jmk—1
aequationi satisfaciat
X — Ayt = (— 1 jio

Vice versa gquum, si integri X, y aequationi satisfaciant x* — Ay* = 1 1,
fractio inter fractiones convergentes radicis 3/A occurrere debeat”), hujus ipsius

=
aequationis solutio a sola evolutione radicis /A in fractionem continuam sim-
plicemn pendebit.

Quando igitur kX est numerus par, aequatio quidem Xx* — Ay* = —1 re-
- 4 oz & " ™ 1 - ] - e -
solvi nequit, haec vero x* — Ay' =+ 1 fractionibus convergentibus omnium pe-

riodorum resolvitur,

i 4 b 3 . - s e mpi 1 Pawic IR L R
oy Lerendre Theéorie des nompres. Irois. &dis. Taris 1800, P. s 594.
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Sin k est numerus impar, fractiones convergentes periodorum imparis or-
dinis aequationi primae, secundae vero fractiones periodorum paris ordinis satis-
facient,

Itague ut omnes aequationis x*— Ay*==" 1 radices inveniantur, functio-
nem quaeri oportet inter fractiones f:‘ ‘, %;"—"‘-J, quarum prima minimas aequationis
k—1 mk—1
commemoratae radices comprehendit,  Cujus solvendi problematis Tll. Legen-

drius*) hac fere methodo usus est:

Quoniam numeri aequationibus determinati
X ¥ ]/_,'L — {:..‘ : —|— foer P AP
= ¥ VA = (piet — Qe YA,
qui sunt
[ x = Pt + @ VA" 4 @ — ot VAP
oy s Prashatien WAY oo dBed s JOA
SRS 2y A
manifesto aequationi x* Ay? = (—1)"* satisfaciant, r.l‘J’l ¢ fractiones convergen-
tes sunt versus A, Il Leg cendrius nulli dubitationi ohnoxium esse arbhitrari vi-
detur, valores eos, quos numeri X, v pro m = 2, 3, 4 etc. induant, ipsas esse
fractiones convergentes in secunda, tertia, (quarta p:l.'ulﬂ etc, }JI’I.‘\HEIH'_ iélmil guuam
:::‘_gq[mr[]!;ilimu- nostra minime 1_\’,]!”1']‘ ir, utilissimum esse visum est, dubitatio-

(a)

. . . . . X .
nem hujus rei eximere ac demonstrare fractionem —, cujus numerator et de-
3 ; v :

wminator sint valores (a), semper fractionem convergentem versus radicem /A
periodi quotienti respondeat,

tag

eam fore, quae paenultimio m
Ad hune linem problema nebis generale |||*n|mn'i1|1!1.~;;

P2 Pmk—t
Ll . ]
fh '!l::k-?

- . - 3 . Vb3 A
st m™ periodo est, fractionem convergentem ' TE quae in m—4-1" pe-

G-

»per fractiones convergentes gquarum altera in prima, altera

Hriodo, determinandi.®
Quum sit a, = 2a, ergo

a + — i — —
3 a; + P R _l q;

p; -+ .w
IJ..| ( ‘[‘ ]J‘-.:Lt? . Do Py <4 (a l""“---'_'r;lf_t"-_.*_]: q;

l"_l-'-ﬂ! —r_qll, 1 !lml-r”.; "'L' 'I' ‘.-ink i —!_ {II“L 2_] "],-_
k-1 1— 1]mL

) Theéorie des mombres, pag 56, sqq.
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Est autem ap._y + Porcs =

AQucy 29wy + Quis = Pureyy quod facile

mk—

patebit, ideoque ||dhﬂm

Doty _ Paials + fu1Aq,

Ykt ik 11’;_|+ ok—1 Y,

; gl (73 o y ‘ Y 553
Qua aequatione exhibita per — = —, ubi ¢, J numeri inter se primi, se-
&) 3

]
J

gquenti modo probari potest, esse ¢ = o, g = 7.

Facile reperitur ¢* — * = (p, Aqt) (P — A ) =(—1)™
(J;f - _\IL”'_:,'. ié‘llm{ii esl © — de, e — &3, habetur r-f2 — g =t (u"’ - If"“.l.
ergo 0 (! — ) = (—1)™ (p,*— Aq,*'). Atqui est o'— 3 = ( -1)™ (p,t— Ap,h),
mde d=1, 1. e.'a— g =4,
Irague habemus
1. Phaspy = PP A Gest Ag;
Lo ukts = Gkt Py + Pakoi;s
quae aequationes pro L o— 4 I sequet ies transeunt:
Pimttik—1 = Pui 1 'hjl.
Qtmtr—1 = Yumk- Jre—15
vel, s1 bhrevitatis cratia ;m!lillmh Pk = f'..- ‘[-....: h".. Piei = & (g = h:
R L e i \1
2 ii,,l | =
o
Adjumento harom aequationum functionem inter fractiones 1 .‘l guaeramus,
"
Methodus prima. Si ponimus suee, m =1, m =2, m =3, etc., valores
seguentes ‘p;m| ibuni
O -+ Al | h, = 2zl
o, — g+ 3g A L? h, = 3z°h 4+ AL?
g, =g + 6g" Al + AR | h, = 4g*h + 4gAR’
it el 10g* AW 4 5g A I { hy, = 5g'h 4 10g*Ah? 4~ AR
elc, | ete.

Unde ftacile perspicitur, numeros g,, h, has formas induere:

3. 'go="p" LK ,zg"*A L+ K ,g""A'h' - K,z g" SA*Hh® 4 ete,

4. h =L e h' 3+ Lsg"*Ah* + L, ;g A'h> L etc,
ubi K., K., ete, I."_,. I..s, ete, sunt functiones quaedam numeri m, quas deter-
minari oportet

Quem ad finem mutationem videamus, quam fonctiones K, ., L,, subeunt,
guande m in m -4 1 mutatur.

Quodsi primum in Ht’;‘it'léltil}llihl_i-'é 3, 4 pro m i-cmﬁfllr m—-1, ac deinde g.44,
h,+, aequationibus 1, 2, 3, 4, determinantur, hae relationes habebuntur

Ketio = Kos + Ly = Eir="L.i+

Kol =S K.,+ L., ' I.f,..‘.'.,,.-g. — L.s+ K..

}\,._,._.‘. 15 — leﬁ “i" 1-. 1 ! In,.,.}._-_lg, ==, 1; = "'1- h-.;.-h
etlc. | etc.

"
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quae quuin eodem modo ab se invicem dependeant ut coefficientes hinomiales,
videamus necesse est, utrum functiones nostrae revera coefficientes hinomiales sint
pro m = 2. Quod verum est, quia g, — g° 4 Ah% hy— 2zh, ideoque K,.— 1 =2,
2,1 i — - 3 5
Itagque habemus in genere Iy, g;=— 1My Lo ejt1==Mgy4, Unde ob aequationes 3, 4:
5. Bn=—g" +mgg" AL -m,g" 4+ A*h* ._}- mge™° A'h" 4 ete.
6. h,—mg""h 4 mug" A4 mg" AR 4 ete.

Quibus valoribus, sub forma irrationali ita ex hibitis

7 g EEDVAR + @=hyAr
&)

(i =
[ Em =

¢ 1 @ ThyA). —(=hy Ay
= 2VA,
in ill_'fiilﬂTiUHillll.‘i 1) et 2) substitutis, numeri pupis Queti habebuntur functiones
NUMeroram Pe_gy Qoo Pis Qi
Methodus secunda. Exhibeantur aequationes g,— g4 Ah% b, = 2gh,
sub forma irrationali
2o, — (g +hP/AY 4 (g — hp/AY
2hv A = (g+hy AP — (g— hy" AN
Multiplicando primam aequationem per g, secundam per hy A, ex relat.
1) prodibit 2g, —= (g +hy A 4+ (g — hy"A)*; multiplicando vero secundam per
J

g, primam per hy"A fit ex relat. 2) 2h,yA = (g+hy AP — (g— hyA)
Manifesto ex ultimis duahus aequationibus simili modo, ut ipsae ortae sunt,

hae novae prodibunt 2g, — (g+h VA + (g—hy A 2hv A = (g+hyv A —

(z—h A)* et sic porro.

[taque revera in genere aequationes 7. et §. hahentur,

Sectio 1L

De methodo radicis seeundi gradus A in fractionem continuam
(E‘i,}l\'l"lil.'.ll" l'lll'ﬂ‘nllﬂ"liﬁ"".llﬂt
In opere Lambertiano, quod inseribitur , Beitrdge gum Gebraud dex
Mathematif,* methodum olim legi, radicem A, denotante A integrum gquencun-
que, in fractionem continuam evolvendi, quam quidem utpote commodissimam
accurating in hac sectione perscrutaturus sum,
Discerpta etenim radice v A in summam a-- vy, ubi intelligitur a maximus

! T A—a
mteger radice 1_'u||l|}:'v_-h|':1:-;l|.~:, habetur A = a' + 2o v + 2, unde v — _]__‘
2 3 : Z 2atv

ideoque . oo S

L. f;’l:ﬂ%—

Bat .o +- A&
2:1_—|~'—-§,

ubi multitude terminorum fractionis continuae indeterminata est.

2a,




#a,

=T =

i.

Primum disquirendum est, num haec fractio continua, residuo y neglecto,
in infinitum continuata ad limitem A convergat. Consideremus ideo fractionem
continuam generaliorem

1) X = a 4

t
a4 oty
R SR
I
] H ]
i--. X ’ ete.

3
rI ‘[I III

et designemus fractiones partiarias per

J Yo .lu'_+"\..]_|_ Yooty :
Notum est esse X — l—- L — Lo , ergg, quum sit p. a8, - P, L
Got (V) 4. o0, '
= Par Quot Bn=a2n.— Ya'
5 Pt Pai Va
Qn —+ Qi ¥n
Unde manat
3. d e x Do (Pa1Q — Pallat}¥a
"I" 1i.: ['|-|‘+‘qn. [:‘In}
', 10, 1 — Paifn
}, d.=X Pat -_-__-_-.l. ot 7 ¥ __’_I.’
qn_i Qat (Ga+Ga1 ) o)
ideogue
o (
‘1'..-| LT i
Hine facile sequitur
i
d, = [— 4" & {L".'-‘l_\':h"l Vs
G
. I [ A == /AT ol
Atqui est d, = X — L a -+~ —— — = — < q 0,
. &+ ¥, ily HI.[“'I.+:‘1]
¥y iy ¢y ¥y
== ; e Y = Yy = iy unde vy, == — q,0,;, ergo ex
¥y di~=Yi (L o =
|u'a<:vwh-mihu:s
1
6. & = [—1) — - ¥Vi¥zemss=Va
"Il y
Quodsi ponimus X — YA atque y =y, = ¥z = ete. — y"A—a, ex for-
mula 6. erit
1

2 T R W
f, Al = A (A =)

Quum jam sit y fractio genuina atque manifesto ¢, in infinitum crescat,

differentia v A — I ~, indice n in infinitum tendente, non solum semper diminue-

tur, sed cifram limitem habebit, unde




[ = q
Qg A-—at
Da+A—al
Da - in infinitum.

- a g i :
. , erit respectu valoris absoluti

\ : s . | f"'\ - Jii\\"-r'

Valores independentes fractionum converzentinm hoe modo inveniuntur:
Quando in relatione 2. accipitur y, — VA —a, x = VA, habetur
(a—8q g — Pact) VA =P APiotvi— Tat 2y [
.'lf[lil,'
0. . ap.y -+ Aqas
i g, Alay = Pais

(Juum Liae }]1-|li|:1[§:1]“1_\' X .'|r-|‘uutiu|ti|||is L)y et ) Sect. 1. ||I'iH|l'.'li'.I J.lum_!il:iu
g—a, h=1, m=n 1, propter relationes 7., 8. Sect. I. valores independentes
habeutuy
(a 4 VA)" 4 (a — VAY
i 3
et VA — (a VA
' T IVA :

Ex ;u'ni||.'|Ilunihl|..~s 9., 10. manat

13 Palacr —"Platla="— lfll,, F— ’\:[.J )
Porro est, ut facile invenitur,
Po = 28 Pazy (A —2") Pa_s
Q. = 2a.q, —+(A a%) (o_os

unde  p, G Pt o = — (A—2%) (Paci Goos — Pa2Ger). Luum jam sit p,q—paq,
= A a, erit

14, Pt —Paile = (1) (A—aVs,

&
e

€rgo ex refat. 13.

15. pot—Aqe (—i)P(A—a®)" = (@*— A)".

3.

Quando A ——a* — 1, fractio continua 1. in fractionem continuam siumplicem
] 1
VA — a4
a4

2a—in inf.

transibit.
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Vice versa si fractionis continuae simplicis periodus unicum terminum
comprehendit, semper aequatio locun habebit A — a* — 1.

; . 1
Est enim VA —a+4+ —MF———
2a— (VA —a)
- 1. 1. e. A at—=1.
Praebebunt igitur radices
v2, Va5, V10, v17, V26, V37, V50, V65, ete.

fractiones continuas simplices, quarum periodus unum modo terminum habet.

a A unde (VA—a) (VA -a)

i == Vi

4,

Quoties in fractione continua 1. numerator A—a® et denominator 2a divi-
sorem comm. max. habent, in aliam transformari potest ea indole |..~l':|t-iiilun|, i
numerator et denominator termini cujusvis numeri inter se primi sint. Methodus
hue speetans sequenti propositione nititur.

LFractionis alicujus continuae [ractiones convergentes eosdem valores
yretinent, quande numerator et denominator termini cujusvis nec non
Lnumerator proxime sequentis termini per eandem quantitatem multipli-
Seatur vel dividitur.s

Exempli gratia est

[ £y
A —=- i+ Ty e =
ay -ty 4y o,
ity =+ Uy I AL
dy —- iy Vol =7y
Ay = 01y P o
i, 4 ele. s ——eie.

Quod ita demonstro.
Denotemus  fractiones  convergentes ambarum  fractionum  continnarum
resp. per
» p p
P Pi P . PP P e
A il g ' 3y T
4" 4 Y Q7 Q7 Q
: P L ) P ) : g
Primum per se patet, esse - 2_gitl I -I',- e ]9! tta ut In aequa-
” q ”l ur {h e
tione quaque et numeratores et denominatores sint aequales.

Porro est

Pa= Paits+ Prts | s = (o3 =]y U5
Py — Py(zay) + Py(ze5) = (peds—py o) 2 Q=0 (zas) + Qi (2 a3) = (e85 + yt5) 2
= PaZ — {3 %,
unde
P, P2 Ps

R a & T




— AR -
Deinde est
P, — Pia, 4 Pi(ze)) =— (psds + Patta) 2 | G = Qa, +(ze) = (ua+que) 2
o L = (uZ:
unde
P, P % Ps
Q. - 9.z g
Postremo est
P, — Pia, 4+ Pyoy = (pias + paeg) % | Qs = s+ Wyes (Qu @s 5 qs o) 7
— Ps % = s 7

unde
I"'_-, |i,'/i i"'
{-?-, (p % : :|-,'
Eodem mode perspicitur fore
P, Pas P B P % Ps

e e % s W it 5T o

>.
(Juodsi in fractione eontinua 1. A —a* metitur 2a, vel si est

A=A

ex theoremate }||';u~v|'|l4-mr erit

VA =—a

2a -+ in inf,
ande fractio continua simplex orta est, enjus periodus duos terminos habet.
Viee versa si fractio continua simplex periodica ea indole praedita est, ut

: . ; : 2

periodus duos terminos habeat, semper aequatio locum habehit 1 b
' s a*

Est enim p — Ag'=1, atqui py==ab+ 1, qo=h, ergo (ab 4 1)* — Ab*
=1, @—A)b +2ab =0, (A—a)b—2a — o.

Ex. gr. pro A — 12 esta — 3, A—a® =3, 2a = 6, b = 2, ideoque

; : 1
vl 3 S
641
2 4 1
6 cett.

Ceterum numerns A ejusmodi, ut radix VA fractionem praebeat conti-
puam, cujus periodus duos terminos habeat, facile inveniri potest, Est enim

ft !




f1- ¥

quo loco numeri a, b restrictioni obnoxii sunt, ut h ipsum 2a metiatur.
Ex, gr. pro b= 3 numerus a valores induere potest 3, 6, 9, 12, etc.; hine
2a
e = A b, By GLGH BYED
b

-

A = 11. 40. 87. 152, 235. etc.

G.

Superest, ut casum disquiramus, in quo numeri A — a*, 2a divis. comm.
max. ah ill_“, A —a® diversum admittant. Quod si eveniat, fractio continua Lam-
bertiana methodo exorta cum fractione continua simplici respondente minime con-
Sed tamen formam simpliciorem accipiet, si theorema §. 4. ad eam applicatur,
Divisor comm. max. numerorum A—a®- 2a sit J atque

A—at— gk dacee bl

or it
gruit,

tum erit ex §. &
j\ =g -1'-- b —|-.'J'
24 ',|.._-;
b4 g
2a + etc.
Quodsi # et 2a habeant divisorem comm. max. i, ita ut sit

= yah, 2a = CuJy,

erif
]
2
/A =a ' :
] ko
o adl
[
¢ - cett.
Si porro 7 et h habeant divisorem comm. inax. &, ita ut sit
: e d:F,, o b= disk,
erit
)
T e e .
b + 3 43
¢+
d-4 0
P
d 4 cett.
Si deinde &, divisor comm, maximus numerorum J et ¢, vel
d = eth, ¢ = ey
habetur

b=




= i
VA =a- ";}—_}_ -
c +d
d o
l-_+ @
l-l_—f—v_.v-

e -+ cett,,
ubi jam § ad by, y ad ¢, & ad d, £ ad e primus est.

Quum autem sit 87 77 07 & ete, i. e. nuwmeratores continuo decrescant,
divisor comm. max. tandem unitas fiet, ex que methodi nostrae applicatione tan-
dem fractio continua evadet, in qua numerator et denominator termini cujusvis
sint numeri inter se primi.

Ex, gr. A= M, a=—806, A—a'= 8, 28 — 12, ergo =4, f=2, bh=3,
mde =D y=1, =68 =1, ergo

44 = 6 4 FI
641
31
61
3 4 ete.

Sectio I

Connexus fractionum convergentium, guae in fractione continua simpliek,
evolutione radicis nequationis secundi gradus exorta, eidem
periodorum guotienti completo respondeant.

Quomodo radix aequationis secundi gradus
fx* L gx - h=o0
scilicet g il{j—}/’_{;_"_—: 4 ()
e 5 F
in fractionem continuam simplicem periodicam evolvi possit, I1l. Legendrias in
egregio opere, quod inscribitur Théorie des nombres, Tom. I, p. 81. sqq.
edocuit,

Maximi momenti est, expressionem generalem fractionum convergentinm
reperire, quae eidem periodorum quotienti completo respondeant. Quod attinet
ad hujus problematis solutionem, animadversiones nonnullas adjicere liceat, quae
ut intelligantur, de omnibus, quibus haec superstruxi, Legendrii opus evolven-
dum est.

s 1 sebape , e . VA4S
Si periodum quotientium, quae ex evolutione quotientis completi L I-)-+—

prodeat, designamus per

iy M, Moy QL

! 3 . [,

S E
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fractionem l‘_uln'cl'gl'nl.l'n'l i|lml1{‘.nll [t proxime antecedentem per ]r—, fractiones con-

F“J ]lieﬁ [][3} t
‘_t'i:p q'(-:'js W! etc.

vergentes ultimas primae, secundae, tertiae periodi etc. per

. e h . Vi : ‘
fractionem convergentem 1ipsi E proxime antecedentem per %, fractionem deni-
' q q.

que continuam finitam

1

==
w1

(1]}

(e
o MG TR
lllll P fi o + l_{n ;
q (‘),‘) -|— s

ALy
8Bl 1D AP spy/hepyLipi

n 4

L i
per hahehitur

Est vero x = -

7 T AR £y 0 T (PR O gD
‘J('_ﬁ_ ) + 9
unde qd + q.D — fgq — fp= o0
fpld —|~ fp.D — qA 4 1g(qd 4+ 4. |)}
ideoque, quum sit [[lltniu des |1n|11|m.5] A= 1g"—
i| ||
— 1=y
ll"-’ ErE] ]J { + !l
I
'L;":-I- [L[ g |’
Quibus valoribus substitutis in relat. 1. plmljl, si brevitatis gratia ponimus
" I'J'.] L I."f A
..';, g — I_}_ —_ q'._‘ E gy 11

I‘“ ply — ’"n) — qhw

@ = qlg F su) F pfv
Hine Legendrius viam sequentem J.ng_:rvsmm est: Propter periodorum iden-
titatem est

i*! tn[r’{ 1 ”] i 1|“"]|!|
1|‘.wl e 11[|-J‘ ‘-g + lcr -U' + I"Ujl U
Ex aequationibus 4. 5. facile lmnl:um hac relationes
1 ] ) — '_}.!} I_l"“ — P
6. 2 — 9 (1) EC
g2ty 14 = 244 — vq
ubi brevitatis gratia ¢ = ¢*— Ay’
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Haec lex est, ex qua tres fractiones convergentes, (uae se proxime se-
guuntur, ab se invicem :‘u pendeant,

Numeratores p, p“%, p* .... nec non denominatores q, ' q
riem recurrentem '.lll[!"-ll.tllllllt |u|m scala relationis est -J-‘I- - e, Quarnm

doctrina innixus Legendrius statim expressionem generalem fractionum

o L]
q‘®, Se-

seriertmn

convergentium deduxit. ©)
Equidem finem mihi proposui, ut ad illarum serierum doctrinam non pro-

voeans methodum edoceam, ex qua problema nostrum facillime solvatur. Kt ini-

tium quidem ab aequatione 4 capie ndom, ex qua in genere
- (petd = p (¢ —3E¢) — ¢ hy
. }'Jlulh il IF.‘-..“ll + -E'-‘u'"] + |'1..:|' 1
Manifesto p™, q, p@+?, ¢+ formas induent
(LY (nd-1) ——
_{|: |\..| L.q, 9. i p Hi— |‘\,,_1._1 p— F‘-»-l-’ q

SURNIY : ’ W
‘ R th' == N.q + ‘li,]:r, e = N1 — Mo p
Substitutis valoribus p™, g™ ex rel. 5. In rel. 7 pl'm]llm
oD — p (K, (p— +gy) — Mouh) — glL.(9 —58y) — Ny "‘
t{l"llII = {] -f__"'."[rj'- — g i) = I wf) —|— | H r.lI - lul ) _i_ El w i,

Quae relationes i cum relat. 9 conferantur, i:.'-.h:hm tur hae aequat Hlu‘.\

K4 = K, [r||' —zguw) — Mwh, i\'hi, — Nu(p+Lgy) — Lwf.

10. i :
| = = L, -,',ur--l 4+ N,u'h, iR — 1. [ {—..:: N — K.t

Jam ut uwi!umnlm K, 1. M, N nh1-1m|t1mll- a valoribus K, — ¢ Loqy

o T I i3 L ! iR hE 2D Fi

I‘I —= anh, N, /= if _L TE W, M, — IE 1[1“ manant ex relatt, 7, initinm capien-

dom est; hine suce. adjumento rvelatt. 10. 11 ad wvalores Ky Ly, Mgy Ny Ky, L,
_ o Ligy Mgy Ny Ky, L,

M, N, ete., ascendi potest,
Animadvertens igitur relationem A — S g (h aequationes sequentes

hahebis:

h‘,_ s [‘J"' !_,'-' Jlr'f_‘._:'."j lIl" (1 [ i ";' u 1 —!—I.- i iy L T
1., h1 (g e N hy | ip - ,i,;. ) h (g -1 I e,

N, = (p+3e0) (9 + d0) — fhuy = gy Avv L 3egy +vg) = gotJevn
M, - fy I:FJ!' + =g l:":l —|— e (ip —52y) = | (gpy +wg) = by,

u'In ln[ yitatis gratia e = P + Ay, o = w g,

l}vm:it- erit
I\_;i:{-sz- _,. ihirj _Ijltr[rl'h L3 l-h'l'l-"lill - I_J I,Il?_'" .'\ i,.“..': — L
l B — II 1, I'rl S 8 1] i _|_ h ur (. e 305}
h!g.__[fil—l—llll ( +||r,.- !

M, — fv, fl;—l—' ay) - fw (gs— 5t i —4—-'-:f., — [y,
ubi brevitatis gratia g, -+ Ay Py == r,: 3 "':—i— et = Wi
*) Théorie des nombres, pag. 56
»Or il résulle de la ihéorie connue de ces suites, que si Pon fait (g 4 g A = D 4 F A
i ]
s mitier ] ¢ . v ferme Een e AR ¢ P £ .
. détant un entier queleongue, le lerme g neral demande S Sera donné par les formules

= a'd | ¥

i = ' -+ Yrdagr

.01 il ne reste plus a déterminer que les coefficiens o, bY, a¥ bt ete.t

&
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Quam quidem ratiocinationem si accuratius perspexeris, omnino has rela-
tiones locum habere intelliges: K, = ¢, — 1&g W, L, = hy, N, = @, + 58vs M,
— fw,, ubi quantitates per ¢, v designatae ita ab se invicem dependeant, ut it

12, fpaty = @ ¢ A,
|""..+1 =l g = Yo,
llE:u,”.it' relatt, 8. in sequentes mutantur
Jp = plps—m8¥e) — hqw,
L@ = plp.—+ag1) = fpy,
gquae quidem cum Legendrianis 1. ¢. pag. »7. congruunt.
Ceterum problema, quantitates g, ¥, adjumento relatt. 12, functiones ipsarum
¢, w exprimendi in sectione I. jam solvimus, unde est

13,

[y b VA Vs (9 4.1/ A

[P = 2

14. ..’Lh |f]_—+- i I_ ..‘i}“_'_'_ [p‘- -—4_"'E._."-.‘I.}n
e

Quoniam numeri p™, ¢’ non aliunde pendentes expressi sunt, nisi de
numeris p, ¢, propoesitum plane consecutus sum,

x i v
Sectio IV,
Disguisitiones nonnullne ad acquationem pt — A gt = 1 speeianies,

Quomodo aequationis p* — Aq* =1 resolutio cum evolutione radicis se-
cundi gradus J/A cohacrescat, jam in sectione . in memoriam revocavi. Hanc
aequationein, ita spectatam, ut p, g sint minimi ei satisfacientes numeri, i. e. fractio

] & - & & "
| ad primam vel ad secundam }H'F'IH!'!IEH pertineat, prout multitudo iu‘i'Iull: ter-
q

minorum par vel nnpar, |:=.-inri|:iiw' mere arithmeticis perscrutans, non modo nu-
merorum p, ( insignes proprietates cognovi, verum etiam, unico tantiim casu
excepto, criferinm -_fumh!inn reperi, utrum multitudo periodi terminorum par an
impar Sit,

[1l. Legendrium ) similiter quidem aequationem nostram perscrutatunm
esse, peritum non effugict, sed ex fonte longe altiore totam hane rem consideravi
multague nova memoratu dignissima inde deducta esse, ex ipsis, quas traditurus
sum, disquisitionibus meis elucebit.

I. Ingquiratur in aequationem

P’ — Ag* =1,
ubi A intelligitur num. quicungue impar.

1.
Caput vei resolutione aequationis in factores nititur, ita ut sub formam re-
digatur (p+1) (p—1) = Aq®, quo facto disguisitio in duas partes distribuenda.

% Théorie des nombres. Tom. I §. VIL
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(A.) Quoties p impar est, q vero par, habemus ;(p=+1) .5 (p—1) =
A.(4q)% Quodsi est & divisor comim. max. numerorum 5(p-+1), 3 q, aequationis
dextera pars per 9% divisibilis est, unde etiam sinistra, cujus factores differentiam
1 constituentes quam factorem & non simul habeant, factor j(p— 1) per &* divi-
sibilis erit. Quia igitur L (p=41), 1q formam resp. induunt $*¢,, q, habetur ae-
quatio ¢y . % (p—1) = Aq* Atqui q ad g, primus est, unde q° metitur }(p—1),
vel est 2(p—1) = q*¢,. Hine aequatio prodit g0, = A.

Quo loco facile perspicietur, num. ¢ esse divisorem comm. max. numero-
rum 4(p—1), %q.

(B.) Quoties autem p est par, q vero impar, divisore comm, ma-

ximo numerorum p -+ 1, q designato per &, ita ut sit p + 1 = #,, q = I,
erit ¢, (p — 1) = Aq? unde, quum g ad p, primus sit, p —1 = q%g,, ideo-
que ;0 — s

Ceternm perspicuum erit, ipsum q divisorem communem maximum esse
numerorum p—1, q.

Quodsi xer gy divisor comm. max. numerorum p—+1, g designatur per
%, divisor comm. max. numerorum p—1, ¢ per y, nascentur haec duo relatio-
num systemata, quorum in altero p impar, ( par, in altero p par, q impar est:

Syvstema primum, Systema secundum.
Hp+1) = ()% p+ 1 = 4o
-.1,-([.—-1} e {: ) 0, ‘p — 1 = Ko
(L9389 — 34 s — q

0y — A Oy 0y — A
'r. 3 I = (z%:)'0s = 1 ' oy = 3y 0, = 2

(Quas relationes si penitus perspexeris, sequentia facillime cognosces:

In gy stemate primo numeri g, o, ambo impares inter seque primi, ergo
numerorum i, i, alter par, alter impar amboque inter se primi,

In systemate secundo numeri oy, 0, ambo impares inter seque primi,
ergo ;, i, ambo impares, et primi inter se.

In primo casu numerus ¢ nupguam unitas esse potest, quoniam, si hoc

eveniret, haberetur (L3, — (3 #)'A = 1, ideoque p, g non essent minimi nu-
meri aequationi X* — Ay*' — 1 satisfacientes.
Postremo si est g, — 1, » el aequatio locum habet G — EN) A =—1,

multitudo 1w1'imli terminorum necessario impar erit.

]

Utrum primum systema an secundum incidat, quod scire utilissimum est,
ab indole numeri A atgque ex parte a forma pendebit, guam sinistra pars ae-
guationum (L& %0, — (A )0y = 1, 0y — o, = 2 in utrogue casu induat.
Quam formam facile reperies in memoriam reveocans, quadrafum numeri paris 2k
formiae ecsse 4k, imparis vero 4k T 1 formae 8k —+ 1.

(A.) Hine si 2, impar est, &, par, o, formam induet 4Kk 4 1. Sin 1
par, s impar, ¢, formam 4Kk—+43 induet.




Quoties igitur numerns A formae est 4m —+ 1, numeri ¢, ¢, ambo
formae esse debent 4k 41, quando 18, impar, &, par, ambo vero formae
4 k~+3, quando &, par, 3¢, impar est.

Quoties vero numerus et formae est 4m-3, numerus ¢, formamn
induit 4k =1, numerus ¢, formam 4k—-3.

(B.) Quod attinet ad systema secundum, si numeri oy, 0, ambo formam
4k 41, vel ambo formam 4k -+ 3 habent, differentia %0, — 85 g, formam in-

i duet 4k, q. I. n.
Ex quo systema secundum locum habere nequit, nisi oy, g, diversas formas
habent, i. e. numerus A formae est 4m -+ 3.
Reperies praesertim, combinationes modo sequentes incidere posse, quoties
aequatio habeatur &H'o,—dy' oy = 2
o, — Sk—+1 Fohi— 8k-5 g, — 8k <43 r:‘,:h'k-—k?
| H't::‘;]-\-—}-? fi't:Sk—i—:; n,:ﬁli—'—l f.".,:h'ik'—i—--u?
4 A— Sm+7 A — Sm—+7 A — Sm—+3 A — Sm—+3
3.
Ex paragrapho antecedente haec theoremata principalia manant:
I. Quoties A formae est 4m~-1, primum tantum systema locum ha-
bet, atque o, o, eandem formam 4k +1, vel 4k~+ 3 induunt, pri-
mam, si +34, impar, $&; par, secundam vero, si 19, par, 3
vero impar.
II. Quoties autem A formae est 4m—+ 3, tum primum, twmn secun dum
systema locum habere potest, et si illud eveniat, ¢, formae est
| Ak + 1, 0, formae 4k + 3, si hoe vero, combinationum, quas in
| 2. posuimus, aligqua exstabit.
4.
Disquisitio peculiaris formae 4m + 1 = A.
i a) Si A potestas (impar) numeri primi 4m--1 est, ob acquationem 9,0, =A,
4 ¢ quum g4, 0, Sint primi inter se, atque g, unitas esse nequeat, necessario relatio-
nes habentur o, = A, o= 1; unde manat mupmliu
' Gy — GFNA = — 1,
ex qua
@) —1 residuum quadraticum potestatis numeri primi 4m + 1,

#) multitude periodi terminorum in fractione continua ipsius
VA impear.

: . : A+ ‘
7) Quotiente aliquo completo fract. cont. designato per Ll-j—-'*, multitudine
terminorum per ,, notum est esse Dy, = Dy, unde ob aequationem

”-;‘u—-u U-EI.H'U = _Jéti-f-t}-'
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A= Didsn + ']!-[!i‘l'lli

i. e. potestas impar numeri ]:r{mi formae 4m -1 in duo sem-

yer quadrata discerpi potest.

[Toc theorema pro casu, in quo A numerus primus est formae 4m + 1, simi-
liter I1L. |,L-;fl‘!lt1!'ill.'~i *.'5 E”'”h"“'“' Idem pro guacungue potestate im]n;u'i niumeri
primi 4m 4+ 1 valere, hine geometram eflugisse videtur,

h) 8i numerus A factorem primum formae 4m-4 3 invelvit, — 1 est, ut
constat, non — residuum guadrat ipsius A, unde aequatio (5 9y)° — (G H)*' A= —1
locum habere nequit, ideoque

o) D, NUNGUAM unitas erit atque
g8) multitudo periodi terminorum par.

¢) Superest, ut casum disquiramus, in quo numeros A nullum factorem
primum 4m + 3 involvat.  Multitudinem periodi terminorum tum parem esse
posse tum imparem, compluribus exemplis illustratur, quorum haec duo afferri
liceat.

Exempl. 1. A = 13. 17 — 221
J82] =14 "r'”ml_ L
1 V2L (220
V221 —14 25 25
25 /291 + 11 Vvi291 —13
{"-"'I_ 11 1 ST 1 =
1 gfi.lf"!?r_,,_y’":'l—l;
T N 13 5 13
13 V221 + 13 | BaGroayt Sy
;f:’_"‘_l“_]}:_ i = b = ,
4 221 - dd e V221 — 14
'I.f;--'-._.-.’ — II 6 ] _’_-J T J -—}
93 V2 A o /221 — 14
291 —14 - I = 1

AITATEATLIRTALIALTTALT FLIAAAATIATAA T TAL ALY

Multitudo » in exemplo proposito est 6, i. e. par.

Exempl. 2. A= 5".143 = 325
320 — 18
V325 — 18 + 4 ’] =
1 V32 +18 . /325 —18
a befescss o PO VER LTS o dE g G
/325 —18 I = 1

ARTFVLRE TRV AT VR AIAA VRS AWLAVVRAYE

In hoe exemplo numerus x est 1, i. e, impar,

*y Théorie des nombres. Tom. L p. 71: :
Cette conclusion renferme un des plus beaux théorém
tount nombre |_||'ur||ic-r 4m 4 1 est Ia somme de denx

ps de la science des mombres savoir (B
arrés el donne en méme femps le moyen

de faire cefte décomposition d'une maniére directe ef sans aucun tdtonnement,

ai‘ ’
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Ad decidendum a priori, num muititudo « par sit an impar, ad ae-
¥ quationem X Ay? = — 1 refugiendum est, cli si per numeros infegros satis-
I fieri potest, « erit impar, par vero, si el satisfieri nequit, gquo in casn esi

Mx? Ny — 1,
] ubi M ab unitate diversus, atque M == 0, N = 0,
' Studio licet permulto nondum contigit mibhi, ut multitudinem & in hoe
! ipso casit a priori cognoscam, tamen non dubito, quin geometrae ingenii aci-
41 mine valentes totam hanc rem e tenebris, quibus obduet: videtur esse, in lucem
mox detraliant.
Ceterum e re est, afferre, ’i”“‘i in Seet. 1L § 3. reperinus, p:';ll][h.ln e~
per witm terminum habere, ideoque x Imparem esse, 1;..-m A formae sit a“+ 1,
(i pertinet , gquum nuamerus a1 factorem i‘l'i.-:iIII!l im- 3 invol-
YEer
7 5B
Disquisitio j.m'li!f:::'i;; formae A = 4m - 3.

Quoties A formae est dm ~+ 3, nunguam polest esse (o, 1, vel (F3)°
| (%) A — 1, queniam —1 nen residuum quadrat. est numeri Am -3
| unde 1n|;|uu|im -|L|m|u Iaanar:

t Multitudo terminorum periodi semper, par est, .;unli{'s ni-
! Lmerus A I'm'n:;s m dm +3 habet.®*
Scimus porro ex antecedentibus, tum primum, tum secundum systema ex-
L stare posse,
,"-';pr”J“-r antem, si- A 8§ iH‘iL\\r;J‘\.-’F'l||I|H| numeri lll'iilli ll'll--i—-".:, H{!{'I‘.IH!HH[
[: tantum systema locum h.'alu.t' inde patet, guod pro systemate primo est g;0,=— A,
fjuae |||s'n|c-::1 .u.i...mu gxstare wsmn nisi aut 0y — ] full g, — 1; at utromgque
falsum est, ergo systema secundum vi alet, pro quo 0,08 = A. Itaque debet esse
aut =1, 0, = "t. uhi A — 8Kk + 7 (ef. 2)), aut oy— \.. 0, — 1, ubi A — 8k-+3.

‘ Unde manant propositiones sequentes:

! Queties A e st potestas numeri pr i1 i .‘-.k—q—-a

Iﬁ @) est o, 1, o7 — A, uiv.uim- Sr— FFA —= 2, f11||uv 2 residunm

+1:1.‘1|!r iticum potest atis impar is numeri pr imi Sk 47,

4:* ) !.gm.u.w Vero .‘a est prote stas numeri primi S8k 3, est 0, = A,
| i, — 1, ideoque &) SFA = — 2, atque —2 residuum quadra-
ticum potestatis :mpdrlw numeri primi 8Kk + 3.

6.
Demonstratio unius partis theprematis fundamentalis ad
doctrinam numerorum spectantis,
! Si numerus A productum est duorwm numeroriii :umﬂun‘ M, N, qui
ambo sunt formae 4m—<4-1, ex praecedentibus aequatio exstal (2 )0 — ()

=1, ubi 9.0, = M N ==FAL




Quum jam nec g,, nec g, unitas esse possit, erit aut p, = M, 9, = N, aut
o, = N, p,=M, unde aequationum (13)M—GFH)EN =1, (34 )N—(39,)'M =1
aut una auat altera locum habere debet.

Si prima locum habet, manifesto M est residuam quade. ipsius N quum-

que tum (39N — (G )M = 1, atque — 1 sit non — residouwm ipsius M,
erit N non residuum ipsius M,
ya . : 1 = - .3 i a
Sin aeguatio secunda locum habet, manifesto N residuum quadr. ipsius M,
tumgque M non — residuum ipsius N. ¥
[taque si numeri M, N ambo s'j!.‘:-‘liﬂ'l!l formae 4 -3 sunt, alter erit re-
siduum quadraticum alterius, et hic ipse non residunm quadraticum illius. *)
-3
Q.

Connexus numerorum praecedentium cum fractionis continuae

elementis, cujus periodus parem terminorum
multitudinem habeat.

Vidimus in praecedentibus, multitudinemn x parem esse, quoties A factorem
| | i
[n'i:nnm Lm —|—.'§ involvat. atque parein esse posse, si A nullum factorem tliimrllzl
illinsg formae habeat,
Acecento iritur A ita, ut « sit par, consideremus fractionem continuam
i - i
Pr—t1 L
L — A {_ ; |
Qs a, + - I

Ay
r . . . Pix—1  Pie—2 c i
Valor ejus per fractiones convergentes ~, hoe mode exprimitur:
: Qi1 Yix_2
Quum facile reperiatur
| 4!“ T
1 l I pr——-LS -
an. g + == : ik
: T o g i e :
(J';
]|.'u".v[m', ut notum est
| 0 i
- 1 ’_- & :
Pix-1 i‘t'.i. T | "!'_ Pl
RREA T % ik : de—1 A ¥
Ox—1 L Qo |
1 Qi tay L= + (ii-e
: | G | '
vel factis nonnullis reductionibus, si brev. gratia ponimus
s, in quo alter numeroram primornm formam 4m—-1 habet. Tom quident M esse residunm
vel non — g mm alterius N, pront N sit residunm vel non -- residunm ipsius M, ex altera parte theore-
matis fundamentalis patet, quod ab L1l MNESia compluribus modis demonstratom est.

Totins theorematis Do renitalis Gaussins sex demonstrationes ingenio sio il n duae expo-
sifae sunt in Disq. Avithm. (Sect, V. el ¥ Sy tertin am eommentiation Ju-:'u[i.‘n'l" (Comm. Soe. reg. Gott. Vol
XY L), quarta in commenfatione .. Summatio gquarmandam sevieram singnlarinm* {(Comm. recent. Vol L), quinta

el sexta i commentatione .. 'Theorematis fundamentalis in doetrina de residuis guadreaticis demonstrationes el
amplintiones novae. Goillingae 1818.%
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1. G = apqu 2 e
ki Iy + (=) = pp G
T | Gt = Qprt U

Quum py_, et gy, inter se primi sint, numerus G divisor comm. maxi-

mus erit numerorum p, + | 13ik (it unde G = J;, si I par, at iy =83,
si L« impar.
Jam est
. 3P Aqgut = (— 13Dy,
ubi Dy, denominator quotientis medii completi, ergo ex aequationibus 2,
4. 2ppay = Uy . G

(A.) Quodsi Dy, impar est, ob relat. 4, numerum py_, metiri debet, ergo
ob relat, 3. etiam A, unde
5. A =D, A
Hine relat. 4. in hanc mutatur
L (i, [ ; :
A )= Algud = (=0,
unde manat, numeros D, A esse impares infer segue inl'iiiil!ﬁ.
Porro prima relatt. 2., si pro pu.. valor 1D3G ex rel. 5. accipiatur,

(it
in hanc mutatar 3{p._, + (— 1)*} = i)_;._.(:}). unde L {p_ (— 1)) =

A'qu . Ex quo sequitur, numerum 2 gy, divisorem comm. Imax, esse numero-
rum p; — (— D, g, Posito igitur

7. 2quy = 11,
erit

s o () - (5 = o
D

(B.) Si Dy, par est, habetur py, , = 3 1 .-G, unde 3Dy, metitur numerun
Pis-ss €rgo etiam ob rel. 3. numernm A,

Fit igitur ponendo

Dk =S
10. 1Dy .G — A qut . .

Porro est ex relat. 2: p,, + (— V¥ = 4Dy, . q), unde p, — (—1)=* =
A" qut, ideoque gy, divisor comm. max. numerorum p,, — (— 1)¥, ¢y
Ponendo igitur '

2 [— 133k D

I

11 qp = H
fit 12. 1D, . G' — A B = (— 1)p~2.
Summa harum disquisitionum haec est:
(A.)) Quoties denominator quotientis medii completi 1mpar est, habetur

G = Jy| at G = 9
e — -} }' o 0 R . :
4 ”..; — ILJnl,rn pari L z | ik ¥ .']J' )pro impari al
Qi = 'r"{ 1 2i—g — i :
i =1 A ==

(B.) Quoties vero denominator quot. med. compl. par est, habetur

am
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[ — .'.'lli at
¥y =0 - y g b
e b pra par k. 0 URPpArt T
Yiu—1 = Y| L g
==Y 4,5

Unde propositio sequitur:

Si numerus A formam 4m<-1 habet atque multitudo periodi
terminorum par est, denominator quotientis medii completi semper

impar erit.

=

Numeri py_;y oy ex praeced. formulis facillime ita determinantur:

Evolvatur fractio continua usque ad guotientem medium comple-

tum ponaturque
: G = ay qu. T 2
(A.) Quodsi denominator quotientis medii
T0S Pty Quot determinandos relationes habentur
b
ix

5 ey & (BYLA S § 5 l‘i |1

et = Qg1 G-

(B.) Sin denominator quotientis miedii completi par est, ad numeros Ps

¥ | determinandos relationes hahentur
At = 1y — 1Dy, . G*
Qi1 (ipy - U
E-l.'!.li!lt‘ numeri Pi—1y Yu—i ab solis NUmeris ¢i||;l;5i|._|,_-- [-‘=".'II‘.F|:':‘1' A B W

9.

i:imiuiﬁilfu peculiaris elementorum fractionis continuae
in medio positorum.

Ex relationibus notis J, 4+ J, 4, —a, D, D, D 4, wfis 0 D,

guotiens aliquis completus, pro n — J« hae manant
I: -—J--‘[:L . Fl:L];‘l.A.
4. Dy Dy, — A Il

(A) Quodsi Dy, impar est, erit a; par atgue Ji, ! Huo wva-
oie in aequatione . substituto mascitar Dy, Dy, — )i 2 unde
i (uat 14 t t Dy Dy, i iy {¢
per Dy, divisibilis est. '

Ponendo igitur, ut antea, A — D, A, aequatio oritur

15. “E'*if e e {lﬁl,,:)?“:'g.
ex qua est

16, *A%7 Py

'

o e
COIRpetl limpdar est, ad nume-

A—F ot ahi VAL

A




= G =

Si designamus porro per G(z) maximum numerun integrum quantitate z
2 . = : SAH T
i_'lljll}'l’l'hl'llﬂ[]lll, erit G <i—|}—lq —") — &l iden i “—I-“ T Fran et L i +1, vel
VA4 7 ap Dy et Lap Dy 4Dy, unde ;
17. YA 7 Jpo et L Iy 4 Dy
(B.) Sin Dy, par est, habetur Jy, = ay. Dy, unde B Dy, = A — ay’.
(D) vel 2Dt a0 = A —ay’. (3D ergo D, metitur numeram A, unde,
si ponimus A = D A
13, '-:“._!L|1 — A — an’. -t”_g.'
Ex hac aequatione H(‘llflli[lll' EEETE
19. A7 3Dy
A 4Ty, [T e 2
Yorr st G (L e — @1, ergo - b 't oL an + 1, 2]
Porro « D ) a1, ergo Dy, 7 Ay, et L ay 4+ 1, vel
II'.-'\_1"'|:I~ 7 ;|!_._!]-_!:_ et £ oa, D 4 Dy, illi'lII"H[' ut antea
20. VAT Jy et L Iy 4+ D

.

Casus singulares.

I. Si A est potestas numeri primi 4m - 3, denominator quotientis medii
completi impar esse nequit. Nam si esset, haberetur Dy, A =A, ergo autDy =1,
aut A' = 1. Illud fieri nequit ob indolem fractionis continuae: hoec ob relatio-
nem A 7 Dy

Itaque denominator, quem dixi, par est, ex quo A = 1D A, ergo 1Dy,
— 1, vel D;, = 2. Porro est (17.) Ju L VA et 7 YA — 2, unde Jy aut a — 1
aut a, designante a maximum infegrum radice /A comprehensum.  EX aequa-
ticne 18. a;, impar esi; ergo habemus

28 Jyp (impar) = a — 1 vel a.
‘u-:;. (impar) = J = a — 1 vel a.

[I. Si A est productum duarnm potestatum numerorum primorum vel
A = U*Vy, ubi U* £ VY, atque

(A denominator quot. med. completi impar, erit Py A = UV, erge,
quum sit A 7 Dy, Dy, = U" atque Al = Vi _

Porro est ex rel. 17. Jy, £ /A et 7 1"\ — il HEANEGenad Us" V"

Ly wvel .

22, Jy L UV et 7 Ui (Ve — U,
Numerus a;, determinatur relat. 13.

(_IL;}' Si vero Dy, par est, habetur Dy A = Vg ergo 1, — U

Porrp est . 351, P Gt o o ok = —esg SRR Y et 7 VI
— 9 wel '

23, Ty £ UBVE et 7 UV — 20U




e e

II. Inquiratur in aequationem
PP — Ag =1,
ubi A potestas ilHJ’Ji‘l[' nigmeri 2 est

Guando p* — 2°¢* — 1, vel (p+1) (p—1; = 2"¢°, numerus p impar esse
, % ] i -1 pi—il i
debet, qua re aequatio nostra in hanc mutart potest . =

2 2
: ;56 ) | 1 z
Quodsi & divisor comm. max. est pumersrum I —f: s, vel ! .|, e
Y. habetur o =t — ge=207%  Afgquiq ad p rimus est, ergo g metitur
q = Jq, habetur g;. ~—7— — 2 1% Atquiq ad ¢, primus est, ergo q* metitu
— 1 p —1 S . 1 e
= vel est 5 s |]‘4‘1_,_~ unde 0,0, 2= atgque o) =2 np =28, ubi } -|—1r

. Ounm ja i p1 P l a0 qto i S A |
—] A -E'. 111 .|”"“ &k 9 T = Uiy ] O Vi Oy " 03 — -
erit 92 — ¢*2° — 1, unde aut L — o, aut p —o0. In casu posteriore est ¢* —
il ' — —1; atqui q*--1 fermam habet 8 k42, ergo q*41 per 2** divisi-
bilis esse nequit, nisi n = 3.

Sidgitor estn 7 3, habeter

b =
i
L (h 1) (IJ V.o
1 g o/
l.l.' gn—2 ('J)i — f
)
Ponendo & — p i q, fit
onen V= Pop = G
{p= 2pt — 1
. = pP.1
h:,,"‘ i 1.

Ceterum p,, g, sunt minimi numeri aequationi x°* a2yt — 1 satisfa-

: Pos Yo | )
gientes. Nam si minores exstarent €, u, numeri 21*—1, t u aequationi satisface-
rent x'* — 2"y® — 1, quumque manifesto sit 2¢*—1 £ p, numeri p, q non essent
minimi aequationi X* — 2"y® satisfacientes.

Quum jam valores p,, ¢, pro radice 178 reperiri possint, minimi valores
aequationis p* — 2"q* — 1, sine ulla evolutione radicis 72" in fractionem conti-
nuam indagari poteruat.

Est enim - R D

'F" b s ..'. | e

1
oo TR TS R St iy B 4

v — 2 -+ : 1
4 2 . _P{-S -+ "_’,_ : 1 -+ \,f":'a E :.'-_

Ve —2 1 I 1

LA IAALAL I TAARAA LA LA L VR LR A AR VA
BFg0. P, — 9, 1, i




= ey =

[taque ex relatt. 2. habentur successive radices aequationis p*— 2° qi= 15
Tll"ll-lilt
pro n — 3y p = 4 qii="1:
w N =— 3 p="17; q - 3.
SR | o P = DTy q 51 s
STy = P GGH85T, ] - 29497,
elc. etc.

Quum aequatic p* - 28 q° — 1 resolvi nequeat, gquoties n 7 1, sequitur
cmultitudinem periodi terminorum fraet ionis continuae ra-
,dicis /2" parem ¢sse, excepto casu, in quo n — L

Exempl. A =2 = 32.

I Lt i

1
] 32+ 5 L 0N Jaapme

y 22 —5 7 : 7
7 V32 + 2 e o

v 32 2 ] : i
l V et 1y 12 — 5

1../ 399 7 T = .
T 1')-:;'_’ =D 0 - 1,-" B 5

N 3L —05 ' | St i

AL TATLATLATE AT AT I A T IAT AR AR AR AT

In hoc exemplo multitudo « est 4,

[II. Inguiratur in aequationem
pr— A qt =1,

ubi A productum potestatis 2" et numeri imparis A.

Si aequatio habetur p* — 2°A'q* = 1, vel (p41) (p—1) = 2° A ¢*, nu-
- _ . il i p-+1 p—1 : ’
merus p impar erit, quare aequatio in hane mutari potest ° ‘il_ A g =2 ‘A q.

|"TE’_ l. if, vel [J-‘li_l — 4% 0y

Quodsi est & divisor comm. maximus numerorum

¢ 4 - P -1 gr—2 A7 2 i - i . 3 : P 1
q =— ' — g Atau R 1, primis estl, ere ;
l q, erit p;. ) - 2" * A g% Atqui q ad g, prunus est], ergo Ty —
q* ¢, ideoque p,p0; — 27 A
Q3 . Fon. [f g s
Simul relationemy habemus #*p, — ~ Yo, — 1 ex qua patel, nuneros
T

{ . .
01 0y NEC NON 1y, 1 inter se primos esse.
"4l

Hinc combinationes sequentes:




[ §
| i-F', ) - I J\r_], . Apym— \l. ”. (,ir ] .'!u | \ E ]
; 2 ; FE NG i
} (2. g—"13 0 — A *A k I,J- JEOE AT — —
i o
3 T ¥ (.2 ‘i %
(3.) 0y 2o pE——U A 3 gl A 1
1 N |II
2 Y g2
||1r] ----- (g '_’ i} ‘l-.. 9 |-|'_‘g 1
E Ve i | g +
Quodsi accipiamus esse n 7 3, aequatio (2) locum habere nequit, quia
gl § R Y U o S : 5.0 (
LPE-L 1 oper 2™ divisibilis esse nequit. Deinde quum 1 ( I/) formam
L :
1k 4+ 2 hahbeat, guoties A [ormae est dm-4-1, tum ctiam ;uqu.nrn (3) exstare
nequit. Postremo quum 1+ A formam 4k 2 habeat, quoties A formae est
4m-3, tum etiam iu-|||-.'irin (4) locum hahere nequit,
! Unde pro Wsitiones sequentes:
_proj | ! )
1) 8i A formam 4m -1 habet; una harum aequationum exstabit
g (Y an2p — g,
L,
! |
(.,J);-f:' L b
.Ii 2) 81 vero A [ormae est --]-lii—f—:}, una harum
(”’IJ ‘\.‘. y—7 ._|.1 1
) ) STN=5 :
q
-. Y A
‘ 7
Veniamus nunc ad indolem numeri .,
Quia p* 4 1 utpote formae 8k - '_' le' 2" divisibilis esse nequit, quoties
n 7 1, in hoc casu aequatio p? — 2° \ 1] I resolvi nequit, gqua ex ve
Smultitudo JH"IIIH!l terminorum fractionis continuae evolu-
,tione radicis }7A exortae semper par erit, quoties A per 4
_...{lH isibilis est,
: v2g —— 5
Exempl. v28 — 5 4 :
1
i b e e
1 -y 28 —|—- 3 e g A oS 4
V28 — 5 5 3
2 Jl-, SO !
} 1 ! —|——i € V21 1
vi2s — 4 4 4
i '\-I—!- 3 V28 — 5
vis—4& : 3
3 *\ —|— : V28 J
: — — T A L
V2s — 5 | T i
ﬂ.i't: et - 4. ATAAAATIAWAAR AT AR I P AL AR ALY
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|-t

F4 sk 2 ; :
S1 porro n = 1, est et (AR J+ = Aq* vel 4k4+1 = A ¢* Quum

-

-

sit ejusdem formae, aequatio p* —2A ¢ = — 1

L |

jam, si A’ formae 4m + 3, A«
in hoc casu exstare nequit, unde
cymultitudo « semper par erit, quoties A duplum numeri im-
wparis forma 4m 4 3 pra editi.s

14 — 3
Exempl vi14 — 3 5.4 i :
1 V1443 vig — 2
T SRR e [ il
vid —3 5 ) 12 ]
5 Vid + 2 : Vi —9
7, T R e st B
2 V1d 42 vid —3
At e = di=ai)
vid —2 5 i b
2 vid 43 X AV [ O
— = — e e
V=8¢ i il 1

ATATTALIAATAT ATV A T IA T AR LAL TARA AR ALY

Si denique A est duplum numeri imparis forma 4m--1 praediti, multitudo
» tum par, tum impar esse potest, ut exempla haec docent:
= ) v 10— 3
v 10 — 3 & - 1 =

I V10 + 3 SN RTIERS

Cimees = =i ) et

710 — 3 u 1

AVTALRIALTA R IATLALT AL BLE LR R LA R AR AR LAWY

ubi « = 1.

. .o Y18 —4
V18 — 4 + --‘---—I---—_
TR+ Fill f i
—-_]—-——:-.r g8 —-4-., '-1+-—" l-——-?--
V18 —4 2 B
2 oWABAEA . 18— 4
TS —4 S i T [

AL TATIATTAAALILAAA LA LA AT EALE LR T L LAY,

ubi « — 2,

L] - - T
Sectio V.
e eonvergentia fractionum continuarum.

Convergentiae fractionum continuarum doetrinae, etiamsi vim haud mino-
rem in omnes matheseos partes exerceat, quam doctrina convergentiae serierum
4




= =

imfinitarum, tamen duo modo geometrae, quod sciam, T1I. Grunertus®) et
Schlimilehius**) operam navarunt.

Pro argumenti hujus gravitate consilium cepi, ut guod illi viri in lucem
protulerint, aceuratius perpendam atque examinem, Cui rei ut operam darem ideo
praesertim impellebar, quod quae Grunertus et Schlémilchius eruerint, inter se
dliscrepant.

Practerae Grunerti disquisitionibus innixus theoriam converzentiae {ractio-
num continuarum ulterius promovi.

Agetar tamen de iis mode fractionibus continuis. in quibus omnes termini
positivi nec non numerator et denominator termini cujusvis signo positivo prae-
diti sunt.

Tales fractiones continuas semper convergentes esse, I, Grunertus 1, e, ar-
gumentatus est.

NSed locum gquendam in demonstratione esse, qui vitio aliguo laboret, mox
tibi persuasum habebis; ad quod intelligendum ipsam  celeberrimi geometrae
demonstrationem perlustremus necesse erit,

Designemus fractionem continuam per

(f. - ol
(1.) a =
iy -f— g
a, + ¢
a; -+ ... in inf,
F w o " . 3 v . ¥ ~ ] Mol
Fota res nititur in indele differentiae duarum fractionum P Pa , quam
. & IjL IJL*1
primo accuratius perpendamus.
Ponamus
. JEEEs. SlE BN
. . G G
'\:II_EIIIH{'ETIHril'r_'.'ifIHIIIIIH NOTATUM Doy — P8 = Praey Gty Quky — Qa1 Qrey g
sme ulla difficultate relatio reperitur
_:I J";_ T | :'I" Lk :
LY [
Oy
Vol By o = — Aoy (o Bt
; Y+
Ex relatt. 1., 3. manat
: : 1. Prt1 Qe — Petheps = — (pequ — P ) g3
quum jam sit p,q — py, cyy erit ex rel. 4,
5 / ko gy fly i Oty
T ==l 1)c. — '
4y Oty
[ % i {838
thr, I 840, pag. 298 S0,




differentias 4, A,, 4,, 4,, ete., alternas positivas ac negati-
vas esse, nempe primam positivam, secundam megativam,
tertiampositivam, et sic deinceps, atque eas deinde respectu
valorum absolutorum continuo decrescere.
Jam fractio continua (f) converget, quoties valor absolutus ipsius 4,, indice
in infinitum tendente, ad limitem cifram accedat, quod si nmon eveniat, fractio
continua semper divergens erit.

Habhetur enim 3;1 S = cl;, — I;1 — oy aan Bate P — A, unde
i q 2 U ] et (x
jper additionem |I|': : I = !;—IL A ‘.L -r| ‘;‘ f? ‘|— s L J‘;.

Quum autem seriei in dextra parte positae termini inde ab secundo al-
terni positivi ac negativi sint, sola conditione
Lim. 4, — o pPro x -— 0,
_]J;.||
et
Sin conditio illa deficit, series 4, 4,, A, etc. NUnguan convergens esse potest.
Ad examinandum limitem differentiae 4, e re est, relationem 2. disquirere,
quae quidem, si -1 pro « ponitur, valorque absolutus ipsius 4, per d, desi-
gnatur, in hanc transibit:

ut notum est, conclusio efficitur, fractionem ad limitem finitim converzere.

; Uy Cyf-e
b, |?‘-‘ 1 i oL {
Tute
¥ . : : . ¥ i i
tesoluto (uq, In summam g, Fi 8t -+ Gs € habetur dy . —= &, . ———— —
(1 ITEN: TN
ER L
i ®x-f-5-
{ Aty (O Aty =+ Qo ) Ay a A Qg G gy A
|5 o ol o s Wk k-1 L il | L S k11 k-2 k—1 ““hk—f-1 A=
Porro est I I nepy B Fr/ Qe t1 it o kA -___|_’
O Cpts f L B Crte (i Cydg
unde est L 1 b |
L L o AV = e
. T TR
{ i,
Utz

Jam ut disquisitio facilior fiat, fractionem cont. () ex §. 4. Sect, I, in
aliam transformemus, in qua omnes denominatores unitati aequales, scilicet

i

1 1
() a4 . a =
iy T~ s “l-._ﬂ.,:i..z
TR L+ oyianty
dy + &y 1+ ey dgily

- 1 e
ag -+ ... i1 4 ete.

%

W
I +~ 7
1 + 7

4ﬂ




ubi in universum 3 g :
a, TR = Lt
iy dy {1

Hinc fit relat. 7.

9. tI'.L J-1 i j‘ 3,
: l—|—zn
Auctore Grunerto ponamus O = &g . Lyjs, L'i'g = Ot Lapay ete diaci
= Ougps- L o unde erit &, 4., = 0. Ligsliys ceee Dagy, !
Jam limes produeti Loy, Ly 5 Ly, examinandus est. Ad hunc finem
quod ex conditionibus
Zi-ta ; Lyta
l. s S M s : , et
hlz—"Jr‘i’*aiz g & L+ % s

concludi possit videamus,

Lytp

: : & Pty e

kpr EADMGUE UNitate semper MINOrem 1psam unitatem limitem habere,

. Quoties z,y,, indice , In infinitum erescente, quantitatem aliquam fini-

tam non superet, una :[Il:miiiu[r;m Piboy Zrfar Byfgy »-0s 1MAD (ima  erit, fjuam dlesi-
i |1r AR A ¥/

gnemus per z, Lnde fractionum B W "i—?u.:. ... INAXIma 7 ideo-
i e tin : /

que productum (!_; : ) (Ii‘l‘ ) (] _' .il. ) L (i_:?_;}""‘: potestas au-
Ly Yo Ly

Primum perspicuum erit, [ractionem co majorem fore, guo major

sit 7

tem ad limitem cifram convergit, ergo etiam illud productum. Hine

ZTNG
(7s)
etiam cifra limes est l||m|.\l|i| '\':-'l'ki’: gefogl s < {-i'w- i. e. differentiae Oiongs

Kt hactenus fq uidem nulli dubitationi obnoxium est, quin omnes conclusio-
nes nostrae yverae sint. Jam vero wvitium .||III:III.‘-[:anIJHi.i. n'l|_|':'|.~c stupra mentionem
feei, incipit.

[I. Si quantitas z,4 . simul cum p in infinitum erescit, quo in casu fractio

: 1
“itp - " ad

1
oy 14—

tes: Litas Ly, Lipes oeiss [ractionem quandam genuinam X superare nequeunt,

unitatem limitem tendit, ex Grunerti sententia quantita-

T VI hhace - Tty
Quod falsum est. Etiamsi enim est L, £ e atque !
: I_e_?"». i » 1 _1I_I‘f'i. } "

rn:lu-l';ii', |!i‘|5]u[n]|]l]H ii:\'ii l!liil'l[ilil‘-{ i.,” .'|'.1 l':|1||[L'|l: |E|1:i|4':|| | |4':|r||-1'g- lm[pgl.
quod si eveniat, quamcungue [ractionem genuinam superabit.

i
|_|.——I : 1] : : s
/ , tamen ambae fractiones ad eundem limitem

ad limitem 1

Etsi v. ec. est

I convergunt.™)

*) Falsa haece I Gronerii eonclusio ab indiligente ad notionem infiniti speetanie sermone oria esse
) ! I i f

videtur, enjus culpam ingignis noster geometra aliag non meret: immo stilus ejus maximae ]l'-'l':~[:i1'|li|:|li.- testi-
monium prachet,
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Jam ex primo casu hoc theorema habemus :
Fractio continua (f) convergens erit, quoties quantitas

Cpf1

iy Ay 4y
& in infinitum crescente, quantitatem aliquam finitam non
wsuperet, vel quod idem valet, si habetur

i iILH.l_ T L
Lim. - EL w66

o
[loc ipsum theorema I1l. Schlimilchius in opere suo enunciavit egregio
quidem sed in eo, ut puto, reprehendendo, quod nusquam auctorum rerum men-
tio facta sit.
Quum Schlémilchius eandem fere viam, quam Grunertus, ingressus sit, ne-
que hujus geometrae disguisitionum meminerit, eas non videtur cognovisse,

L)

-

Disquisitio casus, in quo 7z, in infinitum crescit.

Quum ex praecedentibus habeatur

& il ] ) ( L t-a )
B L0y . = =] e T a
k--p—1 I —|‘—'f:-_ ! 3 1 __%__ZL | )

fractio continua convergens erit, quoties productum

(o) () ()

gquod ita etiam exhiberi potest

{eterom in hoe seenndo easn |1£~J|I|i?€i|£'ll;l' simzrlari apuns essc, inde l\-."-t'i'l. Ii_l{l'lt |H'lll:lli'llllll
i

PR s PNy |
\ld-zkie) \ 142 ‘-\‘I k' }'-'-h.'l::l """""""

revera ad limitem finitum ab cilva diversum convergere potest. Quod hoe fere exemplo illnstratur.
Productim
fif e I 1™ l:” I I \I 3 ] 13 24
! i -~ § AN A —= 7" Jssans . . y w mssea
5 ] T /SN =/ I b IG 25

R e R A T

limitem habet

Noam ex nota formuola

" 1 7 ! ™
sin X X (] x ) "rF X ([ | e PP
\ 2 o= 2
sequitur
v 1 Lid 01 | SIS
{1 ) .‘f-l ) I\1 \ LS (pro x = 1).
L% i 7 N ISR 4 16 ./ xx({l—x?%)
Quum ]||LI]||. fractionis numerator el denominator pro- x I evanescant, ambo differentiandi sani,
unde i
SN @ X : 1 FCO5 TEX 13 2 :
[pro X = ] - - - i X — = -
tX (1—x2) I / Py o+ (] \'_';l{l : 4 2oy 2
Quum igitur sit
g2 N 7 Bk N
" e ;
Pl k L B T /I L\l + zkia s

atque dextera pars non semper ad cilram limitem aeecedat, concludi nequit, dkip—1 cifram limitem habere.
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(1 LN bV (I ‘
\ L=’/ N |~ % 54 I+zk|,)""'
ad limitem cifram aceedat,
Disquiramus nune in omni genere productum
P =1 s (L =ug) (L =botg) o2 3,
uhbi I]IIElIIliHLlI'h‘ Uy Wy Uy oo.., (Uoties negativae sint, unitatein superare non de-
bent; nam productum convergere nequit, nisi omnes factores positivi sunt, !
Sponte guasi hae primae propositiones se praehent:
a) Si factor 1—~u, cifram limitem habet, ad hune ipsum limitem produc-
tum P accedet.
@) Si T+u, ad limitem unitate minorem accedit, etiamtum productum P
ad limitem cifram converget.
y) S 1--u, in infinitum tendit, ipsum productum in infinitum crescet.
¢) 81 1+u, ad limitem unitate majorem convergit, productum in infini-
tum crescet,
Superest, ut casum disquiramus, in quo 1—4-u, ad limitem 1 vel u, ad li-
mitem cifram accedat.
Tum convercentia }!:'rh[l:r?i ad :'rrl]\t'i'_',,{1'l|!i.'J|]| serierum 1-.:-,-]1|L'i1|r]'. |[:|;”|||“
gjus lorarithmuas :u-ri;ail:l:',
Est enim
log. P = log. (14u,) 4+ log. (14-w,) + log. (14u,) ete.
Besolutis |u:,;_‘.'1|‘iT|1|lli.~< his in series convergentes, seilicet
log. (14-u,) == u, — *u’ 4+ 1Tu’ — .....
log, (14-1,44) = U4, g L T T
log. (1+Upfmat) = Upgu 1 — FU .20 + ;1;“..|-.;f‘| ~=
habetur
i, log. (1 4-1u) . ;
- 3 T T e e e e
1,
Unpe — log. (T +u0p) '
l|.|:i ey P L B
Upgy — log. (1 4-u gy, ) | : -
= I = = .-_'i = s e '_'- e, o IJ" | LU 1 + """
II".J," 1

unde patet, quamque fractionum in sinistra pacte positarum ad limitemn + conver-
gere, 8i index in infinitum tendat

Ex theoria quantitatum mediarum (Mittelgedfen) theorema no-
tum est:

w1 a, a4, a’, ete. sunt quantitates quaelibet, by b, b, ete. vero eodem signo
a4 —a elc ;

yraeditae, fractio & ————;
I 4 b+b9 b etc

quantitas -media est inter fractiones singulas

a a a

b’ 1

efe,
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Quod thegrema si ad nostrum casum: applicemus, fractio

k—ntm—1 k==n4+m—1
=, log. (1 4-u,)
(A === =iy, 2
=t
X 4 ; : 5 k—mn
quantitas media est inter fractiones

u, — log. (14w} ., — log. (L=1,4-) Vit p—ilogs =g L
ut v 0,y U2y .

Quae quum limitem § habeant, facile patebit, etiam fractionis (a) limitem
L'nde manat
k==nm—1 k—nim=1 L
(b.) Lim. = log. (14u) = Lim. =n, — LEim =u>
- Pt k=1 P k—1
Hine .'a-!'liltl'rll."s [II'IFEFHHIIIHH!'.‘\' habemns:
I. Si series

[ S et U (A)
[t 018 e | ol | it o (B)
ambae convergentes sunt, pro ductum
(L—+u) (I 4u) (14 u (C)
ad limitem Finitum ab cifra diversum ¢ ereetl,

2)
Oy
II. Siseries (A) convergens est, (B)

tum (C) cifram limitem habebit.

i

vero divergens, produc-

I[1I. Si series (A) divergens est, (B) vero convergens, produc-
tinm ['f] vel cifram vel infinitam limitem habebit, |1.rnul' Sumima se-

riei (A) est - o vel - w0,

IV. Si series (A) convergens est ominesq '

JI!l' tandem fl'l'll]i]!i ef-

dem signo praediti sunt, manifesto etiam (B) convergens erit, unde

(L) productum (C) ad limitem Finitum ab cifra diversum tendet.

Restat casus, in o ambae series (A)

{(B) diy ergentes sunt. Tum ad-

jumento aequationis (b) de convergentia vel divergentia producti decidi nequit.

Magnae autem utilitatis propositio haee erit:

Y. Siseries (A) divergens est, omnesque tandem termini eo-
lem signo praediti sunt, produetum (€) cifram vel infinitum limi-

tem habebit, prout omnes termini negativi vel positivi fiant.
Demonstratio,
¢) Omnes termini fiant positivi.
Fractiones

log. (1+4+u,) log. (14 u.q,)
u, ! u

e e

|||I_
ad limitem 1 tendunt, ut facile per cale. different. patet, ergo etiam quantitas

SAE i
media inter eas
k=n+m—I1

Zlog. (14u)




—_— il B T

S

S R

ad limitem 1 converget. Cujus fractionis quum denominator pro n = o non
evanescat, etiam numerator non evanescet, unde log. (1 +u,) 4+ log. (1 4+ u;)
_____ = log. (C) = =, ideoque productum (€) = <.

#) Casus, in quo omnes termini negativi fiunt, ad primum reducitur.
Applicemus nune, quae mode ernimus, aill convergentiam producti

(I-.I+‘L|2> ( E—L—Ix|.j <l_1+h|a/f -----

GQuum termini u,, Uy, Uy .... eodem signo praediti sint, quoties series (A)
convergat, etiam (B) minut;::m- erit, ideoque limes produeti non cifra (I), unde
casus L, et Il sunt excludendi.

Itague ex V. hoc theorema habemus:

Fractio continua (f) convergens erit, quoties quantitas

I'-‘_'ll 1
xt1 = ; ,l
ey ll:._.i_l
in infinitum crescat, simulque series
1 1 |

]"|—;".,-_|i| f—f—x-”'i 1—}-'1".!‘.'11
divergens sit.

Ex hoc theoremate ex. gr. fractio continua convergens est

1
1+

oy ) =1

-+ 3 :
W e o
1 + in inf.

Serihebam Sundiae 4. 22, m. Jul. &, MDCCCXLY.
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