
iJt varias fractionum continuaruin disquisitiones hujus Jibelü argumentum elige-
rem, studio et amore potissirnum doctrinae numerorum impulsus esse mihi vidcor,
quippe quae arcte cum illa doctrina cohaereat. Quantam autem voluptatem hujus
arithnietieae sublimioris partis Studium afferat, nemo non ignoret, qui in ea non
medioeriter versatus est. Quum igitur abbinc tres annos doctrinae fractionum
continuarum nie dederim novaque quaedam attentione, ut puto, non plane indigna
repererim, yigiliarum jam fruetus in lUcein edere constitui.

Distribui totain materiam in secliones quinque, quae ab se in yicem non
pendent, quarumque ultimas duas gravissimas puto. Quod sit earum cujusque ar¬
gumentum, id ipsum opus te edocebit.

8 e c t i o I.
( »nni'Mi» ä'raetiomais» canvcrgentium, ijiiae in IVaPtioiic «»ntiiiua staug>]Sei

evoiaationc ruiüfix /A p\orta eitiem j|U'i'io<lurtiin (juotienti
rompu-t« s-cs}j()it<k'Hiii,

Satis notum est, evolutione rauicis f/ A, designante A numerum queneunque
integrum, fractionem periodicam hujus formae oriri

y\ — a -f -L 1
a i T" a _|_ i

a„ + ••• + -L i
2a+ —1 a, -j- etc.

ita ut periodus a quotiente secundo ineipiens quotiente, qui est duplum numeri
maxinii integri a, radice "j/A comprehcnsi, terminetur. Designemus fractioncs con-

yergentes per -, —, —, etc. atque inultitudinem periodi terminoruin per k.q q, q .j
Maxinii hic momenti sunt fractioncs ÜAd, e tc., paenultimo cujus-

qk—i qzk—t q 3k-i

quo periodi quotienti respondentes, quaruin quaelibet in m ,a periodo posita,
q mk—i

aequationi satisfaciat
x 8 — Ay s = (— l). mk

Vice versa q uum, si integri x, y aequationi satisfaciant x 8 — Ay* = + 1,
X.

fractio— inter fractioncs convergentes radicis ]/A occurrere debeat*), hujus ipsius
y . ... .

aequationis solutio a sola evolutione radicis j/A in fractionem continuam sun-
plicem pendebit.

Quando igitur k est numerus par, aequatäo quidem x 8 — Av 2 = — 1 re-
fcolvi nequit, baec vero x" — Ay 8 = ~f- i fractionibus convergentibus omnium pe-
riodorum resolvitur.

*) Legendre Theorie dies aombres. Trois. e-dit. Paris 583©., f. 25. ssjq.
1



Sin k est numerus impar, fractiones convergentes periodorum imparis or-
dinis aequationi primae, secundae vero fractiones periodorum paris ordinis satis-
facient.

Itaque ut omnes aequationis x 4 — Ay 4 — +. 1 radices inveniantur, functio-
n . IDp < l) mk 1 • • •ncm quaeri oportet mter fractiones £i_i, 1 , quarum prima mmimas aequationis

Qk—1 ^Jmk —1
commemoratae radices comprehendit. Cujus solvendi problematis III. Legen¬
dr ins*) liac fere methodo usus est:

Quoniam numeri aequationibus determinati
x -f- y yA = (p k_, + q k_i T/A)'"
x — y yA = (p k_t — q k_i yA) m ,

qui sunt
(Pk-t + qk_i yA) m + (Pk-.t — qk-i yA)' n

(a)
X - o

(pk -i q k_i "]/Aj"' ■ (pk -t '|k -i j/Aj"
5 ' — 2 yA

manifesto aequationi x 4 — Ay 4 — (—l)" >k satisfaciant, atque fractiones convergen¬
tes sunt versus yA, III. Legendrius nulli dubitationi obnoxium esse arbitrari vi-
detur, vaiores eos, quos numeri x, y pro m — 2, 3, 4 etc, iiiduant, ipsas esse
fractiones convergentes in secunda, tertia, quarta periodo etc. positas. Quod quum
argumentatione nostra minime explanetur, utilissimum esse visum est, dubitatio-

X
nein hujus rei eximere ac demonstrare fractionem —, cujus numerator et de-

nominator sint vaiores (a), Semper fractionem convergentein versus radicem j/A
eam fore, quae paenultimo m'" periodi quotienti respondeat.

Ad hunc finem problema nobis generale proponimus:

„per fractiones convergentes —, P mk ~ 1J quarum altera in prima, alteraQ;. qmk-1

„in m la periodo est, fractionem convergentein Pmk "P ,-> quae in m-f-l ,a pe-«jmk+^
„riodo, determinandi."

Quum sit a k = 2a, ergo
a 4- 1 1 — pi- + a(p

T) C ib. + a(iA ,

Pmk—1 l J '1~ Pmk--h. — V qj. ./crit Pmk "P;- = ^ ^ ^ ~f~ ( a fmk —I ~j~ Pmk— t)
f P;. + aq A ~ q, -f (aq mk_, + q„k-») q A

q mk—1 ^ q_ J ~t~ qmk— 8

*) Theorie des nombres, pag 56. sqq.



Est autem ap mk_, + p mk__ä — A q hlk _„ a q mk_, + q mk„ s = p mk _„ quod facile

patebit, ideoque habetur

3>mk+;. _ p„,k-i|q + q .nk-iAq;

'jmk-j-/ ( |mk- ( j'i fnk—l Q)CC (X

Qua aequatione exhibita per — — —7, ubi a, ß numeri iriter se primi, se-

quenti modo probari potest, esse a = a, ß = /?'.

Facile reperitur a* — ß'\ = (p/ — Aq/) (p m2k_ t — Aq/ k_,) — (— l) mk

(p/ — Aq/). Quodsi est. a — da, ß' — dß, habetur a~ — /5' 2 = i) 2 (cd — /3),

ergo d* (a* — ß*) = (— l)" ,k (p/— Aq/). Atqui est cd— ß * = (— l) mk (p/ — Ap/),

unde d — 1, i. c. a — a, ß = ß',

Jtaque habemus

1- pmk+;. — p„,k_i P;. -f- q„,k-i A q ;

-• (lmk+;. = <(mk-l P;. 4" Pmk-i q;.,

quae aequatioues pro /. — k _ t in sequentes transeuiit:

P(m+r)k—t — Pmk—lPk—1 "I" q mk—1 Aq k_l

'J(in j" 1) k—1 'liiiU—1 ]'k—1 j pmk—1 qk—1?

vel, si brevitatis gratia ponimus p rot _ t = g m , q 11>kL_ t =
1) Ü' j < " -4- h A iiJ — ob'« 1 ua 11,1

b m , p k_i = g, q k_i — b:

2) h m+ i = gh m + b Ö "**

Adjumento harum aequatiomim funetionem inter fractiones
fem

^^ , quaeramus.

1, m = 2, m = 3, etc., valorcsMcthodus prima. Si ponimus succ, m

sequentes prodibunt

g« = S s + Ah 2

ga = g ! + 3g Ah 8

gk = g 4 + 6g 2 Ah 2 + W

g 5 = g 5 + 10g 3 Air + 5 g A 4 h 4
etc.

Unde facile perspicitur, numeros g ra , h„

3.

4*-* ""m &

ubi K mä , l\ m4 , etc., L ml , L ra|S , etc. sunt funetiones quaedam numeri m, quas deter-

minari oportet.

Quem ad finem mutationem videamus, quam funetiones K m,n , L mn subeunt,

quando m in m -f- 1 mutatur.

Quodsi primum in aequationibus 3, 4 pro m ponitur ni + 1, ac deinde g mq- t ,

aequationibus 1, 2, 3, 4, deternrinantur, bae relationes habebuntur

K = 4g h

h, = 3g 2 h + Ah 3

h 4 = 4g 3 h -j- 4gAli s

h 5 = 5g 4 h -j- 10g 2 Ali 3 -f- A 2 h 5
etc.

has formas induere:

g m = g m + K m, g-*Ald + K m4 g ra~ 4 A 2 h 4 + K m>6 g»-*A'h 6 + etc.

b,„ = L m l Jt n' _1 b + L m3 g m_3 Ah 3 + L ra)5 g m- 5 A 2 h a -f etc.,

^ra-f-1,2 -b-m.8 | ^ "r.,i

bk m+t,4 b"„. |4 -{- L„, )S

etc.

= Fi»,! "f" 1

^«-(-1,3 = I J m S -j- K m>i

L raq-i,is =: F, njä -}-
etc.



quae quam eodem modo ab se invicem dependeant ut coefficientes binomiales,
videamus necesse est, atrum functiones nostrae revera coefficientes binomiales sint
pro m = 2. Qaod verum est, quia g 2 — g 2 4 Ab 2, b 2 — 2gh, ideoque Kt) „ — 1 —2-,
I 2 — 2,.

Xj<1| —— 1

Itaque habemus in genereK mM =m 2J , —m S(y_f_„ unde ob aequationes 3,4:
5. g m =rg" + ni»gm- 8 A ;li l + l^g^A'h 4 -j- rn Gg m- 6 A 3 h 6 4 etc.
G. b m = m 4 g"1- 1 h -f- m 3 g'— 3 Ali 3 -f- m 5 g" 1- 5 A 2 Ii 3 -j- etc.

Quibus valoribus, sub forma irrationali ita exhibitis
7 „ (g +hl/Ar + (g-hyAr
' • bm .)

« h (g + h yA) m l(g-hi/Ar
m_ 2yA,

in aeqaationibus 1) et 2) substitutis, numeri p rak+r, q mt +;. habebuntur functiones
numeroram p k_ 4, q k_ 4, p;., q;..

Methodas secanda. Exhibeantur aequationes g g== g*.-f-Ah*, h 2 —2gh,
sub forma irrationali

2gj — (g + hyA) 1 4- (g — hyA)*
2l MAi = (g + b^A) 3 - (g-h/A)*.

Multiplicando primam aeqaationem per g, secundain per h/~A, ex relat.
1) prodibit 2g 3 = (g-f-hyTA) 3 4- ig — h/A.) 3 ; multiplicando vero secundain per
g, primam per hyAA fit ex relat". 2) 2h 3 /"A= (g-j-Ii y/~A) 3 — (g — li/~A) 3.

Manifesto ex ultimis daabus aeqaationibus simili modo, ut ipsae ortae sunt,
bae novae prodibunt 2g 4== (g-f-b/"A) 4 -f- (g —hy^A) 4 ; 2h 4 y/A. [— (g-j-h/A) 4 —
(g — h y/~A) 4 et sie porro.

Itaque revera in geliere aequationes 7. et S. habentur.

8 e c t i o II.
De lnetltoilo railicis sccuiidi jyrndiiM y".% in fracüunnu coiitinuaiii

evchenilac ('oisiiiiodi^sima.
In opere Lambertiano, quod inscribitur „^Beitrage jum ©efuaucf) bei*

iKatbcmatif," methodum olim legi, radicem /~A, denotante A integrum queneun-
que, in fractionem continuam evolvendi, quam quidem utpote commodissimam
accuratius in hac sectione perscrutaturiis sum.

Discerpta etenim radice y/"A in summam a-j-y, ubi intelligitur a maximus
^ a e

integer radice comprehensus, habetur A — a 2 4 2av 4 y 2, unde y = ,2a-j-y
ideoque ^ a !

1. /A = a -f- 2a4j 4A — a 2
2 a 4- A — a 2

2a4- 4 A — a 2
- a +y>

ubi multitudo terminorum fractionis conti'nuae indeterininata est.



Primum disquirendum est, nurn lvaec fractio continua, residuo y negleeto,

in infinitum continuata ad lim item A convergat. Consideremus ideo fractionem

continuam generaliorem

a 2 + + «n

a„-f y„,

et designemns fractiones partiarias per —, —, —, etc.
q qi q*

Notuni est esse x — P"- 1 ( a nH-yjH- p n_2 ^ quuin sit p„_,a n -+- p n_ 2'a,
q„_l t a n H- y ij -+- q„-2 a n

= Pn5 q .._l a n ~l-q n-2 ß n — q n ;

2 x — P" "+~ P"-i
q n -+- q n_i y n

Unde manat

q ß ^ Pn CPn—1 qn P" fin—t) n
q„ q n (q» -+- q„_i y„)

1 y -Xf Pn—1 Pn q n—1 Pn—1 fint' n i A " -v?
q n_i q n_i (qnH-qn-iyj

ideoque

5 A a=!y.>J• r, —.— J n'
0 ,-1 qn

Hinc facile Sequilar

d n = (— i)"" 1 <5i. ~-.y 2 y 3 y*.. y„.
l n

... i, Pi Oj a a t -+- a, ^i-f-yj
Atqui est dj zzz x — -— a —t— — ~ — , ( —y qi (P

1 qi a, H-jq a, a^H-yO

«iYi a \ a \ }'i j v

== - —g-5 porro y = —L_, yy t = — l-f—, unde yy, - q t d t , ergo exa,-hyi aj-f-yj a,-+-}q

praecedentibus

6. d n = (— l) n 4-. yy, y 2 y„
l n

Quodsi ponimus x — /~A atcpie y —: y, = y t = etc. — /"A — a, ex for-

mula 6. erit

7. yT A — — = (— 1)". — C/-A — a)"+ 4
C(n ^(n

Quum jam sit y fractio genuina atque manifesto q ft in infinitum crescafc,

differentia yTA — —, indice 11 in infinitiun tendente, non solum Semper diminue-
fin

tur, sed eifram limitem habebit, unde



2 a -l- A — A

2a-t- A — a 2

2 an- in infinit um.

^ a s

Ceteruni quia est VA — a / —?r^~' e " t respectu valoris absoluti

VA-* y +i
q. q. V 2a J

2.

Yalores independenties fractionum convergentimn lioc modo inveniuntur:

Quando in relatione 2. accipitur y n ±=VA — a, x ~ VA, habetur

(q. - a q n_! — p„—i) VA = p n — ap n_! — q„_, A,
unde

9. p„ a -4- Aq„_ ( .

10. q 11r=aq n_ 1 -f- p n—i-

Quiini bae aequationes ex aequationibus 1) et 2) Sect. 1. prodeant ponendo

g — a, h = 1, in — n — 1, propter relationes 7., 8. Sect. I. valores independentes
habentur

(a H- \/A) n -+- (a — VA)'
11. p._, =

ltl „ ' _ (a-hv/A)"- (a.-VA)"

q,.-i — 2 VA

Ex aequationibus 9., 10. manat

13. p n q„_t — Pn—i q n — — (p.-i* — Aq

Porro est, ut facile invenitur,

p„ = 2 a . pn_i -+-(A —a s )p„_ 2

q» — 2a. q„_ 1 -H(A — a 2)q^,

unde p„q„ _i — p„_ t q„ = — (A—a 2) (p„_ t q„_ s — p n_, q„_,). Quuni jam Sit p t q — p q,
_ Ä n 2 Pl I*1f"

14. Pnqn-, - p.-,q. = (—lr'CA-a 3)",

ergo ex relat. 13.

15. P.V- Aq^' = (— 1)"(A — a 2)" — (a 2 — A)°.

3.

Quando A — a 2 = 1, fractio continua 1. in fractionem continuam simplicem

fcransibit.
VA = . 1

2a-t-in int.
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Vice versa si fractionis continuae simplicis periodus unicum terminum
comprehendil, Semper aequatio Iocum habebit A — a* = 1.

1 1
Est enim \/A=aH~- — a H - r , »nde (VA—a)(>/A-}-a)

2a-+-(\/A— a) a -t- \/A 1 v y
— 1, i. c. A — a*— 1.

Praebebunt igitur radices
\Z2, Vo, \/10, v/17, v/2G, \/37, v/50, v'G5, etc.

fractiones continuas simplices, quarum periodus unum modo terminum habet.

4.

Quoties in fractione continua 1. numerator A — a* et denominator 2 a divi-
sorem comni. max. habent, in aliam transformari potest ea indole pracditam, ut
numerator et denominator termini cujusvis numeri inter se primi sint. Methodius
huc spectans sequenti propositione nititur.

„Fractionis alicujus continuae fractiones convergentes eosdem valores
„retinent, quando numerator et denominator termini cujusvis nec non
„numerator proxime sequentis termini per eandem quantitatem multipli-
„catur vci dividitur."

Exempli gratia est
a,a-f-
°

a» —I- ß 3

dt
a,

■Z« 3
za. •Zfi 4

a 4 -t- «5
etc.

Quod ita demonstro
D<

resp. per

a 5 -f-etc.

ambarum f'ractionum centin uarum

P j\ ,
Q' Q,' Q,' '

P p P p p 'p
Primum per se patet, esse — —, j-j — —, 1 __ xl it a u t j n aequa-

1 Q q Qi q. Q* q« *
tione quaque et numeratores et denominatores sint aequales.

Porro est

Denotenms fractiones convergentes

P, Pi, £i, etc.
q q. q.

p 3 — p, a 3 -h p, a 3
P 3 = Pi(/'a 3) -p P,(z a 3) = (p*a 3 H-p, a 3)z

= p 3 z
linde

Pj p 3 z
Qa ~ q 3 z

q 3 = q 2 a 3 -+- q 4 « 3
Q 3=rQ 3 (za 3) Q, (z a 3) = (q,a 3 +• qiß 3)z

= q 3 z,

Jh
qa"
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Deinde est
P 4 =r P 3 a 4 -J- P s (z« 4) = (p 3 a 4 -j- p*cc 4)z | Q* = Q 3 a 4 -f Q s (z a 4) 3= (q 3 a 4 -t-q s a 4) z

Müde
= P4Z = q 4 z,

p 4 z _ p 4
Qd q*z q 4

Postremo est
P a — P 4 a ä + P;. or5 — (p 4 a 5 + p 3 k 5) z

= Pä^
unde

P= _ _PÖZ __ Pa
Qa q^K q 5

Eodeai modo perspicitur fore

Qs — Qi a s 4 Q 3 ß ä — (q 4 a 5 -j- q 3 a 5) z
= q 5 7.

P« __ p 6 y'
QG qG 7.

—
qc Q 7 r i q 7 z

p 7 z _ ]),
<b'

, etc.

9.

Quodsi in fractione continua 1. A — a* metitur 2 a, vel si est
2a .

t s — »A — a*
ex theoremate praecedente erät

/* 1v/A = a 4 b + 1
2 a 4 1

b 4- 1

2 a 4- in inf.,
unde fr actio continua simples orta est, cujus periodus duos terminos habet.

Y ice versa si fractio continua simples periodica ea indole praedita est, ut
2 g

periodus duos terminos habeat, Semper aequatio locum habebit ^ ^ = b.
Est eniin p, ä — A q t 2 = 1, atqui p t -ab + 1, q, = b, ergo (ab 4 l) s — Ab*

— 1, (a*— A)b* + 2ab — o, (A — aä) b— 2 a = o.
Ex. gr. pro A — 12 est a — 3, A — a 5 — 3, 2 a = 6, b — 2, ideoque

v /.2=3 + ¥ri
6 -f- 1

2 4- I
6 cett.

Ceteruni numerus A ejusmddi, ut radix VA. fractionem praebeat conti-
miam, cujus periodus duos terminos habeat, facile inveniri potest. Est enim



a* +
2 a
TT'

quo loco numeri a, b restrictioni obnoxii sunt, ut b ipsum 2a metiatur.
Ex, gr. pro b= 3 numerus a valores induere potest 3, 6, 9, 12, etc.; liinc

~ — 2, 4, 6, 8, etc., ergo
A — 11. 40. 87. 152. 235. etc.

Superest, ut casum disquiramus, in (pio numeri A— a% 2 a divis. comm.
max. ab ipso A — a 2 diversum admittant. Quod si eveniat, fräctio continua Lam¬
bertiana methodo exorta cum fractione continua simplici respondente minime con-
gruit. Sed tarnen formam simpliciotem accipiet, si theorema §. 4. ad eam applicatur.

Divisor coinm. max. numerorum A — a 2, 2a sit d- atque
A — a 2 = /? d-, 2a = b ;

tum erit ex §. 4.

"j/ A ä +
ß
b + ß

2 a —j—/9
b+ß

2 a -f- etc.
Quodsi ß et 2 a habeant divisorem comm. max. d-„ ita ut sit

ß — yd-,, 2a = cd-,,
erit

Y A = a +
ß
b + y

c + y
b + y

c -j- cett.
Si porro y et b habeant divisorem comm. max. d- s , ita ut sit

y — d&„ b — d d j,
erit

"j/ A = a +
ß
b + y

c —J- ö
d + d

c -J— d
d + cett.

Si deinde divisor comm. maximus numerorum d et c, vel

habetur
ed- 3, c = ed- 3,
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VA = a +
b -f- 7

c -j— 8
d+e

e + e
d -f-e

e + cett.,
ubi jam ß ad b, 7 ad c, 8 ad d, e ad e primus est.

Quum autem sit ß"J y ~] 8~] e, etc., i. e. numeratores continuo decrescant,
divisor comm. max. tandem unitas fiet, ex quo methodi nostrae applicatione tan-
dem fractio continua evadet, in qua numerator et denominator tennini cujusyis
sint numeri inter se primi.

Ex. gr. A = 44, a == 6, A — a* = 8, 2 a = 12, ergo 8 = 4, /9 = 2, b = 3,
unde = 2, 7=1, c = 6, 3, = 1, ergo

y 4 4 = 6 + |-p
0 + 1

3+1
6 + 1

3 + etc.

Sectio III.
Coniiexus fraetionum coiivcrgenlium, qua« Ii* f'ractione eoiitiima Hitn|>lirl,

evolutioite radicls aei|iiatioiik seetmtli grailus exorta, eitlen*
periotloi'um «jiiolicitti eumjtleto respomleaiit.

Quomodo radix aequationis secundi gradus
fx 1 + gx + Ii = o

scilicet __ — g + ~]/(g'— 4fli)x
2 f

in fractionem continuam simplicem periodicam evolvi possit, III. Legendrius in
egregio opere, quod inscribitur Theorie des nornbres, Tom. I., p. 81. sqq.
edocuit.

Maximi momenti est, expressionem generalem fraetionum convergentium
reperire, quae eidem periodorum quotienti completo respondeant. Quod attinet
ad hujus pröblematis Solutionen), animadversiones nonnullas adjicere liceat, quae
ut intelligantur, de Omnibus, quibus Iiaec superstruxi, Legendrii opus evolven-
dum est.

Si periodum quotientium, quae ex evolutione quotientis completi
prodeat, designamus per* tu irr

fl, fi, , fl , [l , .... 0).

4

r
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fractionem convergentem quotienti // proxime antecedentem per —, fractiones con-
pcn v m p C3)

vergentes ultimas primae, secundae, tertiae periodi etc. per etc.

fractionem convergentem ipsi ~ proxime antecedentem per jp fractionem deni-
que continuam iinitani

, 1fl -j- fi -f- L

per habebitur

a" + ... + 1_w

Kt) + v -
P^ = L v/jy 1 lo = p« + Po ß
q co /«A q « + q» ß'

Est vero x

HHj + %
rV a -f- .1\

l/A-ig _ D J ^ Po __ pC|/A+J) + Po D

i ^ ~h , „ (l(l/A+J) + q„ D'
/ TA + J N

\ D J + 9°
unde qJ -f- q„D — 2.gq — fp = o

fpJ + fp 0 D — qA + |g(qJ + q„D) = 0,
ideo que, quu m sit (Theorie des nombres) A = ^g*— fh:

|p. = — ö" (is+J) -

q» = + ^ (ig — J) -t- ^
Quibus valoribns substitutis in relat. 1. prodit, si brevitatis gratia ponimuso ß* ß

3. a — ,y = <p, y} = vr.

4 p (>:> — pfy ~~ tgy) — q h y
qCO q (y -)- igt,/) pt'yi

Ilinc Legendrins viam sequentem ingressns est: Propter periodorum iden-
titatem est

r _ p co (y ~ Tgy") ~ q (0|| y
qW q cl) (y + ig yi) + p co f>

Ex aequationibus 4. et 5. facile prodeunt hac relationes
(p w = 2 y p t0 — ep
\ q cs:i = 2 y q co — t q,

ubi brevitatis gratia e — y* — Ai/A
2 *
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Ilaec lex est, ex qua tres fractiones convergentes, quae se proxime se-
quuntur, ab se invicem dependeant.mT - nx rsx

Numeratores p, p®, P C2) , nec non denominatores q, q c,) , q®, ."se¬
riein recurrentem constituunt, cujus scala relationis est 2 cp, —f. Quarum
serierum doctrina innixus Legendrius statin) expressionem generalem fractionum
convergentiuin deduxit. *)

Equidem finem mihi proposiii, ut ad illarum serierum doctrinam non pro-
vocans methodum edoceam, ex qua problema nostrum facillime solvatur. r, "~
tium quidem ab aequatione 4. capiendum, ex qua in genere

Et ini-

Manifesto p 00 ,
)W
,00

7.

q°°,

pCn+O _ jjOO ((p — (fJ] — (| 00] iw

8.

qO+P — qW (cp -j- -|gu') + p Cn:>fy
ppH-P, qO+o fonnas induent

K ii -— i, n. „ ( n (n + l)
N

Substitutis valoribus p

Ln p J_Jn C|5
„q + M„p,
q 00 ex rel. 8.

0 P
J ' j q("+« =
in rel. 7., prodibit

K„+i p
>1+1 9

- L n+, q

M n+1 p

<]l L n (<P — ig V>) — N„ 1f h },- - . ii n .
q{N n (y — igy) — Li? f ' + P V* :I„(üP—tSV) + h » l!>O-

pC"+i) — p{K n (y — 4 g y) — M„ y h.}
q( n-|-0

Quae relationes si cum relat. 9 conferantur, habebuntur bae aequationes
in J == K„Cy lo!') " .,. ) jN n+i - N n (y ~f" tSVO L„y(.

• \L n+1 = L„(y — jgw) + N„ y h, " )M n+1 = M n (y -j-igi/') — Kn yf.
Jam ut coefficientes K, L, M, N determinemus, a Valoribus K, — </>— i-gy,
yh, N, = y-f-igy, Mi == y f, qui manant ex relatt. 7, initium capien¬

dum est; liinc succ. adjumento relatt. 10. 11. ad valores K 2, L 2, M 2, l\ 2 ; K 3, L 3,
MSj N s , etc., ascendi potest.

Animadvertens igitur relationem A —4 g 2 — fl, aequationes sequentes
liabebis:
K 2 = (y—igy) (?—HvY fhyy = 9 9 + — ig (yy + yy) = 9t — ig :y«>
L ä = h)// ((p— igy) -f hy (y + Ig y) = Myy+yy) = h 'y»
N g — (y+igy)(y + igy) — fh vy = yy+ A yy+i g (yy + yy) = y*+lgy«
m 2 = fy (y + igy) + fy (y — igy) = f (yy+yy) .== fy«
ubi brevitatis gratia cp2 — (p cp + A yy, y 2 = yy + y y-

Deinde erit
K 3 = Cy,—igy*) (y—igy) — fhy*y — y y* + A y y e — |g (yy 2 + y«y) = 9* + ig ya,
L 3 =hy 2 (y — ig y) + hy (y 2 +igy 2) = h (yy 2 -|-'y y 2) = h y 3,
Ns - (y 2 +igy 2)(y +igy) — {>h y*y = yy 2 + Ayigs + ig Cyy 2 + y 2 y) = cp3 + 4g 'f 3,
Ms — fy 2 (y-+-igy) h- fy (y 2 —igy 2 ) = f (yy 2 -+-yy 2) = fy 35
ubi breA'itatis gratia <jpy 2 -1-Ayy 2 y 3, y y. y 2 y y 3-

*) Theorie des lionihrcs, jing. 56.
„Or il resulte de la tlieorie coniuie de ces suilcs, que si I on fait (yj -)- tf/A)» = '/' -j- '!<-f h,

, , ]) (n)„n etant un entier quelconque, le lenne gcneral dcmande ' , sera donne par lcs fonnules
p M = a ' 'P -J- 1)' 'P
q (n) = a" 0 + b" V

„oxi il ne reste plus ä determiner que les coefliciens a', b', a", b", etc."
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Quam quidem ratiocinationem si accuratius perspexeris, omnino has rela-
tiones locum habere intelliges: K n = <pn — ig y„, L„ = hy n, N„ = cp n -+- igy n, Mn
— fubi quantitates per cp, y designatae ita ab se invicem dependeant, ut sit

V ) f^n+l = <f<fn A ^»
Wn + l — (pVn -+~

Itaque relatt. 8. in seqnentcs mutantur
13.

,w P(9n~
q W = P (<jp„ -+- igVn) -+- fp Vn

quae quidem cum Legendrianis 1. c. pag. 87. congruunt.
Ceterum problema, quantitates cp n, y n adjumento relatt. 12. funetiones ipsarum

cp, y exprimendi in sectione I. jam solvimus, unde est
[ (cp -+-y-]/A) n -h (cp—y y A) n
\?n = 2

U ' L _ ( cp-hyyAy — (cp—yyAy
! 2 q/A

Quoniant numeri p 00 , q 00 non aliunde pendentes expressi sunt, nisi de
numeris p, q, propositum plane consecutus sum.

Sectio IV.
I)l«q!iii8iti«iic§ iiwunulinc siit acquiUioiivm — Aq ! = t spectantes.

Quomodo aequationis p 2 — Aq 2 — 1 resolutio cum evolutione radicis se-
cundi gradus q/A cohaerescat, jam in sectione I. in memoriam revocayi. Hanc
aequationem, ita spectatam, ut p, q sint minimi ei satisfacientes numeri, i. e. fractio

— ad primam vel ad secundam periodum pertineat, prout multitudo periodi ter-

minorum par vcl impar, prineipiis mere arithnseticis perscrutans, non modo nu-
merorum p, q insignes proprietates cognovi, verum etiam, unico tantiim casu
excepto, criterium quoddam reperi, utrum multitudo periodi terminorum qvar an
impar sit.

III. Legen drin m *) similiter quidem aequationem nostram perscrutatum
esse, peritum non effugiet, sed ex fönte longe altiore totam hanc rem consideravi
multaque nova memoratu dignissima inde dedueta esse, ex ipsis, quas traditurus
sum, disquisitionibus meis elucebit.

I. Inquiratur in aequationem
p 2 — Aq 2 — 1,

u b i A i n t e 11 i gi t u r n u m. q u i c u n q u e i m p ar.
1.

Caput rei resolutione aequationis in factores nititur, ita ut sub formam re-
digatur (p-+-l) (p — 1) — Aq 2, quo facto disquisitio in duas partes distribuenda. j

*) Theorie des nombres. Tom. I. §. Vit.
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(A.) Quoties p impar est, q vero par, habemus |(p-t-l) • |-(p— 1) =
A.(|q)'. Quodsi est tt divisor couiin. max. numerorum -j(p-f-l), A (J, aequationis
dextera pars per -tt 2 divisibilis est, unde etiani sinistra, cujus factores differentiam
1 constituentes quum factorein & non simul häbeant, factor |(p-f-l) per divi¬
sibilis erit. Quia igitur 4(p-+-l), 4q formam resp. induunt &*()» >fq', habetur ae-
quatio (>i • | (p — 1) = Aq' 2. Atqui q' ad«, primus est, unde q' 2 metitur i(p—1),
vel est i(p —1) = q'*(>»• Hihc aequatio prodit G i G» = A.

Quo loco facile perspicietur, nuni. q esse divisorem comm. max. numero¬
rum |(p —1), lq-

(B.) Quoties autem p est par, q vero impar, divisore comm. ma-
ximo numerorum p -+- 1, q designato per ■'&, ita ut sit p 1 — &\> t , q — £fq',
erit Gi (p — 1) = Aq' 2, unde, quum q' ad Gi primus sit, p — 1 — q' 2 Gs, ideo-
que Gi Gi = A-.

Ceterum perspicuum erit, ipsum q' divisorem communem maximum esse
numerorum p — 1, q.

Quodsi y.av' tgoxijv divisor comm. max. numerorum p-+-l, q designatur per
& t , divisor comm. max. numerorum p — 1, q per -£ts , nascentur baec duo relatio-
num systemata, quoruni in altero p impar, q par, in altero p par, q impar est:

Quas relationes si penitus perspexeris, sequentia facillime cognosces:
In systemate primo numeri Q t , q 2 ambo impares inter seque primi, ergo

numerorum ~i>\, alter par, alter impar amboque inter se primi.
In systemate secundo numeri a t , o t ambo impares inter seque primi,

ergo -fr 2 ambo impares, et primi inter se.
In primo casu numerus q nunquam unitas esse potest, quoniam, si Jioc

evenir et, haberetur ({Ö-,) 2 — (i^-,)*A = 1, ideoque p, q non essent minimi nu¬
meri aequationi x 2 — Ay 2 = 1 sätisfacientes.

Postremo si est (>2 = I, vel aequatio locum habet (^# 2) 2 — A — — 1,
multitudo periodi term'inorum necessario impar erit.

Utrum primuin systema an secundum incidat, quod scire utilissimum est,
ab indole numeri A atque ex parte a forma pendebit, quam sinistra pars ae-
quationum ( y^i ) s G i — (i fr») 1 Qt — 1, ^ i '^ i — & 2 o 9 — 2 in utroque casu induat.
Quam formam facile reperies in memoriam revocans, quadratum numeri paris 2 k
formae esse 4k, imparis vero 4k + 1 formae 8 k -4- 1.

(A.) Hinc si impar est, par, pi formam induet 4k-+-1. Sin i#,
par, impar, i>2 formam 4k-f-3 induet.

Systema p r im um. Systema secundum.

2.
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Quoties igitur numerus A formae est 4m + 1, numeri p„ p, ambo

formae esse debent 4k-f-l, quando , impar, par, ambo vero formae

4k-h3, quando par, impar est.

Quoties vero numerus et formae est 4m + 3, numerus p, formam

induit 4k-hl, numerus p s formam 4k-h3.

(B.) Quod attinet ad systema secundum, si numeri o,, a t ambo formam

4 k-hl, vel ambo formam 4k -h 3 habent, differentia 0* o, — 0* o a formain in-

duet 4 k, q. f. n.

Ex quo systema secundum locum habere nequit, nisi <>t diversas formas

liabent, i. e. numerus A formae est 4m + 3.

Reperies praesertim, combinationes modo sequentes incidere posse, quoties

aequatio babeatur n\ — 8 t ' a t — 2

Oj S k —h 1 o, 8 k —h 3 o, ~ 8 k —h 3 o, . S k —h /

o 2 S k / 0*2 8 k —h 3 o 2 ~ ' 8 k —h 1 o 2 — 8 k —h 0

A = 8m -h 7 A = Sm-h 7 A = 8111 -h 3 A == 8m H- 3

3.

Ex paragrapho antecedente liaec theoremata principalia manant:

I. Quoties A formae est 4m + l, primum täntum systema locum ha¬

bet, atque p„ p, eandem formam 4k-hl, vel 4k-h3 induunt, pri-

mam, si impar, par, secundam vero, si 43-, par,

vero impar.

II. Quoties autem A formae est 4m-h 3, tum primum, tum secundum

systema locum habere p01es t, et si i 11 u d eveniat, p, f0r 111 ae est

4k -h 1, (>2 formae 4k-h 3, si hoc vero, comb ination um, quas in

2. posuimus, a Ii qua ex Stab it.

4.

Disquisitio peculiaris formae 4m -j- 1 = A.

a) Si A potestas (impar) numeri primi 4m-j- l est, ob aequationem p,p, = A,

quum p„ p, sint primi inter se, atque p, unitas esse nequeat, necessario relatio-

nes habentur o, = A, p s — 1, unde manat aequatio

(W - (WA = - 1,

ex qua

a) —1 residuum q u a d raticum potestatis numeri primi 4m 4- 1,

ß) multitudo periodi terminorum in fractione continua ipsius

"J/A impar.

y) Quotiente aliquo completo fract. cont. designato per multitudine

terminorum per k , notum est esse D^ (k _ 0 = D^ (k q- 1} , unde ob aequationem
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A = -+- J|c*+o»
i. e. potestas impar numeri primi formae 4m + 1 in duo Sem¬
per quadrata discerpi po test.

Hoc theorema pro casu, in quo A numerus primus est formae 4m -f 1, simi-
liter III. Legendrius *) probavit. Idem pro quacunque potestate impari numeri
primi 4m-f 1 valere, hunc geometram effugisse videtur.

b) Si numerus A factorem primum formae 4m+3 involvit, —1 est, ut
constat, non — residuum quadrat ipsius A, unde aequatio Ol#*)*— (ytf,)*A——I
locum habere nequit, ideoque

au) nunquam unitas crit atque
ßß) mu 11itudo periodi terminorum par.

c) Superest, ut casum disquiramus, in quo numerus A nulluni factorem
primum 4m+ 3 involvat. Multitudinem periodi terminorum tum parem esse
posse tum imparem, compluribus exemplis illustratur, quorum haec duo afferri
ljippaf

Exempl. 1. A = 13. 17 = 221
/221

1 ]/221 + 14
/221 — 14 25

25 /221+ 11
/221 — 11 4

4 /221 + 13
/221 —13 13

13 /221 + 13
/221 — 13 4

4 /221 + 11
/"221 — 11 25

25 /221 +14
/221 — 14 1

= 14 -j- /221 —14
1

= 1 + /221 — 11
25

= 6 + /221 ----- 13
4

= 2 + /221 — 13
13

= 6 + /221 — 11
4

— 1 + /221 — 14
25

= 28 + /221 — 14
1

iWllVMIVMVWIVHtVliVMVW^MiVVlVM/VVliVU.VVl

Multitudo k in exemplo proposito est 6, i. e. par.
Exempl. 2. A — 5 5 . 13 = 325

~ , /"325 — 18
/325 = 18 + ;1

1 /-325 + 18 ofi , /325 — 18— — — 3b + ;
1+325 —18 — 1

<W»fVWVL\/VXlIW\/ m fVl (ia.1W\ fW%/W*ITOVM

In hoc exemplo numerus k est 1, i. e. impar.

*) Theorie des nonihrcs. Tom. I. p. 71 :
Cette conclusion renferme un des plus beaux theoremes de la scicncc des nombres savoir ,, que
tout ooinbre premier 4m -|- 1 est la somme de deux carres" et donne en memo teinps lc moyen
de faire cette dccompositiou d'une inauierc directe et sans aueuu tätonuemeat.
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Ad decidendum a priori, mim multitudo k par sit an impar, ad ae-
quationem x* — Ay* = — 1 refugiendum est, cui si per numeros integros satis-
fieri potest, k erit impar, par vero, si ei satisfieri nequit, quo in casu est

Mx ! — Ny* — — 1,
ubi M ab unitate diversijs, atque M — p 2, N — p,.

Studio licet permülto nondum contigit mihi, ut multitudinem k in lioc
ipso casu a priori cognoscam, tarnen non dubito, quin geometrae ingenii acu-
mine Talentes totam haue rein e tenebris, quibus obdueta yidetur esse, in luccm
mox detrahant.

Geterum e re est, afferre, quod in Sc ct. II. §. 3. reperimus, periodum Sem¬

per ununi terminum habere, ideoque k impärem esse, quoties A formae sit a 2 + 1,qui casus huc pertinet, quum numerus a'' + 1 factorem prirnum 4m+ 3 inVol-
vere nequeat.

5.
Disquisitio peculiaris formae A = 4m -j- 3.

Quoties A formae est 4m -f 3, nunquam potest esse p 2 — 1, vel
— (i'4i) 2 A — — 1, quoniam —1 non — residuum quadrat. est numeri 4m + 3;
unde propositio sequens manat:

„Multitudo t erminor um periodi Semper, par est, quoties nu-
„merus Aformam 4m + 3 habet."

Seimus porro ex autecedentibus, tum primuni, tum secundum systema ex-
stare posse.

Semper autem, si A sit potestas (impar) numeri primi 4m + 3, secundum
tantum systema locum habere, iade patet, quod pro systemate primo est Q t Q t = A,
quae quidem aequatio exstäre nequit, nisi aut Q t — 1 aut p 3 — lj at utrumque
falsum est, ergo systema secundum valet, pro quo o\ a| == A. Itaque debet esse
aut a x — 1, a t = A, ubi A = Sk + 7 (cf. 2.), aut n l== A, a t = 1, ubi A— Sk-j-3.

linde manant propositiones sequentes:
Quoties A est potestas numeri primi Sk-t-7

a) est o, — 1, a t — A, ideoque d-f — 4 /A = 2, atque 2 residuum
quadraticum potestatis imparis numeri primi 8k-f-7,

* ß) Quoties vero A est protestas numeri primi Sk-4-3, est o t = A,
o, — 1, ideoque t> 2* — ^i*A == — 2, atque —2 residuum quadra¬
ticum potestatis imparis numeri primi <8k-t-3.

6.
Demonstratio unius partis theorematis fundamentalis ad

doctrinam numerorum spectantis.

Si numerus A produetum est duorum numerorum primorum M, IV, qui
ambo sunt formae 4m + l, ex praecedentibus aequatio exstat (4 öq) 2 Qi —(l^) 1
Qz= i, ubi QtQ* ~ MN == A.
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Quum jam nec (),, nec q t unitas esse possit, erit aut Q t — M, p, = N, aut
pj — N, p 2 — M, unde aequationum — (■£#«')* N = 1, M = 1
aut una aut altera iocum habere debet.

Si prima Iocum habet, man ifeSto M est residuum quadr. ipsius JV; quum-
que tum ( y '9' 2) 1 N — = — 1, atque — i sit nun — residuum ipsius M,
erit N non — residuum ipsius M.

Sin aequatio secunda Iocum habet, manifesto N residuum quadr. ipsius M,
tümque M non — residuum ipsius N.

Itaque si numeri M, N ambo ejusdem formae 4m + 3 sunt, alter erit re¬
siduum quadraticum alterius, et hic ipse non — residuum quadraticum illius.*)

Connexus numerorum praeceden tium cum fractionis continuae
elementis, cujus periodus parem terminorurn

m u 11 i t u d i n e m Ii a b e a t.

Vidimus in praecedentibus, multitudinem k parem esse, quoties A factorem
primum 4m-}-3 involvat, atque parem esse posse, si A nullum factorem primum
illius formae babeat.

Accepto igitur A ita, ut k sit par, considereilius fractionem continuam

Ei=! = a+~,1 ,
(Ji-, a ' + a, + ■ 1

1

a 4k +
aj k_! —{— ... —{—

Valor ejus per fractiones convergentes ——■, ——- hoc modo exprimitur:
10-1 (Ifk-2

Quum facile reperiatur
i j = qjk-a

a |k-l + ~ 1 I J_ (l4k-l'
a tk-2 ~r • ■ • ~r a

habetur, ut notum est

Pik-!Pk—t " i " qik-i
{lk-

I CI Ik-2 t, ,
|k "T" ZT. ( I Pi k—2

1 llk-1 | A k -j- |- k ' \ + qj-k' 'Jik-l 1
vel factis nonnullis reductionibus, si brev. gratia ponimus

*) Ilestat casus, in quo alter numerorum primorum foronam 4m-j-l habet. Tum quidem M esse residuum
Tel nou — residuum alterius K", prout IV sit residuum vel non -- residuum ipsius M, ex altera parte theorc-
matis fundanicntalis patet, quod ab III. Gauss io compluribus modis demoustratum est.

Totius tlicorematis fuudameutalis Gaussius sex dcmonstrationcs ingenio suo indagavit, quarum duae expo-
sitae sunt in Disq. Arithm. (Sect. IV. et V.), tertia in commentatione pecnliari (Comm. Soc. reg. Gott. Vol.
XVI.), quarta in commentatione „Summatio quarundam seriernm singularium" (Comm. recent. Vol. I.), quinta
et sexta in commentatione „Theorematis fuudameutalis in doctrina de residuis quadraticis dcmonstrationcs et
ampliatioues novac. Gottingae 1818."
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1 *

1- G 3-i -k Olk-! -j- - 'i-jk—'i*

2 ^ ~ P^i G
l (Ik—1 — (J-Jk— 1 G

Quuin pik-i et q|k_i inter se primi sint, numerus G divisor comm. maxi-

mus erit numerorum p k_j -)- (—• 1 jP, q k_i, unde G — 9,, si 4-k par, at G = -9-,,

si ik impar.
Jam est

3. IPtJi — A q< kJ, = (— 1)4* D,; k ,

ubi l)i k denominator quotientis medii completi, ergo ex aequatiouibus 2.

4. 2 pj k_i D^ k • G

(A.) Quodsi D^ k im par est, ob relat. 4. nunierum pi k-i metiri debet, ergo

ob relat. 3. etiam A, unde

5. A — I)' k A .

Hiiic relat. 4. in baue mutatur

'G'
G. D •ik • AAqikA = (-1)*S

unde manat, numeros D ;>k, A esse impares inter seque primos.

Porro prima relatt. 2., si pro pi k_i valor 4-D^ k G ex rel. 5. aeeipiatur,
z' Qs 2

in hanc mutatur 4{j)k-i + (— l)* k ) = D^ k . ( — J , unde 4- (Pk-i — (— 1)^} =

A'qi t 4. Ex quo sequitur, numerum 2 q^ k_! divisorein comm. max, esse numero-

rum p k_, — (— l)4 k , q k_ 4. Posito igitur

7. 2qp c_ 1 = II,
erit

GV /, /"II -S. D
ök ♦ A'. = (- 1)^-

|Di k .G, unde ^D^k metitur numerum

iD. k A\

(B.) Si Dj k par est, habetur p> k_

ptk-i, e, 'g° etiam ob rel. 3. numerum A.

Fit igitur ponendo
9. A =

10. |Dk k .G 8 - A'.q. kJ t = (-1)4*2.

Porro est ex relat. 2: p k_ 4 -j- (— l)^ k = i^ k . q 2, unde p k_ t — (—l)? k =r

A • qtk-i) ideoque q^k-i divisor comm. max. numerorum p k_ t — (— l)I k , q k-i«

Ponendo igitur

11. q. k_ 4 = H

fit J2. |D.k • G 2 — A II 2 = (— 1)4*2.

Summa harum disquisitionum baec est:

(A.) Quoties denominator quotientis medii completi impar est, habetur
G = 90 at G = 9- s

% = (?i'

2q. k:; = pan

J3 ii. —— o©» - j
" r| i ,ari

A = pj A' = p t ;

(B.) Quoties vero denominator quot. med. compl. par est, habetur •
3*
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Gr —- clfc G — fy

2 ö.i k Vi / • i 2 IX§k iL®)pro impari i
q. k_! = &J* 1 - ■= 1 r

I 4k.

A' = o 2 i A'
Unde propositio sequitur:

Si numerus A formain 4in -|- 1 habet atqne inultitudo periodi
terminorum par est, denominator qnotientis medii completi Semper
irapar er it.

8.
-v

Numeri p H , q k_! ex praeced. formulis facillime ita determinantur :
Evolvatur fractio continua usque ad quotientern medium eomple-

tum ponaturque
G = a ; k _(Hk-i + - JHk-a«

(A.) Quodsi denominator qnotientis medii completi im par est, ad nume-
ros p k_ l5 q k_x determinandos relationes habcntur

4(Fk^l + ( '4k ')

q k—i — qjk-i G.
(B.) Sin denominator qnotientis medii completi par est, ad numeros p k_ J5

q k_i determinandos relationes habentur
p k—1 -f- (— 1)G = T^ik • G 2

q k-i = qtk—i • G.
Itaque numeri p k_,, q k_ t ab solis numeris quattuor pendent a.; k , B^ k , cj ik _ 1}

fljk—2-

Disquisitio pecnliaris elementorum fracti0nis continuae
in medio positorum.

Ex relationibus notis J n -)- J„ +1 — a n D„, I)„ D n-p, = A — J n+i®, tibi IX,
quotiens aliquis completus, pro n — i k hae manant

13. 2J. k — a. k D> k .
14. I)i k l)i k_i_, — A — J' 2^jk+i = A — J,} k

(A.) Quodsi D^ k impar est, erit a,; k par atque Ji k — Xa| k .IXj k . Quo va-
lore in aequatione 14. substituto nascitur D 4k D^+t = A" — (|a^ k^'liX k*, unde A
per D^ k divisibilis est.

Ponendo igitur, ut antea, A — D> k A, aequatio oritur
15. D.p+t — Ä — (!a. k) 2 JA} k,

ex qua est
16. A' 7 Dr k .
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Si designamus porro per G(z) maximuin numfenim integrum quantitate z

comprehensum, erit G — a 4 k ' ' f ' eo ~ k 7 a lk et /, a.j k -j- 1, vel

j/A+J^ 7 a ikB,i k et L. a> k Di k -|- D| k, unile
1". ]/A 7 J^i, et L Jj k -f- Di k-

(B.) Sin Dji par est, habetur Jj k = a^ k .-il)| k, unde — A — ai k®.
(-i-D,i k) 2, vel 2 Dj-k-i-j .-yDifc — A — a| kA(~-Dx k )J ; ergo 40,i k metitur numerum A, unde,
si ponimus A = 40i k Ä':

18. 2D. k+1 = A' - a.|k* . ±D> k-
Ex hac aequatione seqilitur esse

19. A 7

Porro est G = a l k> ergo — 7 a -k et L a> k -f 1, vel

yA-j-Ji k 7 I3,; k et l_ ai k ö r; k -(-I) 7; k, ideoque ut antea
20." Y A 7 J* k et L J Jk -j- D. k .

to.
Casus Singular es.

I. Si A est potestas nutneri primi 4m-f 3, denominator quotientis medii
completi impar esse nequit. Nam si esset, haberetur Dj k A' = A, ergo autDj k =l,
aut A'= 1. Hind fieri nequit ob indolem fractionis continuae, hoc ob relatio-
neni A 7 0-/-

Itaque denominator, quem dixi, par est, ex quo A = -|-Lh k A', ergo 40 j k
== 1, vel D^ k = 2. Porro est (17.) Jj k L ]/A et 7 "j/A.— 2, unde J.i k aut a— 1
aut a, designante a maximuin integrum radicc yA comprehensum. Ex aequa-
tione 18. a^ impar est; ergo habemus

lD. k == 2.
21. 1 L k (impar) = a — 1 vel a.

I a^ k (impar) = J^ k = a — 1 vel a.
II. Si A est produetum diiarum potestatum numerorum primorum vel

A = U"Y V, tibi U" L V v, atque
(A.) denominator quot. med. completi impar, erit B| k A' = 0" V v, ergo,

quum sit A 7 Dj k , D^ k =— ll u atque A — V V1
Porro est ex rel. 17. J> k L j/A et 7 j/A — U", i. e. L 00 V/ et 7 04" VP

— II", vel " •
22. J. k L 04" VO et 7 04" (VP - 04").

Numerus a^ k determinatur relat. 13.
(B.) Si vero Dj k par est, habetur ~D^ k A — U"V v, ergo 4D7 k = 0".
Porro est J jk L j/A et 7 j/A — 2 0", i. e. L 04" VP et 7 04"Vi T

•— 2Ü", vel
23. J> k L U4"V4 v et 7 04°V4 V— 2 UP.
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II. I u q u i ratur in a e q n a t i o 11 e 111
p 2 — A q 2 = 1,

u I) i A p 0 t e s t a s i m p a r n 11 m e r i 2 es t.
Onando p* — 2" q 2 = 1, vel (p-j-1) (p—1) = 2"q 2, numerus p impar esse

debct, qua re aequatio nostra in hanc mutari potest ' — — 2"~ 2 q 3.

Quodsi & divisor connn. max. est numeroriim ^ q, vel
Jt

q — 3' q, habetur <)t . —1 — 2 n~2 q' 3. Atqui q' ad o, primus est, ergo q' 3 metitur

P \ vel est--—-- = q' 2 p 2, unde (>t o s = 2"~ 2, atque (>, = 2\ Qt = 2'", ubi X-f~ 112 —

— n — 2. Quum jam sit ^ "j"- 1 — ^ t) = P- 2 ^,— q' 3 p s vel A 2 (; t — q' 2 p 3 — 1,
erit P- 2 2 ;- — q' 3 2" — 1, unde aut X — 0, aut p — o. In casu posteriore est q' 2 —
9"~--tt 2 — — 1; atqui q' 2 —{- 1 formam habet 8k-f-2, ergo q 2 -j— 1 per 2"~~2 divisi-
bilis esse nequit, nisi 11 § 3.

Si igitur est n 7 3, habetur
(*(p + l) =

i)|yä _ 2"--' .

Ponendo d- — p 0, -jr = fl° fit

jp = 2 p 02 — 1
2 - 1 = Po'Jo

(p 02 - 2 n—2 q 02 — 1.
■ Ceteruni p„, q 0 sunt minimi numeri aequationi x 3 — 2 n-2 y t — 1 satisfa-

cientes. Nam si minores exstarent t, 11, numeri 2t*—1, tu aequationi satisface-
rent x' 3 — 2 n y' 2 = 1, quumque manifeste sit 2 t 3 — 1 L p, numeri p, q 11011 essent
minimi aequationi x' 3 — 2 n y' 2 satisfacientes.

Quum jam valores p 0 , q 0 pro rädice f/S reperiri possint, minimi valores
aequationis p 2 — 2"q 3 = 1, sine ulla evolutione radicis "j/2" in fractionem conti-
nuam indagari poterunt.

Est enim _ vA8 — 2y O 2 — 1

1 y^S + 2 _ i /'S — 2
/"8 — 2 4 — 4

4 ys + 2 ^8—2- = 4 + —
/"8 — 2 1

ergo p 0 = 3, q B — l.
IMWVVVllVliVlWliMAVWlWVUVVlW
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Itaque ex relatt. 2. habentur successive radices aequationis p 2 —2"q 2 — 1,
nempe

pro n — 3, p == 3, q = i.
„ ii = 5, p = 17, q — 3.
„ n = 7, p = 577, q = 51.
„ n = 9, p = 665857, q = 29427.

etc. etc.
Qu um aequatio p 2 — 2" q 2 = — 1 resolvi nequeat, quoties n 7 1, sequitur

,iniiltitii d i nein periodi terminorum fraetionis continuae ra-
(licis "j/2* parem esse, excepto casu, in quo si — L.

Exemp!. A — 2 5 — 32.

/~32 = » + ^ 32 -A

= 1 +

— 1 +

'= 1 +

— 10 +

5? 1
5? (

l /32 + 5
/32 — 5 7

7 /32 + 2
/"32 — 2 4

4 /32 + 2
/"3 2 — 2 7

7 /32 + 5
/"32 — 5 1

1
/32 - 2

7
/32 — 2

4
/32 — 5

7
/32 - 5

(IVUVM/VMWlVMliWiVl/lVVHVVliWlWliVVlIl

In hoc exemplo multitudo k est 4.

III. Inquiratur in aequationem
p 2 — Aq 2 = 1,

ubi A productuin potestatis 2" et numeri iinparis A.

Si aequatio habetur p 2 — 2 n A'q 2 = 1, vel (p-j— 1) (p—-1) = 2"A q 2 , nu-
• -i • P + l P 1 „„-II *' »

merus p impar erit, quare aequatio in baue nnitari potest ^—. —-— = 2 Aq.
13 -I - 1 ff —1—1

Quodsi est ft divisor coinm. inaximus nunieroruin —, q, vel ——= A 2 p„

q — #q', erit Q t , P ~~~ 1 __ 2"~ 2 A'q' 2. Atqui q ad Qt priiiius est}, ergo —-— =

q 2 Qt ideoque = 2 n_2 A'.

Siniul relationem habemus tt 2 ^, — (/§0*^* ~ * CX P ate *' mlmeros

()j, nec non #•„ inter se priflios esse.

Hinc combinationes sequentes:
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(1.) .. ... (>i — 1, = 2"~ 2 A',

(2.) ... ... Q t = ('1 = 2 n_2 A',

(3.) ... ... (4 = 2- 2 , p. = A,

(4.) ... = 2- 2 , p, = A',

Ö 2 .2 n- 2 A' = — 1

C|.2 (yn—2

V'^

Ä

■9* A' = — 1.

Quodsi accipiamus esse n 7 3, aequatio (2) locum habere nequit, quia

( tJ-)* -j- 1 per 2 n~ 2 divisibilis esse nequit. Deinde quum 1 -j- [ •§-J® A' formam\.x/ y nv y

4k -j- 2 habeat, quoties A' formae est 4m-(- 1, tum etiani aequatio (3) exstare

nequit. Postremo quum — 1 -j- ih*A' formam 4k~f-2 habeat, quoties A' formae est

4m+ 3, tum etiam aequatio (4) locum habere nequit.

Unde propositiones sequentes:

1) Si A formam 4m-j-l habet, una harum aequationum exstabit

S 2 —

_3_ Y f) n—2~s-.

. 2"~ 2 A' 1,

ft 2 A' =■■*— 1;

2) si vero A formae est 4m-f-3, una harum

(&"■* i A'==i,

(1). A- = ,.

ff 2 .2"~ 2

Yeniamus nunc ad indolem numeri u.

Quia p 2 —(- 1 utpote formae Sk-f-2 per 2" divisibilis esse nequit, quotiesn 7 1, in hoc casu aequatio p 2 — 2 n A'q 2 — — 1 resolvi nequit, qua ex re
„multitudo periodi ter minor um fr actio 11 is continuae eyolu-

„tione radicis ]/A exortae Semper par erit, quoties A per 4

„divisibilis est."
v/28 — 5

Exerapl. v/28 — 5 -j-

Hic est k

1 Y28 -f 5

v/28 - 5 ~ 3 —

3 v/28 4- 4
v/28 — 4 — 4

4 v/28 -f 4

\/28 — 4 ~~ 3

3 v/28 + 5

' v/28 5 ~ 1. ~
iW*iWIMV «M WVV>VVWWWW X"WVVlwwww\

= 3 +

= 2 +

— 3 -f-

= 10 -j-

v/28 — 4

3~
v/28 — 4

4

Y28 — 5

3~
v/28 — 5
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,x2 i I O 1- l_ 9

Si porro n — 1, est = Aq* vel 4 k -|- 1 = A' q*. Quum

jam, si A formae 4m -j- 3, A'q* sit ejusdem formae, aequatio p*— 2Aq® — — 1

in hoc casu exstare nequit, unde

„multitudo k Semper par erit, quoties A duplum numeri im-

„paris forma 4m -j- 3 praediti."

Exempl. v/14 = 3 -f- V ^

1 v/14 + 3

\/14 — 3 5

5 v/14 + 2

v/14 — 2 2

2 v/14 + 2

/14 —2 5

5 v/14 + 3

v/14 —3 1

= 1 +

= 2 +

= 1 +

= 6 +

1

v/14 — 2

5

v/14 — 2

2

v / 14 — 3

5

v/14 — 3

Hic est k — 4.

Si denique A est duplum numeri imparis forma 4m+1 praediti, multitudo

k tum par, tum impar esse potest, ut exempla liaec docent:

/10 — 3

v/10 = 3 + |

1 /"10 + 3 . , /"10 — 3— uz: u ~r

/10 — 3 ~ 1
iIVM/VV

ubi k — 1.

/W*iWk!W\«VMdVl/%fl/Vt'M/lW* fW\!VW/Wk fWltiw%

/18 — 4 + -^ 18 41

1 _ /18 + 4 _ 4 /18 — 4
/18—4 ~ 2 2

2 /18 + 4 c , /18 — 4_ —_ s -f S
/18 — 4 — 1

ubi k — 2

JWWV%l^Vit>M(VW

Sectio V.

Sie ronvergcnUa fractiosium coiitiiiuaruiii.

1.

Convergentiae fractionum continuarum doctrinae, etiamsi vim liaud mino¬

rem in omnes matheseos partes exerceat, quam doctrina convergentiae serierum
4
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infinitarum, tarnen duo modo geometrae, quod sciam, III. Grunertus*) et
Schlömilchius**) operam navarunt.

Pro argiunenti hu jus gravitate consilium cepi, ut quod illi viri in lucem
prptulerint, accuratius perpendam atque cxaminem. Cui rei ut operam darem ideo
praesertim impellebar, quod quae Grunertus et Schlömilchius ernennt, inter se
discrepant.

Praeterae Grunerti disquisitionibus innixus theoriam convergentiae f'ractio-
num continuarum ulterius promovi.

Agetnr tarnen de iis modo fractionibus continuis, in quibus onmes termini
positivi nec non niunerator et denominator termini cujusvis signo positivo prae-diti sunt.

Tales fractiones continuas Semper conyergentes esse, III. Grunertus I. c. ar-
gumentatus est.

Sed locum quendam in demonstratione esse, qui vitio aliquo laboret, mox
tibi persuasum habebis; ad quod intelligendum ipsam celeberrimi geometrae
demonstrationem perlustremus necesse erit.

Designemus fractionem continuam per

a + hk

a -2 -f" a 3
a 3 -j- ... in inf.

Tota res nititur in indole differentiae duaram fractionum — quam
fIk tb+i 1

prnno accuratius perpendamus.
Ponamus

1. Pk+i Pk = A.
. j. . f(k+l ({k

Adjumento relationum notarum pk+1 — p k a k+1 + p k_ 1 « k+) , q k+) — q k a k+1 + q k_,« k+1
sine ulla difficultate relatio reperitur

O J J 1k—1 a k+l
-■ J k ->k— 1

(lk+l
vel 3. J v

- A-t • (l
Ex relatt. 1., 3. manat

4. p k+i q k Pulk-pi = (p k f !k—\
quum jam Sit p t q — p q, — erit ex rel. 4.

1k a k +i N

1k+, J

Pk— 1 1k) ß k+l j

O. z/k

Ex relatt. 3 et 5. sequitur

^ j jk (/ i C(3 ... ß k-[-1
((k 1k+l

*) Beiträge jut teilten itttb angetoaitbteti äßaffjematif. Grfler Sljcit. Ell. 58ranben6urg, 1838.
**) £(inb&uct) bei: m<Ufp »tnalbfid. (ärjlev £I;eir. 9((ge6t. Slnal^jtS. Stna, 1845. pa g. 298. sqq.
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differentias .d, J t , ,d%, J 3 , etc., aiternas positivas ac negati-
vas esse, nempe primam positivam, secundam negativain,
tertiana positivam, et sie deineeps, atque eas deinde respectu
valorum absolutorum continuo decrescere.

Jana fractio continua (f) converget, quoties valor absolutus ipsius 4 k, indice
in infinitum tendente, ad linaitem cifrain accedat, quod si non eveniat, fractio
continua Semper divergens erit.

Habetur enim Sl — £ — J, El — Ei = , .... Ei±i _ JA _ j imdefb f t f!s qi q k+ t q k
per additionem ^ k"1" 1 = — 4- J 4- J. t -j- J ,4- 4- d v.
r q k+i q 1 1 • 1 ^ k

Quuin autem seriei in dextra parte positae termini inde ab secundo al-
terni positivi ac negativi sint, sola conditione

Lim. J k — o pro k — <*>,

ut notum est, conclusio efficitur, fractionem ^ k~K . ad limitem iinitum converjrere.
q k+i °

Sin conditio illa deficit, series .d, z/2, etc. nunquam convergens esse polest.
Ad exaininandum limitem differentiae /l k e re est, relationem 2. disquirere,

quäe quidem, si k + i pro k ponitur, valorque absolutus ipsius per dk desi-
gnatur, in baue transibit:

G.
q k+2

Resoluto q k+2 in sumniam q k+1 a k+2 -j- q k crk+ä habetur — dj
X -4- a k-j-2

q Ic^ k-p2"
Porro est q k+i a k+2 (q k a k-f-i ~j~ q k-i R k-f-i) a k-H a k+i a k-f-z , ■ q k-i c -k-|-i a k+2

q k « k+2 ~ q k « k+2 ~ a k+i ' q k « k+ 3 *
unde est „ , \

7. 4+t L K ■
\ I a k-j-i a k+a -

^k+ä
Jam ut disquisitio faciüor fiat, fractionem cont. (f) ex §. 4. Sect. II. in

aliam transformemus, in qua omnes denominatores unitati aequales, scilicet

(f.) a + - = a + ' 31 -
a i ~f" ^2 i "I- ^2 ■ a i a 2

a 2 -f- 1 -j- <y.3 : a 2 a 3
a 3 "f" «4 1 ~(~ ß 4 • a 3 a 4

a 4 + •... 1 -j- etc.
+ ~

1 + ^3
1

1 -j- etc.,
4*
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ubi in Universum a kq_,

Hinc fit relat. 7.

= z k+l-
^k ^k—f~l

»• 1 4-rfe-

Auetore Grunerto ponamus A k-j-! — d k < U k-pj, cLkq_', — d k-g 4 . L k+ 3> etc. «Vp^j

— d kq-p—2 • U k-j- p, unde etil d k-pp—i —. d k « U k j 2 b k f 3 .... U k j p •
Jam limes produeti U k-p 2 L k_p 3 — L k^- P examinandus est. Ad hunc finem

quod ex conditionibus

L,+ * L rf£i? Lk+ ' etc '
conclu-di possit videamus.

Primum perspieuum erit, fractionem * k ''' - co majorem fore, quo major
1 -j- Z k+ P

sit z k-f p, eamque unitate Semper minorem ipsam unitatem limitem habere.
I. Quoties z k_)_p, indice P in infinitum crescente, quantitatem aliquam fini-

tam non superet, una quantitatum z k_|_2, z kq_ 3, z k_p 4, — maxima erit, quam desi-

gnemus per z. Unde fractionum . ^ k~^ 3—, . Z. k~^' 1—, ... maxima —, ideo-1 1 + Zk+2 1 + Z k+3 1 1- Z k+f 1+Z

q„e produetum ""'' (iffe) L ( U r)""' P ° tesiaS a ""

tem ^ ^ n " tenl c ^ rani convergit, ergo etiam illud produetum. Hinc

etiam eifra Limes est produeti .L k_j_,L k_p 3 ... L kq- P i. e. differentiae 4+,,^,.

Et hactenus quidem nulli dubitationi obnoxium est, quin omnes conclusio-

nes nostrae verae sint. Jam vero vitium demonstrationis, cujus supra mentionem

feci, ineipit.

II. Si quantitas z k_p p simul cum P in infinitum crescit, quo in casu fractio
1

Zk ~b p— — . , 1 ad unitatem limitem tendit, ex Grunerti sententia quantita-
l + z k+p 1 + ——k+P

tes L k_p 2 , L kq_3, L k+4 , fractionem quandam genuinam x superare nequeunt,

Quod falsum est. Etiamsi enim est L kq_ p i Zk + P ? atque —— ad limitem IL l~ z k+ p L H- Z k+p

convergit, nihilominus ipsa quantitas L k_)_p ad eundem limitem 1 tendere polest,

quod si eveniat, quameunque fractionem genuinam superabit.

Etsi v. c. est 2 L —r, tarnen ambae fractiones ad eundem limitem
p p -4- 1

1 convergunt.*)

*) Falsa haec III. Grunerti conclusio ab inditfgente ad notionem inllnili spectante sermonc orta esse
videtur, cujus culpam insignis nosler geometra alias non meret: ixnino stilus ejus maximae perspieuitatis testi-
monium praebet.
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Jam ex primo casu hoc theorema habemus :
„Fractio continua (f) convergens erit, quoties quantitas

a k a k-pl
„k in infinitum crescente, quantitatem aliquam finitam non
„su per et, vel quod idem valet, si habetur

Lira. ^±1 7 o."
^k-j-1

Hoc ipsum theorema III. Schlömilchius in opere suo enunciavit egregio
quidem sed in eo, ut puto, reprehendendo, quod nusquain auctorum rerum men-
tio facta sit.

Quum Schlömilchius eandem fere viam, quam Grunertus, ingressus sit, ne-
que Im jus geometrae disquisitionum mcmincrit, eas non videtur cognovisse.

2.
Disquisitio casus, in quo z kq_ p in infinitum ereseit.

Quum ex praecedentibus habeatur

>
" Z k+2>^ V 1 H- Z k+3>

fractio continua convergens erit, quoties produetum
/ k+ä *\ /* Z k+3 'S Z k+4 N

Vl-HZ kq- 2y V. I Z k-\- 3J v lH-Z kq_ 4>/
quod ita etiam exhiberi potest

Ceterum in lioc sccundo casxi disquisitione singulari ojms esse, indc palet, quod produetumZ_Zk+2_> f Zk-j-3 N /- /.k+4 N
vi ~*f z k -t-2J | ■Zk 4J

revera ad limitem finitum ab eifra diversum convergere polest. Quod hoc fere excmplo illustratur.
Produetum

(i-L°) (j--l fi_-M -i 1
V V 3 *J V 42 J 4 9 16 25

limitem hahet ——.
"I

Kam ex nota formula

si

sequitnr
in nx = nx (1-x*) (l y-T- J (l ~x"

O-F) 0-F) 0-i) (pro x = 1).
ux(l—x 2)

Quum hujus fractionis numeralor cl denominator pro x = 1 evanescant, ambo differentiandi sunt,unde lit
sin JJ . n:cos 7tx . —7t 1

n TT (pro X = 1) = K , -r: (pro X = 1) = xr- =
itx (]—x 2) ' —2rrx-fa(l—X") v — 2n 2

Quum igitur sit

\ 1 H" z k+2 s Vi-f- Zkq-3J
attjue dextera pars 11011 semper ad eifram limitem accedat, concludi nequitj <5k+p—l eifram limitem habere.
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1 - r- 1—) (V - ' 0 1-HZLJ) ••••'l -+- z k+! V 1 -f- %k-\-3' S 1 H-
ad limitcm cifram accedat.

Disquiramus nunc in omni genere productum
P = (1 -+- 110i (1 -f- Ujl (1 -f- llj) — ,

ubi quantitates ii„, u„ u s , —, quoties negativae sint, imitateln superare non de-
bent; nam productum convergere nequit, nisi oinnes factores positivi sunt.

Sponte quasi hae primae propositiones se praebent:
a) Si factor l-+-u„ cifram limitem habet, ad liunc ipsum limitem produc¬

tum P accedet.
ß) Si 1 -f"U n ad limitem unitäte minorem accedit, etiamtum productum P

ad limitem cifram converget.

y) Si 1 H-u„ in infinitum tendit, ipsum productum in infinitum crescet.
d) Si l-t-u n ad limitem unitate majorem convergit, productum in infini¬

tum crescet.
Superest, ut casum disquiramus, in quo l-+-u n ad limitem 1 vel u n ad li¬

mitem cifram accedat.
Tum convergentia producti ad convcrgcntiam serierum reducitur, quando

ejus logarithmus accipitur.
Est enim

log. P g| log. (1 -+-u 0) -+- log. (1-4-Uj) + log. (1-+-1I,) etc.
Resolutis logarithmis bis in series convergentes, scilicet

log. (lH-u„) ™ ii, — |u n2 + ju, 3 —
log. (lH-u n+1 ) = u n+1 — |u n+1 * -f- fu.+j 3

(WI/WXVMIW/lfl/VWVKVXKWI/WllVVKVIilIVVlIWl/VM

log. (l-t-Ua+m-O = U„+,„_l — ^lln+m-1 "4- | ll n+m-l —

u — log. (1 +ll„) ,
habetur

2 y"n

u B+ , — log. (1 -Mi n+1 ) _ , ,,, 2 2 3 "n-pl "T»'n+l
(VMiWWWVMlVM/lXlwvi/i vimwviivvviwvi

h+m-l — log- (1 +»■.+„-,) _ I JL
,, . 2 2 3 l'n+m—"n-pm—1 *5

unde patet, quamque fractionum in sinistra parte positarum ad limitem \ conver¬
gere, si index in infinitum tendat.

Ex theoria quantitatum mediarum (SKtttcIgvöpcn) theorema 110-
tum est:

„Si a, a, a", etc. sunt quantitates quaelibet, b,; b', b", etc. vero eodem signo
r p . a -f- St —{—ä CÜC. .

praeditae, Iractio p jy ( , tc quantitas • media est rrlter fractiones singulas
r rra a a

b'b ' b" C '
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Quod theorema si ad 11ostrum casum applicemus,- fractio
k—n+m—1 k—n+m—1

-STl k — ^ log. (1 —f—llfc)
(a.) k=n k

Ö*
k—n+m—1

ZnJ
k — n

quantitas media est inter fractiones
u n - log. (1 -+- "„) u,, +1 — log. (1 -+-u„ + P »,+ m-i — log. (1 -+-

Qqae quum limitein 4 Iiabeant, facile patebit, etiam fractionis (a) limitem 4 esse.
Unde manat

k—n+m—1 k—n+m—1 k—n+m—1

(b.) Lim. -Z log. (lH-u k) = Lim. u k — 4Lim-. Zu k*.
k =d k=i " k — 1

Hinc sequentes propösitiones babemus:
I. Si series .

«o, "u i'sj "3?
»o 2, »I 2, II,*, H 32, (B)

ambae convergentes sunt, productum
(1 "+- u 0) (1 H- iq) (1 -+ iq) (C)

ad limitem finitmn ab cifra diversum con verget.
II. Si series (A) convergens est, (ß) vero divergens, produc¬

tum (C) cifram limitem habebit.
III. Si series (A) divergens est, (ß) vero convergens, produc¬

tum (C) vel cifram vel infinitum limitem habebit, prout summa Se¬
rie i (A) est ■— 00 vc! -4- 00.

IV. Si series (A) convergens est omnesqne tan dem termini eo-
dem signo praediti sunt, ni'anifesto etiam (B) convergens erit, unde
(T.) productum (Cj ad limitem finitum ab cifra diversum tendet.

Restat casus, in quo ämbae series (A), (ß) divergentes sunt. Tum ad-
jumento aequationis (b) de convergentia vel divergentia producti decidi nequit.

Magnae autem utilitatis propositio baec erit:
V. Si series (Ä) divergens est, omnesqne landein termini eo-

dem signo praediti sunt, productum (€) cifram vel infinitum limi¬
tem habebit, prout omnes termini negativi vel positivi fiant.

Demonstratio.
a) Omnes termini fiant positivi.

Fractiones
log. (1-4- iq) log. (1 -f- n

"n ' U n+,
ad limitem 1 tendunt, ut facile per calc. different. patet, ergo etiam quantitas
media inter eas

k—n+m—1

log. (lH-iik)
k—n

k±=n+m—1
^tl k

k—n



- 32 -

ad limitem 1 converget. Cujus fractionis quam denoniinator pro n = oo non
evanescat, etiam numerator nou evanescet, unde log. (1 H-u 0) -+- log. (1 -+- u t)

== log. (C) — cc, ideoque productum (C) = oo .
ß) Casus, in quo omnes termini negativi fiunt, ad primum reducitur.

Applicemus nunc, quae modo eruimus, ad convergentiam producti

Quum termini u 0, u 4, n 2, eodem signo praediti sint, quoties series (A)
convergat, etiam (B) convergens crit, ideoque limes producti non cifra (I), unde
casus I, et II sunt excludendi.

Itaque ex V. hoc theorema habemus:
Fractio continua (f) convergens erit, quoties quantitas

«k+t
a k a k+i

in infinitum crescat, simulque series
*

1 1 1
1+Zfc+l' 1 "I" Z k+2 1 ~f" Z k+3

divergens sit.
Ex hoc theoremate ex. gr. fractio continua convergens est

1
1 + 2

1 + 3
1 + 4

1 -j- in inf.

^crHicbain Suntllae <1. 22. m. Jul. a. SIDCCCXIiV.


	[Seite]
	Seite 2
	Seite 3
	Seite 4
	Seite 5
	Seite 6
	Seite 7
	Seite 8
	Seite 9
	Seite 10
	Seite 11
	Seite 12
	Seite 13
	Seite 14
	Seite 15
	Seite 16
	Seite 17
	Seite 18
	Seite 19
	Seite 20
	Seite 21
	Seite 22
	Seite 23
	Seite 24
	Seite 25
	Seite 26
	Seite 27
	Seite 28
	Seite 29
	Seite 30
	Seite 31
	Seite 32

