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Das elliptische Integral dritter Gattung für verschiedene Werte von
Argument und Parameter.

Unter einem elliptischen Integrale versteht man bekanntlich nicht nur das Integral,
welches die Rektifikation eines Ellipsenbogens bewirkt und welches die Veranlassung zur Auf¬
stellung des Namens „elliptische Integrale" geworden ist, sondern man versteht unter dieser
Bezeichnung ganz allgemein ein Integral solcher algebraischer irrationaler Funktionen, die eine
Quadratwurzel aus einem Ausdrucke entweder des dritten oder des vierten Grades enthalten.
Von diesen beiden Fällen ist derjenige, in welchem eine Quadratwurzel aus einem Ausdrucke
vierten Grades auftritt, der allgemeinere und enthält den anderen als einen besonderen Fall in
sich. Der Grund hierfür liegt darin, dafs die Theorie der elliptischen Integrale verlangt, den
Radikanden der Quadratwurzel in seine linearen Faktoren zu zerlegen d. h. die Wurzeln dieses
gleich Null gesetzten Ausdrucks zu bestimmen. Ist daher der Radikand vom dritten Grade,
so hat man nur zu beachten, dafs man jeden Ausdruck dritten Grades, gleich Null gesetzt, als
eine Gleichung vierten Grades ansehen darf, deren eine Wurzel unendlich geworden ist. Bei
der Untersuchung der elliptischen Integrale pflegt man daher sich auf jenen ersten Fall zu
beschränken.

Bezeichnet man mit f eine algebraische rationale Funktion und setzt Q gleich einer
Quadratwurzel aus einem Ausdruck vierten Grades, also

Bezeichnet man weiter mit UQ, ü l} Z72 u - s - w - un(^ ebenso mit F0 , V1 , V2 u. s. w. rationale
Funktionen von x, so ist wieder die allgemeinste Form der unter dem Integralzeichen stehenden
Funktion f{x, Q) die folgende:

wo B, B', S, 8' ebenfalls rationale Funktionen von x bezeichnen. Denn alle geraden Potenzen
von Q sind rationale Funktionen von x und alle ungeraden Potenzen von Q lassen sich als
ein Produkt von Q in eine rationale Funktion von x darstellen. Jedes elliptische Integral ist
also in der Form enthalten:

Q = Yai xi + a3 x s + a.2 x 2 + a t x -f- a 0 ,
so ist die allgemeinste Form eines elliptischen Integrales:

f(„ r\\ Vi + F Q + Uj Q° + • • • _ R + SQ
n ' kJ v 0 + V1 Q + r 2 Q* + • ■ ■ B'+ S'Q
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Multipliziert man, um die Quadratwurzel aus dem Nenner zu entfernen, Zähler und Nenner des

Bruches unter dem Integralzeichen mit B' — S'Q, so erhält man:

QB' S — BS') Q — SS' Q 9t f\B + SQ) (B' - S'Q) ^ _ rBß+ (B'S -
d —J #2 _ g'SQi UX — J B'*

S'*Q°-
dx

fBB'—SS'Q* , r (B'S+ BS')Q ,
=J T?=WW dx+ J B"-S'*Q> dx ■

SS' 0~ JR' S BS'

In diesem Ausdrucke sind ^, 8 _ S 'Y(jr un( l b '* — S' 2Q * wieder rationale Funktionen von x.

Bezeichnet man die erste dieser Funktionen mit (p(x), die zweite mit ip(x), so erhält

das elliptische Integral die Form:

\ Qdx.
J = J cp(x)dx-\- J tp(x)t

Der erste Summand der rechten Seite ist das Integral einer rationalen Funktion. Mit

solchen Integralen, welche ausgeführt auf algebraische Funktionen oder Logarithmen oder cyklo-

metrische Funktionen führen, beschäftigt sich die elementare Integralrechnung und nur der

zweite Summand der rechten Seite liefert ein Integral, welches mit den Mittelu der elementaren

Integralrechnung nicht ausgeführt werden kann und mit dem sich die Theorie der elliptischen

Integrale zu beschäftigen hat.

Die Form J tp(x)Qdx ist aber noch immer nicht diejenige, in der man das elliptische

Integral zu behandeln pflegt, auf diese Form wird es erst gebracht, wenn man t/j(oc) Q mit Q
ip {sc) Q ^

multipliziert und dividiert, so dafs die Funktion unter dem Integralzeichen die Gestalt —v

annimmt.

Setzt man endlich ip(x)Q 2 — F(x), wo Fix ) eine rationale Funktion von x ist, so

erhält man in

f'F(x)dx /' F(x)dxr F(x) dx _ f

J Q J VF, X 4 -f- «3 X 3 + «2 K 2 4" a i X + a 0

ein Integral, welches man im besonderen mit dem Namen „elliptisches Integral" belegt hat.

Yon der jedesmaligen Beschaffenheit der Funktion F(x) ist der Charakter eines solchen

Integrales abhängig, aber alle diese für den ersten Augenblick sehr zahlreich scheinenden Fälle

lassen sich zu vier charakteristischen Gruppen zusammenfassen.

Yon diesen vier Gruppen enthält eine derartige Integrale, welche nur scheinbar ellip¬

tische Integrale sind, da sie sich bei gehöriger Reduktion auf solche Integrale zurückführen

lassen, welche mittelst der gewöhnlichen Methoden entwickelt, also durch algebraische Funktionen,

Logarithmen oder cyklometrische Funktionen ausgedrückt werden können. Die übrigen drei

Gruppen dagegen enthalten Integrale, die man nicht auf Potenzen, Logarithmen und Kreis¬

bogen zurückführen kann, und die die Veranlassung zum Auffinden der elliptischen Funktionen

gegeben haben. Diese drei Gruppen hat man als elliptische Integrale der ersten, zweiten und

dritten Gattung bezeichnet.
Man nennt

F(a0I r dxV
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ein elliptisches Integral erster Gattung, wenn F(x) nur eine Konstante ist, enthält dagegen
F{x) die Variable x, so hat man es mit einem elliptischen Integrale zweiter oder dritter Gattung

zu thun, wenn nicht der besondere Fall eintritt, dafs das Integral aufhört ein elliptisches zu sein.

Das elliptische Integral erster Gattung hat demnach die allgemeine Form

/dx f' dx 1 y dxQ J f/ai x i -f- a3 a 3 -f- a2 x* + a,x -(- a 0 ]/a4 J yx '
wo

X= + ^ + ^z 3 +^ ;r 2 + ^ä; + - 0 .«4 a i «4 a 4

Das doppelte Vorzeichen vor x l ist deshalb erforderlich, weil a 4 , a 3) a 2 , a l} a 0 als reelle Gröfsen

und a i als positiv vorausgesetzt werden sollen und infolge dessen, je nach den für das Integral

bestimmten Grenzen, der Koeffizient von x 4 positiv oder negativ gewählt werden mufs, damit

X positiv und mithin ]/X reell ausfalle.
Stellt man die Gleichung auf

X = 0,

so ist dieselbe vom vierten Grade und hat deshalb entweder vier reelle, oder zwei reelle und

zwei imaginäre, oder vier imaginäre Wurzeln. Diese Wurzeln seien a, ß, y, d und zwar sei

für den Fall, dafs alle Wurzeln reell sind,

a > ß > V > d

und für den Fall des Auftretens imaginärer Wurzeln, sei k dem ß und y dem d konjugiert

Infolge dieser Festsetzungen ist

X = + (x — a) (x ■— ß) (x — y) (x — d).

Ohne weiteres ist ersichtlich, dafs hei nur reellen Wurzeln das Produkt

p = (x — a) (x — ß) {x — y) ix — d)

positiv ist, wenn x zwischen folgenden Grenzen liegt:

1) zwischen a und oo,

2) zwischen — oo und d,

3) zwischen y und ß,

da gegen negativ, wenn x zwischen den folgenden Grenzen liegt:

4) zwischen ß und a,

5) zwischen d und y.

Sind zwei Wurzeln der Gleichung X— 0 imaginär, es seien dies die Wurzeln y =m -J- ni

und d = m — ni, so ist das Produkt

(x — y) (x — d) — (x — mf + n 2

gleich der Summe von zwei Quadraten reeller Gröfsen, also stets positiv, und mithin hängt das

Vorzeichen von X nur von dem Produkte (x — a) (x — ß) ab. Es ist

p — (x — a) (x — ß) [(& — m) 2 + n 2]
positiv, wenn x

6) zwischen a und oo

dagegen negativ, wenn x

7) zwischen ß und a

liegt.
l*
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Sind endlich alle vier Wurzeln der Gleichung X = 0 imaginär a — r-\-si\ ß — r— si\
y = m -f- ni; 8 = m — ni, so ist

p = (x — a) (x — ß) [x — y) (x — 8) = [(x — r ) 2 + s 2] [{x — m) 2 + n 2] ,

also stets positiv, es mag x beliebig liegen

8) zwischen oo und — oo.

Für die drei unter 1), 2) und 3) angeführten Intervalle bei nur reellen Wurzeln, für

das unter 6) bezeichnete Intervall bei zwei reellen und zwei imaginären Wurzeln und endlich

bei nur imaginären Wurzeln stets, wie das unter 8) gekennzeichnete Intervall angiebt, ist,

damit der Wurzelausdruck ]/X reell ausfällt, zu betrachten

r dx

VPf
Dagegen ist bei nur reellen Wurzeln für die beiden unter 4) und 5) augeführten Intervalle

und ebenso bei zwei reellen und zwei imaginären Wurzeln für die unter 7) angegebenen Grenzen,

aus demselben Grunde zu wählen
/* dxJ

Jedem dieser Integrale und mithin auch dem durch Multiplikation eines dieser beiden1 f* dx
mit dem konstanten Faktor entstehenden Integrale / -~r kann man durch eine SubstitutionVVi J y

von der Form:
by—a -i7 (ab'—a'b)dy . ,,

x = tX woraus sich dx = ergiebt,
b y— a ' (b y — a) 2 ° '

durch derartig über a, a, b, b' getroffene Verfügung, dafs das Produkt p, durch y ausgedrückt,

die ungeraden Potenzen von y nicht mehr enthält, die Gestalt geben

dys V(g — hy 2) (g'— h'y 2)'

in welcher g, Ii, g' und Ii konstante von a, k und den Wurzeln der Gleichung X — 0 abhängige
Gröfsen sind.

Das in diesem Integral auftretende Radikal kann, je nachdem alle vier Wurzeln reell,

oder zwei Wurzeln reell und zwei imaginär, oder alle vier Wurzeln imaginär sind, beziehungs¬

weise auf die reellen Formen gebracht werden:

j/(l - z 2) (1 - x 2s 2) ; 1/(1 — z 2) (1 + cV); j/(l + z 2) (1 + cV) .

Die beiden ersten Umformungen gelingen, wenn man

-y 2 — z 2 und == x 2 setzt.
g J hg

Sollen diese Transformationen reell sein, so müssen Ii und g gleiches Vorzeichen haben, und

dies ist der Fall, wenn zwei Wurzeln cx. und ß der Gleichung X = 0 reell sind. Es mufs aber

auch erreicht werden, dafs x reell ist, und diese Bedingung ist erfüllt, wenn auch h' und g'

von gleichem Vorzeichen sind. Gleiche Vorzeichen besitzen aber h' und g', wenn auch die

beiden andern Wurzeln y und 8 der Gleichung X = 0 reelle Werte haben.
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Sind also die vier Wurzeln der Gleichung X = 0 reell, so erhält das Radikal durch

die angegebenen Substitutionen die erste der oben aufgeführten Formen und wir erhalten das

Integral in der Gestalt

F ■ — / _ _
]/% J V(1 -z*)(l

wo F ein konstanter Faktor ist.

Wenn aber nur die beiden Wurzeln cc und ß reell, die beiden andern y und 8 imaginär

sind, so ist zwar - positiv und daher z reell, aber % negativ und also x imaginär. Bei dieser

Sachlage ist = — c 2 zu setzen und das elliptische Integral geht über in

dz
F ■ -4= f ■

VW J l/(i - s*2) (1 + cV)

Haben endlich alle vier Wurzeln imaginäre Werte, so müssen wir, um eine reelle

Transformation durchzuführen, das Radikal auf die dritte der angegebenen Formen bringen durch
die Substitutionen

lh 9 9 -i (llli o
ir = z* und t- 7 = c.

9 J Kg

Durch die Einführung dieser Werte nimmt das elliptische Integral die Gestalt an

dz

F.— L= fV— Kg J 1/(1 + a 2) (1 + c V)

Das Differential jeder dieser drei Formen geht in die gemeinschaftliche Normalform

über, wenn man

im ersten Falle s — sin cp,

im zweiten Falle z = cos cp,

im dritten Falle z — ig cp

setzt. In dieser Normalform wird nach Legendre x der Modul des elliptischen Integrals

genannt und ist stets ein positiver echter Bruch, so dafs

1 > x > 0.

Durch die angegebenen Substitutionen in die oben aufgestellten Integrale erhält man nämlich

beziehungsweise:

F ■ —1== I . . , W0 5t2 = !^VKg J 1/1- — sin 2 cp

clcp

l/l -— K 2 sin 2 cp

dcp

— F- , aq> wo^ 2 =
gh'

VKg — gli' J Rl — sin 2 cp' 1 + c 2 gh' — hg''

W- 1 ( — o. ^ —
V— Kg' J Y 1 — k 2 sin 2 cp ' Kg

Alle elliptischen Integrale erster Gattung können auf die Normalform gebracht werden:

, /' dcp

J Rl — k 2 sin. 2 cp '

c
in welcher G eine Konstante ist.

Betrachtet man dieses Integral zwischen den Grenzen 0 und cp, so heifst bekanntlich

die obere Grenze cp die Amplitude des betreffenden Integrals.
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Substituiert man in das allgemeine elliptische Integral

F (x) dxs Q

für x denselben Wert
L

b'y — a '

so geht dieses, wenn von dem konstanten Faktor abgesehen wird, über in

r _ f
V (g — W) (g' - h'y*) J V(9 - Ä v 2) (?' - *'»*)'

wenn man die Funktion F ) von 2/ mit <X>( y ) bezeichnet.

Tritt der Fall ein, dafs <£(?/) eine ungerade Funktion von y ist, so läfst sich zeigen,

dafs das oben stehende Integral nicht mehr ein elliptisches ist. Jede ungerade Funktion kann

als Produkt aus ihrem Argumente in eine gerade Funktion dargestellt und jede gerade I unktion

in eine andere verwandelt werden, welche das Quadrat des Argumentes der ursprünglichen

Funktion zum Argumente hat. Aus diesen Gründen kann daher, für den Fall, dafs C£>(y) eine

ungerade Funktion ist, gesetzt werden:

®(y) = y<p(y) =

wo 9o(y) eine gerade Funktion ist.

Substituieren wir aber diesen Wert von ®(t/) in unser Integral, so erhalten wir:

/ ' ®{y)äy = r yip(y 2)dy
J V(g-hy*)(g'-h'y*) J F(</-% 2) (g'-^'y 2)'

Setzen wir weiter
1 dv

]/v

so geht das Integral über in:

y 2 = v , folglich dy — y

1 f* Yvtl>(v)dv l r y>(v)dv
2 J Vv V(9—hv) (g'— h'v) 2 J V(g — hv) (g'— h'v)

Der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen übersteigt nicht den zweiten Grad und deshalb kann

das obige Integral mit den Mitteln der elementaren Integralrechnung ausgeführt werden.

Wenn also F(x) durch die Substitution

x = pL=_±,& y — a

in eine ungerade Funktion von y übergeht, so werden wir auf kein elliptisches Integral geführt.

Bei Betrachtung der elliptischen Integrale können wir daher diesen Fall ausschliefsen

und von vornherein annehmen, dafs durch die angegebene Substitution für x die Funktion F(x)

in eine gerade Funktion von y übergeht. Es werden also nur Integrale von der Form:

F
s =

L ly ~ a ,)dy\b y — a)y —«"/ _ / &(y)äy _ / q>(y*)dy
V (9 — hy*) (g'—jh'y' 2) J V (g — hy 2) (g' — h' y-) J V(g — hy 2) (g'— h'y 2)

zu untersuchen sein.



In diesem Integrale liat man, je nach der Beschaffenheit der Wurzeln der Gleichung
= o,

wie oben bereits näher bestimmt wurde, zu setzen:

-y 2 — z 2 und %2 = und hierauf z = sin cp ,
g s hg * >

- « 2 — z 2 und — c 2 = f—, und hierauf « = cos ro ,

— ^y 2 —Z 2 und c 2 = 0, und hierauf g = tg cp,

wodurch, abgesehen von einem konstanten Faktor, das Integral beziehungsweise in eine der

Formen übergeht:

/' /(sin 2 9)^9 _ P /(cos 2 9)^9 P f (ig 2 cp) dcp

J j/l — x 2 sin 2 9 ' J Yl — x 2 sin 2 cp ' J ~}/1 — x 2 sin 2 qp'

wo f eine rationale Funktion bezeichnet.

Da jede rationale Funktion als Summe aus einer ganzen und einer gebrochenen Funktion

dargestellt werden kann, wobei der Fall nicht ausgeschlossen ist, dafs die erstere verschwindet,

jede gebrochene Funktion aber wieder in Partialbrüche zerlegt werden kann, so ist klar, dafs S

ein Aggregat von Termen von der Form sein wird:

f (a + Bin 2 cp)" dtp u f (ß + cos 2 qp)" dcp n f
J ^ 5 f " -J

(y + tg 2 9)" dcp

z/9 '

wo Acp — ]/l — %2 sin 2 cp und n eine ganze positive oder negative Zahl ist.

Die drei Integrale A n , JB n , G n hängen von 9 anderen ab, welche sich aber auf 3
zurückführen lassen.

Um die Abhängigkeit der drei Integrale A n , B n , C„ von 9 anderen nachzuweisen, kann

man sich der folgenden, von Richelot angegebenen Reduktionsformeln bedienen, die sich aus

den identischen Gleichungen ergeben: 9

. . / d\(a 4- sin 2 cp)n sin 9 . cos 9 . z/9] ,

1) (« + sm 2 cp) n sm cp . cos cp . Acp = J —— y — —dcp,0
9

ro , 2 \„ ■ s l d[(ß + cos 2 9)" sin 9 . cos 9 . Jen! 7

2) (ß + cos 2 cp)' 1 sin cp . cos cp . Acp = J Lxr ' y ' d y ^ dcp ,

Y

:[(y-|_tg 2 9) n
sin 9 . z/9"]

3 > <>•+v *)" -J'" +•0

Führt man in 1) die Differentiation auf der rechten Seite aus, so erhält man unter

dem Integralzeichen folgenden in dcp multiplizierten Ausdruck:

2n (a -]- süffg))™ -1 sin 2 <p cos 2 cpAcp + (ß + sin 2 <p)" \^cos 2 cpAcp — sin 2 cpAcp — " cos

und multipliziert man den ganzen Ausdruck mit A cp, so erhält man unter dem Integralzeichen

als Faktor von den Ausdruck:
z/ 9

2n (a -{- sin 2 <p)n—1 sin 2 cp . cos 2 cp . A 2 cp -j- (ß -j- sin 2 <p) n [cos 2 cpA 2cp — sin 2 cpA 2 cp — %2 sin 2 cp cos 2 9/].



Setzt man zur Abkürzung:
a -(- sin 2 cp = v,

also: sin 2 9 = v — a; cos 2 9 = 1 — v + «5 A 2 cp = 1 — x 2 v + x 2 a,

so gebt der obige Ausdruck über in:

2 n (v — a) (1 — v + a) (1 — x 2 v + x 2 a) v"~ x + v" [(1 — v + a) (1 — x 2 v + «)

— ( v — a) (1 — x 2 v -(- x 2 a) — x 2 (v — a) (1 — v -\- a)]

= 2m {(1 -)- a) v — a (1 -f- a) — v 2 + av] {1 + x 2 a — x 2 v) v n—1
+ [(1 + a) (1 -)- x 2a) — (1 + %2 °0 v — x 2 (1 + a) v + x 2 v 2 — (1 + x 2 K) v + (1 + x 2 a) a
-f- x 2 v 2 — x 2 av — x 2 (1 -f- a) v -f- x 2 a (1 -f- a) -f- x 2 v 2 — x 2 k«] v n

— 2n {— a (1 + a) + (1 + 2a) v — v 2 } {1 + x 2 a — x 2v) v" -1

+ [(1 + x 2 a) (1 + 2a) + x 2 a (1 + a) — { 2 (1 + x 2 a) + 2 x 2 (1 + a) -f" 2 x 2 a} v + 3 x 2 v 2] v n

= 2« [—a(l+a)(l+x 2a)+(l+2a)(l+x 2a)v— (l-\-x 2a)v 2-]r x 2a(l-j r a)v — x 2(l-\-2a)v 2-j-x 2v s } v"- 1
-f- [1 + k 2 a + 2a + 2 x 2 a 2 + « 2 — 2 {1 + x 2 a + x 2 + x 2a + x 2 a} v -f- 3 x 2 v 2] v n

= 2 n [— a(l-f-a)(l+x 2 a)+ {(l + 2a)(l + ^ 2ß ) + x 2 a (1 -j-a)} v — {l + ^ 2«+ " 2 (l+2a)} v 2

+ %2 v 3] v "- 1 + [1 + 2a + 2x 2 a + 3x 2 a 2 — 2 {1 + x 2 + 3x 2 a} v + 3 x V] v"

= 2 11 [— a (1 -}-a) (1 -)-x 2 a) -f- {1 -J-2a-|-x 2 a-|-2x 2 a 2 -)- x 2a -j- x 2 a 2 }v — {1 -f- x 2a -\-x 2 -\-2x 2u) v 2
-f- x 2v 3] v"~ 1+ [1 + 2a -f- 2 x 2 a -f- 3 x 2 a 2 — 2 (1 -f- x 2 -f- 3 x 2 a) v + 3x 2 v 2] v"

= 2n [— a (1 -f~ a) (1 -f- x 2 a) -f- (1 + 2a -f- 2x 2a -(- 3 x 2 a 2) v — (1 + x 2 -f- 3 x 2a)v 2 -f- x 2 « s ] v n~ 1

-f- [1 -f- 2 a -(- 2 x 2 a -f- 3 x 2 a 2 — 2 (1 -f- x 2 + 3 x 2 a) -f- 3 x 2 v 2] v"

— — 2 n a (1 +lja) (1 + x 2a) fl" -1 -j- (2 n -f- 1) (1 -j- 2 a + 2 x 2 a + 3 x 2 a 2) w"
— (2 n + 2) (1 + x 2 + 3 x 2 a) «"+ 1 + x 2 (2 n + 3) v"+ 2 .

Setzen wir diesen Wert in die Gleichung 1) und kehren zu unserer Bezeichnung zurück,
wonach:

tp w
/'(«+ sin 2gj) n dcp / v n dcp AJ J ~ "0 0

ist, so ergiebt sich die Gleichung:

I. (a -j- sin 2 <p) n sin cp cos cp Acp

— — 2 n a (1 —f—«) (1 -f- x 2a) -f- (2 n 1) (1 -(- 2 a -f- 2 x 2 a -|- 3 x 2 a 2) A„

— (2n -j- 2) (1 x 2 -f- 3 x" a) -f- (2w -f- 3) x 2 •

Führt xnan in 2) auf der rechten Seite die Differentiation aus, so erhält man folgenden

Ausdruck, der mit multipliziert ist:

— 2n sin 2 <jpcos 2 <p z/ 2 cp (ß -f- cos 2 cp) n~ 1 — ( ß -(- cos 2 cp)" [sin 2 cp z/ 2 y — cos 2 ^ A 2 cp -f- x 2 sin 2 cp cos 2 cp].

Setzt man nun:

ß + cos 2 cp = v 1

folglich cos 2 cp = Vj — ß-, sin 2 cp = 1 — -}- ß\ z/ 2 cp = 1 — x 2 -f- x 2 — x 2 ß, oder, wenn nach



dem Vorgänge von Legendre und Jacobi das Komplement des Moduls x eingeführt wird,

welches mit x durch die Gleichung verbunden ist:

x 2 -j- k "1 — 1,

J 2 cp = x' 2 -j~ x 2 v 1 — x 2 ß,

so geht der obige Ausdruck über in:

— 2 n (v 1 — ß) (1 — v 1 -f- ß) (x 2 + x 2 ß) v^— 1

— K [(1 — v 1 + ß) (x' 2 + x 2 v1 — x 2 ß) — (v x— ß) (X 2 + x\ — x 2 0) + %2 (1 — Vj + ß) (v x — /3)]

= — 2m [ { (1 + ß) V1 — ß (1 + ß) — v l + ß Vi } { ^' 2 + K2 v 1 — X2 ß } ] Vß'— 1

— [(1 + ß) (y 2 — k 2 ß) — (x 2 — x 2 ß) v x -f- x 2 (1 -j- ß) vx — x 2 v 2 — (x 2 — x 2 ß) v 1 -)- ß (x 2 — x 2 ß)

— X2 V 2 -j- K 2 ß v l -f- X 2 (1 -f- ß) Vi K* V 2 — X2 ß (1 -f- ß) + ß «ll v t n

= —2» [{- ß(l + fi) + (l + 2ß) Vl — V) {*' 2 + x 2 v 1 - x 2 ß}] V- 1

— [(1 + 2j3)(«' 2 — x 2 ß) — x 2 ß(l + ß) — 2 {(x 2 — x 2 ß) -x 2 (l + ß) — X 2 ß\ v 1 -3x 2 v 12]v 1n

= — 2n [— ß (1 + ß) (x' 2 - x 2 ß) -j- (1 + 2ß) (x' 2 —x 2 ß)v 1 — (x 2 + x 2 ß) v 2 - x 2 ß(\ + ß) v x

+ 3t2 (1 + 2 ß) ÜJ 2 — X2 V 2] Vß 1—1

— [x 2 -f- 2x' 2ß — x 2 ß — 2x 2ß 2 — x 2 ß — x 2 ß 2 ■— 2 {x 2 — x2 ß — x 2 — x 2ß — x 2 ß) v 1— 3x 2 v x2 } vß 1

= — 2» [— 0 (1 + 0) (x 2 — x 2 ß) + {x 2 + 2x' 2 ß — x 2 ß — 2 x 2 ß 2 — x 2 ß — x 2 ß 2 ) v x

— {x' 2 — x 2 ß —■ x 2 —• 2 x 2 ß} v 2 — x 2 üj 3] Uj" -1

— [x 2 2 x' 2 ß — 2 x 2 ß — 3x 2 ß 2 - 2 {x 2 — x 2 — 3x 2 ß] v x — 3 x 2 v*] v t "

= 2 n ß (1 + ß) (x 2 — %2 ß) V 1 — (2 n + 1) (V 2 + 2 x'/J — 2 x 2 ß — 3 x 2 ß 2] v»

+ (2 n + 2) (h' 2 — x 1 — 3 x 2 ß) « 1M+ 1 + (2 n -f 3) x 2 v x"+ 2 .

Setzen wir diesen Wert in die Gleichung 2) und beachten, dass:
w <p

l (ß + cos 2 qa)n dcp / v x" dcp -p
J ^9 = J
0 0

so erhalten wir:

II. (/3 -f- cos 2 qp)* sin<p cos (p

= 2w/3 (1 + ß) (x 2 — x 2 ß ) - (2» + 1) (x' 2 + 2«' 2 ^ - 2x 2 ß — 3x 2 ß 2) B n

+ (2 n + 2) (k' 2 — x 2 —3 x 2 ß) JB n+ i + (2 n + 3) * 2 5, !+2 .

Behandeln wir endlich die Gleichung 3) in entsprechender Weise, so erhalten wir durch

Differentiation unter dem Integralzeichen als Factor von clip:

2n ■ ( +1 2 )n -i + , +1 2 )n YAv + 3 ,
cos cp v ' 1 ö *' V/ I o ry Leos 9? cos 2 90 • ^99 ' cos 9 J

mithin als Factor von wenn wir im ersten Gliede tg<» durch ersetzen:dcp ' 0 x cos (p

+fr+^ ?)- [=£ ■— 1■Sf'»] •■



Setzen wir zur Abkürzung:

y + tg > = v 2 ,

1 , 2 "2 *8* V Vi — V

also tg-«p — ®a — y; sm tp = 1 + tg 2 y = i + ^_ y '

2 1 1
COS CD = -— . . ■;— = r—i J

^ 1 + tg" <p 1 + Vs — y

,9 1 9-2 1 2 «2 — V 1+^2 — X — « S fe — 7)
zrqD = l— x- sir w = 1 — x- r = :— r— >

^ ^ l + v2 — y l + Vj — y

oder wenn wir x 2 wieder durch den Komplementännodul, also durch 1 — x 2 ersetzen:

2 1 + v 2 — y — (1 — x' 2) (v 2 — y) l + ^ 2 — y — v s + k' 3« 8 -j- y — «' 2y 1 -j- k ' 2 v 2 — v."'y
y 1 -f Ii, — y 1 -p ®>2— "/ 1 + v s — y

so geht der obige Ausdruck über in:

n ^2 — V 1 + *''»« — *' 2 y /I | NQ „ 1
2n —p - —5—— ? - (1+^2 — V) v 2

i + »s — V 1 + ®« — y '

+ v I;=f M ,+f+ a+»,->•)

= 2n (v 2 — y) (1 + x '*Vg ~ x ' 2 y) (1 + v 2 — V ) V -1

+ [(1 + n 2 «2 — 34,2 y) — Oh — y) + 3 (i + x ' 2v 2 — x "2r) Oh — y)] ®2n

= 2 w {(1 — x 2 y) «2 — y (1 — x' 2 y) + *' 2 V — *' 2 y «2 } {1 — y + *h} ?h"~ 1

+ [1 — x' 2 y + %' 2 « 2 — jc2 t>2 + jc2 y + 3 (1 — jc' 2 y) w2 + 3 jc' 2 « 22— 3y (1 — x" 2 y) — 3 jc' 2 y ü 2] v 2

= 2n { — y (1 — Jc' 2 y) + (1 — 2jc' 2 y) t>2 + jc' 2 v 22 ) { 1 — V + M «h* -1

-f- [1 — x 2 y + jc 2y — 3 y (1 — x' 2 y) + { jc' 2 — sc2 + 3 (1 — jc' 2 y) — 3 x' 2 y} « 2 + 3 jc' 2 v 22] ü

= 2n [— y (1 — y) (1 — jc' 2 y) + (1 — 2jc' 2 y) (1 — y) v 2 + jc' 2 (1 — y) t; 22 — y (1 — jc' 2 y) v 2

+ (1 — 2jc' 2 y) v 22 + jc'+ 2sJ v 2n~ x

-(-[1—■ 2sc' 2y —]—(1 — Jc' 2)y— 3y(l — Jc' 2y) + {jc' 2— 1 —}—?c' 2 —j—3(1—Jc' 2y)— 3jc' 2 y} v 2 ~{-3x' 2 v 22]v 2

= 2 n [— y (1 — y) (1 — jc' 2 y) + {(1 — 2 jc' 2 y) (1 — y) — y (1 — x' 2 y) } w2

+ {jc' 2 (1 - y) + (1 - 2 jc' 2 y)} V + jc' 2 « 23] vt

+ [1 — 2jc' 2y -)- y — jc' 2y — 3y + 3jc' 2y -)- {2 jc' 2 — 1 + 3 — 3jc' 2y — 3 jc' 2 y} « 2 + 3 jc' 2 v 22] v

= 211 [— y (1 — y) (1 — x 2 y) + {1 — 2 x' 2y — y + 2 x' 2 y 2 — y + %' 2 y 2 } w2

+ {x 2 — x' 2 y + 1 — 2 sc' 2 y} v 2 + x' 2 v 23] v 2n~ 1

+ [1 - 2 x 2y — 2y + 3x' 2 y 2 +{2x 2 + 2-6x 2 y}v S! + 3x 2 v 2~] v 2"

— 2 n [— y (1 — y) (1 — x' 2y ) + {1 — 2x' 2 y — 2y + 3s<' 2 y} v a + {%' 2 + 1 — 3x' 2y}v 2 -j- x' 2 v 23] v 2 ~

+ [1 — 2 x 2 y — 2 y + 3 x' 2 y 2 + 2 { x' 2 + 1 — 3 x' 2 y} v 2 + 3 ?c'2 v 22] v 2n

— — 2ny (1 — y) (1 — x" 2 y) v 2" _1 + (2 n + 1) (1 — 2 x' 2 y — 2 y + 3 jc' y) v 2n

+ (2 n + 2) («' 2 +1 — 3 x' 2 y) v 2n+ 1 + (2 n + 3) x' 2 v 2n+ 2 .
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Setzen wir diesen Wert in die Gleichung 3) und berücksichtigen, dass:

I' (y + tg 8 <p)n d<p l'v.»dcp nJ Jcp J zltp0 0
so erhalten wir:

in. +

= — 2 n y ( 1 — y ) (1 — x' s y) Gn—i + (2 n -f- 1) (1 — 2 %' 2 y — 2 y + 3 %' 2 y) G„
-f" (2 w -f- 2) (x 2 -(- 1 — 3 5c 2 y ) Cn^.i -(- (2 n -f- 3) % 2 Cn+ 2 .

Die nähere Untersuchung der Gleichung I zeigt folgendes: für n = 0 lässt sich A 2
ausdrücken durch A g und A x, für n = 1 lässt sich H 3 durch A 2) A x und A 0 ausdrücken, folg¬
lich muss sich A a , da A s wieder durch A x und A 0 ausgedrückt werden kann, durch eine "Ver¬
bindung von A x und A 0 darstellen lassen.

Diesen Schluss können wir, indem wir n nach und nach alle positiven ganzzahligen
Werte annehmen lassen, immer wiederholen und wir finden auf diese Weise, dass sich A n
immer durch A 0 und A x ausgedrückt darstellen lässt.

Für n — — 1 ergiebt sich eine Gleichung, aus welcher H_ 2 durch A— 1 und A x aus¬
gedrückt werden kann, für n = — 2 können wir durch H_ 2 , A —t und A 0 ausdrücken, und
da sich durch eine Verbindung von _A_i und A x ersetzen läfst, so ist auch As mit Hülfe
von As, A x und A 0 darzustellen möglich.

Fährt man in dieser Schlufsweise fort, indem man nach und nach n die Reihe der
negativen ganzen Zahlen durchlaufen läfst, so findet man, dafs sich A— n durch 1, A 0 und A x
ausdrücken läfst.

Dasselbe, was hier für die A auseinandergesetzt ist, gilt auch für die B und C, da
die Gleichungen II und III der Gleichung I ganz konform gebaut sind und daher folgt, dafs
für alle ganzzahligen n, sie mögen positiv oder negativ sein, die drei Integrale A n , B n , Cu sich
auf Verbindungen der folgenden 9 Integrale reduzieren lassen:

A— 1 J A 0 , A x ,

B—i, B 0 , B x ,

G -i, C 0 , G x ,

Diese 9 Integrale können aber stets auf 4 zurückgeführt werden.
Von den oben aufgezählten 9 Integralen sind zunächst die mit dem Index Null behafteten

einander gleich, da für n — 0 die allgemeinen Integrale A n> B n , Cn übergehen in:
'/> <p <p( r dep r^v_. n r

J Jcp 'l000
woraus ohne weiteres folgt:

A 0 = B 0 = C 0 .

Durch die Gleichheit dieser drei Integrale reduzieren sich die oben aufgezählten neun
auf sieben Integrale.

Aj

Das Integral J hat Legendre, wie schon oben erwähnt, das elliptische Integral
0

2*
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erster Gattung in seiner Normalform genannt und es gleich F(rp) gesetzt, während Jacobi

es mit u bezeichnete.

Setzen wir in der Gleichung für A n n = 1, so geht A n über in

<p
(a -)- sin 2 qj) clcp

zl cp

Nun ist aber

A 2 <p =1 — je2 sin 2 cp,

folglich
• 2 1 —

sir <p = — 2

und

. . „ ax 2 4- 1 — z/ 2<p
a + sm- cp = i-_ ,

mithin

4 - b f i+ - ifwp0 0 0

oder, wenn wir für das Integral erster Gattung die Jacobi'sehe Bezeichnung einführen:

. l + a" 2 i /" . jA = — u —^l ^<P d(P ■
o

Wird in der Gleichung für für n ebenfalls 1 gesetzt, so ergiebt sich:

9 f v <p
~n> f'(ß + cos 2 cp) dep /'((3 + 1 — sin 2 cp)dcp 0 f clcp , /*1 — sin 2 cp 7

^=J ^ =J ^ = ^J^+J —Af~ d( P0 0 0 0

lj -i -2 1 * — l +
oder da 1 — sm 2 cp = 1 ^ = ;

wenn für das Integral erster Gattung zugleich u eingeführt wird:

7? a I 1 r " 2 — 1 — 7 /? I * a — 1 1 1 r' y 7

•ßi — ß u + l —2ip— v = ß u -f— u w* I v dc p ■
0 0

Endlich wird aus C n für n = 1

J. . ■ . . , lt.
n C (y + ts 2 9>) «5qp ('dtp , (• tg ;

a '~J 3?0 0 u

CjPclcp

zl cp

Um das letzte Integral zu reduzieren, müssen wir —-~ in. einer etwas weitläufigeren
AJ Cp Ö

Art umformen.

Da

zl 2cp — x 3 cos 2 Cp 1 — 7t2 s in 2 cp — x 2 cos 2 cp 1 — x 3 (sin 2 cp -j- cos 2 <p) 1 — x 2
x' 2 x' 2 vT2 ~~ x' 2 >

SO ist

■ 2 s^nS f sie 2 <P ^ 2<P — " 2 cos 2 cp

und mithin:
cos 8 cp COS2 cp



tg 2 qp sin 2 qpz/ 2qp — x 2 sin 2 qp cos 2 cp sin 2 cpzlcp x 2 sin 2 qp
z/qp x' 2 cos 2 cpzlcp x' 2 cos 2qp x' 2z/ <p

_ (1 — cos 2 qp)Aqp x 2 sin 2 qp ziep — cos 2 cpzlcp x 2 sin cp cos cp tg qp
x' 2 cos 2 cp ri^zlcp x' 2 cos 2 qp x' 24cp

1 z/qp ziep x 2 sin cp cos qp tg cp
x' 2 cos 2 qp x' 2 x' 2 z/qp

1 f z/qp x 2 sin cp OOS qp tg qo 1 z/qp
x' 2 l cos 2 cp z/qp J x' 2

Da

l COS2 qp z/qp

d (z/ qp tg qp) cZ tg qp . , d Acp
d V ^ ~£r + g 95

z/ gp

cos 2 qp z/qp '

so dürfen wir für den in der Klammer stehenden Ausdruck das Differential von Aep.igep nach
cp schreiben. Dadurch erhalten wir:

tg 2 cp 1 d (zlcp . tg qp) z/qp
z/qp x' 2 dep x' 2

Unter Berücksichtigung dieses Wertes ergiebt sich:

G^ = yu + ~J d(JiPdtp t8—clcp-~J zJcpdcp,
ü 0

i i /(1) öt = yu + ziep .tgep — jr I Aepdep.
ü

Diese Reduktionen zeigen, dafs A 1> JB 1} Q zusammengesetzt sind aus Verbindungenv

des Integrals u— J welchem A 0 , JB 0 und C Q gleich waren, und eines neuen Integraleso V cp

J ziep dep — J ]/l —% 2 sin 2 cp dep.
O 0

Dieses Integral hat Legendre das elliptische Integral zweiter Gattung in der Normal¬

form genannt und dasselbe mit E (cp) berechnet, so dafs nach Legendre ist:<p

J ]/T — jc 2 sin 2 cp dep = JE (cp).
o

Jacobi hat diese Bezeichnung dahin abgeändert, dafs er die elliptischen Funktionen, welche

er bei der Untersuchung der elliptischen Integrale erster Gattung gewonnen hatte, auch in die

elliptischen Integrale zweiter Gattung einführte.

Jacobi sieht bekanntlich das Integral
.9 .

u / dep
z/qp

0

als Funktion der oberen Grenze an und setzt:

ep = am u .
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Aus der obigen Gleichung folgt aber

dep .
j— = ziep,du

dep = zl am udu.

Setzen wir diese Werte in die Gleichung

j Zlcp dep — E{ep)
o

ein, so erhalten wir die Jacobi'sche Bezeichnung:
U

J zl 2 am u du = E (am u) ,
o

die Jacobi noch dahin abgekürzt hat, dafs er nicht £(am u), sondern kurz E(u) schreibt.

Da die Integrale A x , E 1} G x auf Verbindungen von u und E führen, so sind die

ursprünglichen neun Integrale schon auf fünf reduziert.

Um schliefslich auch die letzten drei Integrale auf ihre einfachste Form zu bringen,

hat man in den allgemeinen Formen A„, JB n , C n , n — — 1 zu setzen, wodurch man erhält

A- 1

-/p o

dep
+ sin s ep) Zep

; B-x -Si
dep

(ß -)- COS2 ep) Zep '
G-i -J dep

(y + fg 2 <p) A <p

Nun ist aber:

1

a + sin 2 ep a (a + sin 2 ep)

1 1

ex + sin 2 ep — sin 2 ep

a (ex -f- sin 2 cp)

ß + 1

1 sin 2 ep

et a -f- sin 2 ep

ß + 1 — sin 2 ep + sin 2 ep

ß + cos 2 cp (3 + 1 — sin 2 ep (ß 1) (ß + 1 — sin 2 ep) (ß + 1) (ß + 1 — sin 2 ep)

1 , 1 sin 2 ep
= (3 + 1 "T" ß + 1 ' ß + 1 — sin 2 ep '

1 cos 2 ep 1 — sin 2 ep

y + tg 2 ep y cos 2 ep + sin 2 ep y — y sin 2 cp + sin 2 ep

y — y sin 2 ep + sin 2 ep — sin 2 qp 1 1 sin 2 ep

y (y — y sin 2 ep + sin 2 ep) y y y + (1 — y) sin 2 cp

Mit Berücksichtigung dieser Werte und bei Einführung der Bezeichnung u erhalten wir:

JP. A . - , JP

j 1 / ' dep 1 /■* sin 2 <p dep u 1 /' sin 2
a I Zep ex J ex + sin 2 ep Zep ex a/a + si

ep dep
sin 2 ep Zep'

p 1 f^dcp . 1 sin 2 ep dep u . 1 /* sin 2
-tf -i — ß+lj Z^^ß +lJ ß+ 1 - sin 2 9 ' ^ — ß + i "I" jj+T J (3 + 1-

0-1 = i_ rdy i r
y J 4cp y J

sin 2 ep dep u

y + (1 — y) sin 2 ep Zep y

<P

- f -
y J i

ep dep
sin 2 ep Zep'

dep

y J y + (1 — y) sin 2 ep Zep0
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Alle drei Integrale A—i, 23— 1, C_i bestehen also aus einem Teile, welcher das ellip¬

tische Integral erster Gattung enthält, und einem zweiten Teile, in welchem ein Integral von

der Form auftritt:
v

sin 2 qp dtpf
g + sin 2 cp Jcp 7

o

wo g positiv oder negativ sein kann.

Dieses Integral nennt Legendre das elliptische Integral dritter Gattung. Zur Normal¬

form des elliptischen Integrals dritter Gattung hat Legendre die folgende gewählt:
v

dtp lI 1 -)- « sin 2 tp ' dtp'

dieses Integral mit 17 (cp, n) bezeichnet und n den Parameter des Integrals genannt.

Diese Normalform unterscheidet sich von dem zuerst aufgestellten Integrale nur um

ein Integral erster Gattung, denn es ist:

/' sin 2 qp dtp rJ 9 + sin 2 <P 4 tp ~~ J
0 0

= n 1 i i d( p = /
J \ g + sin 2 cp/ dtp I

<P

-ß

(P
g -f sin 2 qo — g

g -f- sin 2 qp d cp

cp cp US

g ^ d'p _ I' dtp r g dtp_
dtp I g + sin^qp dtp

= l -—A- ^ = u — n(<p, ■, l . „ dtp \ r ' gc
sm 2 <p

9
o

Die drei Integrale -4_i, 23— 1, C_i führen also auf Verbindungen von u und II und

hi ermit sind die zuerst aufgestellten 9 Integrale wirklich auf die drei u, E und II reduziert.

Jacobi hat als Normalform des elliptischen Integrales dritter Gattung nicht dasjenige

Integral gewählt, welches man erhält, wenn man in die Legendre'sche Form die elliptischen

Funktionen einführt, sondern ein von diesem abweichendes. Da Jacobi seine Normalform

auch mit IT bezeichnet, so thut man gut, um Verwirrungen zu vermeiden, dem einen IT einen

Index anzufügen. Wir wollen dem IT, wenn es die Legendre'sche Normalform bezeichnen

soll, den Index Null geben, so dass also:

f

TT 0 (<jp, n) = I ■ c v . 8 • - 1- ist.
J J 1 -(- n sin 2 qp dtp

0

Führen wir in diese Legendre'sche Form die elliptischen Funktionen ein, indem wir:

<p = aniM, folglich dcp — dl&mudu

setzen, so erhalten wir:
U

II (am u, n) = j -—:—
v ' ' J 1 -f- n suram u

o

Wie oben erwähnt, hat Jacobi nicht diese Form als Normalform hingestellt, sondern

er hat dazu diejenige gewählt, welche man nahezu erhält, wenn man den Zähler der Legendr e'-

schen Form mit n sin 2 cp multipliziert, also:
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v
f* 11 sin 2 9 dcp
f (1 -f- n sin 2 cp) Acp'b

d. h. die Form, auf welche wir bei der Reduktion der Integrale A—i, J?—i, CLi geführt

wurden. Führen wir nämlich in diese Form die elliptischen Funktionen ein, so erhalten wir:

/* n sin 2 am u A am u du f » sin 2 am # <
/ (1 -)- n sin 2 am u ) A am u f 1 — n am - am u

o o

Die ganz genaue Normalform Jacobi's ist folgende:
U

n2 sin am a . cos am a A am a . sin 2 am u du ■n
( M >°0 = J — y,- sin' am a . sirr am u

Der Zusammenhang zwischen dieser Form von Jacobi und der Legendre'schen ist
leicht aufzustellen. Da

1 1 + w sin 2 cp — n sin 2 9 j n s i nS! 9
1 -|- n sin 2 <p 1 -)-n sin 2 cp 1 -)- n sin 2 cp '

so hat man sofort:
<p

jj / s r dcp _ n sin 2 cp \ dcp
0 {cp, 11) J ^ w sin 2 cp) A cp J V l -j- n sin 2 cp/ Acp

o o

<p cp _ <c
('dtp /' Ii sin 2 cp dtp T? ( \ /

J A tp f 1 -f- n sin 2 cp A cp W' I
n sm- cp i

(1 -f - n sin 2 cp) Acp'
o o

wenn man für die Normalform des elliptischen Integrals erster Gattung die Legendre'sche

Bezeichnung einführt.

Jacobi gab nun dem elliptischen Integral dritter Gattung in dem Falle eine reelle

Form, wenn der Parameter n ein negativer echter Bruch und absolut genommen kleiner
als x 2 ist.

Um dies zu erreichen, setzte er:

n = — x 2 sin 2 am a

und nannte die Grösse a den Parameter des elliptischen Integrales.

Führen wir in die obige Gleichung für IT 0 (cp, n) diesen Wert für n und die ellip¬

tischen Funktionen ein, indem wir cp — am u setzen, so erhalten wir:U
sin 2 am u dutt c \ , P» 2 sin 2 am a .

n 0 (<P, n) = u -j- J x _ %i sin s a]am a sm- am u

Vergleichen wir aber diese Form mit der Normalform von Jacobi, so ergiebt sich

augenblicklich :

(A) n 0 (cp,») = « + — n U a).u x ' J ' cos am a . A am a \ > J

Der Legendre'sche Parameter kann sowohl reelle als imaginäre Werte annehmen,

verweilen wir aber zunächst nur bei reellem n, so ist klar, da:
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n = — sr sirr am a

somit: . V — n
sm am ci = %

und folglich, wie aus der Theorie der elliptischen Funktionen bekannt ist:
y — n

Y.
dz-J

V( 1 - Ä3) (1 — « 3 a 2)'

dass der Jacohi'sche Parameter a nur solange reell ist, als die obere Grenze des Integrals,

welches den Werth von a bestimmt, reell ist und da diese obere Grenze den Wert eines Sinus

ausdrückt, dessen Argument reell sein soll, so muss diese obere Grenze ausserdem auch kleiner

als 1 sein. Diese beiden Bedingungen sind erfüllt, wenn n negativ und zwischen den Grenzen

0 und — sc2 liegt, d. h. solange n ein negativer echter Bruch ist, dessen absoluter Wert den

Wert von x 2 nicht übersteigt. Es ist also erforderlich:

— x 2 < n < 0,

woraus sich ergiebt:
0 < sin am a < 1 .

Ausser dem eben angeführten ersten Fall, dass.:

1) — je 2 < n < 0,

ein Fall, der zur Folge hat, dafs a reell ausfüllt, haben wir für reelle n noch die weiteren

Fälle zu unterscheiden:

2) — 1 < n < — x 2

3) — oo < n < — 1

4) 0 < n < oo .

Ist nach 2):

— 1 < n < — x 2 ,

so liegt sin am a zwischen — und 1,

also: — < sin am a < 1 .

Ist nach 3)

%

— oo < n < — 1,

so ergiebt sich, dass sin am a zwischen ■— und oo liegen muss, also:

< sin am a < oo.

Aus der Grenze oo für sin am a geht sofort hervor, dass das Argument dieses Sinus

nicht reell sein kann, da für reelle Argumente der Sinus nur zwischen den Grenzen — 1 und

+ 1 liegt, das Argument dieses Sinus muss vielmehr imaginär sein, da nur für imaginäre

Argumente der Sinus unendlich werden kann.

Ist endlich nach 4)

0 < n < + oo,

so ist sin am a stets rein imaginär.



— 18 —

Stellen wir diese vier Fälle, in denen n nur reelle Werte annimmt, noch einmal über¬
sichtlich zusammen, so haben wir folgende zusammengehörende Intervalle der Werte von n
und sin am a:

1) — x 2 < n < 0 ; 0 < sin am a < 1

2) — 1 < n < — x 2 ; — < sin am a < 1

3) — oo < n < — 1 ; — < sin am a < oo

4) 0 < 11 < -f- oo; sin am a stets rein imaginär.
Um für diese verschiedenen Fälle die jedesmaligen Werte des Jacobi'schen Para¬

meters a aufzufinden, ist es nötig, einige Formeln aus der Theorie der elliptischen Funktionen
näher in's Auge zu fassen. Es handelt sich ja darum, die Argumente für die Funktion sin am

aufzustellen, für welche diese Funktion beziehungsweise die Werte 0, 1, — und oo annimmt,

und für welche sie rein imaginär wird.
v ^

Fasst man mit Jacobi das Integral / = u als Funktion der oberen
J y 1 — x 2 sin 2 cpo

Grenze u auf, indem man setzt:
qo = am«,

so folgt, da qo und u gleichzeitig verschwinden:
am 0 = 0.

Setzt man ferner, wenn 9 = wird, der Fall, in welchem das elliptische Integral

das vollständige Integral genannt wird, mit Jacobi:

2I dcp _

so ergiebt sich:

Y 1 — k 2 sin 2 cp

Y jr = am K.

Diese Betrachtungen liefern uns sofort die Argumente, für welche sin am die Werte
Null und 1 annimmt, denn es ist offenbar:
(2) sin am 0=0,
(3) sin am K— 1.

Um die noch übrigen Fälle auch zu erledigen, erinnern wir daran, dass die elliptischen
Funkt ionen eine doppelte Periode besitzen, nämlich eine reelle 4 ATund eine imaginäre AK' i, wo:

1
— 7t

y 1 — k' 2 sin 2 cp

ist d. h. das vollständige Integral, in welches das vollständige Integral K übergeht, wenn mau
in ihm den Modul x durch den Komplementärmodul x ersetzt.
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(4)

Es ist ja bekanntlich:

sin am ( u + AK) — sin am u

cos am (u + 4 K) = cos am«

A am (u + 4 AT) = A am u

sin am ( u + 4 K i ) = sin am u ;

(5) | cos am (u + 4 jK' i ) = cos am u ;

z/ am (w + 42T i) = A am u .

Die Periode der elliptischen Funktion hängt aber von dem Modul ab. Denn hätte man

als Mo dul der elliptischen Funktionen nicht x gewählt, wie oben geschehen ist, sondern x , so

wäre nicht 4 K, sondern 4 K' der reelle Periodicitätsindex, und ebenso nicht 4 K'i, sondern

4Ki der Index der imaginären Periode, so dafs also:

sin am ( u + AK', x) = sin am ( u , x) u. s. w.

sin am (iu + 4 Ki, x) = sin am ([u , x) u. s. w.

Fügt man zu dem Argumente der Funktion nur den halben Periodicitätsindex, also

2K und 2 K' i, so behalten bekanntlich die elliptischen Funktionen zum Teil ganz genau,

zum Teil, abgesehen von dem Vorzeichen, ihre Werte ungeändert bei, denn es ist:

(6)

sin am ( u + 2 K) — — sin an \u

cos am ( u + 2 K) - — cos am u

A am ( u + 2 K) = A am u

sin am (u + 2K'i) — sin am«;

(7) { cos am (u + 2 K' i) =—cos am m ;

A am (A + 2 IC i) = — A am u .

Setzt man in die Gleichungen (4) bis (7) u = 0, so erhält man:

sin am AK'i —

cos am 4 K'i =

A am 4 K'i =

sin am 2 K'i —

sin am 4 K = 0

cos am AK = 1

A am AK = 1

sin am 2 K — 0

cos am 2 K = — 1

A am 2 K == 1

Den Zusammenhang zwischen den elliptischen Funktionen mit reellem Argumente und

denjenigen mit imaginärem Argumente drücken die Formeln aus:

sin atn (u, «')

cos am 2K'i = — 1

A am 2 K'i = — 1 -

(8)

sm am ui —

cos am ui =

A am«i

cos am (u, «') 7

1
cos am (w, x) '

A am (u , k ')

cos am (u , x )

Die elliptischen Funktionen mit imaginärem Argument können also durch elliptische

Funktionen mit reellem Argument ersetzt werden, der Modul dieser letzteren ist jedoch das

Komplement des Moduls jener ersteren.

Die Periodicität der elliptischen Funktionen bleibt auch bestehen, wenn man die reelle

und imaginäre Periode mit einander verbindet, denn es ist:

Isin am (w + AK + 4 K'i) = sin am u,

cos am ( u + AK + 4 K'i) = cos am u,

A am (ii + AK + 4 K'i) = A am u.
3*
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Ebenso kehren die elliptischen Funktionen entweder ganz genau oder, abgesehen vom
Vorzeichen, in sich selbst zurück, wenn man die Hälfte der reellen mit der Hälfte der ima¬
ginären Periode verbindet, denn es ist:

sin am (u + 2K + 2 K'i) = — sin am u,
cos am (u + 2AT + 2K'i) = cos am u,

A am (u + 2K^r 2K'i) — — A am««.

Setzt man in (9) und (10) u — 0, so erhält man:

(10)

sin am (4 K ± 4,K'i) = 0
cos am (AK+AK'i) = 1

A am (AK±4:K'i) = 1

0;
i;
l.

sin am (2K -j- 2 K'i) —
cos am (2 K + 2 K'i) —

A am (2 K + 2 K i) —

Nennt man mit Jacobi die Amplitude von K—u das Komplement der Amplitude
von u oder die Koamplitude von u und setzt demgemäss:

am ( K — u) = coam u,

so sind als wichtige Formeln zu merken:
cos am usin am (K — u) = sin coam u —

cos am ( K — u) = cos coam u

A am ( K — u) = A coam u

J am«« '

h sin am u

A am u

Setzt man in diese Gleichungen
A am«

- u statt u und führt zugleich u — K statt K — u
ein, so erhält man bei Berücksichtigung, dass die Amplitude eine ungerade Funktion ist, also:

am (— u) = — am u

und infolge dessen sin am (— u) = — sin am««; cos am (— u) = cos am««; z/am (— u) =Aam u.
cos am u

(11)

sin am ( u + K) = +

cos am (u + K) = +

A am («« + K) =

A am u '

k ' sin am u
A am u '■
k'

A am u '

Setzt man in diesen Gleichungen ui statt u und transformiert dann die elliptischen
Funktionen mit imaginärem Argumente auf solche mit reellem Argumente, so erhält man:

l

(12)

sin am (ui + K) = +
A am («, «') '

r ■ , rr\ -7- in sin am (u, «')cos am (ui + K) = v '

A am (ui + K)

A am (««, «') '
h ' cos am (u, k ')

A am (u , «') '

Lässt man in den Formeln (8), welche den Zusammenhang der elliptischen Funktionen
reellen Argumentes mit denen imaginären Argumentes feststellen, u um K' zu- oder abnehmen,
so erhält man nach gehöriger Reduktion die Formeln:
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. cos am (u, k ')sm am (ui — K i) — — i —; >v ,
v — j y. sm am (m. *) 7

r ■ i iz' -\ ~r A am (u < K')cos am (Ul ■+■ K l) — + —; ^ TT,v — ' 1 % sm am (m, Jt)'

A am (ui + K'i) = + •v — J 1 sin am (u, «)
Drückt man in diesen Gleichungen die elliptischen Funktionen mit dem Modul %

durch die Funktionen mit dem Modul x aus, indem man berücksichtigt, dal's aus den Glei¬
chungen (8) sich ergiebt:

sin am (u, %') =

so erhält man:

cos am (u, x ') =

A am (u, x') =

sin am (ui + K'i) =

. sm am Mi
l rcos am Mi

1
cos am Mi
A am Mi
cos am Mi :

1
k sm am Mi

cos am (ui 4- K'i) = 4~ -
i A am Mi
sm am Mi

, . , .x — . cos am Mi
A am (in + K i) = + i -■ .v — ' sin am Mi

und setzt man in diesen Gleichungen u statt ui, so entstehen die Gleichungen:
/ 1

sin am (u, + K'i)

(13)

u sm am u '
r . ~T7~f•\ —:— i ^ am Kjcos am (iiJ -JrKi)=-\- =v — J 1 % sm am u

a r i tz ' • \ t • cos amwz7 am [u + K i) = + % —v — J 1 sm am u

Setzt man in diesen Formeln u = 0, so ergiebt sich:
sin am (+ K'i) — oo,

(14) cos am (+ K'i) — oo,

A am (+ K'i) = oo.

Ersetzt man in den Gleichungen (13) u einmal durch u -f- K, das andere Mal durch

u — K, so erhält man bei Berücksichtigung der Gleichungen (11):

sin am (u + K + K'i) = +
A am m

n cos am u

% cos am u '
i v.' sin am tc

cos am u

(15)

cos am (u 4- K -\- K'i) = 4- (4;)

A am (u 4; K 4; K'i = 4~

Setzt man hier u = 0, so erhält man:

sin am (K 4; K'i) =

cos am (K±K'i) = +

A am (K 4; K'i) — 0.
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Diese Formeln aus der Theorie der elliptischen Funktionen liefern das erforderliche
Material, um die oben gestellten Forderungen zu befriedigen.

Wie die Gleichungen (2) und (3) erkennen lassen, nimmt die Funktion Sinusamplitude
beziehungsweise die Werte Null und Eins an, wenn das Argument gleich Null, respektive
gleich K ist. Während also sin am a von Null bis Eins wächst, nimmt das Argument von
Null bis K zu, d. h. a ist in diesem Intervall gleich u, wenn u von Null bis K wächst.

Weiter zeigt die erste Gleichung (15), dass sin am a den Wert -i- erreicht, wenn

a = AT + K'i wird, während also sin am a von 1 bis ~ zunimmt, wächst a von K bis K -f- K'i,

mit anderen Worten, a ist in diesem Intervalle, in welchem sin am a von 1 bis wächst,

gleich ui + K, wo u von Null bis K wächst, denn:

j^sin am ( ui -j- K) j = sin am AT= 1; ^sin am ('ui -f- K) J = sin am ( K -f- K'i) = — •
u=0 u=K'

Den Wert oo erreicht aber, wie Gleichung (14) zeigt, sin am a, wenn a — K'i,

während also sin am a von — bis oo zunimmt, mufs a von K'i-\-K bis K'i abnehmen, d. h.

a hat in diesem Intervalle die Form w + K'i, wenn u von K bis Null abnimmt, denn:

J^sin am ( u + K'i) J = sin am ( K -f- K'i) — ~,
u= K

|^sin am ( u + K' i)J = sin am K'i — oo.
u—0

Wenn aber sin am a rein imaginär ist, so ergiebt sich aus der Gleichung (8), dafs a
die Form tii annehmen mufs.

Liegt also
1) n zwischen 0 und %2, so liegt sin am a zwischen 0 und 1 und a zwischen 0 und K,

2) n „ — %2 „ — 1 „ „ sin am« „ 1 „ ~ „ a „ K „ K+K'i,

3) n „ —1 „ —oo„ „ sin am« „ „ oo „ a „ K-\-K'i „ K'i,

4) n „ -)-1 „ -f-oo, so ist sin am« rein imaginär und a hat die Form ui,

oder es ist

im erste n In te rva lle n = — x 2 sin 2 am a

„ zweiten „ n — — x 2 sin 2 am (ai -j- K) — — ^KmJäT^T) nac ^

,, dritten „ n— — x 2 sin 2 am (a + K'i) = ^-5— nach (13)" " \ \ sin am a v y

„ vierten „ 11 — — x 2 sin 2 am ai = x 2 Sm 2 am ^a ' *} nach (8),cos äm (^5 % )
wo a in allen Fällen eine reelle Gröfse bedeutet.

Um für alle Fälle den Zusammenhang zwischen der Legendre'schen und Jacobi'-
schen Form des elliptischen Integrals dritter Gattung darstellen zu können, ist es erforderlich,
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sin am a

wie aus der oben entwickelten Gleichung (A) ersichtlich, den Wert von cQg am a ^ a

alle vier Fälle keimen zu lernen.

Nun ist aber den Gleichungen (12) gernäfs

sin am (ai -J- K) A am (a , % )

für

cos am ( ai K) A am (ai -f- II) sin am (a, *') cos am (a , *')

A am (a, «')
m' 2 sin am (a, «') cos am (a, *')

Ferner ist, wie die Gleichungen (13) zeigen:

sin am (a + K'i) _
cos am (a K'i) A am (a -f- K'i) cos am a A am a

und endlich, wie sich aus den Gleichungen (8) ergiebt:

sin am (ai) . sin am (a, *') cos am (et, *')
cos am (ai) A am (ai) A am (a, *')

Berücksichtigt man diese Werte und die allgemeine Reduktionsformel (A), so erhält

man für reelles n folgende spezielle Reduktionsformeln:

1) n zwischen 0 und •— x 2, also n — — x 2 sin 2 am a ,

,<p

n0 (cp,n) =j
d cp , sin am cc , x

== u —|— n (ja. ci).1 r>r»a Clin n /] n.m n. v / ✓ /n sin 2 cp) Acp 1 cos am a A am a

2) n zwischen — %2 und — 1 ? also n — — %2 sin 2 am (ai + K)
<p

JT 0 (90, n) = f , , dq '.,0 ? / F (1 —^ sin -
. . A am (ct. %) f-f / . ,

— — = u + % rö 7 7 -Z — 7 TT n («, ai 4- Ä ),
cp) Acp x " sm am (a, x ) cos am (a, v.) x "

3) n zwischen — 1 und — oo, also n

n o (.<P, n ) = J

sm am a

(1 -f- sin 2 f) Acp cos am a A am a

sin 2 am (a -f- K'i)

n (u, a + K'i),

H

n 0 (cp, n) = J

4) n positiv, also n — — x 2 sin 2 am ai
■) _

dcp , . sin am (a, x') cos am (a, x') „/ -\

— prfr- = 4- l ~ — r. TL U, CM) .(1+ sm 2 cp)zf cp 1 zfam(a, x) v

Ist der Legendre'sche Parameter m selbst imaginär, so läfst sich der Jacobi'sche

Parameter auf die Form a + bi bringen, so dafs also

n = — sc2 sin 2 am (a + &*)
wird.

Hat « einen imaginären Wert, so sei

alsdann setzt man

folglich

» = P + 2»,

P 2^ = — " 2 s ^n2 am ( ß "I" &*) >

= — x 2 sin 2 am (a — bi).
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Aus diesen Gleichungen folgt:

%2 + P ~f" ~ %2 (l — s i n2 am ( a "i~ &^)) = %2 cos2 am ( a + bi),

%2 "f" P '— qi — x 2 (l — sin 2 am ( a — bijj = 5(2 cos2 am ( a — >

1 + P + 9.i — 1 — " 2 sin 2 am ( a + ~bi) = A 2 am (a -f- bi),

1 -f- _p — qi — 1 — x 2 sin 2 am (a — bi) — z1 2 am (a — bi).

Setzt man weiter:

[— G? + 9.i) — A 2 ( c os 2 a -f- i sin 2 a), folglich •— (p —- qi) = A 2 (cos 2 a

(16) { x 2 -f- p + qi — B 2 (cos 2ß + i sin 2ß) ,

(17)

i sin 2 a)

x 2 + P — qi — JB 2 (cos 2/3 — i sin 2/3)

1 + V ~t~ qi = G 2 ( cos 2y + i s in 2 y) , „ 1 -f- p — qi — G 2 (cos 2 y — i sin 2 y)

so erhält man, wenn man die Substitutionen mit den vorigen vergleicht und für die Sinus und

Kosinus die Esponentialgröfse einführt:

A 2 e 2ai = x 2 sin 2 am (a -j- bi) uncf A 2e~ 2ai = x 2 sin 2 am ( a — bi)

B 2e 2 ?' = x 2 cos 2 am (a + bi) „ JB 2 e~ 2 ß' = x 2 cos 2 am ( a — bi)

C 2 e 2yi = A 2 am (a -j- bi) „ C 2e~ 2 '<i = A 2 am (a — bi).

Setzt man in den Gleichungen (16) die reellen Teile der einen Seite gleich den reellen

Teilen der anderen Seite und behandelt die imaginären Teile beider Seiten ebenso, alsdann
erhält man:

1) — p — A 2 cos 2a; 2) — q = A 2 sin 2 a;

3) x 2 p — B 2 cos 2/3; 4) q = B 2 sin 2/3;

5) 1 + P = C 2 cos 2 y ; 6) q — C 2 sin 2 y .

Aus diesen sechs Gleichungen können die Gröfsen A, B, C, a, ß, y durch p, q und x aus¬

gedrückt werden.

Denn aus 1) und 2) folgt:

p 2 = A i cos 2 2a,

9.
,2

A i sin 2 2 a,

cos 2 2a sin 2 2 a

mithin p 2 sin 2 2

P2 =
2 2 sin 2 2 a sin 2 2 a '

a = q 2 — q 2 sin 2 2a,

(P 2 + S 2) sin 2 2 a = q 2 ,

folglich

sin 2 2 a =

sin 2a = +

p* + <p'

a

]/p 2 + <f

Setzt man den Wert von sin 2 2a in die Gleichung:

q 2 = A i sin 2 2 a

ein, so erhält man:

q 2 = A l ■
p a -)- q-'

A'-jp» + <f,

A = + Yp 2 + 2 a •
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Auf ganz analogem Wege erhält man aus den obigen Gleichungen 3) und 4) einerseits

und aus den Gleichungen 5) und 6) andererseits die Werte:

Ii = + y (x A + p Y + q l ; sin 2ß = +

C = + 1/(1 + p) 2 -f- <f ; sin 2y = +

1/(H'+jPl' + ä 4 '

2

y (i + + y

Aus den Gleichungen (17) erhält man:

| Ae tti = x sin am ( a -f- bi) und Ae~ ai = x sin am ( a — bi)

(18) ^ Beß i — x cos am ( a -(- bi) „ Be~ß { — x cos am ( a — bi)

I Ce^ 1 = A am (a -f- bi) „ Ge~^ 1 = A am {a — bi).

Um lästig lange Formeln zu vermeiden, wollen wir die Gröfsen A, B, C, a, ß, y bei¬

behalten und für diese die eben gefundenen Werte nicht einführen.

Die Quantitäten a und b, welche Bestandteile des Jacobi'schen Parameters werden

sollen, sind also durch p, q, x oder, was dasselbe ist, durch A, B, G, cc, ß, y auszudrücken.

Zu diesem Zwecke stellt man sin am 2a und sin am 2bi, cos am 2a und cos am 2 bi durch die

eben angegebenen Gröfsen dar, indem man unter Berücksichtigung, dafs

2a — (a -f- bi) + (a — bi),

2bi = (a -(- bi) — (a — bi),
also

sin am 2a = sin am [(a -(- bi) + (a — bi)],

sin am 2bi = sin am [(a -j- bi) — (a — bi)],

cos am 2a = cos am [(« -f- bi) -f - (a — bi)],

cos am 2 bi — cos am [(a -f- bi) — (a — Zu)]

sind, auf diese Werte von sin am 2a, sin am 2bi, cos am 2a und cos am 2 bi die aus dem

Additionstheorem der elliptischen Integrale erster Gattung fliefsenden Relationen zwischen

den elliptischen Funktionen mit zusammengesetztem und mit einfachem Argument zur An¬

wendung bringt.

Aus diesem Additionstheorem ergiebt sich bekanntlich:

sin am u . cos am v . A am v + sin am v . cos am u . A am u

(19)

sin am ( u -j- v) =

cos am (u + v) =

l

cos am u . cos am v + sin am u . sin am v . A am u . A am v
1 — k 2 sin' 2 am u . sin 2 am v

Wenden wir die erste dieser Formeln auf die Werte von sin am 2a und sin am 2bi an,

so erhalten wir:

„ sin am (a -)- bi) cos am (a — bi) A am (a — bi) -f- sin am (a —bi) cos am (a -f -bi) A am (a -f- bi)

sm am _a ^ ^ ^^ gjna am >

07. sin am (a + bi) cos am (a — bi) A am (a — bi) — sin am (es — bi) c os am (a -f- bi) A am (et -f- bi)
sm am % ^—h 2 sin 2 am (as-f-Zu) sin' 2 am (« — Zu)

Setzen wir auf den rechten Seiten dieser Gleichungen die oben in den Gleichungen (18)

und (17) zusammengestellten Werte ein, so erhalten wir: 4
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sin am 2b i = AB C
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e(a—ß—y)i _|_ g—(a—ß—y)i
x 2 - A 4 '

e <.a—ß—y)i 0— (<*—(9 — y)i
X2 — A 4 '

oder wenn wir für die Exponentialfunktion die Sinus und Kosinus einführen:

sin am 2 a = 2 A B G

sin am 2 bi = 2iABC

cos (k — ß — y)
x 2 —A 4 '

si n (a ■— ß — y)
x 2 — A 4

Entsprechend erhalten wir, wenn wir die zweite der Gleichungen (19) auf die Werte

von cos am 2a und cos am 2 bi zur Anwendung bringen:

cos am (a -)- bi) cos am (a — bi) —■ sin am (a -)- bi) sin am (a — bi) A am (a -|~ bi) A am (a — bi)
1 — x 2 sin 2 am (a -f- bi) sin 2 am (a — bi) '

cos am (a + bi) cos am (a — bi) + sin am (a -f- bi) sin am (a — bi) A am (a -j- bi) A am (a — bi)

cos am 2 a

cos am 2 bi— .. , . « , , , .. . , . . ..1 — x 2 sm 2 am (a + bi) sm* am (a — bi)

oder durch Einsetzung der Werte aus den Gleichungen (18) und (17):

B 2 — A S G 2

Wir finden daher:

tg am 2a

cos am 2 a =

cos am 2 bi =

2 ABC

x 2 — A 4 >

B 2 + A 2 C 2
x 2 — A 4

B*—A*C S COS ~ ß ~

r)-, 07 . 2iABC . , 0
tg am 2bi = sm (a — ß

Setzen wir der Kürze wegen noch:

2ABC
tg 28,

folglich:

B- — A 2 C*

B- — A 2 C 2

2 ABC

B 4 — 2A 2B 2 C 2 + A 4 C 4
4 A*B 2 C°~

B 4 — 2 A 2B 2 C 2 + A 4C 4
4A 2_B2 C 2

B 4 ■— 2A' i B"'C i -f- A 4 C 4 + 4 A 2B 2 C 2

= ctg 2 8,

= ctg 2 2d,

+ l = l + ctg 2 2d,

1 + ctg 2 2 d,4 A 2B 2 C 2

B 4 + 2 A 2.B 2 g 2 + A 4 C 4 _4cA 2B 2 C 2 ' D ?

Tai tif - VT+Äfn,

2 ABC

B 2 + A"C' J ]/1 -j- ctg 2 2ö = sin 28,

so erhalten wir:

tg am 2 a = tg 2 8 . cos (a — ß — y)

tg am 2 bi= i sin2 8 . sin (« — ß ■— y).
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Der Gleichung (8) zufolge ist aber:
ein am 2&i . . /n7

tg aui 2bi = = % sin am {2b. x ).& cos am 2 6« v ' '

Wir haben also zur Bestimmung von a und b die beiden Gleichungen:

tg am 2 a = tg 2 8 . cos ( a — ß — y)

sin am (2b, x') = sin 2d . sin (a — ß — y).

Diese beiden Gleichungen genügen, um für einen gegebenen Modul x die Werte von

a und b zu bestimmen. Denn aus der letzten dieser Gleichungen ergiebt sich sofort:

- sin 2 d . sin (a — ß — y)

dx
2b =

o

und berücksichtigt man, dafs

sin am 2a —

]/ (l — x 2) (l — «' 2 x 2)

tg am 2 a

= yi

sin am 2 a

Y1 +tg 2 am 2 et'

tg 2 ä . cos (a — ß — y)

so folgt:

y 1 -)- tg 2 am 2 cf. cos 2 (a — ß — y)'

tg 2 ö . cos (a — ß — y)

2a

V 1 H" tg 2 am 2 d' . cos (a —■ß —■y)

^ dx

y (1 — X 2) (X — Y.2 X 2)

Hiermit ist nachgewiesen, dafs für den Fall der Legendre'sche Parameter n imaginär ist und
die Form hat:

n = p + qi,

der Jacobi'sche Parameter die Form:

a + bi

annimmt, wo a und b reelle Gröfsen sind, welche von A, B, C, u, ß, y, oder, da diese sechs

Quantitäten sich wieder durch p, q und % ausdrücken lassen, von p, q und x abhängig sind.

Ist also n imaginär, so ist der Jacobi'sche Parameter von der Form:

n = — x 2 sin 2 am (a -j- bi).

Die bisherige Untersuchung hat gezeigt, dafs man, n mag reell oder imaginär sein ;

diesen Parameter n immer in der Form ■—% 2 sin 2 am c voraussetzen darf, wo c entweder eine

reelle, oder eine imaginäre oder eine komplexe Gröfse ist.

Im letzten Falle, der eintritt, wenn n selbst imaginär ist und der Jacobi'sche Para¬

meter die Form a -f- bi annimmt, verlangt das Auffinden des Zusammenhanges zwischen der

Legendre'schen und der Jacobi'schen Form des elliptischen Integrales dritter Gattung das

Additionstheorem der Parameter. Die Mittel zur Herleitung dieses Theorems ergeben sich aus

den Reihenentwicklungen für die elliptischen Funktionen und die elliptischen Integrale zweiter

und dritter Gattung und deshalb muss zunächst zu diesen Reihenentwickelungen geschritten

werden.

Die elliptischen Funktionen können, bekanntlich durch unendliche Produkte dargestellt

werden und zwar ist:
*
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2 V q . nu i—f

sin am u — _ sm
]/« 2 Ii

2yVl/</ 7tm

cosami( = - y cos YS

1 am u — Y%
u-r«=l -*■

8 —

1 — 22 2r cos
WM

IT + a lr

1 — 2g 2 '' -1 cos
7t U

~s + a ir ~ 2 '

1 -f- 22 2 '' cos •
7Z11

~S + a ir

1 — 22 2r_1 cos
71U

~s . +g *r-2>

1 + 2<jr2 '' —1 cos
71U

YS

031
+

— 2g 2r 1 cos -f- g;4

wo q die von Jacobi eingeführte Bedeutung hat:b UiU111 ^
K!

71~K
Q — e

K'

und während alle positiven Werte von oo bis 0 annimmt, von 0 bis 1 wächst.

^ /— /—. ^/

Die Werte der Faktoren ——, — und 1/V findet man, wenn man einmal in der
y K |/k

ersten Gleichung u = K -j- K'i und dann in der letzten Gleichung u — K setzt.

Der Gleichung (15) zufolge ist sin am (K -f- K'i) = r und da am K=^~, so ist% u

z/amW=^/y = |/l — jt 2 sin 2 ~ — "|/l — x 2 = x.

Setzen wir daher in der dritten der obigen Gleichungen u = K, so erhalten wir:

r=W 1 - 2 g 2 -"—l +g 4r- 2
,2r — 1 | JLr — 2

_ r-p~r /l ~2r-l\2

- V"- n (i
,2r — 1 / >

+2

folglich ist:

r-r-r /l r?r —1\2<*>

Weitläufiger als die eben durchgeführte Herleitung des Wertes für ]/%' sind die Her¬

leitungen der Werte für ~3 und 2 Zwecks der Bestimmung dieser Werte ist, wie schon

gesagt, in die Gleichung, welche die elliptische Funktion sin am u durch ein unendliches Pro¬

dukt ausdrückt, u — K -j- K'i zu setzen. Durch diese Substitution erhalten wir, bei Berück¬

sichtigung des Wertes sin am (K -f K'i) = -i-:

1 2 J K _L TT' ■ ^ 1 - 2 22 r 009 n + a ir

sm am (K + K'i ) = - = -4; sin n • ~r^- TT —
* F* 2if 11 2r _ K+K'i , 4r _ 9

r=l 1 — 2g 2 ' cos n p J
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Nun ist

K -)- K'i . t it . niK'\ nili'

sm Ä 2 K = sm lY + "9 TT) = cos TT -
7tK' 7t Ii'

_ e ™+-*K g -j + g j 1 + g

II-\- IC i ( . ni JC\
cos 7t ^— = cos (jt -| -g-J — —

2 g*

n HC
cos

II

IV

" JC + e ** 2 _1 +2 1 + 2 2

Folglich ist:

q^yv, r=1 '

2 q

2r ~Hi + g 2) + <£ r
t—2 /■* | -,2\ I ^4?—2

yit i + ä Jr - J (i + ä 8) + ä

r = co

2 4 17

1 + i I / i + 3 2r *+ 2 zr "+" i + g'
1 I # -i i ..2r—2 | 2r i 4r— 2
' "j/x "7=1 1 + 2 +2 +2

= 1 + 2 TT G + 22r *) (1 + 2 2r+1 )

ä ij/* rJi (1 + 2 2r - 2) (1 + ä 2 '")

Die beiden im Zähler des Ausdrucks hinter dem Zeichen des Produktes stehenden Faktoren

(1 + <Z2 ' —1 ) und (1 -f- q 2, '+ x) unterscheiden sich dadurch von einander, dafs der letztere den Faktor

1 q, welcher sich für r = 1 für den ersten ergiebt, nicht enthält; dieser steht aber vor dem
r=co

Zeichen des Produktes und deshalb darf man den Zähler schreiben J J (1 -)- tf r ~ 1) 2 ; imr = l

Nenner desselben Ausdrucks nimmt für r—l der Faktor (1 -(- q 2r ~ 2) den Wert 2 au und diesen

Faktor 2 darf man vor das Zeichen des unendlichen Produktes stellen, so dafs der Nenner die
r= co

Form erhält 2 J J (1 -j- g 2r ) 2.r= 1

Infolge dieser Umformungen erhält man:

i= ' fr
H 2gf]/x 7 7 \ 1 -f- 2 2 ' '

Hieraus ergiebt sich durch Multiplikation mit ]/y,

_l = JL ff ( i +2 2 '"-y
]/x 2gd 7 7 ^ 1 + g 2 '' /

und folglich:

(21) y- x , 2} Cff(-^£Cj.r—1 1 -1

Aus den beiden Werten von und ]/Y, wie sie die Gleichungen (21) und (20)

bieten, ergeben sich die Werte der gesuchten Koeffizienten als folgende:
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iVa

Yn
-um$'

r — 1

r — co

(22)
gy?yg _ tt f 1 - g 2r ~ 1N>

l/* W + a 2r )

\ n - n(rfÄS)'+ 2

Setzen wir in die die elliptischen Funktionen durch unendliche Produkte darstellenden

Gleichungen für die Koeffizienten die in (22) aufgeführten Werte und gleichzeitig:
2 Kx

so erhalten wir:

(23)

sin am 2Kcc _ . rj f l + g 2r x\ T~T 1 - 2g 2r

Sin * 11 [ 1 + q 2r ) 11 ! _ 2ff 2r-l

cos 2# + <?

cos am

r= 1

r== cc

z/ am

2Kx TT f 1

n- = COäX il VIr=l

r— co ,
2 Kx

+ 2

- a 2 '- 1
i 2 r

+ 2

,2r—1

r = 1

2 r= co

n,:

cos 2® -p g

1 + 2g 2 '' cos Ix + g ir

■Ii —2 '

2g 2r 1 cos 2a; -f- g^ r 2

+ 2 a Sr-:1 cos 2a: + q ir ~ 2

r—1

r = co
2

+ 2
,2t--

v 77 i>■=1 2 g 2 cos 2 a: + 2

Diese Gleichungen sind, um von unendlichen Produkten auf unendliche Summen zu

kommen, zu logarithmieren. Die Logarithmen der unendlichen Produkte, in denen der Kosinus

von 2x auftritt, lassen sich aber wesentlich vereinfachen, und deshalb mögen zunächst die

Logarithmen dieser unendlichen Produkte betrachtet werden, und zwar an erster Stelle der

Logarithmus des in dem Werte für sin am

2 Kx
auftretenden unendlichen Produktes.

(24)
l °g FT — 22 cos 2 a, + g _ J (1 _ 2 q 2r cos 2x + <2'lr )

TA 1 —2g 2r 1 cos2a; + 2 4r 2 ^ ° K '

r= co

r— 1
log (1 — 2q 2r ~ 1 cos 2a; + q ir ~ 2).

r—1

Nun ist aber:

log (1 — 2p cos 2a; +.p 2) = log (1 — pe 2xi — pe~ 2xi + p 2)

= log (1 — pe 2xi ) (1 — pe~ 2xi )

= log (1 pe 2xi ) log (1 — pe~ 2xi ).

Nehmen wir p zwischen den Grenzen — 1 und + 1, so können wir log (1 — pe 2xi )

und log (1 — pe~ 2xi ) in Reihen entwickeln und es ist:

log (1 — pe 2xi ) = —

log (1 — pe~ 2xi ) = —

pe 2xt p 2 eixi p 3e 6xi p i e 8xi
1 2 3 4

pc~ 2xi p 2 e~ ixi p 3e~ 6xi p i e~ Sxi
1 2 3 4
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log (1 — pe 2xi ) + log (1 — pe~ 2xi ) = — ^-{e 2xi -\-e~ 2xi ) ~ y (e ix '~j-e~ ixi )— ^ (e 6xi -{-e~ exi ) —

= — 2p cos 2x — cos 4x — —f- cos 6a; — ~~ cos 8a; —ä o 4
S= CO

= — 2 y cos 2sx.s — l

Setzen wir mm einmal p — q 2r und dann p — q 2r ~ 1) was erlaubt ist, da

0 < 2 < 1 >
so erhalten wir:

5= CO
x. 7 rP rs

log (1 — q 2 '' e 2xi ) -f- log (1 — q 2r e~ 2xi ) — — 2 cos 2 sx

S===° „(2r—l)s

log (1 — q 2r 1 e 2xi ) -f- log (1 — q 2r ~ 1 e~ 2xi ) = -— 2 ^ -—-— cos 2 sx.s — 1

Substituieren wir diese Werte in die Gleichung (24), so erhalten wir:

*°g ff ^-£ e ° B * X + 9̂ ~ - 2 2 y *- cos 2sa;i-, 1 — 22 cos 2a; + 2 ^ s

r^5 o (2 '— i)s

+ 2 2j 1 - COS 2 sa;r=l s=l

= 2 2 2 "T 1 " {g(2r —l)s _ g.r.1r=l 5= 1 J

5= CO

= *2 £2 W^ (fe s + 2 3i + 2 5s + ■ • 0 - (<Z2s + 3 4s + S 0s + • • •)}

cos 2sx J 2* g 2s

r=l 5=1
r= co 5= co

5= 1

5= CO

= 2^
S s U-a" 1-gT

5= CO

2 cos 2sa: g'' — ä 2s
1 - ä"

5= CO

2 ^ 7 cos 2 s# (1 — 2*)5=1

5= CO

(1-41(1 + <f)

-*2 cos 2sai 2*

® ' 1+7=i

Es hat sich also als Resultat dieser Betrachtung ergeben:

5= co
/f>CN , TT 1 —2n 2 '' cos 2a; + q1 ' 0 cos 2s x q*

( 25 ) l0 gll ; o T \r-2 = 2 2j ~r=a 1 — Zq cos 2« + 2 STT[
2 2 cos 2a; + g ^ s 1 + 2 S
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Setzen wir in dieser Gleichung — q statt q und x -j- * sr statt «, so erhalten wir

wegen:

cos 2w (x -f- -tt 71) ~ (~ 1)" cos 2m«,

loo- TT 1 + 2 2 2r c os 2a: + <£ T _ 9 "V (— *)' cos 2s« _ (- l) s g s

oder
r= co

o™ l

TT 1 + 2 a cos 2a: + ff _ 9 "V
AA 1 - 2a 2 '— 1 cos 2« + ff4 '- 2 ~ s 1 + (- 1)" ffs

f9lP In er TT 1 + 2 g 2 ' ' cos 2 « +_g 4 1 _ 9 "V 008 2so; jj ff"

° / = 4 1 - 2ff 2 '— 1 cos 2a; + ff4 '— 2 ^ « 1 + (- l) s ffs

Um den Logarithmus des Produktes, welches auf der rechten Seite der dritten der

Gleichungen (23) auftritt, zu entwickeln, setzen wir in der ohen hergeleiteten Hülfsformel:

log (1 — 2p cos 2« + p 2) = — 2 x) 7 y cos 2sxs= 1

— j? statt p. Dadurch geht diese über in:
S=co

log (1 -f- 2 p cos 2x + jp 2) = — 2 ^ cos 2sx
5=1

5= CO

= 2 ^ (— l) s_1 y cos 2s«.s = l

Wird der dem ohen verfolgten Wege entsprechende Weg eingeschlagen, so ergiebt sich:

] °s fi \ + = 2 l0 § + ^~ x cos 2« + g 4 "~ 2)fis[- 1 — 2g"' cos 2« + q

r = CO

— ^ log (1 — 2g 2 '— 1 cos 2« -f- q ir ~ i )r=1

SP 'SP / </ 2r ~ 1) s SP ijs

= 2 ^ ^ (— 1) 5_1 -—-—cos 2s« + 2 2; 2 ^~s—cos 2s«r—1 s—1 r= 1 s = l

= 2 2 (- W' 1 C~^1T C & + 2 3s + 2 5s + •••) + 2 2 (5 S + 2 Ss + | 5s + • • •)5= 1 5= 1

5= CO 5= CO

0 ^ 1Y ,_, cos 2s« , 0 SP cos 2s« ffs~~ K ) S 1 _ a 2s ' " S ! _ „2s'
S= 1 1 ff S=1 1 ff

Da die Terme der ersten Summe abwechselnd positiv und negativ sind, je nachdem s

ungerade oder gerade ist, so trennen wir zweckmäfsig nicht nur die erste, sondern auch die

zweite Summe in je zwei Summen, von denen die erste nur die bei ungeraden s, die zweite

nur die bei geraden s sich ergebenden Summanden enthält. Durch dieses "Verfahren erhalten

wir für die rechte Seite der letzten Gleichung:



2S — 1 1 _ fß(2-5 1) " 2S i _ >.2(25)
5= 1 1 2 5= 1 J Q.

s =1

5= CO

5=1
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cos 2 (2 s — 1)« g 2s ~ 1
2s — 1 1 _ g2(25-l)

cos 2 (2 s — 1)« g2s ~ 1
2s — 1 1 _ «

cos 2 (2 s — 1)« 2 2s_ 1
IOco1 1 I-1 1 _ +(23-1)

0 "S^T cos 2(2a?)
2s i

5= 1 1
5= CO

, Q "^y'cos2(2s— 1) x q 2s ~~ 1 . 0 '"tv7 cos 2(2«)
"f~ 2S — 1 ' 1 _ „2(2«-« ' " ^ 2 S 1 _ ^(2s)

Das Ergebnis der angestellten Untersuchung ist daher:

r— co
1 + 2 22r 1 cos 2« -)- g 4 '' 2 . \i cos 2 (2s — 1)« g 2s 1(27) loo- TT + = 4 ^

^ > "11 1 9+ 1 1 ma ü® -l + ' 2 ^r= i j. — 2g 2r—1 cos 2« + g 4r—2 ^ 2s - 1 t _ ^'(i.-i)

Aus den Gleichungen (22), (23) und (25) bis (27) finden wir:

I • 2ira: i /V • ) , , V
log sm arn ^ = log (+- sm ay -j- 2

cos 2s« g s

y* / ^ « i + 3

,S'

5= CO
cos 2s#

log cos am^= log (2#]/^ cos x) + 2 ^ s t , , y5=1 ^ '

. 2Kx , ,/— . . S>r cos 2 (2s — 1) x q 2s ~ 1
log A am = log Vx + 4 > -) —— •

5i ö ' ' 2s — 1 i _
2(25 — 1)

s= 1 "

• 2 JfsT# • •
Um nun sin am —in eine unendliche Reihe zu entwickeln, ist noch die Herleitung

einer wichtigen Relation erforderlich, welche deshalb zunächst bewirkt werden soll.
_____ t t 2_5T# •

Werden in dem Werte für sin am ' in der ersten Gleichung des Systems (23) für

sin x und cos 2« ihre durch die Exponentialgrösse ausgedrückten Werte gesetzt, so ergiebt sich:

sin am —= ff fl + g2r - 1 \ a ff 1 — g 2r e2 *' — q2r e~ 2xi + qir
n 2< +_4 5 l + o 2r ' IT i - «S'-U 2 «- « 2r -U- 2:ti a-/r 4 '-+ 2 y f=4 1 - q' r - L e' x, ~ q ir ~ L e 2X1 +q l

e*« _e-*> TT /! + 2="—■1\ TT (1 _ ä ar + (1 _ g 2r g-2»^'■uu&)n
24 fJ- L \ 1 + q2r ' 4=4 (1 - q lr ~ 1 e2xi) (1 - i r~^e~ 2xi )

Setzen wir nun a; — ~ log q statt x, so gehen e 2xi , e~ 2xi , e xi und er xi beziehungsweise

über in

g2x/+iog2 — q. e 2xi

£—2xi— log<7 . q—\ß—2xi

g^i + ^logg _ exi

e—xi—^\oeq — q~i e~ xi
und es ist mithin:

, 2 *T. 1 W„\ _ — gT e~ Xi fffl + q 2r - 1\ 2 ff(l-q 2r + 1 e 2xi ) (1 - ^e^")
sm am :( x _ i io„ = aV'-g"*« Tjf 1 + g 2 '— 1\ 7T(W

3T ^ 2 ° J J 2i 1 _J \ 1 + « 2r / -T (1 -» 8r «8,i Wl _ r? r ~~'2 0—'lxi+ 2 / 4 =4 (1 -g 2 O (1 - tf r -'e-* xt )
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Setzen wir im zweiten unendlichen Produkte im ersten Faktor des Zählers r — r — 1

und im zweiten Faktor des Nenners r = r'-j- 1, so ergiebt sich:

r = co r — co ^ r = co

JJ (1 - = JJ (1 - g 2 '- 1 #) = JJ (1 - g 2 ''" 1 ^);r—1 r'= 2 r'—l

r — co 7"'= co y*= co

27 0- — q 2r ~* e~ 2xi )=IT C1 — q 2 ' J e~ 2x 0 = (1 —e 2x 0 27 Ü 2 2r ' e_2 *0-r = l r'=0 r'=l

Führen wir als Multiplikationsbuchstaben wieder r statt / ein, so ergiebt sich:

n™ t ^(fr+l e2xi 1 _ g 2rr-l e-2xi x j-j (1 _ g 2 r -1 g2xi^ (1 _ g 2>—1 e- 2 xi)l-q 2r e 2xi 'l — q 2r - 2 e- 2xi ~(l-ae 2xi )(l-e 2xi )-U : (1 - q 2r e 2xi ) (1 - q 2r e~ 2xi )

- q 2r ~' 1 {e2xi -\- e~ 2xi ) + q lr 'II
(l- ä e2xi ) (1 - e~ 2xi ) fJi 1 - q 2r (e 2xi + e~ 2x ') + q ir

1 ry 1 — 2 2 2r_1 COS 2a: + 2 4r ~ 2II'
(1 — qe 2xt ) (1 — e 2xt ) 1 — 1q' r cos 2a; + q*

Weiter ist:

q 1 exi —q~^ e~ xi 1

2 i (! — qe 2xi ) (1 - e 2xi ) exi 1 - qe 2xi 1 - e~ 2xi

1 — qe 2xi 1 1

2iq% exi 1 - qe 2xi 1 — e~ 2xi 2ig* exi (1 - e~ 2x< )

Vitf 1 exi — e Xl iiq- 2 i sin x sin x

Mit Berücksichtigung aller dieser Werte finden wir mithin:

(28)

2 JS1 1
Der Vergleich dieses Wertes von sin am — (#— -i logg) mit dem Werte von

sin am in Gleichung (23) ergiebt, dafs alle Faktoren, welche mit x zusammenhängen, in

den beiden Ausdrücken reciproke Werte von einander sind und durch Multiplikation der ersten

Gleichung (23) mit Gleichung (28) erwächst die gesuchte wichtige Relation:

2 Kx . 2 K
sm am • sm am —

7t 7t
iq* r—l 1 + 3'

2 Kx ^ . ,
,m oder viel

n

Wertes dieser Funktion wollen wir durch die Betrachtung des folgenden Produktes bewirken

• • 2 -Sl"CG
Den Fortschritt zur Reihenentwicklung für sin am—— oder vielmehr des reciproken
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J> = < TT l —
sin x J. JL i?•= l -1
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cos 2 (a? + y) + <z4
2 2 2r cos 2a; -f- 24r

Jf7 1 q 2 ''— 1 e2xi+2yi q 2, '~ 1 e~ 2xi ~ 2 f*-j- qir ~ 2
e3"' - e~ xi y 1 - 2 2 '' e2a:i - g 2r e~ 23!£ + a 4rr=l

r = co
2ie xi I I (1 - g 2 '— 1 e2xi + 2,ji) (1 — q 2r ~ 1 e-2^-2y-)

.2 x i M (1 — q 2r e 23") (1 — q 2r e~ 2xi)

Wird gesetzt:
e 2xi = a . e 2 " i = ß

und -^ = - P-T= /"(«),2ie 21 a-
so entstellt:

r = co

/■(«)=sttt n 1 f
1 — ä 2 '— 1 aß 1 - 3 2 ''

,2?" 1 J2r —1
r = l

2^' a 1 - <f' oT

X — q 2r 1 aß a — q 2r 1 (3 1
2 r 2 rq a a — qr= 1

Dieser Ausdruck kann nach der vonSomoff angegebenen Methode sofort in Partialbrüche
zerlegt werden, da der Nenner einen mit a behafteten Faktor mehr als der Zähler enthält,
mithin der Grad des Nenners den Grad des Zählers um eine Einheit übersteigt.

Es ist also:
n— co

( 29 ) bk+
R

2n
i - q a a — qn— 1 v M M

Zur Bestimmung der Koefficienten A 0 , A n , B n beachte man, dass durch Multiplikation
der Gleichung (29) beziehungsweise mit a — 1, 1 — q 2n a, a — q 2n entsteht:

/(«)(«— i) = A + 0- i)^ {i _2 2re « + ^?"}'
2n n ~ co B

f(a) (1 - q-»- «) = + A + 2 (1 - <Z2 " «) ^ >n=i a q
2 s n== co ,

f(u)(a-q 2 ») = A (;r? - + 2 (« - 2 2") + A-
71= 1

Aus diesen Gleichungen erhellt, dass

[/■(«)(«- l)] ß=1 = A o>

[/"(«) (1 — q 2n ß )] a=2 -2« = A >

[/(«)(« —2 2 ")] a=9 2« = A.
Nun ist

r=C° 1 - g 2r ~ lß ß a-g^ß- 1
q 2r a a — g 2 ''(« - !)/"(«) = / / —

5*
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folglich

n

(1 — 2 -1 P) a
(i-a 2r ) 2

Wird in die Gleichung für A n für f(a) sein Wert gesetzt, so ergiebt sich:

A n 1-2 " a p a — q,2r—l o— l
2T

q a
„2r

a = q

Scheidet man aus dem ersten Faktor des unendlichen Produktes den Faktor, welcher
sich für r = n ergiebt, aus, so wird:

Ä n = q' n k 1
Ci — 1

II H1 — q 2r 1 af

r — 1
2 r i

i « ,.±
UM JLr— 1

aß

r=n-f-1
- 2 2 '' «J. r —±

a — q
,2r—1 ß—lr

05 — C1

r = n — 1 0 - oo 9 1 r=co

1 — a «ß I I 1 — g "ß I i 1 - g 1 ciß TT a
t— 1 T 1 1 — q 2r a Ii , 1 — g 2/ "a -Lj;n =1 r=w-{-l

2 r — 1 „
7

— 2

l - 2 -1 P TT

- a -»«_i Iij. r= 1

„2 r — 2 rc— 1 ,
it.t

J2r — 2n—l

2r — 2w n

a = q

2 n J2r — 1 1

— 2«

2 " -2 ß~
— 2 7i 2r2 — g

■L r=n-\-l

Die beiden unendlichen und das endliche Produkt der rechten Seite mögen gesondert
betrachtet und umgeformt werden. Wird zunächst in dem zweiten unendlichen Produkte
r = s — n gesetzt, so erhält man:

(30)

(31)

u — 2 n „2r — 1 ß -l

g-*n_ q 2r
=riL ,2?'-{-2w— 1 o— 1

r=1
2r + 2n =n~"z

,2s — 1 o— 1

5=n + l
Wird sodann in dem anderen unendlichen Produkte r — s -f- n gesetzt, so ergiebt sich:

2k — 1 ß 1 „2s-l,
n,-f

r = n-\- 1
n ^fz
s = 1 2

Wird schliesslich das endliche Produkt entwickelt, so findet sich:

i ~ 1~lß 1 - £r-2n-l ß
2

1 — q~ 1 ß 1 — q- (2n ~ i:i ß 1 — g~ (2 "~ 3) |:
/v—-j 1 ^—(2 n — 2) *

1 - q~ 3 ß

S-ß <T n 2

1 — 2 2 " 2 2 2

2

-(? a 2

1 1 — q

2 2
2 2

■ß ä 2
-1 ä

,2m—1

— (2«-4)

2 3 — ß 2 2
g 2 — 1 a 3

,2—j—4:—{—• • • -J- 2
■1 2

= (2 ~ P) (g 3 - P) (2 5 ~ P) • • • ( 22"- 1 ~ ß) . .2
(2 2 - 1) (2" - 1) (2 6 - 1) • • • (g 22 ' 1) (1 - 22 ") ' jH-H" ••<*—«

Wird berücksichtigt, dafs

so erhält man:

2 + 4 + • ■ • + 2n = n (n + 1)

1 _|_ 3 _| 1- (2w — 1) = n 2 ,
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Wird nun der Zähler so umgeformt, dafs in jedem einzelnen Faktor ß die erste und

die Potenz von q die zweite Stelle einnimmt und der Nenner so, dafs 1 die erste und die

Potenz von q die zweite Stelle erhält, so sind im Zähler n und im Nenner (n — 1) Umstel¬

lungen und damit verbundene Zeichenwechsel vorzunehmen. Ist n gerade, so ändert der Zähler

durch diese Umstellungen sein Vorzeichen nicht, wohl aber der Nenner, ist dagegen n unge¬

rade, so ändert der Zähler sein Vorzeichen, während der Nenner das seine beibehält. Also in

beiden Fällen, n sei gerade oder ungerade, wird die rechte Seite der obigen Gleichung durch

diese Umstellungen negativ und deshalb ist:J 8"" "■"o"

r—n —1

r-g-Vrry n '? (ß -l)(ß~ 2 3) (ß ~ 2 6) ■ ■ ■ (ß - ä 2 " -1 )
(1 - 2 2) (1 - ?) (1 - 2 6)... • • (1 - ä 2 " -2 ) (1 - I")

z—q n
2w\ -*•

(1 - (iß- 1) (1 - q'ß- 1) (1 — a 2 " -1 ß"" 1)
(1 - 2*) (1 - <f) ■ ■ ■ ■ (1 - 2 2m)

ß" q n ,

oder:

(32)

1 - q ß
2

r=n—1
i TT 1 ~ g "1 1 1 1 — q 2r ~,—2 n

ß
t ß n YI ^ 2r=l ~ * s = l

Werden die für die drei Produkte in den Gleichungen (30), (31) und (32) gefundenen

Werte in die Gleichung für A n eingesetzt, so ergiebt sich:

1 - q 2s—1 q—1

s— 1
S— CO

S=?i + 1

i — <f s - i ß
,2s

= — q n ß" (1 - cf
2 f=t 1 - 2

8-1 ß -1 ) (1 — 2 2s_I ß)

(1 -2 2s ) 2

= -Mß n A ü .

Wird in die Gleichung für B n der Wert für f(a) eingesetzt, so entsteht:

B n //\
1 - cf^aß cc — g 2 '— 1 ß~ 1

i r cc cc — cf r Ct=q

Scheidet man aus dem zweiten Factor des unendlichen Produktes den Factor aus,

welcher sich für r = n ergiebt, so wird:

B„ a _ cc — r— co , „ r=n— 1
1 — (f aß

Ci — 1 a — q W- 7 2 rq cc n a — q
a — c[

,2r n
r—n-j-1 cc — 2"

2—2
In —1 a— 1 — „2)1 „2r — 1 «—1 „!»_ „2r — 1 1 r̂ =^- j _ 2)- + 2m —1

2 ?jT ; // 2—2

2 2 "- a 27"

II
r — n-j-1

q —q
i n -i ir , =1

2«-j-2w
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Werden die beiden unendlichen Produkte und das endliche Produkt wieder gesondert

behandelt und setzt man zuerst in dem letzten unendlichen Produkt r = s — n, so ergiebt sich:

<w Ü
r = 1 1 1 s = n +1 1 1

Das andere unendliche Produkt lässt sich zunächst durch Multiplikation des Zählers

und Nenners des unter dem Produktzeichen stehenden Bruches mit q~ 2 " umformen:

f CO T c/o
2n „2 r — 1 o— 1 i—r i ^2r — 2n — 1 o— 1

n f - q ir ~ l r _ 1~T 1 - g' r-, _ „2, I i ! _2 - 2 2'

und wird jetzt r — s -f- n gesetzt, so resultiert:

)•—2>i

g 2 "- g 8>—1(3-1 = J~J 1 — g 2 "- 1 ß-i

2"'-2* r f=* i-g 2s

-1 r - ^ w ?'— 1 /3—I ~~wr -i

w n 3 -tj
r=n-j-1

Es bleibt noch übrig, den endlichen Faktor zu reduzieren.

Es ist aber:

gärt lfj—l' I" 1 n2« n 2>-—1 fj—1 1 n— 1 ß— 1 ' 1 n— (2m— 2r+l) 1" r TT a - = 1 - fr / / Lz:
1 ' 1 a 2n -q 2r 1 ' g 3 «-l 11 1-g"-- ä - r*-i

B 1 — q ~ 1 ß~ 1 1 — g-t 2 "- 1) ß- 1 1 — g—(«»—S) p—X t _ g- 8 a -l

22 "' g 2"-i l — 2 —2(«—i) ■ 1 _ ä -2(»-2) i -

_ g 2 " 1 - g" 1 ß—1 1 — g-t 2 "- 1) ß~ 1 1 — g-( 2 "- 8) ß~ 1 l — g~ 3 ß" 1
~ g 2 " ' "l _ g~ 2 " 1- g (2n— 2) 1 _ (S» — 4) "Z x _ g-2

_gß -l g 2 * g 2 »-lß_l g 2 »- 2 g 2 "- 8 ß_l g 2 "~ 4 g 3 ß - 1 g 2

_ g 2 "— 1 ' gß ' g2n — 2 — x ' g2 »-lß g 2 »-i_l ' g 2 »- 3 ß ' " g* _ 1 " g 3 ß

— (gß — 1) (ä 2 "~ 1 ß ~ D (ä 2"~ 3 ß — 1) . ■ ■ (g 3 ß ~ 1) g 2 + 4 + 6 + -" + 2 "

(g 2 "— 1) (g 2re—2 — 1) (g 2ra ~ 4 — 1) ... (g 2 — 1) ß" g 1 + s + 6 +—+(2»—i)

__ (gß - 1) (g 3 ß — 1) (g 5 ß — 1) (g 2 " -1 ß — 1) g" (" +1) _

(g 2 - i) (g 4 - i) (g 6 - i) • • • • (g 2 *- i) ß" g" 2

Werden in den einzelnen Faktoren die Glieder so umgestellt, dafs die Potenzen von q

die zweite Stelle einnehmen, so sind sowohl im Zähler als im Nenner n Umstellungen vorzu¬

nehmen. Das Vorzeichen des ganzen Ausdruckes wird deshalb durch diese Umstellungen nicht

geändert und es ergiebt sich:

a 2" -g 2 "- 1 r 1 rf 1 g 2(L- g2r ~ 1ß~ 1 = „*«-» u-gßiu -g'ß) •• -u-g 2"-^)
g 2n — 1 t=i g 2 " — g 2r (l _g 2)(l_g4 ) .... (1 _g 2 « )

Werden die in den Gleichungen (33), (34) und (35) aufgestellten Werte in die Glei¬

chung eingesetzt, welche den Wert von B n angiebt, so wird gefunden:
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1 _ R T
B l a— 1 T i 1 — q^ s 1 |.^■W-PPW-PPP,U^.

s= 1 1 C-L s=l 1 cl

s= co

=2 n ß-n

" (1 _ «^-1 ß) (1 _ g 25 -^- 1)

(! - P) 2

= q" ß~"A 0 .

Werden die beiden für A n und B n gefundenen Werte in die Gleichung (29) sub¬

stituiert, so erliält man:

«■) = Abh + |f(^ + .-C
n = 1

n — co

2 n
2

=_,! Ll+V„»+ ""'r'

Werden nun wieder:

« = e 2xi ] ß = e 2 ^ 1'; P = 2ie a:i /' (a)

gesetzt, so ergiebt sich die Gleichung:

Snyi g— (2 ny-j-2x)i
P-2ie"A — y Qn i e—— +
X ^ -^-0 l e2a;i__ 1 ^ * \ ± __ e %xi 2n ~ — 2xi„2n

Pxi "STT / f>(2 '

= 2*4) x + 2 1 n (— —

,(2« 2/+.-K) e— (2KJ/+a:)!

q 2n I 1 _ g-2zi ^2»

Folglich ist:

p < ( exi U-^p / e(2ny + a,-)?: Q— (2ny + x)i
pxi "SD ( p&ny+xn

-p-ji^ + 2r(-v^ß-^ +A 0 [e 2xi —l fd!x \ l — e2xi g 2,i 1 1 — e~ 2xi g 3 V

Setzt man für P und A 0 ihre Werte, so erhält man andererseits die Gleichung:

P 1 JTJ 1 — 1p 1 cos 2 {x + y) -f g4r 2 (1 — <f r )~
sin x JL J.A 0 sin x ±J ! _ 2g 2r cos2a; + q ir (1 — g2r_1 (?) (1 — ä 2r_1 |3_1 )

oder, da

(1 — <p~ 1 ß) (1 — = 1 - p- 1 (ß + ß- 1) + p~ 2

= 1 qir- 1 ( e 2y; e-2j/f) _|_ g4r-2

— 1 — 2q 2r ~ 1 cos 2y -(- q lr ~~ 2

P = 1 Pj (1 — <p) s (1 — 2 g 2 '— 1 cos 2 (s + y) + g4r ~ 2 .
sin

(1 — 2$r cos 2a; + c£ r ) (1 -2g"— 1 cos 2 y + p" )

P_
An

P

Durch Vergleich der beiden für gefundenen Werte erhält man:^0
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(1 — g 2r ) 2 (1 — 2 g2r 1 C03 2 (g: 4~ y) + Q.ir 2)
,2)' „„„ 0/v, _i „4r^ (1 — 2g 2 '" oos 2« + g ) (1 — 2g 1 cos 2 y + 2 ")

_ 9 • i , v pg"«""" i+xi , ',wÄ2wyi-J-aJt q>i ß—2nyi —xi

n = l

Setzt man in dieser Gleichung y = 0, so ergiebt sich:

r= co

-/Tsin x A- Jl

r= co

(1 — g2 '") 2 (1 — 2g 2r—1 oos 2« + g 4r—2 )

(1 - <f r ) (1 — 2g cos 2« 4- g 4 '')

z> Xl

= 2i iÄ. 4- y r -g w ^ + _ri
l ext — e~ xi ^ Vi — e 2xi g 2 " 1 — e-2 *'' ~2,!W=1

Nun ist aber nacb Gleichung (23):

sin am 2-ga = • _ Vf fi ±j 2lz!Y TT 1 ~ 2 2"' cos2a; + f/
1 1 \ j I > / 11 x _ oJU —1 „„„„„ , „4r-2 '

;2 '' cos 2« 4- g4 ''

+ 2 zr y TJi 1 - 2g zr—1 cos 2a: 4- g4

2 -ff"
Vergleicht man diesen Wert von sin am mit dem Werte des eben entwickelten

Produktes, so folgt sofort:

£L)\
;"-'J ' i + s*

2 Kx
sm am r=i

TT ( ] -g 2 '' Y r 1 ±yz!Y
11 VI - g 2 — 1/ V 1 4- Q2r )

=2 i 1 . y c _l

l e" — e - "' ' ^ Vi — e2xi q 2n

71= CO
,«*»» g- e-

■ 1 _ e-2^» a 2»i

Wird in dieser Gleichung ze — | i log g an die Stelle von zc gesetzt, so geht dieselbe
über in:

2K
sm am

7t (\ JL JL \
x — -i log gj r= l -1- 2

TT ( 1 ~' g - Y f 1 + 2 2 ''~ 1V11 Vi - g^-V V 1 + g 2r 7

7l=cn , 1 . 71—<X) 4
^ <«:—t n + '7 VI ■%:—* W— -L _

= 2i ' - 2i I, + 2i
Wird Zähler und Nenner des ersten Gliedes der rechten Seite mit — q ^ e xi multipli¬

ziert und unter dem ersten Summenzeichen n = n' — 1 gesetzt, so erhält man für diese rechte

Seite der obigen Gleichung:O O

1 . 7i'= co . i n= co ,
cfi exl n ~zpxi n n ~~s P~ xi

2 a 2 e _ o • X 2 « |_ 9 • X' 2 e
i np 2xi -2^ 1 _ /v2"'— 1 />2a:i ~ — i /v2 «— 1 2®*'1 J- n'=2 2 o M=1 r — 2 fi

oder, wenn der erste Summand mit unter das erste Summenzeichen gebracht und n wieder als

Summationsbuchstabe eingeführt wird:
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M= 00 1 ft= CO 1

2^ "V g" _j_ 2 • "V g ~ ?e ~ x '1 « 2m—1 p2xi ~ ' -<W 1 „2»i — 1 — 2x>
m= l 1 g e B= l 1 — g e

„=<*, / 2 "~ 1 a«- 1

f » g 2 g.

m=i - q*"- 1 ?** 1 - 1 g

Nun ist sowohl
2k— 1

= _ 2i V1—1-
\l n 2n—l p2xi , „2m — 1 2asV

JP

^ e < 1 als auch q 2 e <1.

Die beiden unter dem Summenzeichen stehenden Ausdrücke haben also die Form
1 — p-'

wo p < 1.

Da aber

l p = ?> + F* +i? 5 + jF +

eine konvergente Reihe bildet, so lange <p < 1, so ist auch
2rc— 1

—2— 3:8 2 "~ 1 3 2m —1 2K —1
g " e ~ 2 I 2 .Sas» , 2 5xi ,

———j^i^q e +q e +q e +

2m—1

—g— — xt 2K — 1 2m— 1 2m —1

_„, = g 2 e— +2' 2 e- 8 "'+ S ' 8 «-«"+

2w — 1 . 2n— 1
—2— xi —-— —xi 2n—l s 2n— 1

i ~ ä 2 ,®i _ -J,U , • 2 ,3 xi -3 ai\ 1

! _ g Sn—l e s,i x _ q 2n ~! e— 2®»' -< ^ 2 t e e JT

2 m—1 3 2m—1 2m —1

= 2»[g 2 sin ® -f- g 3 sin 3 z + q 3 sin 5z -{- }■

Es ergiebt sich mithin die Gleichung:

2 K
sin am (« — \i log 2)

TT r 1 - g 2r V + g 2r - 1Nt

U Vi - 2 2 "- 1/ ii + f )

TZ

n = cß 2 n — 1 o 2n—1 2 n — 13 • —-— 5 •
a r 2 2 2

= 4 (2 sma:-f-? sm 3a; + g sin 5® -f- ■ ■ •
71= 1

= 4 {(gi qi -{- P ■ ■ ■ ) sin x + (q% + + <T^ + ■ • •) s ™ 3x

+ (g- + <T^ + #"f ) sin 5x + • • ' }

= 4 sin x + x T sin 3x + sin 5x -) }
2r— 1

r— 00

= 4 2 I g 2r—1 Sin ( 2r — 1) ®-1 -!■ 0~ 1 - 2

Früher hatte sich die Relation ergeben:



2 Kx . ^(x-Uloga) 1 rr j( 1 + a »r-Y
sm am • sm am = —r I I l 5— I >

® « 4 2 i r =l V 1 + 2 /
also ist

4. 2 Kx J§ ( 1 + <f r \* 1 ff A + 2—'V
g* sm am _ jj

4 sin am
ic

x ■ ZKx TT { l + q 2r \ 2 f 1 - 2 2r V

gl sin am — / / (, +

1 ff ( 1 - 2 2r \ 2 /i + a"- 1^

iK^x — i i log2) r=i ^1 —2 2, _1 ^ W + g 2r /4 sin am
TC

Wird für die rechte Seite der oben gefundene Wert gesetzt, so ergiebt sieb:

r=« 2 TS? 2r ~ 1

^ sia am ~ Ii = 2 1 q_ gl_x sin (2r - 1) s,

folglich

r=cc o r=cc %r -*•

(37) sin am 2-^' = ~ 17 ("f 7- ?~) ^ 717^1 sin ( 2r ~ ^ ®''2 2 r = l 1 2 7 r = 1 1 2

2
Auf ganz äbnliclie Weise können auch die entsprechenden Ausdrücke für cos am

2 ~K33 . # t # t
und z/ am— hergeleitet werden, aber auf kürzerem Wege führen wir diese Herleitungen 111

folgender Weise durch.

Wird auf der rechten Seite der ersten der unter (23) aufgestellten Gleichungen, welche
• 2 -5Tcc •

den Wert von sin am angiebt, also in:

smx 'ff ( 1+ S--Y ff 1 ~ 2 -2- c0 7 2 7 + 2—-
fj \ l + 2 2r / fj l-2 ä 2 '- 1 eo 9 2x + 24 '- 2

— g statt g und ^ — a; statt x gesetzt, so geht dieser Ausdruck über in:

COS * TT ( X 7'"' ! Y ff l + 2g 2 '- co 8 2 a; + 24 '- .

7_-( V 1 -f- 2 2r ' y=7 1 — 2 2 2r 1 cos 2a: + 24r 2

Durch Vergleich dieses Wertes mit der rechten Seite der zweiten der unter (23) auf¬

gestellten Gleichungen ergiebt sich, dass der obige Wert mit dieser rechten Seite vollständig
2 cc 2 1K cc

übereinstimmt, dafs also durch diese Substitutionen sin am —— in cos am ' übergeht. Es

2 K cc • .2 Kl cc

wird mithin für cos am —— der dem in (37) für sin am ^ gefundenen entsprechende Wert

erhalten werden, wenn wir auch in der Gleichung (37) q durch — q und x durch ~ — x
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ersetzen. Bringen wir noch vor Einführung dieser Substitutionen in (37) den vor dem Summen¬

zeichen stehenden Faktor * unter das Summenzeichen, so erhalten wir:
r

r — co
2 Kx

sin am
2

Führen wir in diese Gleichungen die oben angeführten Ersetzungen ein, so ergiebt sich:

cos am

r= co , , „ 9 r=co
2 Kx

wo unter dem Summenzeichen das positive oder negative Vorzeichen gilt, je nachdem r gerade

oder ungerade ist.

Nun ist aber:

sm
(2r — 1) — sin (2r — 1) y — (% r — 1) %

= sin (2 r — 1) y cos (2 r — 1) x,

da cos (2r — 1) y = 0 7 gleichgiltig ob r gerade oder ungerade ist. Da aber sin (2 r — 1) y = +-

je nachdem r gerade oder ungerade, so folgt:

sin

in (2r — 1) ^y — x^j = +- cos (2r — 1)

so dai's bei geradem r das positive, bei ungeradem r das negative Vorzeichen gilt.

Unter dem Summenzeichen steht daher bei geradem r

9 I (— cos O —!))»=■ 9 2r—I cos ( 2r — !) 'l + ^\ ^ V 1 + 2

und bei ungeradem r

2 - 27=7 cos (2r — 1) x.i + r

Es ist daher in jedem Falle, r mag gerade oder ungerade sein:

- - '■¥ = ff11- (2r " 1} *

oder, wenn der Faktor ~ wieder vor das Summenzeichen gesetzt wird:
2

(38) iKxvw<-v cos am

r = co

- 1 11(T^T) 2 rr?T=-, «>. (2. -1)«.

2 ufiu"X • •

Um endlich auch für A am -y- den entsprechenden Wert herzuleiten, gehen wir am

einfachsten von der früher entwickelten Gleichung (36) aus:
G*
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n (l - g 2 p 2 (l - 2 g 2 »- 1 cos 2 (x + y) + <f— 2)
(1 — 2g 2r—1 cos 2 y -)- qir ~ 2) (1 — 2g Sr cos 2 x -f- g40

= 24

== 2*

W= co

^71 e~2 nyi—xi1 f— q n e^vi+xi

»_ e-®* "• ^ Vi — e2xi q 2n

f 1 "^7 _ g« e(?ny+x)i _|_ (JSn e (2ny— x)i _)_ n g— (2ny + x)i_ ( in g— {2ny—x)i\

[2i Sin X~^~ 1 _ j!» e2xi __ j!n e-2xi + ^ n |n = l

n = co

1 ^ g' 1 (g(2«!/ + a:)i g— (2rci/+a:)i) _|_ g3 " (g( 2,i f-"*)»' g—(2ny — x)ij

~~ SW + 2?l ^ ! _ g 2 » (e 2*''_|- e-2«'") + g4 »

»= CO

1 | ~ ■ 'S? — 2ig K sin (2Mi/ + #) + 2ig s " sin (2mi/ — x)
= 4 /( 5 7sm ä ^ _ 2g 2 » 0 os 2x -f- g

W= CO

= _Ji L 4 'S1 ( n sin (2 ny + x) — q 2n sin (2 ny — x) _
x 1 — 2g 2 " cos 2# + g 4"

Wird in dieser Gleichung x = -- gesetzt, so erhalten wir:

r=eo , „ n—ta s in ( 2w 2/ + r)—g 2 " sin (2 ny —
TT (i - g ) G - 2 a cos (7t + 8y) + g4r ~ 2) = 1 , , XG „„ ^—9 J- —
Li t 1 - 2 g 2) —1 cos 2 y + g4 '- 2) (1 + 2 q 2r + g4") ^ * + 2g " + g "
TT P- — 2 2 ' ) 2 (1 + 2g"' 1 cos 2^/ + g4 " -2 ) , | ,, "SV „ cos 2 im/ + g 2" cos 2wi/

U (l + s -)'(l- 2a -'o.. 2! , + a -', = 1 + 4 2-, 9" (1 +
/ — 0/2

m l ~ g V TT 1 + 2g 2 '- 1 cos 2y + g 4 '— 2 _ VI g» cos 2 m // (1 + g 2 *)
1 + 22 TT 1 - 2g 2 '- 1 cos 22/ + g4 '- 2 + ~

G + g 2 ") 2

W= CO

= 1 + 4^ cos 2^2/»=1 1 "T g
und setzen wir y — x:

TT f 1 — ä 2 'Y TT 1 + 2g 2 '- 1 OOS 2* + g4 '- 2 « . , "^5 ff"

14V+„"114 + - 1 + 4 2j i- + -f- cos2nx ■

Der Vergleich dieser Gleichung mit dem in der dritten der unter (23) zusammen-
2 _/V(D

gestellten Gleichungen für 4 am —- angegebenen Werte lehrt, dafs die linke Seite der Glei-

( 1 2r —1\21 \r-i ) multipliziert und durch

dividiert wird, folglich ist, wen n als Summationsbuchstabe wieder r gesetzt wird:

.2r\ 2

1 + 2

(39) ff[(1^)' (rr?^) !] + 4 I rfp - 2 »)
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Es bleibt jetzt nur noch übrig, die in den Gleichungen (37), (38) und (39) mit den

unendlichen Reihen multiplizierten unendlichen Produkte durch bekannte Gröfsen auszudrücken.

Setzen wir zur Abkürzung:

und ferner sin am = cp (x); cos am = i\> (x) und z) am ^ == % (x), so finden wir Q u

wenn wir die beiden Gleichungen:

±M = ^ cosx + J^ sCOs3x+ _V£Lcos5S +

YT = 1 + cos cos 4x + cos 6x +

mit einander multiplizieren.

^ cos^ -j + ~r^+i cos ( 2m + 1 ) x +

4<y i/o' 4^y ^

+ r+? • T+- q cos 2a; " cos « + • • ■ • + r+Y ■ 1+V"- 1 cos (2n ~ 1)a: ■ C0B2a, +

j/ 2 a "+s

"T~ M-ä* ' ! +g 2 M+ 3 cos ( 2w + 3) x ■ cos 2« +

4tf 2 l/tf 4^2 *1/ 2« — 3

+ r+Y ■ r+2 cos 4a;. cos «H \- r -p^ J — s cos (2n — 3) X • cos 4« +

4g2 l/ n 2 " + 5

+ iT? 5 ' 1 + 2 2 »+5 C0S + 5 ) ® • COS 4x +

, 4 f/ 3 "j/0 4^3 l/f/ 2w —^

+ r+Y ' 1 + 2 cos 6« . cos x H [- 1 + ^ n— 5 cos (2 n — 5) x ■ cos 6a: +

4f7 a l/

+ r+Y r+T^P cos ( 2w + V #. cos 6® +

+
. 4 rt" ~l/<7

+ f+ä cos waj • cos * +

4 g ' ! +l T/7

+ f+Y"+*' r+~2 cos ( 2n + 2) a?. cos ® +

+ rfp ■ hy cos (2w + 4) * • cos x + rftpH i"ty cos ( 2n + 4 ) ^ • cos 3^+• • •+
Berücksichtigen wir, dafs
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cos (2 r — 1) x . cos 2 sx — ^ cos (2 r + 2s — 1 j "d; + ;; cos (ß r — 2s — 1) x,

so können wir die reckte Seite schreiben:

cos a? -\ f cos (2» + 1) x +

+ T^- q (l cos3x + l cosx )^ + rrV s x+V"- 1 {l^2n + l) X+ lco S (2n-3) X ) + ...

+ TT? • i4* g»»+» 6 C0S (2w + 5 ) * + i C° S (2W + ^ ®) +

+ • rft 6 cos 5 * + 1 cos 3a; ) +

+ F+7 • Ö cos {2n+l)x + \ cos (2m - 7) x) +

+ t+? ■ 6 cos o+ 9 )®+1 c ° s ( 2w +|) ® +)+

+ tt?V Ä G cos 7 * + ^ cos5a 0 +

+ r+V 6 ' 1+7^ 6 cos (2n + ^ ® + * cos (2n ~ 1 ^ x ) +

+ • ^^n+7 (| cos ( 2% + 13 ) x + l cos ( 2w +!) ®) ++

+ T+<f n • TTi G C0S (2m + !)« + 5 cos ( 2}l — !) ®) +

+ 1 +y+s • r$- ä g c ° s (2w + 3) ® + i c ° s (2m + i} x )+

+ ' rr~ ä G cos (2w + 5) ® +1 cos (2w + 3) *)

+ Ä" 8 G cos {-2n + T) x + i cos ( 2w +1) ®) +

_i_ ...... .

Der Faktor von cos (2m + 1) x ist also folgender:

i of g , g a , g 3 v^ 6 i i g- Vg

1 + 2»» + ! "T Vl + g 2 l + g 2 «- 1 "1" l+g 4 l + 2 2 *- 3 ~r 1+g 6 l+g 2 »- 5 ^ T 1 + 2» 1 + 2/

, 9 / g ^7*+" , a 2 Vg 2 " +5 , Va 2 "^ , . ^

"t ""\l + g ä l+ S2 'l + 3 " r 1 + 2 4 ' l + g 2n + 5 ^ 1 + g 6 1 + 2 2n + 7 7

, n ( Vä g" +1 | 7Z_ g" +2 , . . . . V
"1"" J \l + 2'l + 7»+ s " t " i + g 8 ' 1 + ä 2n + 4 ^ ' /
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Der Paktor von cos (2n +1)« stellt sich dar als eine Summe von vier Summanden,
von denen der erste Summand eingliedrig, der zweite Summand eine endliche Summe aus
n Gliedern, der dritte und vierte Summand unendliche Summen sind.

Bei der gewählten Anordnung der Partialprodukte rührt der eingliedrige Summand aus
der ersten Reihe der Partialprodukte her, die endliche Summe und die erste unendliche Summe

stammen aus der Reihe der Partialprodukte, welche in den Klammern * cos (2 n -f- 1) x entweder
als ersten oder als zweiten Summanden enthalten, und zwar die endliche Summe aus den Par-

tialprodukten dieser Reihenfolge, welche ~ cos (2 n -f- 1) x als ersten, die unendliche Summe

dagegen aus den Partialprodukten, welche ^ cos (2w -f- 1) x als zweiten Summanden aufweisen,
endlich die letzte unendliche Summe entspringt aus der Reihe derjenigen Partialprodukte,

welche in der Klammer ~ cos (2 n -f- 1) x nur als zweiten Summanden haben.

Führen wir in den Paktor von cos (2n + 1) % die Summenzeichen ein, so nimmt er
die Form an:

2w — 2r-f-l 2» + 2r+l
—— r—n !— 1

V* + 9 V 1''
~ '" 1+ & 1 + ä 27'' l + 2 a1 +- c/ 2n — 2r-f-

2r — 1
7 +1 + 2

+ 2 2j I— 1 -1

y a r . 2 2
44 i + a 2r 1 + 2 2 "+ 2!-+ 1

n -}-r

i + a 2 '"" 1 i + 2 :
,2 —|-2r

r=m

*2

Diese Summen lassen sich aber bedeutend reduzieren. Zunächst ist:
2M+ 2I' + 1

r 22 2

1 + 2" 1 +

= 2 a n+ ^ y
2n + 2r+l ^2 /,m. (i + 22 o (i + 2 2 " +2, ' +1 )

1 r = cov
»+i

q 2>~ (1 — q 2n+1 ) ■ , r= co»+k >-7
i (1 +2 3,')(l + 2 2 " +2 '"+1 )

42m+ 4 ^n+ir + 1
1 — tf2 '^ 1 "^4

l — 2

w+2r+l 2 w-f- 4 ?'-f-1

2w + l
^2r _ ^2rc-}-2r + l

^ (1 + 2 2 ') (1 +2 2 " + 2, ' +1 )

„n + i
r=l

r— co

( 1 + 22 '')(1+2 2h+2i"+ 1 )

2« + l
li r=l

V 2 2 ''(1 + 3 2 " + 2r + 1) — g 2 "+ 2 '' + 1 (1 + 2 2 '')

= 2
»+4 r = oo

V
1 — r/2 '^ 1
x * r = l

(r

(l+2 2,")(l + 2 2n+2, ' +1 )

,2r 2w + 2r+l

?'= co
"V

Ferner ist:
2r—1

2 2

+ g 2r 1 + 2 2n+2

r — co
n ~\

r+l)

! 1 + 2 2 ''" 1 l + 2 :,2n + 2r
2q 1H 0- + <? r ~ 1)(i + a2n+2r)

r = <jj

.2<r-2ti <l+s"- , )(l + S, " +! ')
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2 2 ,+ - 'yr g 2r-l _ g 2 W+2rC1 J_ n 2r ~R n J-n 2n -1 — g 2n+1

2 q" + i
1 — q 2n+1

2g" + i
1 _ g 2« + l

O W4"TT
2g 2

f2r—1 ^2w + 4r— 1 ^2»-{-2r ^2?z-f-4r —1

r= co

2
(i + a 2 '- 1) (i + a 2n+2 0

g 2r-l (1 + 2 2n+2r } _ g 2n+2r (1 + fr-1)

r=1

r—co

(i + a 2 '- 1) (i + a 2B+2r )

,2«-f-2r \
"V f a 2, "_1 g 2n + 2r \

f" + ij£ Vl + g 2 '- 1 1 + 2 2 " +2 '/g2n+l

Addieren wir die beiden unendlichen Summen, so erhalten wir:

2n-\-2r+l 2r—lr =cc r= oo —-—
9 V a r a 2 , o V a 2 a"*"

tti i + a 2r i + 2 2n+!ir+1 " ^i + a 2r_1 i + a 2re+2r

a" +i V / g 2r—1 g»« + *'+l g 2r 2 2" +2r \

1 - g 2 ^ 1 ^ Vi +q 2r - 1 1 + g*«+*H-l + X _|_ g^ l + fn+2r)

nn + i f a /y3 (? n ~ 1 a 2w + 1 0 2w +3 2 w-{-5
9 g J (1 i (1 I i g ! g i g [_ _J*

^ i _ g 2 « + l Ii+ 2 "T" 1 + a 3 "1 h 1 + g2 "- 1 1 + ä 2^ 1 ~r 1 + 2 2 "+ 3 ^ 1 + g 2 "+ 5 ^

r/2w + 3 ,v2w + 5
g g I

,2w-j-5 "T"
t _|_ g 2 " + 3 1 + q

2 „4 ,.2n n 2n + 2 a ^n+i « 2n + G
i a i a | | a ■ a i __a i_ __a i
' 1 + Q- 1 + a 4 ' ■" 1 -4- n2n 1 4- „ 2i! + 2 ~t " 1 4- „ 2m + 4 ~ 1 4- „ 2 "+ 6 ~+ a a ^ 1 + g 4 ^ ' 1 + g 2* ' 1 + g2 *+ 2 ' 1 + g 2M+ 4 ' 1 + g 2

g 2 ™+ 2 g 2n + 4 g 2re+ 6 ]

r+?»+*~~ i + a 2M+4 r+~g 2n + 6 ~

a M+i ja , a 8 , , a 2 * +1= 2 —¥ - I 3 L 1 % I 3 I a I U — 11 } ■

l_gMl }l4 2 Ti +5 3 -t- 1 + <f nJrl 1 + a S 1 + a' ^l+g 2 »J

Hiermit ist die Reduktion der beiden unendlichen Summen durchgeführt und es erübrigt

nur noch die endliche Summe zu vereinfachen.

2n — 2r 4-1
r=n r—n

2 a . _a o n n +i 1

l+g 2 " 1 -j~ g 2?l 2r **f1 1 1+ä 2n-2r+l

= 9 g " + ^ y i — g 2 "+ 4

~ ! + a 2 " +1 ^ (i + a 2r ) (i + 3 2b - 2 '-+ 1)

0 a" + ^ "V 1 + g 2 "- 2 ''+ 1 + 2 2r + 2 2 '! + 1 — g 2r — q 2n+1 — g 2 ™- 2 ^ 1 _ g 2 « + i

- ^ 1 _g 2 "+ 4 ^ (1 + a 2r ) (1 + a 2n - 2r+1 )

2a' !+ ^ V (i + g 2n —2r + 1) + q 2r (1 + <12 n-2r + l ) _ q 2r (1 + ^n-Zr+i^ _ q2n-2r + l (1 + g 2r }

1 - a 2 " +i £ ~ ~ " (i + a 2r ) (i + g 2 " -2r + 1) "
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2g" + ^ ''S? (1 + g 2 ') (1 + g 3" -^ + l) - (fr (X + gZ/.-är + l) _ g 2»-2,-+l (1 + 3 2r )

1 - a 2n+1 JÖ (1 + a 2r ) (1 + g 2 "- 2 ^ 1)

2g""H y? / gir g 2w 2r + l X

t _ j^ + i Z| \ 1 + 2 2r 1 -f: a a »-* r +V

2g" + - I.. 3 2 2 1 S 2 " g 2 " 1 g 2n—8 q

i _ 2 2 «+i ( i + a 2 i + s 4 i + g 2 " i + a 2 " -1 i + g 2 " -3 i + aj"

Addieren wir diesen Wert der endlichen Summe und den oben gefundenen Wert der

Summe der beiden unendlichen Summen, so erhalten wir:

2 a n + i ( n 2n + 1
n +

1 — q 2n+1 1 1 -f q 2n + 1

Der Faktor von cos (2 n + 1) x ist mithin folgender:

ctn + 1 a" +i a n + * a 2n + l
a l 9« . a I ei ; a . a

i + a 2 "" 1" 1 i — 2 2m+1 i — a 2n + 1 i -f- a 2 "+ 1

Berücksichtigen wir, dafs

2 g 2 " +1 1 -j_ ^ n + i — (1 _ 1 1

(1 _ g2 » + l) (1 _|_ g 2 »+l) _ (1 _ a 2 » + l) (1 + g «»+ij _ 7_ g2n + l _ ! _f_ g2

so kann der Faktor von cos (2n -f- 1) 05 geschrieben werden:

«" +i , o„ a +i , «+\( i i
+ 2 n .- 2--- + «" + ^. i
+ ! J.+i + 2 l 1 _„2»+i t1 + q 2n + 1 " 1 _ ' 1 Vi — g 2 "+l 1 + g 2re + 1 '

a n+ ^ , a" +i , ä M+i a" +i ,<>„ , ^ a B+i

1 + g2«+i + 2w ' ! _ ä 2„+l + y _ q 2n+l 1+ g 2 «+l (2^ + i) 1 _ g!

Infolge dieser Betrachtungen stellt sich als Wert des Produktes y— ■ *y heraus:

b ÄFT - (2» + 1) *n=0 J-

%!>(x) . x (x) = Q ■ cos x + jjyyp cos 3a: + cos 5a; + |

= ö ^ Ä {r=i sin 53 + r=r^ siu sin bx + } •

Da aber in (37) gefunden:

oder:

sm am

2r — 1

2Kx ' — ' 1 " 4r ~ 2v * , '~ CD

^VJTOFV) g T r = l v "t ' r=l 1 a
r=co

und ferner für sin am —^ die Bezeichnung 73 (a:) und für --- fy " ) die Bezeichnung Qg- r= 1 ~~ 2 '

eingeführt ist, so dafs:
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r— co 2 r — 1

9 (») = Q 2 g ' , sin (2r — 1) as,
Ä l — 2 V

so ergiebt sich:

Werden für ip (x) und ^ (x) ihre durch q> (x) ausgedrückten Werte gesetzt, so erhalten wir:

Qi = VI ~ 9 2 (?) V 1 — ix ) ■

Wird zur Abkürzung <p (sc) = 0 gesetzt, so ist für x = 0 auch 0 = 0, für x = — ist

0 = <p (" j = 1 und wir erhalten:

, dz dx
oder = = 7w *

y (i — z 2) (1 — x z 2) Vi

Da x und s gleichzeitig verschwinden, so giebt die letzte Gleichung integriert, wenn die Inte¬
grationsvariable mit t bezeichnet wird:

dt x

Sv^ t 2) (l — x ! t !) öi0

Da für 0=1, x — ~ ist» so liefert diese Relation:
1

r dt 11
I — j£ . - .

J 1/(1 — t 2) (1 — x 2 12) 2 öi0

Die linke Seite dieser Gleichung ist aber gleich AT, mithin ist:

* oder:

(40) Q, = i-

Hiermit ist Q l gefunden. Um auch Q zu bestimmen, beachte man, dafs aus den für
Q 1 und Q aufgestellten Definitionsgleichungen sich ergiebt:

a+/'Y fmi:m

öi = 4v - ff ^ +
Ö V1 II / l — g4r ~ 2 \

V l~g ir '

( j + g2rv A-g 8r ~ l Y

= 4T/r/ ff ^+ g ' —
-U A- g "- i y/ i+g 2r - i \

\ 1 — g 2r / \ 1 + a 2r /
r= co

r~l
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Früher ist aber in Gleichung (21) gefunden:

folglich ist:

(41)

+ <f

4 yj = % oder

n — — -?ÜL
V X xü'

Werden alle diese Werte in die Gleichungen (37), (38) und (39) eingesetzt, so
erhält man:

ir—l

(42)

sin am

r=oo

iKx 2 7T ^7 g 2 . , .

= 7K Z ^TJr-1 8111 (2»- - 1) *r =l - — 2

2r — 1
2~

r=oo

271a; 2jr "^7 g 2
cos am = —r~ 7 —-—-—- cos (2r — 1)

71 V.K 1 _L_ „2j i v J

/I am
2 Kx

= 2^ { 1 + 4 §V+7~' cos M
Hiermit sind die elliptischen Funktionen in Reihen entwickelt.

Wie die elliptischen Funktionen, so können auch die elliptischen Transcendenten E (w)

und II (ii, a ) in Reihen entwickelt werden.

Für die elliptischen Integrale zweiter Gattung findet man nach dem "Vorgänge Jacobi's

diese Reihenentwicklung, wenn man die Gleichung:

1(«0 _ Vi r,- v
<2 1 — 1<p (X) _ Kg s "n _|_ Vi Jn g _j_ Fg • g _j_1 1 — (7 1 — g

zum Quadrat erhebt.

Multipliziert man die Gleichung:

<P («)

Q ' - n - g

mit sich seihst, so erhält man:

= V <1 i 7—— sin a; + —-—^ sin 3 a; 4- 7—-—= sin bx 4-f -1 U —- g l — g i — g

<P (a)

L Q J
= (FV) 2 1 7—1— • 7— 1— sin x . sin x 4- 7—^; 1 sin 3x . sin x 4- • •

— gl — g 'i — g 8 1 — g 1

/ — 1 i
4 —?—7 7 sin (2n — 14 as sin x

l _ g 2 »- 1 1 — g v '

qn 1
4 1 7 • 7 sin (2 n 4- 1) x . sin x 4*

l _ q in + 1 1 — g v 1 '

4~ , 1 , g 3 sina;. sin 3 a; 4 1 ^—5—7 * , 2 1 sin (2w — 3) a;. sin 3 a; 4"'1 — gl — g 8 1 1 ^ 2n —3 1 — g 8 ^ ' 1

+ - Y -m W-g 8 sin (2m 4- 3) a;. sin 3a: 4- • • • 7*
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1 n° q n ~ 3 q 2

+ r- q l - f/ sin « • sin 5 « -{ h 1 _ 2b -5 rzrjt siu (2m — 5) x . sin 5a; +

r,* + 2

+ x J s„+5 sin ( 2n + 5) « . sin 5« +

+

+ n

+ r:

2 1 - g

2 1 — (/2n+1

- sin «. sin (2 m — 1) « -j-

sin x . sin (2 n -}- 1) x -j-

l — 2 l — q 2 "+ 3

+ ■ ■
Da

nn ~f~1 a n n ~^~^
1 _ ~ j_^uj i_ . 2

sin « . sin (2 n -j- 3) x + x • -— 2ti+3 sin 3x. sin (2 m -f-3)«-{

sin {a + b) ■ sin (a — b) — ^ cos 2Z» — i cos 2 aZ "Z

oder, wenn der Kosinus des doppelten Argumentes durch den Sinus des einfachen Argumentes

ausgedrückt wird:

sin [a -j- b) . sin ( a — 6) = ~ (1 — 2 sin 2 b ) — ^ (1 — 2 sin 2 a)

= | — sin 2 b — | -f- sin 2 a = sin 2 a — sin 2 b

ist, so erhält man, wenn

gesetzt wird, so dafs

a + b = v

a — b = w

a = \ (? + w )

b = \ (v — w)

siu v . sin w = sin 2 r (« + w) — sin 2 i (v — w) .Z Z

Werden in die obige Gleichung für die Produkte aus je zwei Sinus die aus der letzten

Relation sich ergebenden Werte gesetzt, so findet man:

v (%)

= (T/ff) 2 { , 1 7 • sin 2 « + 1 / • -f ■— (sin 2 2« — sin 2 «) -|

+ ~ 2»-: • 7^ ( siu2 »^ - sin 2 (2w - 1)«)

J SE

^ l - g 2 ^ 1 whj ( sin2 ( n + X)
« — sur nx ) +

+ r 2 1-2' (sin 2 2« — sin 2 «) -j (-
l _ g 2 »- 3 l — g1 (^sin 2M« — sin 2 (n — 3) ooj -j—
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qn + 1 „ f \

+ 1 _ n +s l^s ( sin2 0 + 3) x — sin 2 nx) +

+ fzhp ( sin2 — sin2 2x ) 4 h 1 ^ s „_ s ■ yZ-Y 5 ( sin2nx ~~ sin 2 («—5)®) + ••

4- t _! 2«+B ■ r=Y ( sin2 & + 5 ) ® — sin2 nx ) 4-1 - 2'

+ . . . .
jn — 1

+ ( sin2 nx - sin2 O - !) x ) 4

+ r^V»"+i ( sin2 ( w 4" i) « — sin 2 «®) 4

+ r=~2 r! ^3 ( sin2 ( w + 2) ® — sin 2 (« + 1) ®)

+ l~=hp i _ g 2 "+ 3 ( sin2 ( w + 3 ) ® ~ sin 2 «®) -f •+ 1
Der Paktor von sin 2 nx ist also folgender:

( gn ~ x L_ i a"~ 2 . 2 , g"~ 3 . _3l_ ..... _1_ g"" 1 \
Vi — 2 2 " -1 1 — 2 1 — 2 2 " -3 1 — 2 3 1 _ q 2n ~ 5 1 — 2 5

_ ( g" 1 , g" +1 _2_ , g"+ 2 . _2l_ , \

Vi — g 2 "+i 1 — 2 l — 2 2n + 3 1 — 2 3 1 22 ™+ 5 1 — 2 5 /

_ ( g" ,L_ J_ g" +1 _g_ . g" +2 g*_ , \
Vi _ 1 — 2 1 _ o 2 "+ 3 1—21- « 2n + 5 ' 1 — 2 / '2— ~~ 2 1 — 2 1 i — 2 1 — 2

Der Faktor von sin 2 «® stellt sich als eine aus drei Summanden bestehende Summe

dar, von diesen Summen ist die erste endlich und besteht aus « Gliedern, die beiden anderen

Summen sind dagegen unendlich und dabei gleich. Bei der gewählten Anordnung der Partial-

produkte stammt die endliche Summe und die erste unendliche Summe aus der Reihe der

Partialprodukte, welche in den Klammern sin 2 «® entweder als ersten oder als zweiten Sum¬

manden enthalten, und zwar die endliche Summe aus den Partialprodukten dieser Reihenfolge,

welche sin 2 «® als ersten, die unendliche Summe aus den Partialprodukten, welche sin 2 «® als

zweiten Summanden aufweisen, endlich die letzte unendliche Summe ergiebt sich aus den¬

jenigen Partialprodukten, welche in den Klammern sin 2 «® nur als zweiten Summanden haben.

Beachtet man die Gleichheit der unendlichen Summen und führt Summenzeichen ein,

so nimmt der Faktor von sin 2 «® die folgende Form an:

'v 2 r 2 r_1 o V g r_1 gn+ ' _1

Ä l-2 2 "- 2r+1 'l-2 2r ~ 1 1 — 2 2 ' -1 ' 1 — 2 2 «+ 2r — 1

Auch diese Summen lassen sich auf wesentlich einfachere Formen bringen. Zu¬
nächst ist:
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2 v g'- 1 . ^ n+r ~ 1 = 2<7 »-i y
* i _ 2»+2r-l ^ ^

„2 r—1

n = l (i - a 2r_1 ) (i - g 2n-|-2r—1

2 5
,n—i 2

i-ä 2 ~i(i-g 2r_1 ) d-g

jf-1(1 — 3«») 22"- 1 r,V ä str-l_ gSn+Sr-l
2 n / i2n + 2r—1

2g™ —1 '"V g 2 »—!— g 2 '! + ir - 2 — 22 "+ 2r -l+_ä

- ^ (1 _ 2 2 -i) (1 - 2 2 »+ 2 '-i)

■) i - g tsi a-g

2i + 4r — 2

,2;-—1 )(1 ~g 2l + 2r—1

.1 — 1
_2g

1-g 2 "^

'^7 g 2r ~ 1 (1 — g2 " + 2 '— 1) — g2w + 2r 1 (i _ g2r-1)
(1 _ g 2 '—i) (i __ a 2 "+ 2 '—!)

2<f V f g 2n + 2r — 1

1 -2 2 "-S ^-g 2 "" 1 1 - g

2 a"- 1

-.)

l- 2 -

— 1

„2n— 1 .2w-{-1

„2«-{-l

/» «3 „ a " — * «"'"r* „2l + 3g I g L . . . 4- g L _g |_ _g L

1 — 2 1 — g 3 ' i _ 22n—1 1 g2 ™"'"1 1 — a 2 ™"*"3

„2n + 3
2 "" r ^ g"

1_2 2 " + 1 i_a 2 "+ 3

= lg
1 —

Ferner ist:

2n—1
g I % L

i _ a 2n l 1 — g 1 — g 3 + i _ „2i-i

r — n

2 =i 1 - g,2n —2c+l -i^ _ a 2r —1 : (J-U 1 2 i _ 2n-2r+l ' x _ 2r-lr= 1 1 2 1 2
r = n

„»-!
1 - <z2

i - g 2n ^ (i - g 2n - 2r+1 ) (i - g 21- 1)

gf»-l j _ g 2»-2r+l + g 2*-2r+l_ g2n + g 2»_ ^r-l + g 2r-l _ q 2n2r —1\
i-g 2 " (i - a 2 "- 21"-!- 1) (i - r

i-g*"Äi

a"- 1 >;v (i — a 2 "- 2 ^ 1 ) + s 2 '— 1 (i — a 2n_2 '' +1 ) — g 2r_1 11 — g2 *~ 2 ''+ 1) + a 2n ~ 2r+1 (i-g 2 ''- 1)

(i _ a 2 »- 2 ^ 1) (i _ !)

(i _ g 2 i-2r+i) (1 _ a 2r i) + a 2r - 1 (i - g2 "- 2 '^ 1 ) + (i - q 2 '— L)

( i _ a 2 *- 2 H-i) (i _ a 2 '-- 1)

(2n — 2r+l \

71 1

1-g 2 "^

/ /t

2 1

8— VC,, , «*— r+1 )
i,i g 2 " ä- v i - g 2r_1 i - q Mr+ y

= g" -1 L I „g_ + g 3 4 . g 2 " -1 _ 4- _

I_ ä 2« f ! +i- ä + i_ s »+ -r x _ a 2 i-i ^ !

„2n—1

t=T +

„2n —3 „ 1
g I 1 2 1

-a 2 "- 3 1 1 1 — g j

„i — l

1-g 2
n + 2 Cr

^2 71— 1

+ r^? + -" + r37--
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Subtrahiert man nun von dem Werte der endlichen Summe den Wert der unendlichen

Summe, so ergiebt sieh:

^{» + Kr^ + ^- + -' + rSy
2 Qn — 1 \ n /y3 „2n — 1

, 1 * I |_
i - a 2n { 1 ~ i 1 - 2° 1 - g2n—1

woraus sich ohne weiteres als Wert des Paktors von sin 2 na; der einfache Ausdruck ergiebt:

f («=)"] 2
. Q J

n q n ~ 1

1-7*'

Als Wert für stellt sich demnach heraus:

Wird in diese Gleichung der oben in Gleichung (41) festgelegte Wert

Q = %X Ii

eingesetzt, so folgt:

2 / x 4®» ""V wg" -1 . , 4® 2 ""V nq n . „

r 0) = ^ • 1 Z> Tzr^ sul ~ nx= ^jr2j r~w- sm nx -n= l 1 2 „ — i i—2

Da 1 — 2 sin 2 na; = cos 2na;, folglich

sin 2 nx — 1 (1 — cos 2na:),

so ist auch

<P2 0) = jjir "2 ZZTJn C1" ~ cos 2nx )'n=i 1 2

Setzt man nun wieder
, \ . 2Kx

cp (x) = sin am ,

so erhält man:
n = co

. g 2Kx 2® 2 ^7 »g" ,, es
sm am ww 55 C1 - cos 2 »s)o, 1 -1- w71= 1

"i ■ 1 2 Tfa; -., • 7tu 1 .
und wird «= «e, mithin a: = gesetzt:» ' 2 K °

n= ca

. g 2 ® 2 \! nq n nitu\

sm 2 am n = ^ 2/ T^V" \ ~~ C° S K )71=1 J-

112 "\,T / 2112" 2wg* nitu\

^ _ cos ^7 •

snr am w

Setzt man nun zur Abkürzung: 71= CO

71= 1 1 2
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so ist:

•2 » s \ n o V n i n

sm am m = \G—2 2j TT cosn = i 1 y.

Aus diesem Werte für sin 2 amtt folgt:

117t U [
~k7\

1 — x 2 sin 2 am u = 1 — f G — 2
K 1 is i - a'

Nun ist die erste elliptische Transcendente:
U

E («) = J" (1 — x" sin 2 am u) du,o

mithin ergieht sich: U
P r 9 ( n = CO

0

und durch Ausführung der Integration:

E(m) =

na nnu
—~^r cos —,2« K

cos "
2"" K

du

n- n . 2n* K
U "FF5 0 M -] ™- *IP 1 K 2 rnt

\I nq n . 7i7tu
/, — sm —

i _ A- A:

(43)

w= CO

W / \ C 1 ® 2 ^ ,231 "^7 fl" . M7TW

(«) — 1 #2 C J M + X ^2) sm K
Setzt man wieder

C _ o S 1 w a"

so folgt:

(44)
*(.)-[!-.* 2" i^].+¥lrr-

. tiTTU
sm — :

2 X

wodurch die Reihenentwicklung der ersten elliptischen Transcendenten bewerkstelligt ist.

Setzt man in der Reihe für JE (u) u = K, so erhält man die Reihenentwicklung für

das vollständige elliptische Integral zweiter Gattung E (K) oder E, und zwar erhält man, da

für u — K der unter dem zweiten Summenzeichen stehende Ausdruck verschwindet:

folglich

£ _ri_ 2 ^
n — 1 1

Z,

E

K
2 (f)'IrS

Setzt man also E als bekannt voraus, so kann man auch die Reihenentwicklung für

E (m) schreiben: 11= CO

■j-}/ \ E . 2tt \i 2™

E («) — ^ • u + y 2j jTTWÜ 1n = 1 1 *

oder, wenn man mit Jacobi setzt;

sm
K
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71= CO
/Af-S ry f \ 2 TT "Sr» g" . WttM

(4o) ^w = i2 rr> sm ir'w= i 1 2
so ist zu schreiben:

(46) E(u)=^.u + Z(u).

Um endlich das elliptische Integral dritter Gattung in eine Reihe zu entwickeln, geht

man von der Erklärung desselben aus:U

(47) lJ( u ,a)=f K-

sin am a . cos am a . A am a . sin 2 am u du
1 — x 2 sin 2 am a . sin 2 am u

o

Differenziert man diese Gleichung zweimal nach u, so wird man, wie Jacobi gezeigt

hat, auf Ausdrücke geführt, für welche bereits Reihenentwicklungen bekannt sind.

Aus der obigen Gleichung (47) folgt:

dn (k , a) x 2 sin am a . cos am a . A am a . sin 2 am u
du 1 — x 2 sin 2 am a . sin 2 am u

d* n (u, a) | 1 1 2
du* Ii'— x 2 sin 2 am a . sin 2 am u I

■ | 2sc 2 (1 — je 2 sin 2 am a . sin 2 am u ) sin am a . cos am a . A am a . sin am u . cos am u . A am u

+ 2 sc4 sin° am a . cos am a . A am a . sin 3 am u . cos am u . A am u ]
2 x 2 sin am a . cos am a . A am a . sin am u . cos am w . A am u

+
1

2 x 4 sin 3 am a . cos am a . A am a . sin 3 am u . cos am u . A am u
(1 — x 2 sin 2 am a . sin 2 am u)''

2x 2 sin am a . cos am u . A am u ( .
—: a • » ) sin am u . cos ama.dam»1 — x 2 ain' am a . sin 2 am u i

, x 2 sin 2 am a . cos am a . A am« . sin 3 am u 1
1 — x 2 sin 2 am a . sin 2 am u 1x" sin - am a . sin- am u

2 x 2 sin am a . cos am u . A am u sin am u . cos am a . A am a
1 — x 2 sin- am a . sin- am u 1 — x 2 sin 2 am a . sin 2 am u

Nach dem Additionstheorem der elliptischen Integrale erster Gattung [Gleichung (19)] ist:

/ , \ sin am u . cos am a . A am a 4- sin am a . cos am u . A am w
sm am (u -f- a) = . - . =-«v 2 1 — x- sm 2 am a . sm 2 am u

, s sin am u . cos am a . A am a — sin am a . cos am u . A am u
sm am (u — a) = ^=y 1 — x 2 sm- am a . sm- am u

Durch Addition und Subtraktion dieser beiden Gleichungen erhält man:
2 sin am u . cos am a . A am a

sin am (u -f- a) -J- sin am (u — a) x- sm 2 am a . sm- am u

/ . \ . , N 2 sin am a . cos am u . A am u
sin am (u, + a) — sm am (u — a) — .v v J 1 — x- sm- am a . sin 2 am u

Mit Benutzung dieser Werte erhält man:

d ^dw 2'^ = § am ( M + a ) — s™ am ( M — a )} [ s i n am ( M + a ) + sin am (w — a)}

(48) d ^du* ^ ~ ü %2 { s ™ 2 am ( M H - a ) — S4na am ( M — a )} ■
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Bei der Reihenentwicklung der ersten elliptischen Transcendenten e (u) ist hergeleitet:

„ , , . o 2 Kx f 2n\ 2 \! nq"
r(®) = sm 2 am ^ = (^J 2 [I> sl1sirmr,

»=i "

hieraus ergieht sich, wenn aus der Substitutionsgleichung:
2 Kx

der Wert
u ■■

7t

7t U
x = YK

riTtu
Sln " 2 K *

in diese Gleichung eingesetzt wird:

. „ / 2«V""V w 2*
sm 2 am « = ^ 81

n =1

Wird in diese letzte Gleichung statt u einmal u + a, das andere Mal u — a gesetzt,

so ergiebt sich ohne weiteres als Wert für der folgende:

d° II(u, a) 1 , (2,\'V w 2" (-2 „ m »* (u + a) . 2 nn (u - a)\— dtf 2 \ykj zj v %k sm am 2k )
71= 1 -*•

Führt man hier wieder, wie oben auch geschehen, an Stelle des Quadrats des Sinus
den Kosinus des doppelten Winkels ein, indem man wieder von der Formel Gebrauch macht:

sin 2 y = i(l— cos 2y),
so erhält man:

d' nM- 3 (f) ! l ^ {i0 - •» - K 1 - H fef)}<Zm2
71= 1

71= CO

o /«V V w 2" f 1 1 rn „ ""(» + ») 1 | 1 rn „ ~ a)

^ \k) Z ! _ a 2n \ 2 2 .K 2 + 2 C0s K71= 1 -1

71=CO

fnY ^ nqn {
\Kj Zj^ ! _ Jn 1

nn (u — a) nn (u 4- a)COS — COS - —

Integriert man diese Gleichung zwischen den Grenzen 0 und u, so erhält man, da
d II (w, a) * 2 sin am a . cos am a . A am a . sin 2 am u

du 1 — x 2 sin 2 am a . sin 2 am u

für u — 0 verschwindet:

dll(u,a) (n\ nq n Z | . nn (u — a) nn (u + «)

~~dü \k) z i _ ,?n • yn l sm k sm w

ü "V f nn (u a) . nn (u -f a) \
~K Z ! _ «2 n \ Sm # S1Q R J

71= CO
. 2 3t \7 qn . nna

+ k2 r=7"« sm ^'71=1 1 2
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Wird diese Gleichung nun noch einmal zwischen den Grenzen 0 und u integriert, so

ergiebt sich schliesslich:

K i» (u — ä) . K mt (u 4- a)l
COS Ty- 4 COS ~TT-— Inn K 1 nn K

n—co

+ ¥2 4 " u sin K
tx 1-2

- V _ll_ / + nn{u — a) \ , 2^

« (1 - ä a »)\ * K J+K

,u s- smn K

Ersetzt man die Differenz der beiden Kosinus durch das doppelte Produkt des Sinus

der halben Summe und des Sinus der halben Differenz, so wird:
71= CO

n o, ») = 2f«2 sin n*a_ g ^K n(l-q' n)

■ nnio ■ nna

sin -gr- • sm -j£~,

oder endlich, wenn man sich der von Jacobi eingeführten Punktionsbezeichnung Z bedient:

(49) n (u, a) = uZ(a) — 2^ g ,
t^x n(l — q- n )

. nnu . mta
sin- T>- • siii-TT-'iL iL

Diese Reihenentwicklung für die zweite elliptische Transcendente II (u, a ) gestattet

auch das elliptische Integral dritter Gattung durch den Logarithmus eines unendlichen

Produktes auszudrücken und damit die Punktion einzuführen, welche von Jacobi mit ff

bezeichnet wurde und nach Dirichlet's Vorschlag die Jacobi'sehe Punktion genannt ist.

Bekanntlich ist:

ji=2"+a 8 "+2 5" + 2 7" +

folglich

und mithin:
n = co

a n i n , a 3n , q 5n
—=— cos nx — — cos nx 4- -— cos nx + -— cos nx 4-

W ( 1 — 2 2b ) n 1 n ' n 1

2 cos nx

71= CO

= 2(
q n . q än . i n .
— cos nx 4- — cos nx 4- cos nx 4-n ' n ' n 1

j£i»( l-O

Pührt man hier für den Kosinus die Exponentialfunktion ein, so erhält man:

n
n= co

j? n(l-q^)

Da aber für

^ cosnx=l^ (e nxi -\- er" Q + ^ (e Mi + e~ nxi ) +

— 1<*<1

"2 Zn = I + Y + T H lo §(l -z) = _ lo § C1 _ *)>
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so ist auch, da

0<q< 1
n — co ^

2 % (1 — g 2 " } cos = — 5 [{ lo g (! — 26*0 + log(l —^e-* 4)}

+ {log (1 — q s e xi ) + log (1 — q 8 e~ xi )} + {log (1 — q 5 e xi ) -{- log (1 — q 5 e~ xi ) + • • •]

= — * {log(1 — qe?')(l—qe~ xi ) + log(l— q s e* 4) (1 —q 3e~ xl )-\- log(l — q 5 e xi ) (1 — q 5 e~ xi )-\— }

= — i {log [1 — q (e* 4 + e~ xi ) -f- 2 2] + log [1 — q 3 (e xi + e~ xi ) -f- q e]u

+ log [1 — q 5 (e* 4 + e~ xi ) + g 10] + }

= — i {log (1 — 2q cos« + q 2) + log (1 — 2tf cos« 2 6) + log (1 — 2 q 6 cos« + q w ) -| }

r = co

= — i ^ log (1 — 2q 2r ~ 1 cos x + g 4r ~ 2)r — 1

r— co

= — * log j j (1 — 2q 2r ~ 1 cos« + g 4 '— 2).r=l

Setzt man in dieser Gleichung einmal « = n ^ — und dann
_ n (u — a)

K """ """" ~ K »
erhält man:

so

71= CO

2 ~ i ** JJ 0 - cos T+•"-)
r=l

r= co

2 «>■ !T r- - -i'<* II cos
und folglich ist:

7"= CO

-ZT (w, a) = uZ(a ) — ^ log (l — 2q 2 '— 1 cos 71r=l '

+ | lo § Ii ( X - 2 ^'~ 1 cos ^ {u ~- a) + q*>- 2)
r= 1

r= . ! _ 8g »r-1 cos ■* (M -- a) + g4 r-2

= «Z (ffl) + - log JY
T=-I 1 - Sa 21"- 1 cos + s ^-2K.

Diese Entwicklung macht es möglich II (u, a) durch die von Jacobi eingeführte
Funktion:

& 0) = 1 — 2q cos ~ + 2g 4 cos ~ - 2q° cos ~ + 2g 16 cos ^
r= co r=co

= 17 (! - 2 2r J Ha-% 2r - 1 cos 5' + S 4 *- 2)r = l ;•= 1

auszudrücken.



— 61 —

Denn ersetzt man einmal u durch u — a und dann durch u -f- so erhält man:

#(« -a)~l- 2 2 cos^=^ + 2g* cos 2 " ^-^-2 g 9 cos 3 " a)

+ 2g" C08 4g( y ffl)

= ff C 1 - 2 2r ) ff (l - 2s 2 '- 1 cos + 2
,4r—2

» (u + a) = 1 - 2 2 cos + 2g4 cos _ 2g 9 cos ^L+fL)

+ 2 2 16 cos {UK + a)
r= oo r = a:

= [J (1 - 2 2r ) JJ C1 ~ 2 2 2, ' _1 cos m (M + a) + 2 4r—2 )r=l r = 1

und diese Werte von 9 (w — a) und 9 (u -f- a) lehren auf der Stelle, dafs:

(50) n (u, a) = uZ(a) + f log 1 ~ * •

Dieser Ausdruck für die Transcendente II durch die Funktion 9 ermöglicht es nun zu

zeigen, dafs von den vier aufgestellten Gleichungen, welche den Zusammenhang zwischen dem

elliptischen Integral dritter Gattung nach Legendre und der Jacobi'schen Transcendenten

darstellen, sich der dritte Fall auf den ersten und der vierte Fall auf den zweiten zurückführen

läfst, wenn man die Funktionen Z und 9 auch für imaginäre Argumente kennt.

Nach der Untersuchung von Jacobi bestehen folgende Beziehungen, welche wir weiter

unten noch begründen werden:
ry / i Tw •\ ni . cos am u . A am u . r, , \Z (u -f- K t) = — 4 \- Z (u)v ' ' 2 K 1 sm am it. 1 v J

Ttiu

-9- ( u -f- K'i) = l-~zr e sin am u . 9 (ti).

i ]/*

~w
Für den Fall, dafs in der Form von Legendre für das elliptische Integral dritter

Gattung:

dtp

(1 -j- n sin 2 cp) Acpo
n zwischen — 1 und —oo liegt, ist der Jacobi'sche Parameter ci -f- K'i, so dafs

n = — x 2 sin 2 am (a + K'i).
Für diesen Fall ist daher nach Gleichung (50):

II (u, a + K'i) = uZ (a -f- K'i) -f- | log 9 (u — « — K'i)

2 9 (u + a -f- K'i)

Aus den oben angegebenen Beziehungen erkennen wir sofort, dafs:
rr r \ yyt -\ ni i cos am a . A am a , ry / \Z (a + K i) = — —Ty. A 7 4- Z (a)

K 1 ' 2 K ' sm am « 1 v '

und aus der für 9 (u -f- K'i) angegebenen Relation finden wir, wenn u durch u -}- a ersetzt
wird:



— 62 —

_ Tti{u-\-a)

^ (u + a + K'i) = e 2 A s i n am ( M + a ) • ® (u + a ) ■
VI

Berücksichtigen wir weiter, dafs, wie sich aus der den Wert von fr (u) ausdrückenden
Reihe:

(51) fr (u) = 1 — 2q cos ~ + 2g 4 cos — 2<f cos

sofort ergieht, fr (u) eine gerade Punktion d. h.
fr (— u) — tt (u)

ist, so erhellt, dafs
fr (ii — a — K'i) — [— (a — u + K'i)] — fr (a — u -J- K'i).

Ersetzen wir also in der für fr (uK'i) aufgestellten Gleichung u durch a — u, so
ergiebt sich:

_ 7t i (a — u)

fr (u — a — K'i) = fr (a — u + K'i) = e 2A sin aru (a — u) . fr (a — u).

Folglich ist:
7ti(a — u)

fr (it — a — K'i) e 2K sin am (a — u) . & (a — u)
& (u ci -\- K'i) _ ««(« + " )

e 2 K sin am (a + u) . ^ (a -)- u )
71iu
~jT sin am (a — u) . 9 (a — u)

sin am (a -f- u) . 9 (a -)- u)

Setzen wir diesen Werth und ebenso den für Z {a -f- K' i) aufgestellten Wert in die
Gleichung für JJ (ti, a -j- K'i) ein, so erhalten wir:

7t iu
IT sin am (es — u) . 9 {a — u)

C sin am (a + u) . 9 (a + u)_
_ , , TT, niu . cos am a . A am a . N , 1 , f
II (u.a + K i) = — jtjt -\- u t uZfa) + - logv ' 1 J 2 K 1 sin am a ' v ' 1 2 ° |_

niu , cos am a . A am a . r, / \ \ niu i 1 i sin am (a — u) . 1 , & (a — u)
= _ __ + u _____ -+ u Z(a) + ~K + - log Binam(a + tt) + 2 l0 §

f-* / \ , 1 , 9 (a — u ) . cos am a . A am a , 1 , sin am (a — u)
= U Z(a) + - log ^-7 j ( + U : h ö log , 7 •^ / 1 2 ö 9 (a -f- u) ' smama '2 ° sin am (a -(- u)

Da fr (a — u) — fr (u — a)
so ist:

„, , _ , . , 1 . 9 [u — a) , cos am a . A am a , 1 , sin am (a — u )
II (u.a + Ki) — u Z (a) + s log ~—■—( + u • h ö lo g — Li J\ '^ ' ' J v / i 2 sm am a 1 2 ° sm am (a -|- u)

Da aber nach (50)

uZ(a)Ar\ log J = n («, «),
so erhalten wir schliefslich:

A , cos am a . A am a , 1 , sin am (a — u)
(52) II (u, a + K t) = II (u. a) + u . n log . 1 '^ \ ; i / \ 7 / 1 sm am a • 2 ° sm am (a -f- u)

Diese Formel zeigt, dafs der von uns als der dritte bezeichnete Fall sich auf den ersten zurück¬
führen läfst.

Wenn also in einem elliptischen Integrale dritter Gattung der Legendre'sche Para.
nieter negativ und grösser als 1 ist, so läfst sich dieses Integral stets auf ein solches redu¬
zieren, in welchem der Parameter negativ und kleiner als — %2 ist.
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Um den vierten Fall, in welchem der Parameter rein imaginär ist, zu reduzieren,

müssen wir vorher die Funktion H(u,a -)- K) untersuchen.

Setzen wir in der Grundformel (50) a + K statt a, so ergiebt sich:

J7(«, « + K) - «Z (a+ K) +i log ■

Zur Herleitung eines durch elliptische Funktionen und die Funktion Z (a) ausgedrück¬

ten Wertes für Z (a-\-K) gehen wir von der früher hergeleiteten Gleichung (48) aus:

d*° Tl (u J Ct) 1 Q r . a / I \ '9 /' \ 1
dZZ = 2 K <S am ( U ' a ) — S am vU ~ ü ) '

und führen für den Sinus die Funktion Z ein.

Da nach der Erklärung der Funktion Z

Z 2 am x = 1 — st 2 sin 2 am x,

so fo lgt: sc2 sin 2 am x = 1 — z/ 2 am x.

Also ist

^ %2 {sin 2 am («-(-«) — sin 2 am (u a)} = ~ { 1 — Z 2 am (w + a)} — * (1 — Z 2 am (m — a)}

= 5 — ^ Z 2 am (tt -f- a) ■—• ~ ^ Z 2 am (ti — a) — | { Z 2 am (u — a ) — Z 2 am (u + a) } .

Diesen Wert in die obige Gleichung eingesetzt, ergiebt:

d nd u*' — = 1 { Z 2 am (u — a) — Z 2 am (u + a)} .

Integrieren wir diese Gleichung zwischen den Grenzen 0 und u, so erhalten wir:
U U

— \ J Z 2 am (u — a) du — ~J Z 2 am ( u -j- a) du.
o o

Nun ist nach der Erklärung der ersten elliptischen Transcendenten:
V

J Z 2 am v dv = E (v).
0

Setzen wir in dem ersten der obigen Integrale u — a = v, so ist:

j Z 2 am (u — a) du — J Z 2 am v dv — J Z'2 am v dv -f- f Z 2 am v dv
0 —a 0 —a

u — a —a

= J z/ 2 am vdv — J zd 2 am v dvo o

— V V

oder, da allgemein J f (y 2) dy = — J f(y 2) dy0 0

u u — a a

J Z 2 am (u — a) du = J Z 2 am v dv -|- f Z 2 am v dv
o oo

= JE (u — a) + E (a).

Setzen wir in dem zweiten der obigen Integrale u + a = v, so ist
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u u-\-a u-j-a a
J z/ 2 am (u + a) du = j z/ 2 am v dv = J z/ 2 am v dv — J z/ 2 am « dv
0 a 0 0

= .E (w -j- d) — E (a).
Demnach ist:

= \ {E(u-a) + E{a)} - J [E (u + a) - E («)}

^\E {u - a) + \E (a) - X-E(u + a) + \E{a)

= E (a) + \ E (u — a) — ~ E (u + d).

Nun ist nach Gleichung (46):

E [a) = ^ • Ü + Z (a)
JE

E (u — a) = g. (ii — a) -|- Z (u — a)

E (u -j- a) = ^ (u -f- «) + (m + a) •
Mithin:

'' ' ^ = i? • « + («) + S Tf (« — «) + 9 (M — ö) — o tZ (m + a) — ö Z (U -f- d)du K " 1 W T r «7 1 2 ^ "V 2 £■

_ JS
~~ K + — 2K' U ~2K' a — g ( M ß ) ■

(52) = Z (o) + \Z (« - a) - | Z (« + a) .

Da andererseits, wie sich ohne weiteres aus der zuerst eingeführten Erklärung für
n (u, a) ergiebt:

dll (u, a) « 2 sin am a . cos am a . A am a . sin 2 am u
du 1 — « 2 sin 2 am a . sin 2 am u '

so erhalten wir durch die Gleichsetzung der beiden Werte von° du

/tfoN « 2 sin am a . cos am a . A am a . sin 2 am u „ , .. , 1 „ , s 1 ^ / , \
(53) z i-^s =-s == Z (a) + - Z (u — a) — - Z (u 4- a).K ' 1 — « 2 sm-am « . sin-am u ^ ' 2 v ' 2 v 1 '

Vertauschen wir in dieser Gleichung u mit a, so ist:

k 2 sin am u . cos am u . A am u . sin 2 am a rr , .. , 1 „ , \ 1 rr r . \—z s-^-5 r-j = Z (w) + - Z (a — u) — r Z (u 4- a).
1 — «sin" am a . sin 1 am u ^ ' 1 2 v -1 2 v '

Da, wie aus der Definitionsgleichung (45) für Z hervorgeht, Z eine ungerade

Funktion, also
Z (a — u) — — Z (u — a)

ist, so folgt:

.v « 2 sin am u . cos am u . A am u . sin 2 ama a?-/-n 1^/ \ 1 r, , ■ ^
(54 ) — .-j = Z (u) — r Z (u — a) — -Z(u + a).K J 1 — *" sin 1 am a . sm- am u v ' 2 v J 2 > ' '

Durch Addition von (53) und (54) erhalten wir also:

<7/ \ i rrr \ rrr t \ v ■ • sin am u . cos am a . A am ci 4- sin am u . cos am u . A am uZ(u)-h Z(a) — Zni-f-a) = sin am u . sin am a ^-=-5—1 —5
^ v ' ' 1—sin 1 am». sm 2 amw

oder mit Berücksichtigung des Additionstheorems der elliptischen Funktionen:



— 65 —

(55) Z (ii) + Z («) — Z (u + a) = x 2 sin am u . sin am a . sin am (u -f- a).
Diese Gleichung drückt das Additionstheorem der Funktion Z aus.

Setzen wir in dieser Gleichung (55) a = K und berücksichtigen, dafs aus der Defini¬
tionsgleichung (45) ohne weiteres folgt:

Z{E) = 0,
so erhalten wir:

(56) Z (li) — Z (u -j- K ) = %2 sin am u . sin am ( m -f- II).
Hiermit haben wir das erforderliche Material zusammengetragen, um Z [a- f- K) in der

gewünschten Weise auszudrücken. Denn setzen wir in der letzten Gleichung u = a und lösen
die erhaltene Gleichung nach Z (a -f- II) auf, so erhalten wir:

Z (a -f- Ii ) = — Z1 sin am a ■ sin am (a K) -j- Z (a)
cos am a

oder, da nach (11) sin am ( a + K) A am a
\ ry / i 7~y\ *" sin am a . cos am a , „ , .

a) Z (a II) = k Z (a).' A &m a iv/

Es erübrigt noch den Wert von log ^ ^ _j_ ^ umzuformen. Zu diesem Zwecke
gehen wir von der bei der Umformung von Z (a + II) gefundenen Formel (52):

~ILt al = Z(a) + \z (u-a )-\z {u + a)
aus und integrieren diese zwischen den Grenzen 0 und u, wodurch wir erhalten:

U U

II (u, a) = u Z (a) + i J Z (u — a) du — ^ J Z (u + a)ü 0

Vergleichen wir diese Formel mit der Gleichung (50)

17 ( m , a) = uZ (a) +1 log ,

du.

so erhalten wir:

oder

U U

lo § &(u + a) = J z ( u ~ a ) du — J Z (u + a)
du

Io g t % _ «) = J z (u + a) du—J Z (u — a) du.0 0

Setzen wir in dem ersten Integrale u a — w, so ist:
u u-\-a u-j-a a

j Z (u + a) du = JZ (w) div — f Z (w) dw — JZ (iv) dw.
u a 0 0

Setzen wir in dem zweiten Integrale u — a = w, so ist:u u — a u — a 0
f Z (u — a) du =J*Z (w) dw — J Z (to) dtv + f Z (w) dw0 — a 0 — a

u — a a u —a a
= j*Z (w) dw — yZ (tv) div — y Z (iv) div -j- Z (— w)

dw
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und, da die Funktion Z eine ungerade, also Z (—w) = — Z (w)
u u—a a

J 3Z (u — a) du = j Z ([w) dw — J*Z (w) dw.
0 0 ü

Setzen wir die für die beiden Integrale gefundenen Werte ein, so ergiebt sich:
u-j-a

, & (u 4- a)log —^
& (u — a)

oder:

=J Z (w) dw — J Z (w) dw — J Z (w). div -f- J Z (w) dw
UOOO

u-j-a

lQ g «) = j Z (w) dw -f Z(iv)äw.
0 0

Setzen wir a — u, so folgt:

Z(w)dw
0

oder, wenn wir 2u = v setzen:
V

(57) log ||±=fz(w)dw. 0

Nachdem auf diese Weise der Zusammenhang zwischen der tf- und ^-Funktion her¬

gestellt ist, benutzen wir die oben gefundene Gleichung (56):
Z (u) — Z (u + K) — %2 sin am u . sin am (u -f- K)

oder, da nach (11) sin am (u 4- K) = cos am "v J v 1 ' A am u

rr r \ rr r r 77-\ sin am M • COS am UZ («) — Z (u -f- K) = —

so folgt:

A am u
Da

d log A am u 1 d A am u » 2 sin am u . cos am u
du A&mu du 4amn '

d log A am uZ («) - Z (u + K) =
Integrieren wir diese Gleichung zwischen 0 und u, so erhalten wir:

u u u

(58) ^Z (u) du — J 3Z (w -f- K ) du = — jjog A am «j.oo o
U

Ganz entsprechend der oben durchgeführten Umformung des Wertes von f'Z(ii-\-a)du
o

ergiebt sich:

« u+K u+K K

J 3 Z ( m -f- K) du = J 3Z (w) dw — j 3Z (w) dw — j Z (w) dw
o K u 0

und mit Berücksichtigung von (57):

jz („ + K) Ä„ _ log *J£±*L. - log iJS - log .
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Infolge dieses Wertes und des aus der Gleichung (57) entspringenden Wertes für das
erste Integral der Gleichung (58) geht diese Gleichung über in:

log ■0-(u)
«■ (0)

& (u -{- K) -j A

log V (g) = — log ^ am u >
denn log A am 0 — log 1 = 0.

Diese letzte Gleichung kann auch geschrieben werden:

folglich auch:

und mithin auch:

(59)

, 0- (u + K) , 0 (u) ■ .
log fr&) log 0(0) = l0g J am U >

-j -01 (u -j- K) ^ (0) n .
log 0 (g) • 0w = log ^ amu

0 (0) . 0 (w K)

0 (K)

— A am u .

0(0)
Zur Bestimmung von ^ ^ setzen wir u — K, so dafs wir erhalten:

• (0) . 0 (2 II)
r- (Ii )

= A am K.

Aus der Definitionsgleichung (51) für fr (««) folgt:

J( M + 2W) + 2g 4 cos^

= 1 — 2 g cos - -f- 2 jt ^ + 2g14 cos + 4 jt ^ — 2g° cos + 6®^ + • • •

0 (u + 2K) = 1 — 2 q cos ™ (tt + 2W) + 2g 4 cos («t -j- 2AT) — 2g° cos ^ (tt + 2K) +

2 % u1 o l et <1 aJVUi „ n änu ,
= 1 — 2g cos -f- 2(f cos ^ — 2q J cos ^ + ■ • •

mithin fr (tt) = fr (u -|- 2 AT).

Setzen wir in dieser Gleichung u — 0, so ergiebt sich:

fr (0) = 0(2 K).
Mit Berücksichtigung dieser Gleichung ergiebt sich:

(t§)) = <damE >

oder, da A am K -
9 7E

L ¥

fr (Q)
0(A)

= ]/l —- %'1 — x,

y %.

Substituieren wir diesen Wert von in Gleichung (59), so finden wir:

(60) Yx7 0 (u 4" K)

0(m)

= z/ am

fr (w + AT) = T/W z/ am m . fr (it).

Ersetzen wir in der Gleichung einmal u durch a + u und dann durch a — u und
beachten bei der letzten Substitution, dafs die fr-Funktion eine gerade ist, so erhalten wir:

9*
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I

■fr (a -}- u K) = %■(11 a K ) = j /a z / am (as -f- u) . 9 (a -f- u) ,

■9■ (a — u -f- K) — 9 (m — a — K) = 1/4 4 am (a — u) . & (a — u).

Folglich ist:

ix 9 (w — a — K) A am (a — u) 9 (a — u)

' 9 (w + ® H~ IQ d am (« + M) 9 (« -f- M)

Setzen wir nun in die oben aufgestellte Gleichung:

die in a) und b) für Z (a + AT) und ^ ^ ^ ^ gefundenen Werte ein, so finden wir:

„ , , x^s \ * 2 sin am ci ■ cos am g . 1, A am (a — u) , 1 1 9 (a — u)
TL (u, a + K) = uZ(ci) — u \- - log -j )—:—{ + - log ^-7—~

y v ' A am a 1 2 & A am [a - u) 1 2 b 9 (a -f- u)

oder, da sowohl z/am u als 9 (u) gerade Funktionen sind:

t-, , t rr / \ * sin am a . cos am a , 1 , /(am (u — a) , 1 , & (u — a)
TL («. a -f- K) — uZ (a) — u - h „ log -7 — T—( + u log 77-7—1— x ■

K K J A am a ' 2 0 A am (u -f-«) 2 0 & (it + a)

Es ist aber nach Gleichung (50):

u Z{a) + \ log l j;; - g = n (u, o),
mithin auch:

„ / , r r\ i-r / \ « 2 sin am a . cos am a . 1 , A am (w — a)
TL (u, a4-K) =11 (u, a) — u - h - log )—,—< •

v ' ' ' \ 1 J 4 am a ' 2 0 A am (u + a)

Setzen wir in dieser Gleichung ai statt a, so erhalten wir:

xr/ • xx\ xr r k 8 sinam «i . cos am at . 1, /) am ta - ai)
II (u, ai + K) = II («, ai) — u 7 . h - log )—■—

v ' 1 ' v ' ' 4 am ai 1 2 0 z/ am (u -f- ai)

Wir haben nun noch die elliptischen Funktionen mit zusammengesetztem Argument

auf solche mit einfachem Argument und die elliptischen Funktionen mit imaginärem Argument

auf solche mit reellem Argument zu reduzieren.

Da nach dem Additionstheorem der elliptischen Funktionen:

, , , N z( am u . A am v + « 2 sin am u . cos am u . sin am v . cos am v
z/ am (u + v) = ^ j-r-j ^ ,x — ' 1 — r. sin 8 am u . sin' am v '

so ist:

A am (u — ai) A am u . A am ai -f- k° sin am n . cos am u . sin am ai . cos am ai

A am (u -f- ai) A am u . A am ai — k 2 sin am u . cos am u . sin am ai . cos am ai'

da ferner nach den Gleichungen (8)

. sin am (a, *') . . / ,,
sin am ai = % T J — k — 1 tg am (a, % )

cos am (a, k ) 0 \ > J

1 . A am (a, k)
cos am — —-—7—77: d am o: = 'p.nn a.m in. v 1 1

cos am (a, «')' cos am (a, h ') '
so ist:

A am (u — ai) A am u . A am ( a , k ') in 2 sin am u . cos am u . tg am (a, k ')

A am (u + ai) A am u . A am (a, k ') — iv. 2 sin am u . cos am u . tg am (a, k ')

Ferner ist:

sin am ai . cos am ai i tg am (a, k ')

A am ai A am (a, k)
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Durch Substitution dieser Werte in die obige Gleichuug erhalten wir:

tg am (a, x)77(m, ai K) = II (u, ai) — uix 2 A am (a, x')

. 1 j A am u . A am (a, «') -(- ix 2 sin am u . cos am u . tg am ( a , x)
'2 ö A am w . A am («, x') — ix 2 sin am u . cos am u . tg am (a, x ')

, x 4- iy „ . , ylog — . = 2i arc tg —,° x — iy ° x '

1 , A am (u — ai) . , x 2 sin am u . cos am u . tg am (a , x')
2 ° A am (m -(- ai) ° A am u . A am (a, x)

Nun ist:

folglich:

und mithin:

n (u,ai + K) = 11 {u, ai) - ui«? am ^ *1 + t arc tg ^ sin am u . cos am u . tg am (a, x') ^K 1 1 y \ 7 / £ am (a, n) 1 ° d am u . J am («, * )

Hiermit ist gezeigt, dafs sich der vierte der unterschiedenen Fälle auf den zweiten
reduzieren läfst.

Da nun in dem ersten dieser vier Fälle der Legendre'sche Parameter n zwischen
den Grenzen 0 und —x 2, im zweiten Falle zwischen den Grenzen —% 2 und — 1 lag, so kann
also das Integral dritter Gattung in der Legendre'schen Normalform, wenn n positiv oder
negativ reell ist, stets auf ein Integral zurückgeführt werden, in dem n negativ ist und zwischen
den Grenzen 0 und —1 liegt. Liegt aber n zwischen 0 und —x 2 , so ist der Jacobi'sche
Parameter a reell und liegt zwischen 0 und K, und liegt n zwischen — x 2 und — 1, so hat
der Jacobi'sche Parameter die Form ai-\-K und a liegt zwischen 0 und K'.

Mit der Herleitung der oben gefundenen Gleichung (57):
U

z ^ dw
0

ist der eine wesentliche Schritt getlian, um die oben nur angeführten, vonJacobi herrührenden
Gleichungen, welche die Werte der Funktionen Z (u -(- K'i) und & (u -[- K'i) durch Z (u) und
■ft (m) ausdrücken, herzuleiten, es erübrigt nur noch, um diesen Zweck zu erreichen, den zweiten,
darin bestehenden Schritt zu thun, die erste elliptische Transcendente E und die Funktion Z
für imaginäre Argumente zu bestimmen.

Aus der Erklärung für E:
U

E (u) = y zf 2 ani u chto
ui

folgt: E (ui) — JZ 2 am wdw.o

Setzen wir w = vi, also dw — idv
und berücksichtigen wir, dafs nach (8):

. . A am (v, x')
A am vi = V—rr,

cos am (v, x )so wird:
U

T? f -\ ■ ( A 2 am(®, *') ,
E (■ui) = I / —5—V—7 dv.

K ' J cos'' am (v, x)
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also:

Nun ist: A 2 am (v, x) = 1 — x' 2 sin 2 am (v, x)

— 1 — x' 2 (l — cos 2 am (v, %'))
= 1 — x' 2 + x' 2 cos 2 am ( v, x')

— x 2 -f- x' 2 cos 2 am (v. x'),

JE (in) — i j
'x 3 4" K' 2 00s2 am iV 1 *') 7

cos 2 am (v, x')

u
dv= ( ä—~~? ' "f" /f cos 2 am (», * ) 1 Jo o

U

= ix 2 j —^ 77 -{-ix ' 2u.j cos am (v, h )o
u

Um für das hier auftretende Integral / — „ dv , ^ den durch elliptische Funktionen° I cos 2 am(t,K) A
o

und JE(u) ausgedrückten Wert zu finden, setzen wir zunächst in der früher hergeleiteten
Gleichung (1)

j (y_+tg v)dq> _ vu _j_ tg go Atp — j Atp dcp ,

cp = am u, also dtp = A am u du

(p IC

f* dl cp dcp =J*dl 2 am udu — E(u)o o

und y = 0, wodurch wir erhalten:
<p

J * l l
tg 2 am u du — — tg am u. A am u tj JE (u).x x

0

Nun ist cos 2 cp — -—, * , und —-»— = 1 4- tg 2 <p,r 1 4~ tg 9 c o s " cp

ip <p ip cp
f' <^p = r (i 4- tg 2 cp) g <p = rdqp r tg^
J COS2 cp d cp J Jcp J dcp * J 2

0 0 "

u t
r du , r1 —» = u 4- II cos 2 am m ' f

also

oder:

dcp '

tg 2 am u du

U
( —— = u 4- 4ö tg am u . /d am u ^ E (u).J cos J am u 1 w * ° n z K y



— 71 —

Hieraus folgt durch Einführung der komplementären Funktionen:
U

( — 2 dH , ^ = w + 4- tg am (u, x) A am (u, x') ^ E(u, x').J cos 2 am (w, k ) ' «- ° \ ; \ > j •*-> ~ j
o

Setzen wir diesen für das Integral ermittelten Wert in die Gleichung:U
E{ui) = ix 2 f —^—— -j- ix' 2 u

v J 1 cos 2 am (v, k ) '
o

eil], so erhalten wir:

E(ui) = i tg am (u, x) A am (u, x') — iE (u, x") + ix 2 u + ix' 2u
E(ui) = i tg am (u, x) A am (u, x') — iE (u, x') -j- ui.

Da aber nach Gleichung (46)

E(u) = u + Z(u),
also

E(ui) = i ^ • u + Z(%{,%)
und

E(u, x') — • u -(- Z(u, x'),

so erhalten wir durc h Einf ühru ng diese r Werte für E(ui) und E(u,x') in die obige Gleichung:Ji] ^ Jji '
i -j^-u -\- Z(ui) = i tg am ( u , x') . A am ( u , x') — i jr.-u — iZ(u, x') -f- ui.

Multiplizieren wir mit i und lösen zugleich nach iZ(ui) auf, so ist:

iZ (tii) = — tg am ( u , x') A am (u , x') -f- ■ u + Z(u, x) — u + ^ •
j£. ™ | /V j w -p

u

(JE JE' \K + K' ~ V + Z (u > "') ■

Nun besteht, wie Legendre gezeigt hat, zwischen den vollständigen Integralen K

und IC der ersten Gattung und den vollständigen Integralen E und E' der zweiten Gattung
der Zusammenhang:

IC. E + K.E' — K.IC= -■u
Hieraus ergiebt sich durch Division durch K. IC

^ + ^-1tt \ tt' 1K ' IC 2 K.K'

und durch Einsetzen dieses Wertes in die den Wert von iZ(ui ) darstellende Gleichung:

(61) iZ ( ui ) = — tg am (u, x) . A am (w, x) + + Z (u, x').

Integrieren wir diese Gleichung (61) zwischen den Grenzen 0 und u, so erhalten wir:
» U U

i J Z(ui) du = — j tg am («, x) . A am (u, x) du + ^jJk' J uclu + j Z ( u > *') du.
I
0
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Da nach Gleichung (57) U

j Z(u)dU = log :
0

so ist:
m.I

jz(v)
7 n ^(«0

Im Integrale v = ui, also dv = idu gesetzt und dann wieder u und v vertauscht ergiebt:
U

iJ Z(ui)du — log—
ü

Ebenso folgt aus Gleichung (57)

j Z(u, Z) du = log
0

Ferner ist:
d log cos am (u , «') 1 d cos am (u , ot))

du cos am (u, x') du

= _ sin am ^ an ( = — tg am («, *') ^ am («, %) .cos am (u, % )

Führen wir diese Werte in die obige Gleichung ein, so erhalten wir:

log

U u

»(ui) r d log cos am («, *') , , « /* ? , ln „ &(u,x)-&W—J du ÜU+ 2 KK' J uau ~r *')
0 0

lo £ Ww = lQ g cos am 0><) + tSt" + lo § Jfv^)'

Hieraus ergiebt sich:

(62)

Mit den Gleichungen (61) und (62) sind die Funktionen Z und # für imaginäres

Argument hergeleitet.

Setzen wir in der Gleichung (62) u + K' für u, so können wir dadurch &(u + K'i)

bestimmen. Zunächst geht die Gleichung (62) durch diese Substitution über in:Ttiu+KT , ,
„ / ■ i ^-rt ±KK' f | TZ' ^ 71 , X ) . »(0)
■9-(ui K i) = e cos am (« + K , % ) & 0 ^

Da nach Gleichung (11) , . *' sin am u

cos (u + K) = - - ä am M

und, wie aus Gleichung (60) hervorgeht:
„ , , x , n // am m . &(u)
»(« + K)= ^ ,

so sind:
, „ k sin am(w, *')

cos am (u + K , x ) = - ^ am (M> ^
und
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z/ am (w, «'). 9 (u, «')

V K

und mithin:
n(a'+2»^'+Ji' 1)

9 ( ui + K'i) = — e iKK ' ■ K sin am *') ■ A am (-Ul *')' & (u ' *') . ^°1
z/ am (tt, *') y x 9(0,«')

_£*W^ 7t 7t Ii'
•\/— AKK' 2K TK • / '\ r» / /\ Ö-(O)

= — yxe .e . e sm am (u, x ). & (u.x ) , •
v ' v 7 J ^(O, 7t )

Nun ist nach Jacobi bekanntlich:

_ n]£_ nIC_ 7iK'

e = 2, folglich e A == y und e 4A = und folglich:

® ( ui + K'i) = — e 4 AA • e2A sin am (m, *') • # («, *') '

Setzen wir ui — v, folglich u= [.-== — iv und u 2 = — v 2 und ersetzen das Argument v

gleich wieder durch u, so erhalten wir:
7t Ip 7tUi

Q, | T?'„\ „ kKK' 2 K • / ''Nr»/ • r\ ^(0)
# ( m + K ^) = — ^~ e . e sm am (— m. % ) . # (— ui, % ) ; •

yq K 7 7 v 7 7 #(0,7t)

Da Sinusamplitude eine ungerade und 9 eine gerade Funktion, also

sin am (— ui, x') — — sin am ( ui, x)

9 (— ui, x') = -9- (ui, %'),
so ist auch:

7tW2 Ttui

9(w -|- K'i) = ~^= e 4KK . e ~ k sin am (ui, x) . 9 (ui x) •yq \ P 7 \ ? / ^.( 0) K )

Es ist aber nach Gleichung (8)

sin am iu = i tg am (u, x),

und wie eben in Gleichung (62) gefunden:
TtU2

Q. / 4 ICK1 / 9 (u, «') . 9(0)
9 (ui) = e cos am (u, x ) — ',J ,,

v ' ' 9 (0, « )

und folglich: sin am (ui, x) = i tg am u
7tU1

c. / • 4 KK' 9(w).9(0, «')
9 (ut, x ) — e cos am u ' —- ■x ' 9 (0)

Diese Werte in die obige Gleichung substituiert ergiebt:
7tU~ Ttui 7t IL1

f,. i t // )/ h ~TKK' ~~2K • , 4tKK' & (u) -^(O, 7t') ^ (0)
9 (m -f- K i) = — e . e z tg am u . e cos am u ' , '— y ,

yq 9(0) 9(0,«)'

oder gehörig reduziert:
ttui

(63) 9(w -f- K'i) = (j— * e 2A sin am u . 9 (u).
yq

Diese Gleichung (63) giebt uns den oben bereits als von Jacobi herrührend bezeichneten

Wert der Funktion 9( m -j- K'i). 10
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Dividieren wir (63) durch &(0), nehmen dann die Logarithmen und differenzieren

schliefslich nach u, so erhalten wir nach und nach:
_ 7tui

oHit 4- K'i) 2~k ■ &(u)v .—• = -^-=r e sin am u t
^(o) y q »(Q)

. &(u-{-K'i) . «]/ k nui ... . , &(u)

] °g ^To) = log yi ~ ^ + log sm am M + log m
und endlich

(64) Z (u + K'i) Wr u ' J § u + Z(f£).' \ \ j 2 Ä 1 sin am u i \ /

Diese Gleichung (64) bietet uns den oben bereits angegebenen Wert der Funktion Z(ti -f- K'i).

Die letzte noch durchzuführende Untersuchung bezieht sich auf den Fall, dafs der

Legendre'sche Parameter n des elliptischen Integrales dritter Gattung imaginär ist. In diesem

Falle nimmt, wie weiter oben gezeigt ist, der Jacobi'sche Parameter die komplexe Gestalt
a + bi an, wo a und b reelle Gröfsen sind. In diesem Falle wird also:

<P
d cd , sin am (a 4- b i) ^ , , 7 .n

— ^n (u,a+bi).J (1 -\- n sin 2 cp) Acp 1 cos am (a -f- bi) . A am (a -f- bi)

Führen wir für die elliptischen Funktionen mit zusammengesetztem Argument solche

mit einfachem Argument durch Anwendung des Additionstheorems der elliptischen Funktionen

ein, so erhalten wir für den Faktor von 77(t«, a-}-Zn) den Wert:

sin am a . cos am bi , A am bi -f- sin am bi cos am a . A am a
cos am a . cos am bi — sin am a . sin am bi . A am a . A am bi

1 — %2 sin 2 am a . sin 2 am bi
A am a . A am bi — x 2 s in am a . sin am bi . cos am a . cos am bi

und, wenn wir für die imaginären Argumente mit Benutzung der Gleichungen (8) reelle ein¬

führen und die nötigen Reduktionen vornehmen:

sin am ci . A am (&, x') -f- i cos am a . A am a . sin am (b, %') . cos am (&, x')
cos am a . cos am (&,«') — i sin am a . A am a . sin am (&,*'). A am (&, x')

cos 2 am (b, x') -f- 5t2 sin 2 am a . sin 2 am (&, x')
A am a . cos am (&, x') . A am (&, x') — in' 2 sin am a . cos am a . sin am (b, x')

Die Funktion II(u,a-\-bi) selbst macht das Additionstheorem der Parameter erforderlich.

Wir gehen zunächst zum Additionstheorem der Argumente über und leiten daraus das Additions¬

theorem der Parameter ab.

Da nach (50) die Gleichungen gelten:

n (u, a) = , uZ(a) + 1 lo § 5
2 & ö 1(m -f- a)

H(v, a) = vZ(a) + | log §|^|

TL (u + v,a) = (u + v) Z(a) + ± log

so ergiebt sich durch Subtraktion der letzten von der Summe der beiden ersten:
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11 (u, a) -f- II (v, a ) — Il(u -\- v, a) = u Z(a) -(- v Z (a) — (u v) Z {a)

+ 1 loa- gfr ~ a > + JL loo- ^ = .") _ 1 l 0g & (U + 1 .ZLf)~ 2 ° 0(m + a) ~ 2 ° 0 (i> + a) 2 u & fl- (« + « + a)

_(„+„) _ (.+,) z( „) + ; i„ g ■

(65) H(»,») + ü(o, „) - ®0» + „,«) = j log -

Will man in dieser Gleichung, welche das Additionstheorem der Argumente der Inte¬
grale dritter Gatttung ausdrückt, noch den auf der rechten Seite stehenden Logarithmanden
durch elliptische Funktionen ausdrücken, so hat man die Gleichung (50)

n(ti) a) =nZ{a) + \ log

nach u zu differenzieren und die dann erhaltene Gleichung nach dem Parameter a zwischen
den Grenzen 0 und a zu integrieren.

Auf diese Weise erhält man zunächst nach Gleichung (52):

dn dl- = Z W + Y z( -u -") - i z (u + ß )
a a a a

und sodann J da — j Z(a)da -f- J Z(u — a)da J Z(u-\-a)da.uoo o
Nun ist nach Gleichung (57) a

"(a)/ Z(a)da = log ^ (0)
0

Um die beiden anderen Integrale zu entwickeln, setzen wir in dem letzten u -f- a = z, in dem
ersten u — a = z. Auf diese Weise wird:

u-j-a u-\-a

J Z(u + «) da = J Z (z) dz — J Z(z)dz — J Z (z) dz «= log
^ (M + a) _ 1

0(0) °0(O)

loa- & (-U + = 1na & + a )& oS-coi ' »ua &-0"(0) &(u) 8 0(w)
a u — a u — a 10

J Zill - a) da = - j 'z (e) dz = — J Z(z)dz + J 'z (z)dz = — log + lo
-0du)

g;
0(0)0 0

= l 0 o- = log &(u)— = _ loa- .°0(O) 0(m —a) 8 0(m — a) ö 0(m )
Unsere obige Gleichung geht daher über in:

J'dn (u,a) , , 0(«) 1 i 0(w— a) 1 .
—St H da = lo g iTTfh - IT lo g WTiü IT lQ g

0 (u -f- a)

clu ö 0 (0) 2 6 0(tt) 2 ö 0(«t)

, 0 («) 1 f, 0 (u — a) . , 0 (u 4- a)"|
= l0 8' 0M - "2" L g • 0T«r~ + log • V(T) J

. 1no. iW _ }_ lno. ®( u — a) • ^(w + a)
° 0 (0) 2 8 0 2i(

=iog P§) ~ iog y & ( m ~ a) • ^ + a )+ ! °g •
10*
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Nach der von Jacobi aufgestellten Erklärung der Funktion n(ti, a) ist aber:
U

cos am a . d am a . sin 2 am u. du

o

und folglich:

■, f x 2 sin am a . cos

n(it, a) — J j— sin 2 am a . sin 2 am 1

o dll(u , ci) x 2 sin am a . cos am a . z( am a . sin 2 am u
du 1 — x 2 sin 2 am a . sin 2 am u

Integrieren wir auch diese Gleichung nach a zwischen den Grenzen 0 und a, so
erhalten wir:

(66) J d-^-^ da = J
dü(u, a) ^ /' x 2 sin am a . cos am a . A am a . sin 2 am u . da

du f 1 — x 2 sin 2 am a . sin 2 am u
(T

Nun ist:

d log (1 — x 2 sin 2 am a . sin 2 am u) 1 d (1 — x 2 sin 2 am a . sin 2 am u )
da 1 — x 2 sin 2 am a . sin 2 am u da

2 x 2 sin 2 am u . sin am a . cos am a . d am a

1 — x 2 sin 2 am a . sin 2 am u

Mit Berücksichtigung dieses Wertes für den unter dem Integralzeichen auf der rechten

Seite der Gleichung (66) stehenden Ausdruck erhalten wir:0I<Bp^ da== -±.die 2 log (1 — sc2 sin 2 am a . sin 2 am u)

und da für a — 0 sich für sin am a der Wert 0 ergiebt und deshalb für den unteren Grenzwert

der in der Klammer stehende Logarithmus zu log 1 = 0 wird, so ist:
a

J a ^ da = — y log (1 — 3t2 sin 2 am a . sin 2 am u ) .
ü

Setzen wir die für dasselbe Integral gefundenen beiden Werte einander gleich, so

entsteht die Gleichung:

— y l°g (1 — sin 2 am a • sia 2 am u ) = log — log ]/&(u — a) . -j- a) + log &(u),

oder log = log &(a). & (u)
(1 — x 2 sin 2 am a . sin 2 am u) 2 ^ (®) V 1®1(u — a ) • & ( u ~t~ a )

Aus dieser Gleichung folgt:

(1 — x 2 sin 2 am a . sin 2 am u )
Y ®(a) #00

& (°) [«■ (U _ a ) . «■ (u + «)]*
1

(1 - x 2 sin 2 am a . sin 2 am t*)" 1 = ( * (%* (M) ) S • _ a) . * (m + a) ,
und folglich:

& (u -(- d) . & (u — a) = (1 — " 2 s™ 2 am a ■ sin 2 aui u)

oder, wie wir auch schreiben können:

& ( r + s ) ■ & (f — s ) — ) (1 — " 2 sin 2 am r . sin 2 am s).
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Mit Hülfe dieser Gleichung finden wir aber, wenn wir der Reihe nach:

1) r + s = u — a
r — s — v — a

setzen:

u 4- v « + « — 2 a
= ___« = __

U — V

S = 2

2) r —|—s = m -j— $

r — s — v a
u 4- v , m 4- » 4- 2a

r =-T-+g= f a f
U — V

S 2

3) r -f- s = u + v — a
r — s = a

u -j- v
T = 2~

ts + u u + v — 2 as =— a =

4) r-\-s —u-\-v-\-a
r — s = a

w -\- v . #4-» + 2a

- 2 + « = 2

S = u-4~

/ w + t ,_ 8a X /«-fA

ft {u — a) . 9 (v — a) — | — 1 11 — x 2 sin 2 am u " —— • sin 2 am " " - ]
»(0)

t u + v + 2a \ ^ t u — p \

«• (« + «) . » (v + a) = 1 lA 2 1 2 ' \ j 1 _ sin 2 am ü±l+^. si9(0)
u — v\

sm" am ——

Z^x /M + »-2a\
9 (u + v — a) . 9 (a) — i - 1 11 — %2 sin 2 am U ~t V ■ sin 2 am w v —— 1

l 9 (0) I ( - 2 )

/ U ±v + ia) & tu + v\

■fr (u + v -f- a) • 9 (a) — | 2 ^ 1 11 — 3«2 sin 2 am u v^~ 2 ■ sin 2 am -i " j '

Dividieren wir das Produkt aus der ersten und vierten dieser Gleichungen durch das

Produkt aus der zweiten und dritten, so erhalten wir:

fgrj\ 9 (u — a) . 9 (v — a) . 9 (u -)- v -|- a)
9 (u a) . 9 (v a) . 9 (u v — a)

1 1 nj2 oin 2 qyv, ^ ~b ^ 2 a . „ u v 1 f o • o u -j- v -p 2a . , u -f~ v ]

11 — * sm am sin 2 am —-— J 11 — « s sm 2 am —-— am 2 am —j

f i 2*2 ^ ^ + 2a . u — vif o.o u -\~ v — 2a n u -\- v\

11 — * sm-am -sm-am , |l — * 2 sm 2 am —3^— sm am —|
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Hiermit ist der oben gefundene Logarithmand durch elliptische Funktionen ausgedrückt

und durch Einsetzung des Wertes in die das Additionstheorem der Argumente der elliptischen

Integrale dritter Gattung aussprechende Gleichung (65) erhalten wir:

(68) TT (u, a) + n (y, a) — TT (u + v, a)
( , . „ u + v — Za . „ u — v 1 f „ . „ u + v -F 2a . u-\-v\

11 — k 2 sin ! am —-— sin ! am —^— j 11 — « 2 sin ! am - sm 2 am —— j

2 I _ „ ■ , « + + So . . u — v\ i »-2 m + » — 2 et u-\-v\
11 — k - sm 2 am —■—• - sm 2 am —-— | j 1 — v." sin 2 am sm 2 am —-— j

Aus diesem Satze leitet Jacobi das Additionstheorem für die Parameter ab, indem er

sich des Satzes yon der Vertauschung des Argumentes mit dem Parameter bedient.

Dieser letztere Satz läfst sich ohne weiteres aus der schon öfter angewandten Funda¬

mentalgleichung (50):

c) TT (u, a) = u Z(a) + i log

he rl eiten. Vertauschen wir u und a mit einander, so ist:

TT (a, u) — aZ («) + l log

oder, da V eine gerade Funktion, also:

ft (a — u) — ft (u — a),

d) TT (a, u) = a Z (u) + \ log •

Subtrahieren wir d) von c), so erhalten wir:

(69) TT (u, a) — TT ( a , u) — uZ(a) — a Z(?«),

eine Gleichung, welche den Satz von der Vertauschung des Argumentes und des Parameters

ausspricht.

Aus dieser Gleichung (69) folgt:

TT ( a , u ) — TT (u,a) = aZ (u) ■— u Z (a)

11 (jb, a) — TT (u, b) — b Z (u) —- uZ (b)

n(a + b, u ) — TT (u, a + 6) = (a b)Z (u) — u Z (a -f- b)

und, wenn man die letzte Gleichung von der Summe der beiden ersten subtrahiert:

TT (a, u) + TT (b, u) — TT (a -J- 6, u) — TT (w, a) — TT (u, b) + TT (u, a -f- b)

= aZ(u) -f- bZ(u) — (a + b) Z(u) — uZ(a) — u Z(b) -f- u Z(a + b)
oder:

TT (w, a) + TT (u, b) — TT (u, a -j- b)

= TT (a, u) + TT (b , u) — TT (a + b, u) + u {Z (a) -f- Z (b) — Z (a + i)} •

Nun ist aber nach Gleichung (65):
TT r \ I TT ru \ n t 17 \ Ii & (« — U) . Cb — u) . -fr (a -f & + u )

TT (a, u) + TT (&, «) - TT (a + b, «) = f log » (a + M) . p (6 + -^ .»(« + 6 - «)
und mithin:

TT (m, a) -f- TT (u, b) — TT (m, a -f- b)
1 . & (a — u) . & (b — u) . & (a b 4- u) . , „ , . , „ ,

= 2 l0 § ö'-lö + u{Z(a) + Z(b)-Z(a + b)}.
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Aus der früher durch Gleichsetzung von zwei für — gefundenen Werten° du °
gewonnenen Gleichung (53):
/Kr) s « 2 sin am a . cos am a . d am a . sin 5 am u , , 1 _ , . 1 „ , . .
(53) 2 . . r-j = Z (a) 4- - Z (u — a) — - Z (u + a)v ' 1 — % sm- am a . sin am u ^ z i 2 ^ ' 2 v 1 1

und der aus dieser Gleichung durch Vertauschung von a und u erhaltenen Gleichung (54):
/k a\ sin am u . cos am u . d am u . sin 2 am et „ , , 1 ^ N \ , , \(54) - , . , v-5 — Z (u) — - Z (u — a) — - Z (u 4- a)K ' 1 — % sin 2 am a . sm- am u v / 2 v z 2 ^ 1 '

fanden wir durch Addition die Gleichung (55):
(55) Z (a) -j- Z (u) — Z (u -f- a) — x 2 sin am u . sin am a . sin am ( u -f- a).

Hieraus folgt:
Z (a) Z (b) — Z {a -\-b) — x 2 sin am a . sin am b . sin am (a -\-b).

Wir erhalten daher:

(70) 77 (u, a) -f- 77 ( u , b) — 77 ( u , a -j- &)
1 , (a — u) . » (b — u) . & (a 4- b -f- u) . 2 . . , . , , 7N= r lo g stt— i—x—5T7i—i—\—d——r 4- u x' sin am a . sin am o . sin am (a 4- o) .
2 ° & (a -)- u) . & (b -f- u) . & (o + b — u) 1 v. i z

eine Gleichung, welche das Additionstheorem der Parameter ausdrückt.
Den auf der rechten Seite dieser Gleichung erscheinenden Logarithmanden haben wir

oben Gleichung (67) durch elliptische Funktionen ausgedrückt. Diesen letzten Ausdruck hat
Jacobi durch eine verwickelte Rechnung übergeführt in die von Legendre herrührende und
auf anderem Wege gefundene Form:

1 — k 2 sin am u . sin am a . sin am b . sin am (a + b — «)
1 -f- sin am « . sin am a . sin am b . sin am (a -f- b -j- u )

Durch Einführung dieses Ausdrucks nimmt die das Additionstheorem der Parameter
darstellende Gleichung die Form an:
(71) 77 («, a) + 77 (u, 6) — II{u,a + b)

1 1 — k 2 sin am u . sin am a . sin am b . sin am (a -(- b — u)
2 D 1 4 » ! sin am u . sin am a . sin am b . sin am (et & -p u )

-f- ii x 2 sin am a . sin am b . sin am (a -f- 6).

Aus dieser Gleichung (71) ergiebt sich:
(72) II(u, a -f- bi) — 71 (ti, a ) + 77 (u, bi)

_ 1 1 — h 2 sin am u . sin am a . sin am bi . sin am (a -J- bi — u)
2 ° 1 -]- it 2 sin am u . sin am a . sin am bi . sin am (a -f- bi -(- u)

— ux 2 sin am a . sin am bi . sin am ( a + bi).

Wir könnten hier wieder die elliptischen Funktionen mit zusammengesetztem Argument
auf solche mit einfachem Argument und diejenigen mit imaginärem Argument auf solche mit
reellem zurückführen, allein diese Rechnung ist uns zu unterlassen gestattet, da wir auf ein¬
facherem Wege unseren Zweck erreichen können.

Die obige Formel (72) lehrt uns, dafs die Funktion 77 mit einem komplexen Parameter
zurückgeführt werden kann auf eine Funktion 77 mit reellem Parameter und eine zweite Funk¬
tion 77 mit einem rein imaginären Parameter. Bei der Untersuchung von II(n,ai) hat sich aber
gezeigt, dafs die Transcendente 77 mit rein imaginärem Parameter sich auf die Transcendente

i
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TT zurückführen läfst, in welcher der rein imaginäre Parameter um K vermehrt ist. Diese

Ueberlegung lehrt also, dafs sich TT (u, a + bi) ausdrücken läfst durch TT (u, a) und

TT (u, bi + K).

Was die verschiedenen Werte des Jac obUschen Parameters anbelangt, so erkennen

wir aus den bisher verfolgten Untersuchungen, dafs wir nur die Fälle zu betrachten nötig

haben, in denen der Parameter die Form a, beziehungsweise a — K hat, wo a zwischen 0

und K liegt oder die Form ai + K, wo a zwischen 0 und TT liegt.

Die Form des Parameters a — K rechtfertigt sich aus der Thatsache, dafs aus der

Erklärung des elliptischen Integrals dritter Gattung in der Jacobi'schen Normalform:
U

__ , N Cv.- sin am a . cos am a . A am a . sin 2 am u du
TT (u, a) = I ; 5—r-s T—sv ' j 1 — * 2 sin - am a . sin 2 am u

0

hervorgeht, dafs TT in Bezug auf den Parameter eine ungerade Funktion und demnach

TT (u, — a) — — TT (u, a)
ist.

Die allgemeinste Form des Integrals dritter Gattung in der Form Jacobi's ist:

TT (w + vi, a -f- bi),

in welcher Argument und Parameter komplex sind.

Zur Untersuchung dieses Falles gehen wir wieder von der in Gleichung (50) gegebenen

Definition von TT vermittelst der ■fr-Funktion aus:

TT (u, a) = uZ(a) + \ log

Dieser Definition zufolge ist:

U («, a)+ n(», 6) _ nZ(a)+ vZ(t) + \ log

TT (m -{- v, a + b) + TT (u — v, a — b) = (u + v) Z (a + b) + [u — v) Z (a — b)

.1, — a — b) fr(^ — v — a + b)
2 °° ^ (u + v + a -f- 6) ■8' {u — v -(- a — 6)'

folglich:
TT(m -J- v, a + 5) + TT (« — v, a — b) — 2TT (u, a) — 2TT (v, b)

= (11 + v) Z(a + b) + (« — v) Z (a — b) — 2uZ (a) — 2 vZ (b)

.1, + d — a — 6 ).fr(« — v — a -)- 6) 1, a ( fr {u —■ a) . fr (v — 6) 1 2
"r" 2 °° fr (tt + v -j- a + &) . fr (u — v -)- a — &) 2 ° ö 1 fr {u -|- a) . fr (» &) 1

oder durch Vereinigung der beiden Logarithmen:

(73) TT (it + v, a -f b) -(- TT (u — v, a — b) — 2TT (u, a ) — 2TT {v, b)

= (u -f- v) Z (a + b) + ( m — v) Z (a — b) — 2 uZ (a) — 2 v Z (b)

. 1 , ^ fr (u + v — a — &) . fr (u — v — a + t) (fr (m + a) . fr (f + 6) 1 2'2 °° fr (u -)- v + a — 6) . fr (it — v -f- a — 6) l fr [u — a) . fr (v — &) J

Aus der früher hergeleiteten Gleichung:

/fr (r) .fr (s) \ 2 fr (r + s) . fr (r — s)
\ fr (0) / 1 — k 2 sin 2 am r . sin 2 am s

ergiebt sich aber, wenn man einmal:
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■u — a
v — b

und dann:

r -f- s = w -f- v — a — b
r — s — it — v — a + &

r — u -f- a
s = v -f- b

setzt:

folglieh:

r-\-s = u-\-v-\-a-\-b
r — s — u — v a — b

•9' (w — a) . & (v — b)\ 2
9(0)

)■_»
(u + v — a — b) . 9 (w ■1

/9 (u -(- ®) • & (® + b)\ 2 ^ (u + v + a + b) .
\ <9-(0) / 1 — 7,2 sin 3 am (u +

a + b)
x° sin 3 am (w — a) . sin 2 am (v — V)

9 (u — v -j- a — b)

9 (u + v — a — b) . 9 (u a + b)

(u -f- ra) • sin 2 am (v -f- &) '

k - sin 2 am (u — a) . sin 2 am (v — b)
{9 (u — a) . 9 (« — b)} 2

9 (u + v + a + 6) . 9 (w — i> -f- et —- &) 1
{ 9 (u a) . 9 (v -f- b)} 2

und endlich durch Division dieser beiden letzten Gleichungen:

9 2 (0) '

x a sin 3' am (u a) . sin 3 am (v -f- b)

«• 2 (0)

9 (u -f- v — a —&) . 9 (u — v — a b) {9 (u + d) . 9 (v + b)} 2

9 (w v -f- a -)-&) . 9 (u — v -f- a — b) { 9 (u — a) . 9 (v — b)} 2

_ 1 — x 2 sin 3 am (u — a) . sin 3 am (v — b)

1 —■ x 2 sin 3 am (u -j- a) . sin 2 am (v + b)

Ferner ergiebt sich aus der früher abgeleiteten Formel (55):

Z (a) -f- Z (u) — Z (ci -f- u) — x 2 sin am a . sin am u . sin am (a+n)

für u = b und u = — b, da Sinus und Z ungerade Funktionen sind:

Z (a) Z (b) — Z (a -f- b) — %2 sin am a . sin am b . sin am (a -(- b)
Z (a) — Z (b) — Z (a — b) — — %2 sin am a . sin am b . sin am ( a — b)

und mithin:

Z (a -f- b) = Z (ci) -(- Z (b) — sin am a . sin am b . sin am (« + fy
Z (a — b) = Z (a) — Z ( b ) + 5(2 sin am « • sin am b . sin am ( a — b).

Setzen wir alle diese Werte in die Gleichung (73) ein, so erhalten wir:

ü(u + a -f- b) + n(ii — v,a — b) — 21T(u, a ) — 2n (v, b)
= (u + v) Z (a) -f- (u + v) Z (b) — (u -f- v) %2 sin am a . sin am b . sin am ( a -j- b )
+ (u — v) Z (a) — (ii — v) Z ( b ) -j- ( u — v) x? sin am a . sin am b . sin am ( a — b)

o r, r \ r, 7m , 1 , 1 — v? sin 2 am (u — a) . sin 3 am (v — b)— 2uZ(a) — 2vZ(b) + - log r ^ ) :—(—
3/ \ / 1 2 ° 1 — ?r sin" am (u -f- «) • sm' am (v + ö)

== (« + v -(- u — v — 2u) Z (a) -j- (u + v — u + v — 2v) Z (b)
— v? sin am a . sin am b { (11 + f) sin am (a -\- b) — (u — v ) sin am (a — &)}

. 1 , 1 — a 2 sin 3 am (u

+ 2 l0 §l

«) . sin 3 am (v — b)

x 2 sin 3 am (u + a) . sin 3 am (v -(- b)
11
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oder, da die Faktoren von Z(a) und Z(b) verseh winden:

JJ (u + v, a + V) + n(u — v,a — b) — 2 II(u, a) — 2II(v,b)

= — x 2 sin am a . sin am &{(«-(- v) sin am (es —(—&) — (u ■—- v) sin am (a — b)}

. 1 . 1 — k 2 sin 2 am (u — a) . sin 2 am (v — b)

'2 °° 1 — k 2 sin 2 am (m -|- a) . sin 2 am (v -f- b)

Vertauschen wir in dieser Gleichung u und v mit einander, so erhalten wir:

TL (u + v, a -{- b) — II (u — v, a — b) — 211 (v, a) — 211 (u, b)

= — x 2 sin am a . sin am b {(u -f- v ) sin am (a -j- b) -)- (u — v) sin am (a — b)}

. 1 , 1 — h 2 sin 2 am (v — a) . sin 2 am (u — b)

2 °§ 1 — k 2 s j n 2 am _|_ a ^ _ sin 2 am (u-\-b)'

und, wenn wir diese beiden Gleichungen addieren und die Summe durch 2 dividieren:

(74) II(ii -f- v, a + b) — TL (u,a) — II ( u,b ) — n(y, a) — II(v, b)

= — x 2 (u -f- v) sin am a . sin am b . sin am (a -f- b)

, 1 j f 1 — k 2 sin 2 am (u — a) . sin 2 am (v — 6) 1 — x 2 sin 2 am (v — a) . sin 2 am (u — b) 1
' I 8 Ii — jt 2 sin 2 am (to + «) • sin 2 am (» -|- 5) 1 — « 2 sin 2 am (v -j- ä) . sin 2 am (u b) I

Diese Gleichung zeigt, dafs sich der Ausdruck II(u v, a -f- b) auf die Ausdrücke

II(u,a ); TI(u, b); ll(v,a); II(v,b ) zurückführen läfst. Das Integral II(u + vi, a + bi) läfst

sich daher auf die folgenden vier:

II(u,a); n(u,bi); II(vi,a); 11 (vi,bi)
oder auf die vier:

II (u, a — K)\ II (u, bi + AT); II (vi, a — AT); II (vi, bi -f- AT)
reduzieren.

Die je zwei mit imaginärem Argument behafteten Funktionen II können aber auf

solche mit reellem Argument zurückgeführt werden.

Um dies zu erreichen, müssen wir vorher die Werte von (ui -f- AT) und Z'(ui~\~ K)

ableiten.

Setzen wir in der früher gefundenen Gleichung (60):

& (u + K) = & §0

ui an die Stelle von u, so erhalten wir:
„ / • , Tt \ d am ui , .,
•ü (ui -f- K) — (ui)

y%

d am (u, x) , .,
== — —— & (m)

yx' cos am (u, x)

und setzen wir für ff (ui) den früher in Gleichung (62) gefundenen Wert:
7tU1

a. / i ICJC / >\ & (U ,x').& (0)
& ( tn ) = e cos am («, % ) —— ,

so erhalten wir:
Uli?-

^ {ui + K) 1 4Kic . f & (u, x)
= ~7=i e -4 am ( u > x ) q. )A '( ,

«■(0) yw v ' ^(0,*)'

oder, da infolge der eben angezogenen Gleichung (60):

o. / , '\ ^ am («,*') _ / /\
-u (u -j- K , x ) = zV—- • & (u, x),

F»



oder, da die Faktoren von

17 0 +

— 82 —

Z(a) und Z(b~\ verschwinden:

= — x" sin am i

Vertauschen wii

77 (w +

== — x° sm an

und, wenn wir diese be

(74) 77 (u |

= — x 2 (i

i Ii f 1 — « 2 siii

+ I l0 § Ii - K2 si

Diese Gleichuni

II(u,a ); 77(m, &); 77(u,|

sich daher auf die folg

oder auf die vier:

77 («, a
reduzieren.

Die je zwei ll

solche mit reellem Arg

Um dies zu er

ableiten.

Setzen wir in

ui au die Stelle von u

und setzen wir für <9-

so erhalten wir:

oder, da infolge der i

(u, a) — 277(u, b)

(ii — v) sin am (a — b)}

(« — Z>)

KM 1 W

nander, so erhalten wir:

(v, a ) — 277 (u, b)

- (u — v) sin am (a — b)}

| (u —■b)

1 (u + 6)'

imme durch 2 dividieren:

r (v, a) — n(v, b)

am (v — et) . sin 2 am (u ■— b)

a m (« -|- a) . sin 2 am (u -j- b) J

u -j- v, a -f- b) auf die Ausdrücke

Integral 77 (u -\- vi,a bi ) läfst

' (vi, bi)

|); 77 (ui, bi + K)

|i Funktionen 77 können aber auf

von & (ui K) und Z (ui— j- K)

}■

<9 (ui)

[undenen Wert:

k) • & (°)
(0,*') '

& (u, h ')
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also: Z am (u, sc') -fr ([u , sc') = ]/sc & (u + A", x)

7tu?

& (ui + K) __ "a/« &kic -9' (u + K', %')

■9 (0) V vi -9' (Ö, «')

Nehmen wir auf beiden Seiten die Logarithmen und differenzieren dann, so erhalten
wir zunächst:

und dann:

oder:

log » (ui + K) = low "j/* + nu * + low * + g '' *>
ö a-(o) K * ^ 4zr t 10 b «■(o,x') 1

fZ iog d log yäfa8 9 (0) htm , g 9 (0, x')
du IKK' du '

iZ (ui + Z)= ^ + ZI + TT, sc').

Nach dieser Herleitung von & (ui + K) und Z(ui + K) beachten wir, dafs infolge

von Gleichung (50)

n(,i, n + z) _ i«z{u + K) + i iog |

= iv Z(bi -|- 70) + y log

= iv Z(bi -f- 70) + ' log

9(öi — vi + K)

9{(& — v) i + K)

2 1" 6 «j(l) + s)i + K) '

Setzen wir für i Z(bi-\-K ) und für <&{(&—• v) i + 70} und & {(b -\- v) i -{- K) die

sich aus den obigen Herleitungen ergehenden Werte ein, so erhalten wir:
7t (b — y)2

TT (n\ ? l-\ö I T<r \ ltl)V . 77 f~l | TT"' '\ | 1 l & (b — V —j- K , % )
II (Vi, bi + 70) = 2- rjr + vZ(b + 70, sc) + Y log ^ ,— L

e UIK ' «■(& + « + IC, %')
rcbv

1t 1)1) | ry /-t . -wyr /\ . 1 -| [ KK' & (!) V ""j~* 1^)1

= 2 KIC + vZ(b + K,x) + Ylog } e + , +

= J thv . _i_ v Z(b 4- 70' sc") nbv 4- 1 low — •" + -K'. « ')2 KIC ^ V c + Jv ' 71 ) 2 KIC + 2 ° 9(6 + » + K, x.')

ry 71 i 77"' '\ i 1 ^ ^ H"" i % )

- . 2(6 + Z, * ) + T log 4- + , +

7HA.Tr '\A 1 1 »{-(«-(*'+&)),*'}

( ' sc ) + 2 log 9{i> 4 (JST' 4- &), *'}

= + K, sc') + -i log
J «■(« + (70 4 &), % )

= J7|,& + W',|),
infolge der allgemeinen Grundformel (50)

u Z(a) + i log = n|, a).

Die Funktion II (vi, bi -j- K) ist hiermit auf eine andere mit reellem Argument

reduziert, welche die Form JI(«,.o) besitzt, also zu dem Falle gehört, welcher der erste
genannt wurde.

ll*
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Die Reduktion der Funktion Tl(vi,a— K) auf eine andere mit reellem Argument
Hilst sich aus der eben gewonnenen Gleichung

n (vi, bi + K) — II (v,b -f- TL", %')
herleite n. Denn setzen wir in dieser b = ai, so erhalten wir:

.77 (vi, — a + 77) — 77 (v, ai + X', v.').
Die Funktion 77 ist aber in Bezug auf den Parameter eine ungerade Funktion d. h.

77 (u, — a) = ■— 77 (u, a).
Die obige Gleichung kann daher übergeführt werden in:

— 77 (vi, a —■K) — n (v, ai TT, %') .
Wir finden also, dafs sich auch die Funktion II (vi, a — X) auf eine andere mit reellem

Argument zurückführen läfst und zwar eine solche, welche die Form 77 (u,ai-\-X) besitzt-,
also zu dem Falle gehört, welcher der zweite genannt wurde.

Fassen wir diese letzten Betrachtungen noch einmal kurz zusammen, so kommen wir
zur Feststellung folgender Ergebnisse:

Die allgemeinste Form des elliptischen Integrals dritter Gattung
77 (u -f- vi, a -j- bi)

läfst sich zunächst auf die vier einfacheren Formen:

II(u,a); II(u,bi)-, II(vi,a)- U(vi,bi)
reduzieren. Für diese vier Formen können wir aber auch die folgenden vier betrachten:

77(w, a — II); II(u, bi + K); II (vi, a — K) ; 77 (vi, bi -J- K).
Diese lassen sich weiter auf die Formen bringen:

77 (u, a — K) ; 77 (u, bi -{- K); — ü(v,ai K', %') ■, H(v, b + K', x'),
von denen die erste und vierte und ebenso die zweite und dritte zu je derselben Klasse gehören,
nämlich die beiden zuerst genannten zu dem, erste Klasse genannten, Falle, und die beiden
zuletzt angeführten zu dem als zweite Klasse bezeichneten Falle.

Bei der Untersuchung der elliptischen Integrale dritter Gattung können wir uns also,
ohne der Allgemeinheit Abbruch zu tliun, auf die beiden Formen:

77 (u, a) und 77 (u, ai + 77)
beschränken.
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