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Das elliptische Integral dritter Gattung fiir verschiedene Werte von
g _
Argument und Parameter.

Unter einem elliptischen Integrale versteht man bekanntlich nicht nur das Integral,
welches die Rektifikation eines Ellipsenbogens bewirkt und welches die Ver ranlassung zur Anf-
stellung des Namens ,elliptische Integrale® geworden ist, sondern man versteht unter dieser
jezeichnung ganz allgemein ein Integral solcher algebraischer irrationaler Funktionen, die eine
Quadratwurzel aus einem Ausdrucke entweder des dritten oder des vierten Grades enthalten,
Von diesen beiden Fillen ist derjenige, in welchem eine Quadratwurzel aus einem Ausdrucke
vierten Grades auftritt, der allgemeinere und enthilt den anderen als einen hesonderen Fall in
sich. Der Grund hiexfiir liegt darin, dafs die Theorie der elliptischen Integrale verlangt, den
Radikanden der Quadratwurzel in seine linearen Faktoren zu zerlegen d. h. die Wurzeln dieses
gﬂluu-h Null gesetzten Ausdrucks zu bestimmen. Ist daher der Radikand vom dritten Grade,

> hat man nur zu beachten, dafs man jeden Ausdruck dritten Grades, gleich Null gesetat, als
eine Gleichung vierten Grades ansehen darf, deren eine Wurzel unendlich geworden ist. Bei
der 1_.11’r:,1nu{,l11:11g der elliptischen Integrale pflegt man daher sich auf jenen ersten Fall zu
beschriinlen,

Bezeichnet man mit f eine algebraische rationale Funktion und setzt ¢} gleich einer
Quadratwurzel aus einem Ausdruck vierten Grades, also

= Va,a* + ayz® + a,2* + a,% + a,,

so ist die allgemeinste li‘m'm eines L:]]i]_:tischen Integrales:

Bezeichnet man weiter mit U/, U/, T, u. s. w. und ebenso mit ¥ ¥V,, V. u. s. w. rationale
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Funktionen von z, so ist wieder die allgemeinste Form der unter dem Integralzeichen stehenden

Funktion f(z, @) die folgende:
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wo £, B, S, 8* ebenfalls rationale Funktionen von % bezeichnen. Denn alle geraden Potenzen
von ¢ sind rationale Funktionen von % und alle ungeraden Potenzen von () lassen sich als
em Produkt von @ in eine rationale Funktion von z darstellen. Jedes elliptische Integral ist
also in der Form enthalten:
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Multipliziert man, um die Quadratwurzel aus dem Nenner zu entfernen, Ziihler und Nenner des
. - s i e
Bruches unter dem Integralzeichen mit R’ — S"¢), so erhiilt man:
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In diesem Ausdrucke sind . et RS [ e ——— wieder rationale Funktionen von z.
diesen U3 i RT _§T(° R®— 53¢ T

Bezeichnet man die erste dieser Funktionen mit q(z), die zweite mit ¥ (z), so erhilt

das elliptische Integral die Form:

= 'q;:.r'-fa"r - .l."l.ﬂ__l‘-'-_':t'.f'.
J J Xk

Der erste Summand der rechten Seite ist das Integral einer rationalen Funktion. Mik
solchen Integralen, welche ausgefiihrt auf algebraische Funktionen oder Logarithmen oder cyklo-
metrische Funktionen fithren, beschiftigh sich die elementare Integralrechnung und nur der
zweite Summand der rechten Seite liefert ein Integral, welches mit den Mitteln der elementaren
Integralrechnung nicht ausgefiihrt werden kann und mit dem sich die Theorie der elliptischen
Integrale zu heschiftigen hat.

Die Form j y(x) Qdz ist aber noch immer nicht diejenige, in der man das elliptische

[ ]
Integral zu behandeln pflegt, auf diese Form wird es erst gebracht, wenn man ()¢ mit @
LRt sk ~ 9: y . 9 . 5 “ .'l:--j',-"l'J':
multipliziert und dividiert, so dafs die Funktion unter dem Integralzeichen die Gestalt ~— =

annimmt.
Setzt man endlich ¥(w)@* = F(z), wo IF(z) eine rationale Funktion von x ist, so

W yde B(x) dz
) P j A | .2 1
. e of Voetdaedd ant+ a4 a,

ein Integral, welches man im besonderen mit dem Namen ,elliptisches Integral® belegt hat.
Von der jedesmaligen Beschaffenheit der Funktion F'(z) ist der Charakter eines solchen
Integrales abhiingig, aber alle diese fiir den ersten Augenblick sehr zahlreich scheinenden Fille

erhiilt man in

lassen sich zu vier charakteristischen Gruppen zusammenfassen.

Von diesen vier Gruppen enthiilt eine derartige Integrale, welche nur scheinbar ellip-
tische Integrale sind, da sie sich hbei gehoriger Reduktion auf solche Integrale zuriickfithren
lassen, welche mittelst der gewthnlichen Methoden entwickelt, also durch algebraische Funktionen,
Logarithmen oder cyklometrische Funktionen ausgedriickt werden komnnen. Die iibrigen drei
Gruppen dagegen enthalten Integrale, die man nicht auf Potenzen, Logarithmen und Kreis-
bogen zurfickfithren kann, und die die Veranlassung zom Auffinden der elliptischen Funktionen
gegeben haben. Diese drei Gruppen hat man als elliptische Integrale der ersten, zweiten und

dritten Gattung bezeichnet.
Man nennt
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ein elliptisches Integral erster Gattung, wenn I nur eine Konstante ist, enthiilt dagegen

T (#) die Variable &, so hat man es mit einem elliptischen Integrale zweiter oder dritter Gattung

gu thun, wenn nicht der besondere Fall eintritt, dafs das Integral aufhirt ein elliptisches zu sein.
Das elliptische Integral erster Gattung hat demnach die allgemeine Form

*da 22 * da 1 l' i
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Das doppelte Vorzeichen vor z' ist deshalb erforderlich, weil a,, a,, a,, a,, @, als reelle Grolsen
und @, als positiv vorausgesetzt werden sollen und infolge dessen, je nach den fiir das Integral
bestimmten Grenzen, der Koeffizient von ' positiv oder negativ gewiihlt werden muls, damit
X positiv und mithin VX reell ausfalle.
Stellt man die Gleichung auf
Xi={)
so ist dieselbe vom vierten Grade und hat deshalb entweder vier reelle, oder zwei reelle und
zwel imaginire, oder vier imaginire Wurzeln. Diese Wurzeln seien e, g, p, & und zwar sei
fiir den Fall, dafs alle Wurzeln reell sind,
e = f=9>d
und fiic den Fall des Auftretens imaginiirer Wurzeln, sei ¢ dem § und p dem & konjugiert
Infolge dieser Festsetzungen ist
X=-4(z—a)(z—p) (@ —y) (@—d)
Ohne weiteres ist ersichtlich, dafs bei nur reellen Wurzeln das Produkt
p=lo—a){z— pfz—7p)z—73)
positiv ist, wenn @ zwischen folgenden Grenzen liegt:
1) zwischen e« und oo,
2) zwischen — oo und d,
3) zwischen y und f§,
dagegen negativ, wenn % zwischen den folgenden Grenzen liegt:
}) zwischen § und ,
5) zwischen & und y.
Sind zwei Wurzeln der Gleichung X = 0 imaginiir, es seien dies die Wurzeln y =m - n i
und & = m — ni, so ist das Produkt
(x — ) (z —8) = (x — m)* 4 »’
gleich der Summe von zwei Quadraten reeller Grifsen, also stets positiv, und mithin hiingt das
Vorzeichen von X nur von dem Produkte (z — «) (x — B) ab. Es ist
p=(z — &) (x — B) [(x — m)* 4 n]
positiv, wenn &
6) zwischen « und o
dagegen negafiv, wenn x
7) zwischen g und «
liegt.




Sind endlich alle vier Wurzeln der Gleichung X = 0 imaginiir ¢ =1v -} si; f=r — i3

y = m -+ ni; & = n — ni, so ist
p=(@—a) (& — ) (& —9) (& — 8) = [( — 9 + & [(z — m)? + ],
also stets positiv, es mag z beliebig liegen
8) zwischen 4 oo und — oo,

Fiir die drei unter 1), 2) und 3) angefiihrten Intervalle bei nur reellen Wurzeln, fiir
das unter 6) bezeichnete Intervall bei zwei reellen und zwei imaginiren Wurzeln und endlich
bei nur imaginiren Wurzeln stets, wie das unter 8) gekennzeichnete Intervall angiebt, ist,

damit der Wurzelausdruck J/X reell ausfillt, zu betrachten

Dagegen ist bei nur reellen Wurzeln fiir die beiden unter 4) und 5) angefithrten Intervalle
und ehenso bei zwei reellen und zwei imaginiiren Wurzeln fiir die unter 7) angegebenen Grenzen,

.]'1?}?'

Jedem dieser Integrale und mithin auch dem durch Multiplikation eines dieser beiden

aus demselben Grunde zu withlen

. ! - 1 e *da - = FATE
mit dem konstanten Fakior —— entstehenden Integrale - kann man durch eine Substitution
‘ LU ©

von der Form:
{a b— .’J:\”r_.;

e

by — a

T = 5 -, woraus sich de =" i
Ly ! (B a)

ergiebt,

durch derartig iiber a, o, b, I getroffene Verfiigung, dafls das Produkt p, durch y ausgedriickt,
die ungeraden Potenzen von y nicht mehr enthilt, die Gestalt geben

‘ day
,J Vig — hy®) (g .F-e,li‘1

in weleher g, h, ¢° und 2" konstante von @, und den Wurzeln der Gleichung X — 0 abhiingige
Grifsen sind.

Das in diesem Integral auftretende Radikal kann, je nachdem alle vier Wurzeln reell,
oder zwei Wurzeln reell und zwei imaginiir, oder alle vier Wurzeln imaginiir sind, beziehungs-
weise auf die reellen Formen gebracht werden:

V(1 — &% V(i —e)(l+¢

Die beiden ersten Umformungen gelingen, wenn man

Vil 4+ ) (14 ¢

b 4 gh' 2
=Y und ; S setat.

Sollen diese Transformationen reell sein, so miissen i und g gleiches Vorzeichen haben, und
dies ist der Fall, wenn zwei Wurzeln ¢ und § der Gleichung X = 0 reell sind. Es muls aber
auch erreicht werden, dals # reell ist, und diese Bedingung ist erfiillt, wenn anch % und g’
von gleichem Vorzeichen sind. Gleiche Vorzeichen besitzen aber &' und g, wenn auch die
beiden andern Wurzeln ¢ und ¢ der Gleichung X = 0 reelle Werte haben.
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Sind also die vier Wuorzeln der 'L'ﬂciuhlulf__{ X =10 reell, so erhilt das Radikal durch
die angegebenen Substitutionen die erste der oben aufgefilhrten Formen und wir erhalten das

Integral in der Gestalt
. 1 * iz
B -
Vg J Yl 5 (1 — u®zY)

wo [ ein konstanter Faktor ist.
Wenn aber nur die beiden Wurzeln « und g reell, die beiden andern p und § imaginiir

"

¥ . It L Ti : . r i s
sind, so ist zwar 7 Positiy und daher 2 reell, aber / negativ und also x imaginiir. Bei dieser
; 7 u .

g

Sachlage ist Y=

— ¢? zu setzen und das elliptische Integral geht iiber in
o1 L dz
Vig' ’ ll'l,t — &9 F Y
Haben endlich alle vier Wurzeln imaginire Werte, so miissen wir, um eine reelle
Transformation durchzufithren, das Radikal auf die dritte der angegebenen Formen bringen durch
die Substitutionen
ah’

— ¥ =¥ und — =¢cL
i ( hﬂ (¢

. 5 s iy e ey | . . - . 1
Durch die Einfithrung dieser Werte nimmt das elliptische Integral die Gestalt an

7. 1 - sz
=T ,j i1 4 251 4 ¢is%)

Das Differential jeder dieser drei Formen geht in die gemeinschaftliche Normalform
iHJer, Wenn man

im ersten Falle 2= sing,
im zweiten Falle 2 = cos p,

im dritten Falle ¢ = tg @
setet. In dieser Normalform wird nach Legendre x» der Modul des elliptischen Integrals
genannt und ist stets ein positiver echter Bruch, so dafs
1 =%=>=0,
Durch die angegebenen Substitutionen in die oben aufgestellten Integrale erhiilt man niimlich
beziehungsweise:

- 1 % top . B
I, : — 22 . owo 2t =12
Vha . JF1 — %* gin® " hy
_. 1 " degp = c? qh'
— . - ] = WO # — ——— — — :
¥ .r_(' ak . ¥l — »* sin® 2 S i gh’— hyg"?
A 1 ; dip S g hg — ok
F- ; f =7 , woal=1—_2="20_9%
= |"."|_.l 5 K1 — #gin*g fig

Alle elliptischen Integrale erster Gattung kinnen auf die Normalform gebracht werden:

(! (* i g
rl Y1 — »® Hi['l"fr"?

Betrachtet man dieses Integral zwischen den Grenzen 0 und ¢, so heilst bekanntlich

in welcher € eine Konstante ist.

die obere Grenze @ die Amplitude des betreffenden Integrals.




i =

Substituiert man in das allgemeine elliptische Integral

)y da
L]
CJ =

by — @
by a !

fiir # denselben Wert

so weht dieses, wenn von dem konstanten Faktor abgesehen wird, iiber in

)
T 1 =
2 g hau i »
f * |'I )
/ I t ".-'_'-" = !t':] L1813 A / r_['m.:__,..j rjj.u
Wy g — hy®) (g — W' y? Vig — hyd (g — Wy
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i - . .
wenn man die Fanktion F ( ) von mit P(y) bezeichnet.
= :

Tritt der Fall ein, I.]‘II‘\ @(y) eine ungerade Funktion von y ist, so lalst sich zeigen,
dals das oben stehende intmrm] nicht mehr ein elliptisches ist. Jede uu'mndc Funktion kann
als Produkt aus ihrem Argumente in eine gerade Funktion dargestellt und jede gerade Funktion
in eine andere verwandelt werden, welche das Quadrat des Argumentes der lllrllrh]l"llt}lfﬂ
Funktion zum Argumente hat. _hh diesen Griinden kann daher, fiir den Fall, dafs @(y) eine
ungerade Funktion ist, gesetzt werden:

D (y) =yoly) =y,
wo @(y) eine gerade Funktion 1ist.
Substituieren wir aber diesen Wert von @(y) in unser Integral, so erhalten wir:

: O (i) dy [ g (y®) dy
,j Vig — hy® (g"— R y") ,_’ Vig— hy) :,y"— ' y*)

Setzen wir welter
3 . . 1 pf:‘
:.l.l’"' =, i[rlglluh rt'JI‘ = y 4

so geht das Integral iiber in:

1 I Vo (v) de S L () d v
2 I Vo Vg —he)(g"— h'v) 2 ’ Vig— he) (g'— ®'9)

L

Der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen iibersteigt nicht den zweiten Grad und deshalb kann

das obige Integral mit den Mitteln der elementaren Integralrechnung ausgefiihrt werden.
Wenn also F(z) durch die Substitution

by —a

% =
: by —a

in eine ungerade Funktion von y iibergeht, so werden wir auf ke elliptisches Integral gefithrt.

Bei Betrachtung der t‘El]}.hachrn Integrale knnen wir daher diesen Fall i][l‘S"Jl‘]llii'-SE‘ll
und von vornherein annehmen, dals durch die angegebene Substifution fiir # die Funktion F(x)
in eine gerade Funktion von y iibergeht. Eg werden also nur Integrale von der Form:

x> o fihat— N e ~
o / 1 [\.'-'lf.' - ..-'-) d y / D) il il o .:_ll.-'i}.uF.rr
{ 5g—h'yH Vig — hy®) (9" — b’ o) Vig — hy®) (g’ — B y®)

o Vg — hy® v/ i

FANN untersuchen sein.




In diesem Integrale hat man, je nach der Beschaffenheit der Wurzeln der Gleichung

(LJ' = U;
wie oben bereits niher bestimmt wurde, zu setzen:
h o 3 = a gh' . . :
—4f* — 2 und #* = :— und hieranf & =sin g,
i hyg
koo = - gh' .
- =g und —¢&='"— srauf 2 = cos @,
<y ( o und hieran 08 @,
h o o " gk’ . .
—— =7 und S = ( 18ran & =T q,
7Y ¢ g’ o | hierauf te @,

wodurch, abgesehen von einem konstanten Faktor, das Integral bezichungsweise in eine der
Formen iibergeht:

l‘ f (sin® p) dg : "‘ [{cos® p)dgp Y ftgtgpide
v V1 — %% sin? P i J V1 — »*an®qg : o 1 — x?gin® q

wo [ eine rationale Funktion bezeichnet.

Da jede rationale Funktion als Summe aus einer ganzen und einer gebrochenen Funktion
dargestellt werden kann, wobei der Fall nicht ausgeschlossen ist, dals die erstere verschwindet,
jede gebrochene Funktion aber wieder in Partialbriiche zerlegh werden kann, so ist klar, dals S

ein Aggregat von Termen von der Form sein wird:

At *(m -+ st g dgp Fi e i (f 4 cos® )" dg o) "y tet ) de
Liy = 7 Ao 3 Uy = l Wi ¥
[ @ ¥ [* dip 3 . dy
= i/ TR . Eri . F .
wo Adp=11—x" sinp und n eine ganze positive oder negative Zahl ist.

Die drei Integrale A,, I?,, C, hingen von 9 anderen ab, welche sich aber auf 3
guriickfithren lassen,

Um die Abhiingigkeit der drei Integrale 4,, B,, C, von 9 anderen nachzuweisen, kann
man sich der folgenden, von Richelol angegebenen Neduktionsformeln bedienen, die sich aus

den identischen Gleichungen ergeben:

[
L d[(oc 4 sin®* p\" sin g . cos g . Jqp|
1) (e 4 sin® @) sin . cos . Ap = ; . i ¥ Pdy,
oo %
% ‘
iJJ.
a9 2 — d[(f + cos®eq)” sin g . cosp . ]
=) (f -+ cos* )" sin p.cos gp.dp = . i,
J & q 1
o
3 o B .
o F o A sin ¢ . Aip i L R cos g d o
o) P or ! e
4 r-t+tig' o cos® ¢ ) P dep .
0

Fithrt man in 1) die Differentiation anf der rechten Seite aus, so erhilt man unter
dem Integralzeichen folgenden in dg multiplizierten Ausdruck:
Doy S o Am—] o8 S f e v ] I ] 2 gin® @ cos'yp
21 (e - sin®* )"~ sin® @ cos* g dp + (& + sin*p)" | cos*pdgp — sin*pdp — :
] A
und multipliziert man den ganzen Ausdruck mit ¢, so erhiilt man unter dem Integralzeichen
) d
als Faktor von jp den Ausdruck:
o

2n (@ + sin® @)*'sin® g . cos*p . L + (a4 sin®*@)" [cos® pAp — sin’p * p — #° sin’@ cos’g].




Setzt man zur _-'\,Lb]iﬁl".‘.t’.ﬂ;:’:
IMe o = g
“_I_h]]]_ p = v,

vty Ap=1—nv+ua,

also: sinp = v — a; o8’ =
so geht der obige Ausdruck itber in:
2anv—a)(I—v+e)(l —#vt s+ o"[(1—01 o) (L — %o+ % o)

-2 (0 — &) (1 — v+ «)]

— (v — ) (1 — v
=M {l+e)v—e(l4e)—o*F+av}{l+oa— xiyl gl
4+ (1+e)(l+ne)—1Fe)o—2(1+ae)o+xo— (1 w4 (1w e

(1l 4+ a)v+ #a(l 4 a) |_ xip? — xfav] "

Hi g
+ v —nxtav

—n{—ea(l+e)+ (14 2a)v—1v}| 3 o Bt
4 [(1 4#c) (1 - 2az) —J—x,ull. +a)— [ 2(1 -|—z"rf__l—|— 20 (14-e) +2%°a) v43u'v
- 90 [—e(l14-a)(14-#2a)4-(14-2a) (14-#Pa) v— (142 oyt xe (14-a)v — 2 (14-2e )™= o

+[14#at2et2x2 - ntat w’a’—2 f 1+ atadud-fsfat-2tal v 3" 0] 0"

29 [— e (1 -—|— w) (1 ) (14 2a) |'l—|- :a:"-:e} +#ta(l4a)} v— |1+ #'a+ o (14-2a) ) o*

& 1411+ Eu 4 2%+ 3x%a — 2 {1+t Bufa) v B0 0"
2nl- . O (1+#ta)+ {14+ 2et+#"at 22" a” + wle L wfallv— (1 4 xfa #* 2x%a ) *
4ttt [l - 2e + 24 | Bufe® — 2 (1 o+ 3x'aw) v+ 3% p2] on
—n[—ea(l + )1 +#2a)+ (14 2a+ 2¢%+3xa®)v— (1 + #° + I xe)v® 4 o 0t 0

[ 42a+ 24+ 350 — 2 (1 + »°+ 3% @) v = 3u 0] of
2na(l4+a)(1+#a)rv 4+ 2nt+ 1)1+ 2+ 200a + daxt ) "

(2n 4 2) (1 4 #° + 3x2e) vt 4 #* (20 4 3) 0" 12,

Setzen wir diesen Wert in die Gleichung 1) und kehren zu unserer Bezeichnung zuriick,

wonach:
P k)

]‘ut - sin® )" do l"'-':"I i
(e = g
e dyg . g
1] 1]
ist, so ergiebt sich die Gleichung:
I. (e + sin® )® sing cos g dp

2ne (14 &) (1 4+ #%«) dur+ 2n 4+ 1) (1 4 2a + 227 a4 32" e®) A,
—(2n4+2) (1 + #* 4 32a) duga + (20 4 5) 2* Ayqs.
Fithrt man in 2) auf der rechten Seite die Differentiation aus, so erhiilt man folgenden

s iy R _
Ausdruck, der mit r.r; multipliziert ist:

— 20 sinep cos? @ 4* g (B 4 cos® @)t — (B + cos® ) [sin® p A p — cos’q A - #* sin’ g cos® @] .

Setzt man nun:
B+ cost g =,

folglich cosg =v, — f; sinfp=1—0, + f; LSp=1—o" + v, —x'f, oder, wenn nach




IR n e

dem Vorgange von Legendre und Jacobi das Komplement des Moduls % eingefithrt wird

welches mit # durch die Gleichung verbunden ist

— x* p'i'r {-‘J"'""

ceht der obige Ausdruck iiber in:
i iE arday
(= #,

s0 ge
In(v, — B (1 —v 4+ B) (% + #*v, -
— o [(1 — v+ B) (¢ + #*v, —#°8) — (v,— f)
) o= B0 B = oot Aol (i e BT
[(A48)(x* —=*B) — (#* — 2*f)v, + #* (1 4 Blv, — o> — (* —*B) v, + B (x'*—%*f)
o — (1) fy e

—utB) 4 (L—v,+B) (o, — B)]

— oS BB+ 2 (L + B, -
——2u[{— B+ B) + (1 + 28) v, — 02} (% + 420, — w8} ] v
28) (2 — 2By — B (14 B)—2 {(x*—*B) — 2 (1 4 B) — #* B} v, — B#*v,*] "

# ) v, — (8 4 #f) e — 2" (1 4 B,

—[(1 4
—2n[— B (1 + B) (2 — #28) 4+ (1 4 28) (=
51.'-“' ]' = H?J.jjl "?‘I' = 5:.»'-:"' J-]'.:j "'IIII

+ 4 (L + 26) v — ] o
- % ﬁ— :f'"ﬁ'"— 2 I‘/:"" —x"'fi— -

- 2% 8 —wPf — 2t
#f) 4+ |
— 2% : tl\" —wt oy

It — 2 [ — of

— it~
T+ 2478 — B — 247 — " f — #* ) o,

—2n[— B (14 B) (=*-

A% 'jx“" - xzﬁ—x‘

n—1

3u*f} v, — 3 %*v,%] )"

1) (224 248 — 22°f — Bu® f°

—= |:;{"~' - f}x'“"ﬁ — 2%'B
2ap (14 B) (%% — = fo™t — (2n 4 1)
r i

(2n -+ 2) (#%— 2 — 3ot 4

! (2n + 3) x* v ?
Setzen wir diesen Wert in die Gleichung 2) und beachten, dass

(1] ,I._
f 4+ cos®@)" dg o dp B
- - L= = ]
i E g a1
0 0

(B - cos®p)" sing cosgp A
3 %° %) B,

g0 erhalten wir:

I1.

-(2n 4 1) (a2 + 2478 — 24*f8

32 [i:l B, 1+ f;’ - 3) %" B,

=2np(l+f)(x*—#f) B
+ (En+42) (2 — 2 ,
Behandeln wir endlich die Gleichung 3) in entsprechender Weise, so erhalten wir durch
Differentiation unter dem Integralzeichen als Factor von deg:
oy .-dqu tlrrp ‘_}:p b - ey |' A % gin® g o B g
i & T LT et B S !
ik {,0* ? + t:r fj\ -I L:) e tg {P'I Leog? p cos® p - A i 2 cos® .JJ
spps 3 dp SR .
mithin als Factor von “°-, wenn wir im ersten Gliede tge durch
_flJ-.
e Bl g hi.]l:" P ]n' :
# i o e A |

._1]1 ¢ : Ml s e
4 ¥ {‘r' + t r ‘;” | [‘) 1 l‘-r P Leoa* g Cog” g

coa’ iy

81N
:E ersetzen:

&

2n




Y &

7

%%y) (v, — 7)] 03

y + v) o7
e | L @ ¥ ¥l - o 2
Ty t— By (1l —u ) —ox "y v
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Setzen wir diesen Wert in die Gleichung 3) und beriicksichtigen, dass:
gt g) de ] v de o
g

[i}
so erhalten wir:

o s, BEN@. T
11, (rtigtgp—

cos'
= —2up(l — (1 —x29)Coy + Cn+4+ D1 —2x%y — 2y 4 32°y) C,
L Cn+2)(#* 4+ 1 —3x%) Coga + (20 + 3) #7? Cype.
Die niihere Untersuchung der Gleichung I zeigt folgendes: fiir n =0 lisst sich A,
ausdriicken durch 4, und 4,, filr #» = 1 lisst sich A; durch 4,, 4, und 4, ausdriicken, folg-

lich muss sich A,, da A4, wieder durch A4, und A, ausgedriickt werden kann, durch eine Ver-
bindung von A, und 4, darstellen lassen.

Diesen Schluss kimnen wir, indem wir % nach und nach alle positiven ganzzahligen
Werte annehmen lassen, immer wiederholen und wir finden auf diese Weise, dass sich A,
immer durch 4, und A, ausgedriickt darstellen lisst.

Fiir # = — 1 ergiebt sich eine Gleichung, aus welcher A_, durch 4_, und 4, ans
oedriickt werden kann, fiir n = — 2 konnen wir A_y durch 4 5, A, und 4, ausdriicken, und

da sich 4. durch eine Verbindung von A_; und A, ersetzen lilst, so ist auch 4_; mit Hiilfe
von A_;, A, und A, darzustellen moglich.

Tiihrt man in dieser Schlufsweise fort, indem man nach und nach n die Reibe der
negativen ganzen Zahlen durchlanfen lilst, so findet man, dals sich A, durech A_;, A, und A,
ansdriicken Iilst.

Dasselbe, was hier fiir die 4 auseinandergesetzt ist, gilt auch fir die B und €, da
die Gleichungen IT und III der Gleichung I ganz konform gebaut sind und daher folgt, dals
fiir alle ganzzahligen n, sie mbgen positiv oder negativ gein, die drei Integrale 4,, B,, €, sich
auf Verbindungen der folgenden 9 Integrale reduzieren lassen:

V. B S U R L
‘r;—ls J‘-".{n.' LIL ’
'”---IJ (‘;,.- r-ll}

Diese 9 Integrale konnen aber stets auf 4 zurilckgefiihrd werden.

Von den oben aufgezithlten 9 Integralen sind zuniichst die mit dem Index Null behafteten
einander gleich, da fir n = 0 die allgemeinen Integrale 4,, I, C, iibergehen in:

7

i
w

i 0
dm : (™ do . * .r."rp
‘.lll == H -'rJll = = Ir{'l = 7 ?
dimp { Py A
L~ L ¥ .
i ]
woraus chne weiteres folgt:
I pr ¥ -— ¥
:]“ — JIJ - 'r,].
Durch die Gleichheit dieser drei Integrale reduzieren sich die oben aufgezihlten neun
auf sieben Integrale.

i

o e : : | s

Das Integral —~ hat Legendre, wie schon oben erwihnt, das f:!l][:{[rs[:hﬂ [ntegral
E Ao £ !




S

erster Gatbung in seiner Normalform genannt und es gleich F(gp) gesetat, wihrend Jacobi
es mit u bezeichnete.
Setzen wir in der Gleichung fiir A, # = 1, so geht 4, fiber in
.r'l.- Crede Suiss
A (z -+ sin? ) dg :
d A
o
Nun ist aber
4 L8 g
: ) Ap=1—ux" 51",
111]:_1']h-||

Ny 1 — A%
SIN” @) =— - HEE.23
=111 q =3
and
) en® 1 — A%
¢ F gin® g —— 1 S LS
mithin
l '_l'l [ ¥ 4 b _‘.'Ir : ¥
A, = et = P e L S G o i
Ay - u? f A dp = ] I Ap = j Agpdyg
% L]
¢ 1 1]

oder, wenn wir fiir das Integral erster Gattung die Jacobi'sche Bezeichnung einfiihren:

e
1 4 ax® il
Ay -t — = ,‘ Apdep .

Wird in der Gleichung filr B, filr 2 ebenfalls 1 gesetzt, so ergiebt sich:

1 o . y o
) (p + cos® g} dop (f 4+ 1 — sin® @) dg o (de 1 sin® g
B, = l o — j A rrt i1 " = - ] —
p : ¥ J 49 ; A
[{} 0 0 1]
werig 1— 2 % — 14 g%
der da l —sinfp=1— i B
wn f] (g Sl 12 j =1 2 3

wenn fiir das |[1Lr:g_'r'.i] arster [':Iattun;; zug;luieh # eingefithrt wird:
il R 1 W

e S e Sl Y et S D _
] .j i dep = fu - 3 = o i rt'rj', :
(1] i}

Endlich wird aus €, fiir n = 1

B, = fu

i

f i i
[ ly +tef ) do ‘dg | o te® g edop
— — e AP — e sl
-1 J dip ¥ l Aqp ! I Ao
L3 | =
0 i) 1
Um das letat L e L Bl
Jm das letzte Integral zu reduzieren, miissen wir jp 1 einer etwas weitliufigeren
Art umformen.
Da
Lig —xtoosip 1 gin? @ — =* cos® g 1 — »*(sin? p - cos® o) 1 — {
H.’: Hr.-. L] “r._, AT R e em— h. -|.- f—— 3
50 J-1.
gin? g sin® ¢ A% — »? cos’ g

o
gt g = o T
s cos? @ cos® g *?

nnd mithin;
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t-r“ ] gin® l.'_'|:“_|' q — u® -i|1"' @ cos® o sin® @ d @ #* gin?
dog o7y wEcost pdp T cos*p -H':J:p
_ (1 — cos” rp}_‘.rp 1* 8l _ dop —cos* pdy %" 8in @ cos @ tg @
3 ‘@ = * cos® o xS
1 dg g #? sin @ cos g tg @
= ;E ;.U:SS. p il w3 T S dog ]
1: [ A x* Bin g cos @ tg @ dp
T tl.'th—'.:_cp = .J!i[l. BiE"L
Da
d(dy tg ¢) = Ay dtgp | e ddeg
dg dp I = dp

A %? gin g coz @ tg @
COB* g dp

g

so diirfen wir fiir den in der Klammer stehenden Ausdruck das Differential von A . tgg nach
@ schreiben, Dadurch erhalten wir:
tg?p 1 d(de. tz q) dg
Amp ra g xF
Unter Beriicksichtigung dieses Wertes ergiebt sich:

O = yu —|— l g 9) idp — H,L,__ I Apdyp,

.-E'r;-

. g
(1) U, = ypu -} fl dp.tgp — = J Adpdp.

Diese Reduktionen zeigen, dafs 4,, B,, €, zusammengesetzt sind aus Verbindungen

i
des Integrals w =j

efap

r @ . 'y T 1 R ] Ty e y LRI ol
Te’ welchem 4,, B, und €, gleich waren, und eines neuen Integrales

g
j dpdep = J irI — %* gin® r,r* dep.
Dieses Integral hat LLéLIleG das elliptische Integral zweiter Gattung in der Normal-
form genannt und dasselbe mit % () berechnet, so dals nach Legendre ist:

j V] — % gin® pde = E(p).

l.L{,O]Jl hat diese BL.’E’IP]]]H]TI”‘ dahin abgeiindert, dals er die elliptischen Funktionen, welche

r bei der Untersuchung der Lll!}_!li‘aﬂl]bt! Tntcgmlc erster Gattung gewonnen hatte, auch in die
olljptmheu Integrale zweiter Gattung einfiihrte.
Jacobi sieht bekanntlich das Integral

i)
p *deg
i —
Fa
E.

]
als Funktion der oberen Grenze an und setzt:

Q= ami.




Aus der obigen Gleichung folgt aber
daq
= A,
folglich
dop = am udu.
Setzen wir diese Werte in die Gleichung
:
] Apdp = E(g)

"
0

ein, so erhalten wir die Jacobi’'sche Bezeichnung:

] Aramuduy = F(amu),

X
i

die Jacobi noch dahin abgekiirzt hat, dals er nicht J(amwu), sondern kurz I (u) schreibt.
Da die Integrale 4,, B,, €, auf Verbindungen von u und E fuhren, so sind die
urspriinglichen neun Integrale schon auf fiinf reduziert.
Um schliefslich auch die letszten drei Integrale auf ihre einfachste Form zu bringen,
hat man in den allgemeinen Formen 4,, B,, ¢, n = — 1 zu setzen, wodurch man erhiilt

'.l i P
™ dow 2 L il < rllfg'
J'I_: — = - ’ 3 '_ —_ O ' 3 (_ —_— ————— 4
) (e - sin® ) dep? B, (B 4 coe*q) dag? i (y -+ tg* o) dop
L X =
0 0 ]
Nun ist aber:
1 - @ - sin® o — sin*g 1 1 sin®
@ - sin*qg == o (e -} sin” @) =T « o sinfgp!
: = me gl - - {ieel B+ 1—sin*p sin’y
f 4+ cos* g g+ 1—sin*g (§ + 1) (B + 1 — sin® @) B4+ 0E+1—smn g
S 1 | 1 gin® p
I U B T R s
1 13 cos® g 3 1 gin®
y+tgte yeos'gtan®gp ¢y —ysin® g+ sintg
_ p—y sin" g —8in" g 1 1 gin® @
y(y —ysin @ sing) oy Y y+({i—y)sa’e

Mit Beriicksichtigung dieser Werte und bei Einfithrang der Bezeichnung » erhalten wir:

f i if

1 ! . dp 1 * sin' g dp 1 Y gin? o dogp
ot S J Aa [ _.j ¢ -+einfyp dp « it _J o = sin* o . dp?
0 0 i
[ i ] i o
B _ ‘do I 1 y sin® ¢ dp U i 1 ‘ sin” @ g
AT .J dp ' pt1 '_I 41 gin' ¢ dp p41 7 B+ 1'j f+1—sn*g dp’
1] (1]} L]

o i
P e 2l Yo 1 » gin® ¢ dg o 1
e Y I dg ¥ j g1 —y)sinte dp ¥ L
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Alle drei Integrale 4_,, B_,, (', bestehen also aus einem Teile, welcher das ellip-
tische Integral erster Gattung enthiilt, und einem zweiten Teile, in welchem ein Integral von

* sintg il o
l g -+ sintq Agp?
el
wo g positiv oder negativ sein kann,
Dieses Integral nennt Legendre das elliptische Integral dritter Gattung, Zur Normal-

der Form auftritt:

form des elliptischen Imtegrals dritter Gattung hat Legendre die folgende gewiihlt:

i

: i 1
j 14 nsin*g " deg!?
u
dieses Integral mit I7 (@, n) bezeichnet und % den Parameter des Integrals genannt.
Diese Normalform unterscheidet sich von dem zuerst aufgestellten Integrale mur um
ein Integral erster Gattung, denn es ist:

AR . 4 e
" antp gy g -+ sinfp — g dp
.-_,f g sinfgp dg ! g -+ 8in® g e
(1] 0
p o n
- [3(1 )i = j'f*fr.. _ f g__.dv
- -+ an® g/ dg : Ao 0 g - sin“p dp
i i /)
i
e 1 d 1
= i ---Eﬁr;—ﬂ(r{:.-)-
1 S Pl |
1 -} - ain® g
% f
0 c

Die drei Integrale 4 ;, B_,, ¢/, fithren also auf Verbindungen von # und I7 und
hiermit sind die zuerst aufgestellten 9 Integrale wirklich auf die drei w, ¥ und II reduziert.

Jacobi hat als Normalform des elliptischen Integrales dritter Gattung nicht dasjenige
Integral gewiihlt, welches man erhiilt, wenn man in die Legendre’sche Form die elliptischen
Funktionen einfiihrt, sondern ein von diesem abweichendes. Da Jacobi seine Normalform
auch mit IT bezeichnet, so thut man gut, um Verwirrungen zu vermeiden, dem einen IT einen
Index anzufiigen. Wir wollen dem 77, wenn es die Legendre'sche Normalform bezeichnen
soll, den Index Null geben, so dass also:

; 4 [ dop 1 i
11, (p, n) =J T .“25"’*;' v st
0

Fiihren wir in diese Legendre’sche Form die elliptischen Funktionen ein, indem wir:

g = ami, folglich dg = Adam udu
setzen, so erhalten wir:

d 1w

II (amu, n) = !

1 - # sin®am w

Wie oben erwiihnt, hat Jaco bi nicht diese Form als Normalform hingestellt, sondern
er hat dazu diejenize gewiihlt, welche man nahezu erhiilt, wenn man den Zihler der Legendre-
schen Form mit » sin® @ multipliziert, also:




e

1 8in s g de

1 ein® ) deg?

d. h. die Form, auf welche wir bei der Reduktion der Integrale A_,, B_,, C_, gefiihrt

wurden. Fithren wir nitmlich in diese Form die elliptischen Funktionen ein, so erhalten wir:

I Tl

* ssin®amu damu du (* m sin®am u du
J [

(1 4 n sin® amu) o am u — n Bin®am wu

? [}
(1] (1]

Die gunz genave Normalform Jacobi’s ist folgende:

#¥ginamea . cos ama Jama . sin®amudy -

1 —x

I (w,a) — l

[
i

sin® am @ . 8In® am

Der Zusammenhang zwigehen dieser Form von Jacobi und der Legendre’schen ist
leicht aufzustellen. Da

1 1 4= % sin®*g — nsin*g 1 n 8in® @
1 < sin*g =T 1 - nsin® g 20y 1 -+ n sin® g’
so hat man sofort:
P : 'y = :
2 ol 0 an’ g o
{ = wan — 1 — —."';.—-} oty
‘“-- Lo, %) j (1 4+ nmam*eg) dg j "- 1 -+ nsn®g/ dyg
LI :I
P i LN g ) {
“dip * #Bln* g g . 7 n qn? q g
'_f [ = | P — F Lrjll = f | TR T 3
g do L tnsin*g Adgp ek ) (L + n sin®g) Jg
0 (i}

wenn man fiir die Normalform des elliptischen Integrals erster Gattung die Legendre’sche
Bezeichnung einfihrt.

Jacobi gab nun dem elliptischen Integral dritter Gattung in dem Falle eine reelle
Form, wenn der Parameter n ein negativer echter Bruch und absolut genommen kleiner
als #° 1st,

Um dies zu erreichen, setzte er:

= —z* sin“ama

und nannte die Grisse a den Parameter des elliptischen Integrales,
Fithren wir in die obige Gleichung fiir IT, (¢, n) diesen Wert fiir # und die ellip-
tischen Funktionen ein, indem wir ¢ — am u setzen, so erhalten wir:

; ‘27 sinfam a. ginfamu du
o () =w + f :
.
i}

1 — %° sin® am g sin® am w

Vergleichen wir aber diese Form mit der Normalform von Jacobi, so ergiebt sich
angenblicklich:
: in am

(A) I, (p,n) = u 4 — IT (4, a).

COB Am . J am da

Der Legendre’sche Parameter kann sowohl reelle als imaginire Werte annehmen,
verweilen wir aber zuniichst nur bel reellem », so ist klar, da:
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n— — z°sin®ama

somit: "

81N am @ =
i

und folglich, wie aus der Theorie der elliptischen Funktionen bekannt ist:
F—n

-

a

dz
== ] 3
- Kl — 7)1 — 5%

o
dass der Jacobi'sche Parameter a nur solange reell ist, als die obere Grenze des Integrals,
welches den Werth von a bestimmt, reell ist und da diese obere Grenze den Wert eines Sinus
ausdriickt, dessen Argument reell sein soll, so muss diese obere Grenze ausserdem auch lkleiner
als 1 sein. Diese beiden Bedingungen sind erfiillt, wenn # negativ und zwischen den Grenzen
0 und — #® legt, d, h. solange n ein negativer echter Bruch ist, dessen absoluter Wert den
Wert von »? nicht iibersteigt. Es ist also erforderlich:
—xt <m0,
woraus sich ergiebt:
O<smama-<1.
Ausser dem eben angefiihrten ersten Fall, dass:
1) -2t < 1< 0,
ein Fall, der zur Folge hat, dals a reell ausfiillt, haben wir fiir reelle n noch die weiteren

Fiille zn nnterscheiden:

2) — 1 <n< — =
3) — 00 < B < 1
_1_} 0 <n< oo
Ist nach 2):
— Tt i
: : i 1
so liegt sin am @ zwischen und 1,
b H
L -
also: -~ < ginamag-<<1,
[st nach 3)
oo < n<—1,

: ; , . 1 :
so ergiebt sich, dass sin am a zwischen > und oo liegen muss, also:

< sln ama < o9,

Aus der Grenze oo fiir sin am @ geht sofort hervor, dass das Argument dieses Sinus
nicht reell sein kann, da fiir reelle Argumente der Sinus nur zwischen den Grenzen — 1 und
-+ 1 liegt, das Argument dieses Sinus muss vielmehr imaginir sein, da nur filr imaginiire
Argumente der Sinus unendlich werden kann.

Ist endlich nach 4)

o ist sin am @ stets rein imaginiir,
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in denen # nur reelle Werte annimmt, noch einmal iiber-

Stellen wir diese vier F
sichtlich zusammen, so haben wir folgende zusammengehtrende Intervalle der Werte von n

und sin am ¢ :

1) af <<t ) 3 0 < sin ama << ]
2) l < —ux; > < sin ama < 1
o) — o< n< —1; 1 < 8lp am ¢ < oc
1) 0 <Zn <100 sin am a stets rein imaginir.

Um fiir diese verschiedenen Fille die jedesmaligen Werte des Jacobi'schen Para-
meters @ aufzufinden, ist es nitig, einige Formeln aus der Theorie der elliptischen Funktionen
niher in's Auge zu fassen, s handelt sich ja darum, die Argumente fiir die Funktion sin am

aufzustellen, fiir welche diese Funktion bezichungsweise die Werte 0, 1, — und co annimmt,

und fiir welche sie rein imasinir wird.

"|
. . - = ol 1y 2 X
Fasst man mit Jacobi das Integral ] - — g als Funktion der oberen
- o Y1 — % sint g
U
1 T |
Grenze # auf, indem man setzt:
@ = ami,
so folet, da @ und u gleichzeitig verschwinden:
ami) =1),
. o 1 . y : Tyl
Setzt man ferner, wenn @ = — & wird, der Fall, in welchem das elliptische Integral

das vollstind Integral genannt wird, mit JacoDbi:

. rJl-"' -
I I. e P "r"'.-
/ ¥1—xtsin'ep

so ergiebt sich:
w = am i,
Diese Betrachtuneen liefern uns sofort die Argumente, fiir welche sin am die Werte
= = ?
Null und 1 annimmt, denn es ist offenbar:
(2) sin am 0 = 0,
(3) sinam K=1.
Um die noch iibrigen Fiille auch zn erledigen, erinnern wir daran, dass die elliptischen
Funktionen eine doppelte Periode besitzen, nimlich eine reelle 4 K und eine imaginiire 4 X" 4, wo:

= dmp
h = t = ; = =
|, 1 —x*snlg

ist d. h. das vollstiindige Integral, in welches das vollstindige Integral K iibergeht, wenn man

in ithm den Modul # durch den Komplementirmodul % ersetzt,




Es ist ja bekanntlich:

[ gin am (# - 4K) = sin amu; ( sin am (% -} 4K 1) = sin am w3
(4) t cos am (¢ 4 ) = cos amu; (5) cos am (u -4 4 K’ i) = cos am #;
l Adam (w4 4K)= Samu: ‘ Aam (w -+ 4K ) = A amu.

Die Periode der elliptischen Funktion hiingt aber von dem Modul ab. Denn hiitte man
als Modul der elliptischen Funktionen nicht # gewiihlt, wie oben geschehen ist, sondern #, s0
wiire nicht 4K, sondern 4K’ der reelle Periodicitiitsindex, und ebenso nicht 4 A7 ¢, sondern
4 Ki der Index der imaginiren Periode, so dals also:

sinam (u 4 4 K', %) = sin am (u, %) u. s. W.
sin am (u - 4 Ki, » ) = sin am (u, # ) u. s. W.

Fiigt man zu dem Argumente der Funktion nur den halben Periodicititsindex, also
2K und 2K'¢, so behalten bekanntlich die elliptischen Funktionen zum Tel ganz genau,

zum Teil, abgesehen von dem Vorzeichen, ihre Werte ungeiindert bei, denn es ist:

sin am (u -} 2/) = — sin am u; sin am (u + 2K%) = sin amu;
(6) cos am (u - 2K) = — cos amu; (T} cos am (4 -+ 2K'4) = — cos am u;
l Adam (u 4+ 2K) = A am g Aam (w4 2K =—damu.

Setzt man in die Gleichungen (4) bis (7) w = 0, so erhilt man:

sin am 4K = 0; gin am 4K = 0;
cos am 41 — I cos am 4 K'i = 1;
Adam 4K = 1; AdamdK =  1;
gin am 2 K = 0: gmam 2K'i= [
cos am 2K = — 1; cos am 2K'i = 1:
A am 2K = I Aam 2K = — 1.

Den Zusammenhang zwischen den elliptischen Funktionen mit reellem Argumente und
denjenigen mit imaginirem Argumente drilcken die Formeln aus:

: . . sin am (i, #)
s am Wit = i - e
cos am (#, %)

1

o COS am Ui = 3
(8) cos am (w, #)7

o B — 2 am :Ir._, w,rj-. :
COB I (B, %)

Die elliptischen Funktionen mit imaginiirem Argument konnen also durch elliptische
Funktionen mit reellem Argument ersetzt werden, der Modul dieser letzteren ist jedoch das
Komplement des Moduls jener ersteren.

Die Periodicitit der elliptischen Funktionen bleibt auch bestehen, wenn man die reelle
und imaginiive Periode mit einander verbindet, denn es ist:

I sin am (v -+ 4K - 4 K'i) = sin amu,
(99 | cos am (4 4K -+ 4K'7) — cos am

dam (v -+ 4K 4 4K'4) = Aamu,
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Ebenso kehren die elliptischen Funktionen entweder ganz genau oder, abgesehen vom
\'u:'-,f,q-i;-hn-n’ in sich selbst zuriick, wenn man die Hilfte der reellen mit der Hilfte der ima-

giniiren Periode verbindet, denn es ist:

sin am (u - 21X 4 2K"¢) = — sin am u,
(10} cos am (¢ + 2K 4 2K'{) =  cosamu,
] dam (u+ 2K 4 2K'i) = — 4 amu.
Betzt man in (9) und (10) # =0, so erhiilt man:
sin am (4 K 4 4 K'2) = O; sin am (2H 4 2K"%) = 0;
cos am (4 K+ 4 K'i) = 1; cosam (2H | 2K = 1;

Aam (4 10+ 4 K'4) = 1; dam (2K 4 2Ki) = —1.
Nennt man mit Jacobi die Amplitude von K — u das Komplement der Amplitude
von # oder die Koamplitnde von # und =efzt demgemiiss:
am (K — u) = coam u,
so sind als wichtige Formeln zu merken:

CO8 am i

sin am (X — ) = 8in coam y =
< amuw
e % 8in am u
cos am (K — @) = cos coam i = -,
- 2 am
o e, » HJ
dam (K — )= Acoampp=—=—.
- £ 2 am

Setzt man in diese Gleichungen —u statt w und fihrt zugleich « — K statt K — u
ein, so erhilt man bei Berticksichtigung, dass die Amplitude eine ungerade Funktion ist, also:

am (— #) = — amu
und infolge dessen sin am (— #) = —sin amu; cos am (—u) = cos amu; Jam (—u) =damu.
- palt oy Mo COB am %
sin am (# 4 K) = | —
; L - j Aamiu ?
- = — %' gln om
(11) cosam (6 - H) = | = ;
: = damw
» dX '
Aam (u | K) =
SXLNEE ) A amu?

Setzf man in diesen Gleichungen wi statt » und transformiert dann die elliptischen
Funktionen mit imaginirem Argumente auf solche mit reellem Argumente, so erhilt man:

. P i = : 1

sin am (w2 <= K ) = -} —

5 0 am (e, ®)°

; ALl . i% 8in am (u, %)
(12) cos am (u: 4 K ) = - i
2 am (g, %) 7
. 24 %' cos am (i, »')
dam (w4 K) = i _.( .,
- am (u, %) ?
Liisst man in den Formeln (8), welche den Zusammenhang der elliptischen Funktionen
reellen Argumentes mit denen imaginiren Argumentes feststellen, ¥ um K zu- oder abnehmen,
so erhiilt man nach gehdriger Reduktion die Formeln:
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COB am (1, %

sin am (wi 4+ K'9) = — 1 — h
% = + # BIN A (. # ) °
2 A am (w6, %)
cos am (ui -+ K'i) = -+ T g
2 #OEIN Am [, H )
L

dam (i - K8 =T =
sinam (w, %)

Driickt man in diesen Gleichungen die elliptischen Funktionen mit dem Modul '

dureh die Funktionen mit dem Modul % aus, indem man beriicksichtigt, dals aus den Glei-

chungen (8) sich ergiebt: . _
. F #y « BITL I11 L

Bl am (U, % ) = — & — :

A COB8 a1l i

1
05 am i

Fy

cos am (i, x") = :
Z am wi

Aam (i, ") = bl el A

2 GO 8Im wE *

go erhiilt man:

gin am (ui + K 1) = s
22 ¥ BIN 8 H
e Prh b0 am w

cos am (i + K'i) = - — .
- T 4 ¥ H1N A e

A e e e — . COB 2103
A am (1 - Ki) =T ¢ -— .
gln an i

und setzt man in diesen Gleichungen u statt u#i, so entstehen die Gleichungen:
1

% 8in am w '
¢ A amu

(13) cos am (u -4 K'i) =F — —— ;
. : #* Bl B

sin am [fr 4 K =

F b « COB &I 2
Aam(u— Ki)=-1

8in amu
Setzt man in diesen Formeln u =0, so ergiebt sich:

sin am (4 K'¢) == oo,

(14) | cos am (- K'i) = oo,
Aam (- A'8) = oo.
Ersetzt man in den (leichungen Lli}} # einmal durch w -4 K, das andere Mal

u — K, so erhiilt man bei Beriicksichtigung der Gleichungen (11):

. ; | B ;  am
sin am (# =4 K - K'i) = - :
2 e " % €03 am e’
- - = . g i
cos am (w - I -+ H'i) = (1) i :
= T x Y ¥ OCOS DI 4

g =y s s fa N am i
A am (‘.«r K K= = —
COB A i

Detzt man hier u = 0, so erhilt man:

. e iy {
I sin am (K - K'i{) = :
\ : =
f [
(15) ,_ Al “
- l cos am (I K'i) =
; ! e
dam (I K'4)y= 0.

durch




%)

Diese Formeln aus der Theorie der elliptischen Funktionen liefern das erforderliche
Material, um die oben gestellten Forderungen zu befriedigen.

Wie die Gleichungen (2) und (3) erkennen lassen, nimmt die Funktion Sinusamplitude

8 \a, / )

beziehunesweise die Werte Noll und Eins an, wenn das Argument gleich Null, respektive

B F = Ll ?
oleich K ist. Wiihrend also sinam g von Null bis Eins wiichst, nimmt das Argument von
Null bis K zu, d. h. & ist in diesem Intervall gleich &, wenn u von Null bis K wiichst.

2 = )

= : : . : < ; : 1 :
Weiter zeigt die erste Gleichung (15), dass sinam @ den Wert erreicht, wenn
I & #®
— = 5 . y 1 ' o - ain - i
— I L K'i wird, withrend also sin am @ von 1 bis — zunimmt, wichst @ von K bis K4 K%,
’ z ’ .

v - : - : - . : 1 a1
mit anderen Worten, @ ist in diesem Intervalle, in welchem sinam ¢ von 1 bis — wiichst,
gleich wi 4 I, wo # von Null bis K’ wiichst, denn:

sin am (ui + K) | = gin am (K - K'i) =

== {} = A"

sin am (#¢ + K) | = sin am K = 1;

Den Wert oo erreicht aber, wie Gleichung (14) zeigt, sinam a, wenn « = K'4,

withrend also sin am @ von — bis oo zunimmt, mufls @ von K'i -+ K bis K¢ abnehmen, d. h.

@ hat in diesem Intervalle die Form #« - K ¢, wenn » von K bis Null abnimmt, denn:

: e . - -’y 1
’—5”1 am (- K% [ =sinam (L A'i) = —,

=

fsin am (v + K’ é_“,IJ = gin am A i — oo.

w=="10
Wenn aber sin am @ rein imagindir ist, so ergiebt sich aus der Gleichung (8), dafls a
die Form wi annehmen mufs. '
Liegt also

1) # zwischen 0 und % so liegt sin am @ zwischen 0 und 1 und @ zwischen 0 und X,

2) n . %2y, —1 , ., Bllama = et o o Kk, KL}KEq
3 T IR R T SR R e e
4) n s =1 , 400, so ist sin ama rein imaginir und ¢ hat die Form ui,
oder es ist

im ersten Intervallen = — =" sin*am a

; Eweiten i n= —x sin"am (ai - K ) = — L :-H:Errl ) nach (12)

, dritten i n=—z'gin*am (@ 4 K'i)= — — [ nach (13)

¥ 8107 I o .
, vierten 5 = — x* gin? am ai ® .T.?:::ll_.:: Py nach (8),

wo @ in allen Fiillen eine reelle Grofse bedeuntet.
Um fiir alle Fiille den Zusammenbang zwischen der Legendre’schen und Jacobi™
schen Form des elliptischen Integrals dritter Gattung darstellen zu konnen, ist es erforderlich,




: - 4 S $2 = « sin am o
wie ans der oben entwickelten Gleichung (A) ersichtlich, den Wert von :

tiir
COo8 am ¢ £ am a

alle vier Fiille kennen zu lermen.
Nun ist aber den Gleichungen (12) gemils
gin am (i - A

c¢os am (@i -+ ) 4 am (at |+ K)

“® gin A (@, ® ) coB am (@, »")
A am (@, #°)
A gin am (a, « ) cos am (@, %)
Ferner ist, wie die Gleichungen (135) zeigen:
sin am (a -} K'd) sin am i

¥ =i

cos am (@ 4+ K'¢) o am (a -+ K'i) Cos am a 2 am o

und endlich, wie sich ans den Gleichungen (8) ergiebt:

sin am (af) . 8in am (@, x) cos am (a, %)
. = — j» ——
COE Am I:HJ.:- A am (at) 2 am (a, =)
Beriicksichtigt man diese Werte und die allgemeine Reduktionsformel (A), so erhiilt
man fiir reelles n folgende spezielle Reduktionsformeln:

1) n zwischen 0 und — %%, also n = — %" sin*ama,

iF
. A da 811 A 4 p 5
{ | = 3 = (il
i, (g, n] J TR i - II(u, a),
e
L1}

CcoB am a .2 am a

2) n zwischen — %* und — 1, also n = — #"sin® am (ai 4 K)
0 ] I :
. . ot ol m 5 A oam (a, %) . 2 =
II, (@, n) = oy =1 M : - IT (u, at 4 K
0\P) %) (1 4 a 8in® ¢) dg ' " x'* sin am (@, %) cos am (o, %) 7 + &
Tl
3) n zwischen — 1 und — oo, also n = — x*sin® am (a 4 /¢
P
; . t g gin am g o
I, (g, n) = = — Iiw,a-+ IK'i)
g J 4 - 8in® @) dp eos am o A am @ 2 -I ?
4) n positiv, also n = — x* sin® am ai

dp .. Bin am (¢, #°) cos am (@, %) . ;
If, (@, n) = ! J = U i ' et : (e, ai).
Lx,
(1]

\::.l-l--i'lll"'q:l._f.q.- dam (a, %)

Ist der Leg

gendre’sche Parameter »n selbst imaginir, so lilst sich der Jacobi'sche
Parameter auf die Form a -4 bi bringen, so dals also

n= — " gin® am (o 4 bi)
wird.

Hat n einen imaginiren Wert, so sei

Hn=10pn -l- q«.’-,
alsdann setzt man

]

p + qi = — =* sin® am (a - 0i),

folglich p — gi = — #»* sin* am (@ — bi).
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Aus diesen Gleichungen folgt:
# =4 p -+ gi = % (1 —sin® am (z + F:e':l] — 2% cos® am (a 4 bi),
| ) .

a

# 4+ p— qi =z LI — sin® am (@ — bi)) = #* cos® am (a — bi),

1+4p-+gi=1— z"sin® am (@ 4 bi) = 4° am (a + bi),
l +p —gi=1—2"sin’am (& — b3) = 4% am (¢ — bi).

petzt man weiter:

(g 4 qi) = A*(cos 2 4 4 sin 2a), folglich — (p— gi) = A*® (cos 2e¢ — i sin 2a)
(16) 4 =* l 1 =t rJr.r' = [53*(ecos fﬁ - ¢ 8Im ,'."Il-i.'_, T #- - P r_ln'f- = % (cos Z’ﬂ — 281N .'._?[thll
l 4+ p+ gi = C° (cos 2y 4 isin 29), - l 4+ p—gi = C*(cos 2y — i sin 2¢)

so erhiilt man, wenn man die Substitutionen mit den vorigen vergleicht und fiir die Sinus und

Kosinus die Exponentialgrofse einfiihrt:

| 4%¢**" = »” sin® am (@ 4 bi) und A*e—**" = %* sin® am (@ — bi)

- | 1o 0a; 3 - 8. a4 g a : a

(17) v Bfe*fi=ycosfam (a -+ bi) , B¢ — x* cos'am (g — bi)
C2e*7' = A° am (a -+ bi) w Cfe*ri= A am (a— bi).

Setzt man in den Gleichungen (16) die reellen Teile der einen Seite gleich den reellen
Teillen der anderen Seite und behandelt die imaginiiren Teile beider Seiten ebenso, alsdann

erhilt man:

1) —p = A% cos2a; 2) g = A*sin 2a;
3) #* 4+ p— B cos 28; 4)  g= b"sin2f; 5
5 14+ p=~C?cos 29 G) g= C%sin 2.

Aus diesen sechs Gleichungen komnen die Grofsen 4, B, €, «, #, y durch p, ¢ und = aus-
cedriickt werden.

Denn aus 1) und 2) folot:

PP = A% cos® 2,

g = A" sin” 2e,

,l.': cog” 2o 1 — sin® B
g T gin'2e an® 2e 7
nithin prein® 2a =g — g% sin? 2a,
I'Ah" —i— f_|f":| .‘Ell"l L ff\"r,
gin? Qo — + .
e - r_ll‘
||1]_1;“1:|l am 2o = i .
e

Setzt man den Wert von sin® 2« in die Gleichung:

a

7' = A'sin®*2a
ein, so erhilt man:
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Auf ganz analogem Wege erhiilt man aus den obigen Gleichungen 3) und 4) einerseits
und aus den Gleichungen 5) und 6) andererseits die Werte:

B— V@ o+  sin2p—ct L
Vi 42"+ ¢*
U= - i[l -+ o 4 g sin 29 = - 2

ViL+ p)* + g¢*

Aus den (Gleichungen (17) erhiilt man:

(18)

‘ Ae*t = wsinam (¢ 4+ bi) und Ae " = % sin am (@ — bi)
l Befi—x cosam (@ 4 bi) , DBe 7 = cosam (a — bi)

Cerf= Aam(a-tbd) , COevi=  Adams—Dbi).

Um listig lange Formeln zu vermeiden, wollen wir die Grifsen 4, B, O, «, f§, 7 bei-
behalten und fiir diese die eben gefundenen Werte nicht einfithren.

Die Quantititen @ und b, welche Bestandteile des Jacobi’schen Parameters werden
sollen, sind also durch p, g, » oder, was dasselbe ist, durch 4, B, €, «, 8,  auszudriicken.
Zu diesem Zwecke stellt man sin am 2¢ und sin am 254, cos am 2a und cos am 2bi durch die
eben angegebenen Grofsen dar, indem man unter Berticksichtigung, dals

ey AP
2a — (a -+ bi) 4 (a bi),
2bi = (g -+ bi) — (a — bi),
also
sin am 2¢ = sin am [(a + b¢) + (o — b2)],
sin am 207 = sin am [(e 4+ bi) — (@ — bi)],
cosam 2a = cosam [(a 4 bi) - (a — bi)],

cos am 25i = cosam [(a 4 bi) — (@ — bd)]

sind, auf diese Werte von sinam 2q, sin am 2b¢, cos am 2a und cos am 20i die aus dem
Additionstheorem der  elliptischen Integrale erster Gattung fliefsenden Relationen zwischen
den elliptischen Funktionen mit zusammengesetztem ond mit einfachem Argument zur An-
wendung bringt.

Aus diesem Additionstheorem ergiebt sich bekanntlich:

:-_-in ar 2 . cos am ¢ . 2 am ¢ 4 5i.|= Aam ¥, co8 am # . A am

[ sin am (% - v) =

; 1 — »*gin® am % . gin® am v
(19) in® am % . 8in® am v
i COS am % . COS am ¢ - 8ln &AM % . 8in am ¢ . 4 am % . < am ¢
cosam (44 1v)— ———— iy g
: : 1 — #® sin® am # . sin® am @

Wenden wir die erste dieser Formeln anf die Werte yon sin am 2Za und sin am 204 an,
so erhalten wir:

gin am (e -

. c i) cos am (¢ bi) am (g — bi) | sin am (@ — bi) cosam (@ -} bi) o am (o bi)
sinam Za eI Pl — = 3
1 — =*sin -+ bi)sin® am (@ — bi)

. T sin am (& ~+ bi) cos am (& — bi) o am (@ — bi) — sin am (o — Bi) cos am (@ = i) o am (a -} bi)
sin am 26h = gt ey > e : .=
1 —x*sin®*am (o - bi)8in® am (¢ — D)
Setzen wir auf den rechten Seiten dieser Gleichungen die oben in den Gleichungen (18)
und (17) zusammengestellten Werte ein, so erhalten wir:




] Se—E—y}i i o T— )i
sinam 2a = ABC P T ;
) - - I‘|:---".’ -:."'_r.--—l-- ~ F—1)i

gin am 26t = A B ( = l ;

oder wenn wir filr die Exponentialfunktion die Sinus und Kosinus einfithren:

: : e O A 0
sinam 2a = 2.4 B ( . "
w— AT

S gty
sin am 2bi = 2i4 BO 2 i
i — A4
Entsprechend erhalten wir, wenn wir die zweite der Gleichungen (19) aunf die Werte

von cos am 2a und cos am 2h¢ zur ;1\]1‘-'.'1.']](311“%' ]Jl'i[i;’k‘l]:

. cos am (a - Bi) cos am (@ — i) — sin am (o - Ui) sin am (@ — bi) o am (a -+ 0i) o am (@ b
cos am 2 g = e T - 5
1 % sin®* am (e -+ bi) sin® am (a — &i) )

; 9% cos am (@ -} B¢ cos am (o — bi) - sin am (2 -+ bi) sin am (@ — bi) A am (a -+ bi) 2 am (o — bi)
COE alll & 4t = = = P . T - ~ )
i 1 — %= 210~ am (@ —- f.l.l|91|_':|1|-,|‘u- .’;.'.;. !

oder durch Hinsetzung der Werte aus den Gleichungen (18) und (17):

cosam 2a = i '.1, ;
Sm e TR
cos am 2 bi = —
Wir finden daher:
. s ABC
- (9] FecNy = Tel-M | a—y — )
g am 2a = pr——5s cos (@ g—7),

2i ABC

— T T
tg am 2bi = B 4'CF

sin (e — B — 9).
Setzen wir der Kiirze wegen noch:

:.-L!J'_rl‘ — tg 20,

B* — A*(
" = 32 A2 etk
§|_1|_'_':‘|1<'|'l: 4 5 ‘L_”!{ == clg _‘_fr‘}:
B 2 A2 RO AL
' L lj-'a"- r+ = otg® 24,
Bt — 2 A*REC® - AA (8

4 A* B0
Bt — 2 A*B2(° | A'CV 4 4 AR
4 AR

}— l + etz*20,

= V1 4 etg® 24,

2ABC 1 1925

T | 430 T = = =8 al
B2 L A%C" V14 cte2ay L ?
so erhalten wir:

tgam Za = tg 24 . cos (e — g — y)

tg am 2bi= 4 sin24 . sin (¢ — f — y).




Der Gleichung (8) zufolge ist aber:

gim am 20

tg am 2bi — = { gin am (2D, ).

cos am 2hi
Wir haben also zur Bestimmung von a und & die beiden Gleichungen:
team 2a =1tg2d.cos (e — f — p)
sin am (28, % )= sin 24 . sin (¢ — 3 — ¢).
Diese beiden Gleichungen geniigen, um fiir einen gegebenen Modul » die Werte von
@ und b zn bestimmen. Denn aus der letzten dieser Gleichungen ergiebt sich sofort:

;Eln 2o, win (i =1
ff.l_'
of — e VTR
.. E =y s i-’r“'.-"}
L1}
und beriicksichtigt man, dafs
- tr am 2a
gin am 2a = : I
J1-4tg*am2a
o B 8 { 3 art
gin am ¢ = ——o " W VL )
1+ tg*am 24, cos® (@ — f— 7)
so folgt:
b 2o . ool (& g —y
F14tg*am2d. cos | 3 )
5] da
20— :
Vil — %) (1 — =*x*)

]
Hiermit ist nachgewiesen, dals fiir den Fall der Legendre’sche Parameter # imaginiir ist und
die Form hat:

n—p+gi,
der Jacobi'sche Parameter die Form:
i -+ bi

annimmt, wo @ und b reelle Grofsen sind, welche von A4, B, 0, «, 8, p, oder, da diese sechs
Quantitiiten sich wieder durch p, ¢ und x ausdriicken lassen, von p, g und # abhiingig sind.
Ist also # imaginir, so ist der Jacobi’sche Parameter von der Form:

n=— — z° sin® am (a | bi).

Die bisherige Untersuchung hat gezeigt, dals man, n mag reell oder imaginir sein
diesen Parameter 7 immer in der Form — % gin® am ¢ voraussetzen darf, wo ¢ entweder eine
reelle, oder eine imagindre oder eine komplexe Grolse ist.

Im letzten Falle, der eintrith, wenn n selbst imaginir ist und der Jacobische Para-
meter die Form a - b¢ annimmt, verlangt das Auffinden des Zusammenhanges zwischen der
Legendre’schen und der Jacobi'schen Form des elliptischen Integrales dritter Gattung das
Additionstheorem der Parameter. Die Mittel zur Herleitung dieses Theorems ergeben sich aus
den Reihenentwicklungen fiir die elliptischen Funktionen und die elliptischen Integrale zweiter
und dritter Gattung und deshalb muss zuniichst zu diesen Reihenentwickelungen geschritten
werden.

Die elliptischen Funktionen konnen. bekanntlich durch unendliche Produkte dargestellt

“'BI'Llllll lL]ll.]. Awar 18k:




510 A ¢

COs all

wo g die von Jacobi eingefithrte Bedeutung hat:

- K it " . S
und wihrend —— alle positiven Werte von oo bis 0 annimmt, von

Die Werte der Faktoren

ersten Gleichung

+ K'i und dann in der letzten Gleichung w = K setzh

Der [JIL.‘iuImn;g

{am K = A

Setzen wir

folglich ist:

['_JI'I:.

sin am (K - I = da am K —

in der dritten der

obigen Gleichungen w = I, so erhalten wir:

Jam K = ' = )/« JI i
= V4 _1_'_:1' i
-] (5=

Weitliiufiger als die eben durchgefithrte Herleitung des Wertes fiir V% sind die Her-

leitungen der Werte fiir

Lwecks der Bestimmung dieser Werte |'5[.l_r wie schon

gesagt, in die Gleichung, welche die elliptische Funktion sin amw durch ein unendliches Pro-

dukt ausdriickt, v = K -+ K'i

Durch diese Substitution erhalten wir, bei Beriick-

sichtigung des Wertes sin am (K4 K'i) =

sin am (K 4= K'{) =
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Nun
K- K's T mEd’ Fids
S % — = gIN (_: =+ = i } = €0 'HH\
K wa*
= .r"‘l-|--|-_ 2 —|— q- 1
= . e
- L -'r‘r_
U(J'C:Trhr-:_ .ﬁ.";'_ : ‘j_( __*'rf\) . : .:rr.n'.’('
8 7 == C08 | = — 008'—=
N i
o —
e 2 .-:_I f} i ; ",|'_ 1 : 55 i _:._ ;lrl
T - s 2 = _J-flf”

Folglich ist:

1 =3

g pis 1 1 - P S [ I R
sinam (K4 K4) = - = -1 [! b E i 2%) i g
dVa v LT A )+ g

BD

N ticl] g -
—— F Qp_g & p fy—i
i e e L S
_ Lt [—[” +q"'

f_||' |_H Fd— 3,

Die beiden im Zihler des Ausdrucks hinter dem Zeichen des Produktes stehenden Faktoren
(1 +¢*—") und (1 4 ¢*+') unterscheiden sich dadurch von einander, dals der letztere den Faktor
1 -} ¢, welcher sich filr r =1 fiir den ersten ergiebt, nicht enthilt; dieser steht aber vor dem
Zeichen des Produktes 1 deshalb darf ms Zaliler schre TT gr—1y2.
15 <tes und deshalb darf man den Zihler schreiben (1 -+ ¢ )% im
2 r=1
Nenner desselben Ausdrucks nimmt fiiv ¥ =1 der Faktor (1-+¢*—*) den Wert 2 an und diesen
Faktor 2 darf man vor das Zeichen des unendlichen Produktes stellen, so -dafs der Nenner die

Form erhiilt 2 [[U (i

Infolge dieser Umformungen erhiilt man:

= i L] ().

Hieraus ergiebt sich durch Multiplikation mit }/x

= ] (555)

21) V=24 ! ] (. !;.J' {I}

Aus den beiden Werten von J/x und }%, wie sie die Gleichungen (21) und (20)
bieten, ergeben sich die Werte der gesuchten Koeffizienten als folrende:

und folglich:




S

il Ul eewr )
(22) | 2y ;:i i 1_11 (] : +I:1)
v =[] (55

Setzen wir in die die elliptischen Funktionen durch unendliche Produlte darstellenden
Gleichungen fiir die Koeffizienten die in (22) aufgefiihrten Werte und gleichzeitig:

2 Kx
W = -
=
so erhalten wir:
r 0 . B 17 2 re=ep oy ir
1 s Kx 3 T 1 4 g = 1 — 2¢g° " cos 22 - q
511 am - - =RnX l ET o 2r—1 9 L Ar—27
# ey MR LA E RS o b e, cos 2x | ¢
F =0 s i en " !
a9 2K g (e A e 14+ 24% cosom 4 g
(23) cos am = (OS5 % K e S S ="
T : 1+ g / 2 1 —2q COE 20 == ¢
: EEmin. B i L, o Ar—T o) A —8
2 Ko 1= 1 -+ 2¢q eos 23 -
A am = { ari=1 e FETE=E
B ol 1= ~ L — By coB 2a 4+ g m

Diese Gleichungen sind, uwm von unendlichen Produkten auf unendliche Summen zu
kommen, zu logarithmieren. Die Logarithmen der unendlichen Produkte, in denen der Kosmus
von 2z auftritt, lassen sich aber wesentlich vereinfachen, und deshalb modgen zuniichst die
Logarithmen dieser unendlichen Produkte betrachtet werden, und zwar an erster Stelle der

- . : - . 2 Kw a .
Logarithmus des in dem Werte fiir sin am = = auftretenden unendlichen Produktes.

- &0

1 ] - "_’-f" €08 2@ 4 gt ] |
A LIS ' e ame e |
(24) log ll 1 — 247 cos 20 s = 2> log (1 — 2¢*" cos 2z + ¢**)
r==1 r==1

— SNlog (1 — 24871 cos 25 + ¢ir—2).
A log(l — 2 coR 2 gir=*
Nun ist aber:

log (1 —2pcos 22 + p¥) = log (1 — pe?=t — pe—2=F | p7)

— log (1 — pe?*h) (1 — pe—=70)
B\ I Jik /

= log (1 4 pe**") 4 log (1 — pe Szd),

Nehmen wir p zwischen den Grenzen — 1 und - 1, so konnen wir log (1 — pe*=")

und log (1 — pe—22f) in Reihen entwickeln und es ist:

log (1 oty . O pet® s pt*

og (1 —pet=’) — — ] . =% : = : e
— i do—d b =B

Yo C10 Ay pe pe 240 Pe AT T ;

log (1 —p ; 3 3 i




i

o

o) —

log (1 —pe*=') 4 log (1 —pe— =) = — "11' (eP=itlg—2=7) — F; (et wifa—d=i)- P (ef=ig—6=4)

ab

D 448 £ a4
,r cos b : COH S — +=x
£ ]

(23 k
cos 4w —

2¢
':!

= —Zpcosda -

Setzen wir nun einmal p = ¢®" und dann p = ¢**—1, was erlaubt ist, da

(< i ]

?
so erhalten wir:
1(Jg (1 — g*r g2xiy == [I‘r;_',‘ {1 — q=" e
7 J-', (2r—1)a
B e ‘ Sr—T Ry o N e 1Y
log (1 q e2+f) + log (1 A=t ) == 2 = cos 252,

Substituieren wir diese Werte in die Gleichung (24), so erhalten wir:

r=iw o 2 r=uw J=90
—_ e L il -~y ——r 2rs
log [j : et , el il q, .= —2 S > cos 2su
ey 1—2q77 T cos2m4gq T T S e

re=o §=—on
’ j -0 | r!!."—].-s
-+ 2 2 \" 4 cos 25z
prom—— L

re=1 g5=I

r a0 X o

1 1 cos 2an
— k) \ g [ (2r 18 _ :.'.1]
gl ‘ZI 8 'lrlr q |

re=1 a

&

= o
w] COB 251
r

5 L=y as L : (24 iz }
—2 > CE @ ) — @ )
=l
E a0 o

=0

N cog 28 o — g
__-.l\ 4 1
."LI o ;

f=1 =L

oo
9 2‘.‘ o8 280 IIY PE— i_r‘]
e % A — g

F==o0
o ‘;‘T cos 2sm rl|le
—2 > ==
f—1
Ks hat sich alse als Resultat dieser Betrachtung ergeben:

-

(95) fou i =R sun ML g R
: Tt 1—2g i e :

r=1 2 q i 1 2 1 ! if

cos 2 :




Setzen wir in dieser Gleichung — g statt ¢ und « - | « statt =z, so erhalten wir

wezen:

1 -
cos 2n (.s' + 5 :‘r) = (— 1)" cos 2nux,

+4 (— 1) ¢
r!'l f=ga 1 - ( 1" q
odel
=
(26 ‘.fil 9 1 COB &8 i
Z0) — 3 E 5 , e
e gt 5t et

Um den Logarithmus des Produktes, welches auf der rechten Seite der dritten der
Gleichungen (23) auftritt, zn entwickeln, setzen wir in der oben hergeleiteten Hiilfsformel:

log ( e I S

og (1 2p eos 2 + p°) 2 2 o cos2sz
s=1

— p statt p.  Dadurch geht diese iiber in:

€ Lo 2y <) ‘\‘ (=1) r
. 2

log (1 4 2peos 22+ pt)y =—2 > cos 25
=1
1
— :,)\:.{—]I‘_IJJLCI::"JQI

Wird der dem oben verfoleten Wege entsprechende Weg eingeschlagen, so ergiebt sich:

-

T =
T 1 - g9 gop 2 L g2 =T : o . =
log [ | =S 0 T 7" ST log (1 4 2421 cos 22 4 ¢ir—2)
1 — 2¢q° 3
=1 ]

1 i Lr—2 ’
o8 2m; iq -

— > log (1 — 2¢* —'cos 20 4+ g'*%)
1
: | r x g Fa 1
F==1Y3 e ay fEr—1
: cos 2gx 1- 2 \ 2 i cos 254
: re=] g1 %
L3 =
o N cos 2sa =
== @+ ¢+ +-)+2> el e B i 0 e )
Je=7
: q a \';\' cos 280 |I|--
o Dy : : =
=1 =1 4 1 — g™

Da die Terme der ersten Summe abwechselnd positiv und negativ sind, je nachdem s

ungerade oder gerade ist, so tremnen wir zweckmiilsig nicht nur die erste, sondern auch die

zweite Summe in je zwel Summen, von denen die erste nur die bei ungeraden s, die zweite
nur die bei geraden s sich ergebenden Summanden enthiilt. Dureh dieses Verfahren erhalten

wir fiir die rechte Seite der letzten Gleichung:




& o
o ‘\}T cgs ¢

2

s—
1
AL ) cos 2(25 — 1) )
i) e
=1
at
1 T cos2(28 — 1)a
B 28 1
o ]

Das Ergebnis der angestellten Untersuchung ist daher:

F] o B - : 5 ca - i
ok TT1+20" teossmt g7 ® 08 2 (2 e =
(27 log ] ] et - e =4 . -
d i =] o par=—1 o ¢ I dy—2 [ LLE i B {Es—1)
r 1 1 = Ly o8 2o i A — i
Aus den Gleichungen (22), (23) und (2
: 2 K ) L g
log sin am — T:'Jg_{( L sin :r} +
T 1'%
@ K ek i w7 Cos s q
log cos am = log (L’q= ' C08 :a:) -2 . =
. at W - .- & (| (= 19 q
log o am 222 — Jog Vi 4 4 2 Teos2( —1)w gt
i e — L y! & . -
og 4 am — og [x e [Z 20D
=1
a K

Um nun sin am —— in eine unendliche Reihe zu entwickeln, ist noch die Herleitung
= |

einer wichtigen Relation erforderlich, welche deshalb zuniichst bewirkt werden soll.

oK

Werden in dem Werte fiir sin am = ;

in der ersten Gleichung des Systems (25) fiir

gin z und cos 22 ihre durch die Ex1ujmr,-1|Li;|,§;_l;1‘<"r_~,'_-<o ausgedriickten Werte gesetzt, so ergiebt sich:
:f_ . T o - - 87T el 1 - y
: o i i — F1 . p2r—1 _ sredxl | cdros—Radly ol
51N am - = 1 - 1 — g7 e 7 - 4
T g 1 4 kA i r—1 2xi Br—1 =i {r—5
: e i i ¢ U] ' t4q
4 iR o i 2 r o Oy Q e i, g
L ]j (T ! q_..,--..\} 1_] (1 £ e (1 gt e
a4 @ F Sr—1 fi Hr—1 "
ot ot | -'r- i s L —-g i G | {7} )
. . 1 2f s e e g e =
Setzen wir nun @ — & log ¢ statt =, so gL'ILuu e e und ¢—*° beziehungsweise
tiber in
,__.‘l—-|-| | Hl‘_’lf.lr_':'.'”
: log g — g—1g—2=
it Llogg L i
& T8 = (7 ¢
ri—1 r L —u
T = = q @
und es ist mithin:
e | b oxi — i =R L By ¢y 2 o :
- P R g e 1] =g &= G [ )
sin am (:r — = log q) = L _‘f. o
T \ e ot £ (1 i £ }




Setzen wir im zweiten unendlichen Produkte im ersten Faktor des Zihlers + =1+ — 1
und im zweiten Faktor des Nemmers » — #'-} 1, so ergiebt sich:

[ i (1 — gértlefsl) = I [ (1 —g*r=1e%) =7 L l i (1 — gfr—te=t),
" '“ =1

Fithren wir als Multiplikationsbuchstaben wieder » statt »° ein, so ergiebt sich:

L . a = ey
III [/} L a2t 1 '.":- L Tl — 1 Il 1 — i IE )
; | P I—r,:""_"'-_:_""' —ge=* (1 A i 1 'I-'l Lo ]
. 1 1 I 2zt i By J|l: —
(@ — g 1 1— @ (@ =) L g
¥ o
1 I [ 1 — 24 ! eos 2 - i !
(R I Yltr— | g 1 .f“l cog 2 | .{L’
Weiter ist:
g 8 T p—xi 1 e = —1 1 i
2 1 — ge'=f) (1 — ¢ ig | — g™ 1 — g
e B 1 1 2ty 1 1
—,"_f Il,JI 1 -'lur' T 1 & -2 x50 '.J-'rjl' . (1= Ju"}
1 1 1 1 1 1
R 1 ; S : S e
2eq- & —e 2ig- 22 8In a 4q* B @
Mit Beriicksichtigung aller dieser Werte finden wir mithin:
: 2 [ e 1 1—agrlegagae |- ¢t "
(Z8) snam [.ri—_.(lt:;’:’ .';l - - ] ] ( ) I I : z = ! = ki
Gt = 4 g* sin 1 rr T Feos 2o e "."1'

5 = . . = ; 2K 1154 . : -
Der Vergleich dieses Wertes von sin am — (z —gi logg) mit dem Werte von

. Ko . s o . . . : b .
811 am I |.i1|'||j-l'.|1tt:_?' (Za) M‘g]r_'m , dafs alle Faktoren., welche mit x zusa 1'nmc.>nl|-.mg_1;e]1 AR
- J : 3 E

den beiden Ausdriicken reciproke Werte von einander sind und durch Multiplikation der ersten

Gleichung (23) mit Gleichung (28) erwiichst die gesuchte wichtige Relation:

. - oK iy
sin am ~— - sin am = [‘.r: - _J i log ff I I =)
iq? s

£

e : g : : 2K mw v :
Den Fortschritt zur Reihenentwicklung fiir sin am oder vielmehr des reciproken

Wertes dieser Fuonktion wollen wir dorch die Betrachtung des folgenden Produktes bewirken:




Wird gesetat:

et =gz Y 3
T P v
und e e fle),
2i1e Fie-
so entsteht:
=R 3 1 @
f(ar) 1 l’"{‘l—l_r"' '&,f 1 T R
&) = B o 1
I Gk s 1= 1 — “1"' i

l Il &'ji I ﬂlr'"}' ||3 .
'f‘_‘ :_.‘, «— g

Dieser Ausdrock kann nach der von Somoff angegebenen Methode sofort in Partialbriiche
zerlegt werden, da der Nenner einen mit « behafteten Faktor mehr als der Zihler enthilt,
mithin der Grad des Nenners den Grad des Zihlers um eine Einheit tibersteigh

HEs 1st also:

: A *:} T e,
29) — a i = 4 :
I\ “I f N o— 1 ‘/_‘ t — .-i"II i = o — |I|l"'.J
Zur Iiek[jmmung der Koefficienten 4,, 4,, B, beachte man, dass durch Multiplikation
der Gleichung (29) beziehungsweise mit &« — 1, 1 — ¢** &, & — ¢*" entsteht:
)] e -
| I
: =] 4,
Jn"-lfff\,llf'f-— ]]—;‘ln—!-{\rz— 1) \,\ el P il
\ \ ¥ i ¥ Tl .'|. i !lr-.- o A
== oo I'
. = A. {1 =" o) 1 o 20
fley(l —gtna)="""4 % L 4 1 ‘> (1 —¢*" ) i
\ ] i B —y
i = oD I
Ay (e —g") N7 X )
o) (ee—gin) = + 2 (e — T B
il [. 4 o 1 J .-.f_.-ll r"ll ] — ! i
Aus diesen Gleichungen erhellt, dass
flo) (e — 1) ] 1 =i
[£{ f 28 .Y —
|Fle) (1 — " ) | —gp = A,
f (a) (& — ¢* = hH.
Nun ist
o — 1) ) = a TR
l‘ Jf l Vs O = ,J,-'
oF




folglich

1 ll U _r!:f -Ll;;'i] -
] . ::!—-.’F:.

Wird in die Gleichung filr A, filr f(¢) sein Wert gesetzt, so ergiebt sich:

el ] — 3% ]I 1 —q" N";-.r\ — T LB .
i | =1 o r]u;"" e o — '.':'" [

Scheidet man aus dem ersten Faktor des unendlichen Produktes den Faktor, welcher
sich filv » =n ergiebt, aus, so wird:

l [, 1 — #Vtad’ [l — ¢ ap I—[ r"'"_’ r-|i I] e
g LA T ! m 5
ey i | 1 — ¢ CLE il n:—-:r' :
=dq iy
= pr=n=—1 = n=m ek pe=u
{1 ,-ll.—' "'_[4._',‘ I! 1 q = :4;3 i I L= lrfﬁ ! ’ o -
L = =y ! S ¢'a re=l 2

1 ' 5 o " r== e et e N Lrre B =
1 — -f o 1’ 1— g """ ][ 1—gq = '1} e iy
0 ; T rf':: —2u AL r—2n L i II-—'_ e ‘..':J

1 — ¢
r=1 A

Die beiden unendlichen und das endliche Produkt der rechten Seite migen gesondert
hetrachtet und umgeformt werden. Wird zuniichst in dem zweiten unendlichen Produkte

- 5 — n gesetzt, so erhillt man:

o / G L i f5—1 p—
"l:'| I_I -'lr_" —"Il.r”. I ] -J L i JI |3 1 o l l 1 — ,-Ir-' l B 1 I
g L L g 1L —q L ot 1Y 1 — g™
Wird sodann in dem anderen unendlichen Produkte » == s -} n gesetut, so ergiebt sich:

T dr=—Un=— e Tg—1 o

11 = sl e ) [ll,r ik

31) Gp—an E
S 1 q iy 1 —q

Wird schliesslich das endliche Produkt entwickelt, so findet sich:

T e Dp—8n—14 el n—1lg —@En—%g i
5w T it e W Sl g e B e Ll sl UM £
g—1 AL . grs T R R L==7s5

9 An—1 Sn—2 G —d 4

g —h i f g R =P

15—y i =" =8 1 |'Jl: o q ! 1 :Ir"' .-_||_: —1 q

Lt 17— B) (g ) (@° — f) ) (R =
- 1 (2 1)

@ — Dl — @ —1 - (F =1l —f g T
dals
2444 ... 4 2n=mn(n-+1)

14344+ (2n—1)=n

Wird beriicksichtiot

e R }

so erhiillt man:

] l { — rf ey E ;!a x (4 — }T .J-||'—— r: "_-',l.' |'j\ 52 ".Ilr.':"h .!!' ‘rJ..-
= Lr.'.-—:-.- o 1) (i 1) (g% — 1). .. =S | i ":




Wird nun der Zihler so umgeformt, dafls in jedem einzelnen Faktor f die erste und
die Potenz von g die zweite Stelle einnimmt und der Nenner so, dals 1 die erste und die
Potenz von ¢ die zweite Stelle erhiilt, so sind im Zihler # und im Nenner (n — 1) Umstel-
lungen und damit verbundene Zeichenwechsel vorzunehmen. Ist n gerade, so findert der Zihler
dureh diese Umstellungen sein Vorzeichen nicht, wohl aber der Nenner, ist dagegen n unge-
rade, so findert der Ziihler sein Vorzeichen, withrend der Nenner das seine beibehilt. Also in
beiden Fillen, # sel gerade oder ungerade, wird die rechte Seite der obigen Gleichung durch
diese Umstellungen negativ und deshalb ist:

r=n—1 g , % - ¥
| —q' rj l l 2 Ifi' =R —aD— g% (B L, !
=T e = = : . : ) K i
i (1 gL — (1 q") (1 Y (1 ™ I
— (1 qp 3 fal q*p (1 i 1 I.i._]. -
) AN iy, [}
|'L1 1 [_1 i =t q ")
UIEI_"I':
pe—tg—1 F=n Lt L
I ] . 1 " I g—1
\;—j| ’ I - __|'-'I g rlll.-,- ]j ] , f 2 F
) 1 — '.’ 2n 11 &

Werden die fiir die drei Produkte in den Gleichungen (30), (31) und (32) gefundenen
Werte in die Gleichung fiir 4, eingesetzt, so ergiebt sich:

M [ [ | ;,,I-“" : II! L s ‘5
— — g Ii [ :],f. '!I.1 q 9)

= — " rﬂ" -'f..r

Wird in die Gleichung fir B, der Wert fiir [ («) eingesetzt, so entsteht:

—1 . a il 1]
af o — j
B, == I j s /] =} |
1 — .r T [+ o | 94

Scheidet man aus dem zweiten Factor des unendlichen Produktes den Factor aus,
welcher sich fiir » =n ergiebt, so wird:

ey e
By | —— :
o =—1 [




S e

Werden die beiden unendlichen Produkte und das endliche Produkt wieder gesondert
behandelt und setzt man zuerst in dem letzten unendlichen Produkt » = s — 5, so ergiebt sich:

I w0 T 5 e 3
T !I 1 _.F_--:- .-|—.|.3 ![ 1 _ff_\——l |i
(e Qe d_o m— .
pal o P T Voo S il )
Das andere unendliche Produkt lisst sich zunichst durch Multiplikation des Zihlers
und Nenners des unter dem Produktzeichen stehenden Bruches mit ¢g—*" umformen:
T i i 354 J e kg ol
!_’ r_ll--' Ilf__. 1 IJ i Ar l—-[ f: rlr_.l —dn—1 P\- =1
el e e SR =gt
und wird jetzt » = s 4 n gesetzt, so resultiert:
i - TS :
(84) ][ 'I":—_'.f“'"_ll'i_' = [] 1 — gt gt
J -5 -8 L
F=n--1 S o=y y=1 L =1

Es bleibt noch iibrig, den endlichen Faktor zu reduzieren.

Hs 1st aber:

i 1 rmmg —1 - |
i1 ..],11 ! .If— 3 _,Iri, " q 1 Ijl {ies -'Irml llﬁ—'l - 1 - r,-"" b1 g {
B g 27 [ = s In » =
g 1 o? 4 ! b - re=1 1l —-g
— ’.‘l:h.  ¥ar "-ll_. : B : = 1— '|r_ i |j : 1 r]l_.'_ =l =1 1 q :ii 1
|r‘:" 1 1 - i e ',l'_ Ay = 1 r]l_;l
@ L—glgt 1 —g Ot {_. g Gn-8gt 1 —lE
q Ei 1 - i an 1 a & | i 3 11 1 ,I—-
E: Q=18 g — L gy = gin—1 =1 g
EP—=1"gp = ol B g RO e ¢—1 q'p
g8 — 1) (g° =1 3 1} |.-]|' g— 1) *p — 1) rlr._'-; T P
{q D" — 1) ("t — 1 2 1y g7 gt HiFEt @
WB—(@CB—V(*8—1).... (" 18— gntY
I.lf-' = | ot —-1 'I =ap L I-‘I_j'_'l_ 1‘. r)\.,. llll._-:

Werden in

den einzelnen Faktoren die Glieder so umgestellt, dals die Potenzen von g

die zweite Stelle einnehmen, so sind sowohl im Zihler als im Nenner n Umstellungen vorzu-

nehmen.

geiindert und es ergiebt sich:

[, |

Ty

Werden die in den Gleichungen (3
hung ecingesetzt, welche den Wert von B,

31,

Das Vorzeichen des ganzen Ausdruckes wird deshalb durch diese Umstellungen nicht

(1
— ¢

(84) und (55) aufoestellten Werte in die Glei-

angiebt, so wird gefunden:




1!
2 1

=1 18 Sa il e L R
T 2 1= 5
@ Jramras B SearEsy

wgen [ A= O — Y
= fi ! I (1 JEFE
o =g
=g " 4.

Werden die beiden fiir A, und B, gefundenen Werte in die Gleichung (29) sub-
stitniert, so erhilt man:

Werden nun wieder:
==t fe==l¥l  D'm PyettEi ()

oesetzt, so ergiebt sich die Gleichung:

~ / Lnyi P L et LR |
L e O S e e |

Folglich ist:

. CTR— > : 5 Py A
o 9 [ &F el r,f"(— EEOEIE S A i )] :
_|II = l CZ.I’ { 1 J ,ui‘/_I 1 — r_'l' =K if £ 1 — r_'“-:_l.! rj.:'r.' |

Setzt man fir P und A, ihre Werte, so erhilt man andererseits die Gleichung:

o :
Pt s l ] = ‘_Eflr.!f--.-J cos 2 (2 + y) + ;‘rs,-___ . (1 — g&T)’
4 R 1 — 2¢*Tcos 22 -} ¢*" ( ) 1 ek ety

oder, da
(A —g 1B (L — @) =1 — 1 (B4 ) + ¢
+ o) gt

— 1 — 2¢*—1cos 2y + gir—2

e g 3 Q
P ] ]'] sl — s
4,  sinae L L (f 9. oo Py

3

A,

= 1 — g2r—1 (et

Durch Vergleich der beiden fiir gefundenen Werte erhilt man:




2ry @ £ el B st n LSt
fam 1 ! ] 1 — ¢ 1 -\"',n' Cos o | %) _!. q ;
m i (1 247 ecos 2x 4 r_,-l (1 2g L oo 2y q )
i .: oy . =
v Bay T f n —Sny
e i J, ' y 1 _|_ ‘}1 (.- U 2 e q ¢
1.:' i T—: 1 plad Ill,'.'.'l J 1 7

so ergiebt sich:

Setzt man in dieser Gleichung y = 0,
r i & o o e
1 II Ll gt
sinz X X 1— g~ —2 ry
[ ST ( '1
5 1 NI ( q’ q" ¢
— ) _I 3 '“ - o ! 3
| (sl Ao A L2 TLJ- 1 r""”;lr' o 1 1 — ¢ s i’ il J
Nun ist aber nach Gleichung (23):
¥ x 3 1% & r 40 . i
: 2 Ko 5 i Ei e e - i 1 9" coa 2 -+ ot
sin am sin @ ! ’ [\ =t ALV } ‘[! s L
kL pesie e B T A R B it O il

o Tm

Vergleicht man diesen Wert von sin am ~—— des eben entwickelten
i T

mit dem Werte

Produktes, so folgt sofort:

e
¥ s 2r | T
sin am — 4 Fm1 1 b s i
b1
| 1 N gt s A ]
== 21 = T = Foe
l Lt I _;L'I [.‘_ i & :"]':! n —I 1 p FY l..': 1 ] |
Wird in dieser Gleichung # — = ¢ log g an die Stelle von @ gesetzt, so geht dieselbe
itber in:
| T ):: e b |-):
i A
o s 2N ( q:!----l_ 1\ e r!:’
i
| ¥t '~ b i
. 2% - &y s I f L:
=g T : : : —II_ 21 2- !-_'. 1 ]
R i g [ #==1 l1—4g :
Wird Zihler ond Nenner des ersten Gliedes der rechten Seite mit '_."f' il TunHj!,]i_

ziert und unter dem ersten Summenzeichen n = #'— 1 gesetzt, so erhiilt man fiir diese rechte

Seite der obigen Gleichung:

i ol n— M =y ;
¥ T - > A e
o |l. /e oy ‘\,;' f| (I \1 i {
1 — ge**" dam | AL dst T BT B el L

oder, wenn der erste Summand mit unter das erste Summenzeichen eebracht und n wieder als
? =]

Summationsbuchstabe eingefithrt wird:




1
4. i
B NLe 4 AL BN R
el (r i T el DR
d = 7 o 1 -
9, .\_\T ( g b { f ]
TN — gttt 1 — it J
Nun ist sowohl
== Rl

ff = e <1 als anch (P <= 1.

Die beiden unter dem Summenzeichen stehenden Ausdriicke haben also die Form £
1
wo p << 1.
Dia aber
r o 5 7
et e R D A i

eine konvergente Reihe bildet, so lange p < 1, so ist auch

. ri R a 1 o
i = s L
i A & o8mil a ¢
| — gin—igzi 4 A AL A
it — 1 L b1 4 1
giews ol - 1 S ,ll & T | j 2 Szi
En—1,—2xi { ¢ 4 £ -+ £ -
1 q £
EH=—] 3
xi = ¥ g dp—1
el i s [re i ¢ A i i ! ! I
An—1 Dy 91 dxd q A€ Tl ! 4_ ') L€ € |_|_
I"'—'q 1 {q f
o 3 — . 2p—1
il m . = T e e
= 3 Wi 8N & + ¢ s da - ¢ gin b 4 . - - - I[

BIN I -
An 1 2a 1 . Ea—1

T = K
w7 . & : : & ; Ty 24y
! \’: (g ° smx-+g “smn3z-+¢qg ° smbx---.)
=1

= {W" + gt gf ) sing + (gt gt g7 ) sinda

@ ¥ g ) sinbo )

=4 | ¢ sin z 4+ € SN Ha - = sin Hha l
1 —y¢ Ti—7g 1—g¢ R )
r—1
== a0 |
| i A
—4 D4 gn(@r—1)z.
.a—I ]_uf" = 3

Frither hatte sich die Relation ergeben:




= 1 \ i
9K la - i log g e |
: Qi . : r‘-.J 2 5 ) 1 i e
sin am - - sinam = E e e o

also ist

- 2 Ha I/ p [ I d 1 - 5 & f.'::' B
¢* sin am ~ !! [\.] . ,Ir'-'r- ) 2 = o | III (\ i s )
T ! ! VL5 stloga) s
4 gin am : "r“

¢* sin am Jﬂ Ii tl l :.;w-'-::

=1 £ 3
2K 4 r— =i log 'F\_' F=]
4 gin am - - ;
w

Wird fiir die rechte Seite der oben gefundene Wert gesetzt, so ergiebt sich:

.-' =1

B 2K : A | ot A \1 g 2 L . =
g* sin am == ] [ ( I{_ } = = ani{ar—-Lyae,
T e w1 0 -, re=1 1 — O~
|lIJ-11'_'|'|lll:'h
5 - o e 21
: 2 Ka 1 11— 7 q 2 i ;
(87) sin am ——— = — I [ (\ . :I } —=————sin (2r — 1) 2.
. gt poy V1 —gt" =1 — g

- et ‘- “Lre = - = o 2R
Auf ganz dhnliche Weise konnen anch die entsprechenden Aunsdriicke fiir cos am

a

und 4 am hergeleitet werden, aber anf kiirzerem Wege filhven wir diese Herleitungen in

]Il]l_ft'IH|l‘]' “-['J:SI.' lEIl!'L'I:.

Wird auf der rechten Seite der ersten der unter (23) aufgestellten Gleichungen, welche
r ¢ 2 K . 2 .
den Wert von sin am angiebt, also in:

y e P
: (1 L pEr—1y= 1 e R PO e
sin c}[ { '_'i' - } !1 ,” - ‘L_
2 SRR T ) SSpmry SEEA T

o8 2o - i

— g statt ¢ und - — 2 statt = gesetzt, so geht dieser Ausdruck iiber in:

. (1 a..."' s 1 -} 2 a|."" cos 2o - ;.;:
CO8 & L . } i =y
2 SSWELOUAS S R e PR

Durch Vergleich dieses Wertes mit der rechten Seite der zweiten der unter (23) auf-
cestellten Gleichungen ergiebt sich, dass der obige Wert mit dieser rechten Seite vollstindig

iibereinstimmt, dals also durch diese Substitutionen sin am ——— in cos am = iibergeht., K=
. g AT SN - FETy e ~ 20 - . -
wird mithin fiir cos am = der dem in (37) filr sin am —— gelundenen entsprechende Wert

5 : 3 : Ay T
erhalten werden, wenn wir anch in der Gleichung (37) ¢ durch — g und @ durch — — &




ersetzen. Bringen wir noch vor Einfiihrung dieser SBubstitutionen in (37) den vor dem Summen-

zeichen stehenden Faktor —- unter das Summenzeichen, so erhalten wir:

q*

» = 0 g Fe=

. L (1 — gtr—237 7 =1 o

sin am — :[’ { ] - j ‘} 1 so—7 §in (27 1) .
e U b

i e e

Fihren wir in diese Gleichungen die oben angefiihrten Ersetzungen ein, so ergiebt sich:

r x a "
2K = E R N e ‘e
cos am —— = Il k L = \ \ ! j,a_, sin (29 — 1;-(;, :)
i =1 L e L 3 /

wo unter dem Summenzeichen das positive oder negative Vorzeichen gilt, je nachdem » gerade

oder ungerade 1st.
Nuon 1st aber:

: : (It =l T
sin (2r — HL_, --—.r\’-—sm (21 1y = — (2r—1) c|
= =) OO E (rr— 1),
da cos (2r— 1) | =0, gleichgiltig ob » gerade oder ungerade ist. Daaber sin (2r —1) 5 =1,

je nachdem # gerade oder ungerade, so folgh:

. « fm ¥
sm (Z2r — 1) ‘k =i ..") = |- ¢0s (2

so dals bei geradem #» das positive, bei ungeradem » das negative Vorzeichen gilt,

— 1) &

“a

Unter dem Summenzeichen steht daher hei gf.‘l'zlltt'm i

cos(2r — 1)z,

1 _|_ I-r_'.-' 1

cOs am cos (27 )z,

oder, wemn der Faktor wieder vor das Summenzeichen gesetzt wird:

]
L
! ¢
Lawhis iy =g T2 =
(38) 1 1 T 1 [ el b e e ‘
(29) CO8 am = — l l ﬁ : . ) ‘} ——— cos (2r — 1) &.
T 7 X o 1 alrl' S — 1 1 - "-'" :

: i L 2 ICx 2 7 ]
Um endlich auch fiir o am - den entsprechenden Wert herzuleiten, gehen wir am

einfachsten von der friiher entwickelten Gleichung (36) aus:




1 l [ (1 P o r_.l:: 2 cos2 (@ )
i 1 (1 2 l_f: L e '-3_-'! 1= |!li : 2 (i r]ll:.:l
| -— n 2 miy]
e ST o \
| a e * 'ﬁ"l vl o— g -.r.'l ' . — -q i f
r =
| 1 \_r i ang L ont . @ i LA e g ]
= B3 S i TS i 2
o f Lt 1 1 50T | o il B o ¥
] 21 8In i 1 e e TN |
1 5 N = (dn y—2)i_
s8I ._-'i i ',l-l a2 ’ -Ir:
§ =
1 T, \_‘.' Zig" sn (2ny - @) 4 21 Dy )
= | Ll "
B "“"f"i I — 2q cos 2 - q°
i 1 fo \T = &l1 2ny -+ @) I sin (2nwy
:-‘:l il A;H ! 1 ,JIE t ape @ L .,I
Wird in dieser Gleichung # = — gesetzt, so erhalten wir:
s [ ) s o
' . | e 1‘ Ing | .,J = -_LJ
;[ =gty =L eos (m - 2 . L d S a— & 2
- 7 = —t— i {7 o 27 T
L 0 e ety T i (A 28 4 4 =it L+ 20"+ g
’ ] (1 el 1 1 _'-I: " cpa 2 if .']I:' = ol L i '\':‘ o Cos ‘_J.-J:Ir A r‘.'"
ry? o RO lr—3 A 5
- 1 -+ 1 24 cos 2y -4 ¢ d::l (1< q
> P D pRiE : 1 n e i "
! I l‘l — ‘] ! " 1 0 2y T — i T q" cos Sny (1 o '.f-.:'
T et g R P
T g L cos 2y - g 2 _.ﬁc_.l 1 4 g2y
Pl e
—"I ] "Jl o
und setzen wir y = a:
S ) FENA ' ir —
{ e 1 2g cos 2 P : T
II \ 2 } !I =1 i =144 ‘} & — COB 2nxT.
. i 1 =f= G r=y 1 ;3,...- cos 9 q - = _ 1 _:_ 'Jf-”

Der Vergleich dieser Gleichung mit dem in der

gestellten Gleichungen fiir

chung mit jenem Werte {bereinstimmt, wenn er mit {

.F"

¥

L

_.t l

A am

oK o =
angegebenen Werte lehrt
i bl

i

R0

".l:: -

Ly S

-l'—uul

dritten der unter (23) zusammen-

, dals die linke Seite der Glei-
1% 2
_.._} multipliziert und durch

g e B b e RSy : . ¥ : :
;) dividiert wird, folglich ist, wenn als Summationsbuchstabe wieder » gesetzt wird:

L cos ‘_’."'.r.).
1+ q*




5
Fis bleibt jetzt nur noch fibrig, die in den Gleichungen (37),

(38) und (39) mit den
unendlichen Reihen multiplizierten unendlichen Produkte durch bekannte Grofsen auszudriicken
Setzen wir zur Abkiirzung:

4

] (0) (4

o Lo
1 |__ r.l'l'l_-lz

=
[

4y = il
-',l'l" =1 1 i

. . 2K m
und ferner sin am = -
T

s 2K
()5 C08 am —

wenn wir die beiden Gleichungen:

’ - 2K - . .
=y (x) und Adam —— =y (%), so finden wir ,,

) Ve . | i e
a8 1 -l 208 S3 -l CO8 DX~ + -« o
o g% f [ . g3 908 Jx + e |
¥ [ar) 41 4q* Lg? \
s — 1 - ; cos 24 - sos o - 'O s
0, | i g8 008 24 | { gt CO8 o + g C08 G -
mit einander multiplizieren.

g
. el E= el i T ] SO I [; g0
4] 7) fi SE = T

. st 1)z
= q

L 41 Vq

: i Joiisd -
+ — — €08 2x-cos @ + + — " — cos (20 — 1)x - cos 2 -
1 = 1 T I 1 =4 1 'i_ Ill__al—l I'\ I
dq 1 2nt3
- i S I : : 08 (20 4+ 3)x-cos 2 1+
1 e 1 -L b I 2
B L
q* Va ag' Yt
J i : _cosdr.cos -l .. J i w05 (2 n o oo d o
{ L+qg* 14 g : AR i e ol B rgi:-.--:[[]l'“l““ ) @ cos 4 |
4 gt [/ pEnto ; =
+ =2 i l L cos (2n 1+ B) . cos dg e
1 =4 1 -|— r]l""_;_" & 5

_|_ 4 u Ve

wra sqt . e
g Ty cos G, cosx 4 - -+ -} .

-cos (21— D)z cos Bz -

i -
<
1
b 5
=3
(]

08 (Zn - T} a ., cos G -}

) e o
e - COBE ZNd . CO3 —]— JCRCRCR
1-}- f'.f_l B S

|J'r.' :
e e A .F cos (2n 4+ 2)x . cos Lo
i} ginct3 1+ g . J
4 g Eflf - gt T2 fPe
-+ .'r ki T cos(@n 4-4) @ . cosx L Sz I.,I scos (2nt-4)w . cos da
e e 1 e e :
dh e mia mow o

Beriicksichtigen wir, dafs




1 ; 1 y ,_
cos (29 — 1) & . cos 255 = > COos (2r 4+ 2s — 1)z ":' 5 CO8 '-.:-:"j- — A 1) £y

g0 kiinmen wir die rechte Seite schreiben:

rd b — 005 (20 4 1)@

8

i V a | e oo | a5 i
¥ f A Y e " ) p 0y Pl IS
- : [., {'II.-1|__‘JJJ'i ]I-,r-l-ul.ll_»[\_,ﬁ -.-|_§..-- 1

o
i VPR l D
il ' . e l cos (2 —;— 0Yax 4+ = cos (20 )& —E—} -I— -----

4 i gt | i \ e | i
4 . Va ——— [ cos (2n -+ 1)w~ cos (2n — 11) ] """
1 -+ g L gt b-\2 el

vl g Vg™ t? (3 L9 | .
f et St ey [_J cos (2n -} 13)z 4 5 cos (2n - 1 l.f'} e

L i [ 1 . 1
= f 3 Vg | In-t1)x 4 = cos (2n — ':13'] =1

(1 5 1 ; I
{., cos (Zn —-:— Fa ) I = 008 l__'_J.'-' —|--- ]_I .-"ll - [ e

A 7 (1 E 1 : o
- : : Va L - cos (20 4 B)@ 4 = cos (2n 4 3) ,.\
== 5 L ] 5 | T )

q 1 ¢ - 1
& - ‘I.' L cos (2 —E- e - - cos (2n 4 1) .r‘}-a-
Lefg " 1+ g" \2 ; L2 i

s Bl e G R il e T i e P LSRR S e s 1+4-¢" 11
S e U Bl L L 0l e B i 1+4g
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Der Faktor von cos (2n 4 1) z stellt sich dar als eine Summe von vier Summanden,
von denen der erste Summand eingliedrig, der zweite Summand eine endliche Summe auns
n Giliedern, der dritte und vierte Summand unendliche Summen sind,

Bei der gewithlten Anordnung der Partialprodukte riihrl der eingliedrice Summand aus

der ersten Heihe der Partialprodukte her, die endliche Summe und die erste unendliche Summe
; ; : . : 1

stammen aus der Reihe der Partialprodukte, welche in den Klammern ; cos (2n - 1) 2 entweder

als ersten oder als zweiten Summanden enthalten, und zwar die endliche Summe aus den Par-

tialprodukten dieser Reihenfolge, welehe  cos(2n 4 1)« als ersten, die unendliche Summe

1 \ . . e
]Il'UdlLHPil, welche 5 €08 (2n —J,-- U # als zweiten Summanden autweisen,

dagegen aus den Partia

endlich die letzte unendliche Summe entspringt aons der Reihe derjenigen Partialprodukte,

: o e 1 e . . '
welche in der Klammer ; cos (2% 4 1) 2 nur als zweiten Summanden haben.
IMithren wir in den Faktor von eos (21 - 1) die Summenzeichen ein, so nimmt er
] ]
die Form an:
: E2n—2r-=1 -2 1
ST T ] — : ]
!' i i \1 q r i X '."J q
T o el B Tt L o2a—2r1 | ! [T P
1+ q s . e il T il I+ 144
o 1
r * = :
RN g i
LT P Tt

IHese Summen lassen sich aber bedeuiend reduzieren. Yuniichst ist:

L b ned e e
5 \}1 q ; q Z ¥ ‘»',-I,ull.i ‘5‘1 J,r“'
et Ll e el AT R el | (] - ) (1 PR Ey
4k A i ¢ e L ) e i <) BT — 2
1 e A S I B i i 1 — Pt e g B g !
; = b 41 24 Syfdr a1
g 1 NTaE g U] —
1 rll': - 1 ’/-I. fats r.l"l 1 {1 = q 1
i £
—y g b3 b4 | 1) 2 i_'
o | N1+ i il S = 0,
=i & e | 2 3 =H== 1
1 [ e (L= g ol (L~ ¢
a o |
| rll'_' -2 --]J
I
1 5 |
N 7
- 1-}g (1 g T
T o
= )Q" I ‘\;’1 q
e 1 i ”'.'a--JJlt i i 12y




- (14 ¢ hiddq
.1 i ' \JT g T 1 ) Jiffizte
1 — ¢° ] L4 ¢ hHa
i g ST q = J
| gont A+ @

Addieren wir die beiden unendlichen Summen,

L 'n':. f-f- 2 F

gr—1
o \1 r.lI i L@ \-.‘ 1 R
ol | gn-f=8r-1 1 T L Fr—1
e A S s B 1
n+t e G
—B o : 31- { g1 o
i tn41 7y T Bl )
1 i b, : 9 I Tt 1 —:— i
(L o
Q) i 4 Bl i il T 1 i
= g 1 l y B B by e e e | 12 1
== - a 4 11 ¢
LS| - 1 - g° Gh

4 dis

T e B

}'
| 1

, i .
el e e L
[ : i L q
LG e q'_'..-—:— ".l:: > l
| I Enhd 1l - I
- a
- i q s |
Al < 1 e
0 - + ¢ B ps L FETE L

Hiermit ist die Reduktion der beiden unendlichen Summen durchgefiihrt und es eriibrigt

nur noch die endliche Summe zu vereinfachen.

o \'T q fq __ 9 r‘{_ ; 'Q:;‘ |
e o 1 - llr-'l —dr41 o ] 1 -'.':'.
L L r=1 J

g ST 14 gl g?rg ¢
) [ .-lu-'!" 1 ____ & 5
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r=mn R a 2
—=—fr e NRU D e B e € 0 A D) Bl R S L
1 l? 2rp I_IE 1 i q 1 | q By i
1 b i ] ; .
9g T B g e
25 = L| e e
L—1q == 14 g 1+ g =
e ‘!q”-l_: [}J- e '.’!'-I "'1" ’J-.’ r!“l_ ! = 0 it if !
{2 l_lr!.-: -1 | 1 | i 1 -| q 1 _|__ ..Ir': " 1 | iq 1 1 1 1 "|

Addieren wir diesen Wert der endlichen Summe und den oben gefundenen Wert der
Summe der beiden unendlichen Summen, so erhalten wir:

__rff.--:—i q:,_. L1 l
n -+ !

1 ‘Ir'.'-.—--i i At r|l::.-| 41 i

Der Faktor von cos (2n 4 1) # ist mithin folgender:

4% n e
gl C s ; q il
AT e e 1_]I 2 0 L 20
1 e ) 1 i 1 /) 1 o
Beriicksichtigen wir, dafs
._Jrf'-’-f-- 1 1 'I" I_f'_-.-_--.' (1 - _‘Ir-.'.. 1 1. i 1 1
e 'J'.i”_:“]:' (1 + rlr:!"-i.'-:l | ESEE .'lrl""'_i [::l (1 | rf"'-:"l:] 1 .rlr:" 1 1 =} 'Ir\'! St
so kann der Faktor von eos (2n 4 1) 2 geschrieben werden:
T '.I - \
gt L ot { 1 1 }
Fai1 1 9 Gl
1= 1l —g" ™" ‘ v ] (s il !—|—-_r"'!-'
!1“__ 0 1 =1 n
i f - . " [}
- e Sl e (2n-1) L =
1 -} 4 In-1 1 7 i=f= 1 1 - 'F_I' 1 1 gt

W) w (x)

Infolge dieser Betrachtungen stellt sich als Wert des Produktes heraus:

oder:
(@) . 1@ =0.0 | Va 808 % - 8} ¢ oa B DK e R
Wy 4 "ll—-J,r 1 Pl ™ 1 at " ] |
d I va .. Ve . | e |
= (.0 T sing -l N R g AR e
Voo T |1 — g P f i — g sin3a | [ — g5 5in bz I
Da aber in (37) gefunden:
3 1
e =i 1 lrIr- A ; m
: SN 1 fid - SE
sin am =~ = — I] ( ) } . gin (2 — 1) &
b ; h L. 1 i ¥ i X r]l"' —1 .
I = ¥ |
Pz aRw .. : T S e Lo _
und ferner fiir sin am = die Bezeichnung ¢ (2) und fiir — [ " ( - T ) idie Bezeichnung ¢/
7 ! A : k. {7 i
q !

eingefiihrt ist, so dals;




¥ - ar—
S
Ry f | ———gin(2r— 1)z,
T s
50 I':I';=_‘,i<.'|.i'i ?"llL.'III
™ 5 dgp (i)
P(x). % !:;r'l = ==
Werden fiir @ () und 7 (#) ihre durch @ (%) ausgedriickten Werte gesetzt, so erhalten wir:
do () / ey 171 2 % (e
fL.JI = — |_ ] = r‘|j (2 ) | — (X ,' 2

Wird zur Abkiirzung ¢ (x) = # gesetzt, so ist fiir # = 0 auch 2 =0,

= {T} = | und wir erhalten:

=T Yi— 7

1 "'-'-
oaer

0 T

K1 BRIl — %t gh) 1T
Da z und ¢ gleichzeitiz verschwinden, so giebt die letzte Gleichung integriert, wenn die Inte-
grationsvariable mit ¢ bezeichnet wird:

l dt _&®
. V(1 — ol ‘:kl — iy )

Da filr 2 =1, £ = = ist, so liefert diese Relation:

1

4 fdit .y _r 1
J yi—da—=m =2 @
[

Die linke Seite dieser Gleichung ist aber gleich K, mithin ist:

K = - oder:
b o |
I
(40} ey
Hiermit ist ¢, gefunden. Um auch @ zu bestimmen, beachte man, dafs aus den fir
@, und @ anfgestellten Definitionsgleichungen sich ergiebt:

e 9 ¥

4uhwﬁljﬁ}jJG;;;i

(]. -Irh-:):
v 1 ”I.

L

I

= 4V/q ][ (.]

1 -.':' 2 "'1 —‘.'”— 1% 2

i
'.II: / W1 r]-;:"
ar

q

1
| 24
— 1% 2 4 1 o Iy 2
(=
1—qg* /N 14 g™ }
/ ey 1 -'|lz' A
—— E I.'!' ,[ ( I—”_ ‘).
L N L —1




B =

Friiher ist aber in Gleichung (21) gefunden:

Vo = 24 II t 1-}- a 1}
Py

1 bt
folglich isk:
Wi &
4 = % oder
. 40 2
41) (=P "
\ € % w

Werden alle diese Werte in die Gleichungen (87), (38) und (39) eingesetat, so
erhilt man:

7 ‘s
. ‘2 f!.-.r' "'_.'.IT \;T i 2 ; .
5 ar o= = a [y —
il am — Tk .:], 7 e 310 () L)a
r 1
L = :
(42) 8@ 2z 1 g = ; 5
e oS am — \ = o2 — 1) &
- W ! g pEr—1
7 1 i
4 am 227 z 144 3 4 |
L = T i W08 af .
T B | ! ity LT HE l

¥ |

Hiermit sind die elliptischen Funktionen in Reihen entwickelt.
Wie die elliptischen Funktionen, so kimnen auch die elliptischen Transcendenten F (u)
und I7 (u, @) in Reihen entwickelt werden.
Fiir die elliptischen Integrale zweiter Grattung findet man nach dem Vorgange Jacobi's
diese Reihenentwicklung, wenn man die Gleichung:
i () Va

i g

Va . 81N Sa - Vg
T T—1 ;

sin ha --
— 1 —g°

zum Cuadrat erhebt.
Multipliziert man die Gleichung:

P (%) o [ : I P i P |
= |/ sln & sin 3z - = BIN D& == o000 o
{IJ 1 g 11 q | 1 0 & [} -I 1 rr.": G =t |
mit sich selbst, so erhiilt man;
p (a) |* 1/788 1 1 . : i ! S : |
I Ty A - — 51N X . 8 ; s SR
\\{#J I,_rjr [!—fj 1 ql‘lf' e 'I—rf']—-fc;l“'” R
|u_|' A
+ L — sin (2n — 1) @ sin
e ‘_|'_ = 1 — i -
fll." 1 L :
+ = - SiEn ih)  Saih o —hhen
e Rl =
Ti—g1_gone. sindz.. -k T T pie(@n—3)z.sindz o ...
a=p=1
q R 12 8er Wor W
= PR TR gy sin (29 4 3) « . sin 3z 4




1 q° : T ; . o § P T = A
i L _sing.sinbgf-f—+ & __gin(2n—H)z.sinbe 4 -oeen-
- i TERE T R .
PR o i X E3
‘I : g - ! .F-]Illlfli—l—.'}l,‘;:_&-u[ D ._I_ L L
= et q -
1 Nl
e L _sing.sin (80— a0
— g1 — g1
- A iy 1 & 3
Gl ’l., ging.sm (En- 1) &4
1 —q 1 — &0t ;
1 o : : q e S . .
B g S @ .sin (2R 3) & ; L __sin3ax.sin(2n-43)x-4
1 —q 1 q H8 ) ]—."j : o (
| |
I . I
Da
i L3 +8i ; : 3] ! 5]
sin (o= b) - sin (@ — b) = - cos2b — 5 cos 2u

oder, wenn der Kosinus des doppelten Argumentes durch den Sinus des einfachen Argumentes

ausgedriickt wird:

sin (@ 0).sin(ea—0b) =5 (1 —2sin°b) — 5 (1 — 2 sina)
L - 1 : 8 . o + g
= - — gin" { = = gIn* ¢ = sin"q — sin* b
ist, so erhilt man, wenn
it ! b=y
a— b= w
resetzt wird, so dals
|
(). == =] H --|-- THY |
1.
"J = \'_'-L' 'l |
- - sond ) + gl
sin v . sin w = sin®z (v 4 w) — sin®= (v — w).

I

Werden in die obige Gleichung fiir die Produkte aus je zwel Sinus die aus der letzten
Relation sich ergebenden Werte geset

5, 80 findet man:

() |° ! 1 i f 1 sy T .
' [ s sin® x Sl (sin® 2@ — sin” ) -
.-‘.l il q 1 — g 1 if L=y
| q i R . g ey 5
=1 tsnru.{. —am*{Z2n— 1=z
1 — g™ " LBy, i
q- 1 i L 2 3
o g [‘:'111"I_J-"|']f L - -.~.'11|--n.':.-]—!—---
| i 1 TN A
1 { . g ‘0 g = U] vy 7 o Y
*_ (sin®2x — sin®*z) - - T {hlll'f:’.’.’;—ﬁln:l_}d —3) ,-.«,-J i
1 g 1 q° 1 g Qi— g z :




i TS 1— g (.-.-m (r - 3)ax — sin na, e
s 4 (sin®3z — sin®2a) |- ... 4- gime Nt sin*nz sjn'-'{}:—;'-].;-) Sl
o B LI q-:-.-—1 1 geNe ; |
-+ _"‘:”._I.l: L in? (5 ) e .\}
L—g i 1 — ¢ sm* (1 -} D) & — sin ni ) T
1
1 =2 o iy
e A (;4111' nE — sin® (n — 1) .r:) R
1 71— rJr"'_I : "
[ rII! s
i : sin® (n < 1Y o — sinShm ) b s e
- =l L..m (n-+1)ax sin ??.b) :

1 -1

1 i

T e (:ﬁn’-' (n + 2)z — sin? (n 4 1) r)

1—1 1 — q

i1
I q q S a% . 3o
S q:-, = (&1!. (n 4 3) & — sin u.r.) S e

Der Faktor von sin®nu ist also folgender:

(_ I'_|'.! =31 = 1 FF.‘J—E i pr"' ) rjll" I L 1 ] A= )
q En—1 + TS P | =4 Tn—b 1 a0 7 P En— |)

- 1f 1 —q 1 — '.’: - 1 i a 11— q
= d q" 1 q" o i . rl,-"'="' .rf ] b
(l u:r.-—'-l T i i JJr-_n--i-:-, 1 —q° s s ri:.-.-;-:‘. 1 — 48| }
’ . = i _| : rju == : AT i =2 ‘ 7 PR ) .
& 1—q 1 " ts 1 — gtV ‘J'_-._. F6 1 — g8 ¥

Der Faktor von sin®nw stellt sich als eine aus drei Summanden bestehende Summe
dar, von diesen Summen ist die erste endlich und besteht auns # Gliedern, die beiden anderen
Summen sind dagegen unendlich und dabei gleich. Bei der gewiihlten Anordnung der Parfial-
produkte stammt die endliche Summe und die erste unendliche Summe aus der Reihe der
Partialprodukte, welche in den Klammern sin®nz entweder als ersten oder als zweiten Sum-
manden enthalten, und zwar die endliche Summe auns den Partialprodukten dieser Reihenfolge,
welche sin®na als ersten, die unendliche Summe ans den Partialprodukten, welche sin®naz als
zweiten Summanden aufweisen, endlich die letzte unendliche Summe ergiebt sich aus den-
jenigen Partialprodukten, welche in den Klammern sin®naz nur als zweiten Summanden haben.

Beachtet man die Gleichheit der unendlichen Summen und fithrt Summenzeichen ein,
s0 nimmt der Faktor von sin®ana die folgende Form an:

r—n =i

H—7 =] =1 n--r—1
ST . q" A iq — 9 >‘. i - iq 5
i I =dir=f=1 Ir— il p— 2n4-2v
— 1 q ¥ 1 — g £ = 1 — 1 q

Auch diese Summen lassen sich auf wesentlich einfachere Formen bringen. Zu-
niachst 1st:







Subtrahiert man nun von dem Werte der endlichen Summe den Wert der unendlichen

Summe, so ergiebt sich:

" o {“ +9 (’ L | g Y SNy rf:--:: I)}

Ry sl ==l 1'__"4'
el g e
e ff: n 1 Y— iq i f-l!:. I ! 1 ‘,";r ] 1 J

woraus sich ohne weiteres als Wert des Faktors von sin®*nz der einfache Ausdruck ergiebt:

i

; [ rlr'_'-:

Als Wert fiir LH;J stellt sich demnach herans:

= 14 n—1
o (x) | ; T ngt D
@) | — 1r;r \ — — 81N B,
g | g =
= j {
Wird in diese Gleichung der oben in Gleichung (41) festgelegte Wert
25
() — "
e # M
emgesetzt, so folgt:
4
o I n = o
it B -;l.-’ . ¥- 4t ] et S
p? (z) = . rJ.' ‘5 5 SINfnE = —o \ { 3= SIN° N
e——l—lg e e R
a Il — 2 sin* ne = cos 2nz, folglich
sl g = - (1 — cos 2nx),
so 1st auch
2P == o0
3 2x® " | LT F
= () = — - > — (1 — cos 2aux).
) wE I i AN )
n—1 !
Setzt man nun wieder
PR : 2K
@ (2) = sinam S
so erhiilt man:
- 2 hr.r' -‘ iy 5
gin® am \" —L ] —don 20 r)
T ]r'|.' o= ok
fe==1 |
. b Vi T
und wird % F b mithin % = oW gesetzt:
)
mdy Ba® 7 Ji‘-'Jl'T ( IR
SID® am 4 == — {1l — cos ——
X K A qJ.'I X 7
n 1
n 1] -
g e ‘\}" ( Znqg" 2ng" ?.'rrfr)
SN Am % =— : — — — 08— s
o e A SR T 1 — " "

"

Setzt man nun zur Abkiirzung:




g0 1st:
S w? 1T mg" i |
SIN° M % = 4o [f'-- 2 ‘} 'r\,. cos —=— | *
‘_,"_, 1 q 1
Aus diesem Werte fiir sin®am » folgt:
n 0
R x* 1 " ¥ 7 U
1l —%*sin"amu =1 — =— rf'—- 2 ‘,\‘ L _ cos o L
ie sl 7" K|

Nun ist die erste elliptiseche Transcendente:

E(w) = | (1 — « sin®am u) du,

mithin ergiebt sich:

" - 5 il - : =
F (1) = f = ][(' 2 N1 M oo Nmu | | d
il . E- I* L J—I 1 — fll-ll. Y J

| x.
| ? ISl 2t K N g 3 7T U
E(u) = W — 37 V- 5 e I =
{ NI dmed ® £ |
_I.l
& ] =
; 7 " 27 1 - :
(43) f.--f'l"[|—1.l‘J|’f—‘l E \ 3 A
e NH IR i n I
Y =, 1 iq
Setzt man wieder
" x
=0 g
o q="
so folgt:
1 a0 - 1 ¥
= ey o 0] * "
(44 Eiw)= |1 S t’ ! J -}~ = \> z A
W L KA j-.-u : 1 r]l" I K ._: 1 -'ll"' K

wodurch die Reihenentwicklung der ersten elliptischen Transcendenten hewerkstelligt ist.

Setzt man in der Reihe fiir () w = K, so erhilt man die Reihenentwicklung fiir
das vollstindige elliptische Integral zweiter Gattung F (K) oder ¥, und zwar erhiilk man, da
fitr u = K der unter dem zweiten Summenzeichen stehende Ausdruck verschwindet:

1—.L|--~_>.,"> a: M
T o 4 "

x =1

1'1J|5,;]LL'EI

Setzt man also F als bekannt voraus, so kann man auch die Reihenentwicklung fiir

£ (u) schreiben:
f o
e gy 1T S T o UM
l;', P T 2 . 5 T
() o = o s1n —

oder, wenn man mit Jacobi setzt:




! &
o i D T q"* . MY
(45) Z () = = ™ L sin '
|

1 1 ,Il,— I f'u
8o st zu schreiben:
(46) E (1) = = 1= 4 (u).
\ W 1

Um endlich das elliptische Integral dritter Gattung in eine Reihe zu entwickeln, geht
man von der Erklirung desselben aus:

-] . 27 8N BN @ . €O B @ . < am ¢ . sin® am o die
(47) (¥, a) = s S :
A - = I — % ¥smn®*am a ., gin®am «

Differenziert man diese Gleichung zweimal nach i, 80 wird man, wie Jacobi gezeigt
hat, auf Ausdriicke cefiihrt, fiir welche bereits H|_'jJu.-nm|iwi|_-!;lun;_g_'pu bekannt sind.
Aus der obigen Gleichung (47) folgt:

d IT (2, a) #2HIN AmM &, o5 am @ . o am . 8

du 1 — %* sin®am & . sin®am u
| E |
11 — %% inam a . sin® oam )

. { 2x%* (1 — #* sin®*am @ . sinam ) sin am @ . cos am @ . am @ . 8in am % . COS am . A am u

+ 2% sin®am g .cosam @ . 4 am @ . sin®am w. cos am % . 4 am )

|

2x' BN AM @ . COS 8N G, o BM @ . Sin Am e, 608 am . o am i

I — »* sin*am o . sin*am w

2’ 8in® ama . cos am o . < am @ . Sinamw . cos am . < am

5 (1 — »* sin® am « . sin® am )
2x*sin am o . cos am % . o am % bl
= S oy |31'|I| am o . COS am a . < am ¢
1 —z*sin*am a . sin®am i L

#* gin*am @ . cos am o . A amg . sin®am 6 |
; |

"am & . sin® am

2x® sinam g. cos am %. Jamu  sin am . cos am .

1 — %® gin® am « , sin® am w 1 — %* sin® am o . 81

Nach dem Additionstheorem der elliptischen Integrale erster Gattung [Gleichung (19)] ist:

. § 811 Al i . COE Bl o Z am a = BIN A ¢ . C08 am o . o am
sinam (# - a) — — e
1 %7 EIn® am @ . sIn® Am
. sin aml 4 . cos am g ., o am am a . cosam# . Jam o
gin am (4 — a) = g :
< 1 — x*gn® am ¢ . sin® am «

Durch Addition und Subtraktion dieser beiden Gleichungen erhiilt man:

: ’ : 2 i A @ .o Am o
SIN am (¥ - a) - sin am (4 — a) =

1 % *am a.sin® am u
C ( 1 . f ] 2 gin am . o5 am % . o am
S am (4 a) sInam (¥ — q) = = !
| #° BIn° am a ., sin® am u

Mit Benutzung dieser Werte erhiilt man:

a5 IT (1, Loyl ; . y e A 3 |
p = = X |.-'Jll;l]|| (¥~ k) — BIN A [ - -{r,n; ;H_‘ll:l,lll (- @) =4 s am (u — gl
51 ] 4 3 .
: i I (1, @) B | Aty :
(45) 7 e = irln" am (4% = ¢) — sin®am (n a) !




H8 -

der Reihenentwicklung der ersten elliptischen Transcendenten F (u) ist hergeleitet:

Bex
o Na 2 \* . T ng” L
= | ) = 2 ginnx,

w ) pb

g® () = sin’ am
2 n=1

iqebt sich, wenn aus der Substitutionsgleichung:

lnerans er

Y
(14 =
s
|l|_']' \1-{"‘-'
T
- R
in diese Gleichung eingesetzt wird:
. o Lo
.lg [N e 1 g . g S
sin am 9t = | —+ } \" — gin® — .
O < Frisks 2K

tt % einmal u -} @, das andere Mal « — a gesetat,

d* IT (., @)

Wird in diese letzte Gleichung sta

so ergiebt sich ohne weiteres als Wert fiir der folgende:

W
d® IT (w, & 1 . 2=\ 1 mg" e nwm (4 - a) g nar (i (k)
2AB et : ] \‘ ' L.em- a1 .l ‘ — gin® am . .
duc 2 a1 ] g\ 2K 2K )
t=1

Fithrt man hier wieder, wie oben auch geschehen, an Stelle des Quadrats des Sinus

den Kosinug des doppelten Winkels ein, indem man wieder von der Formel Gebrauch macht:

i 1
sin® y = 5 (1 — cos 2y),

d* I (n, @) - ® 2" -] Hg L v (1t - a) Ly LT (1 a)
—"'_‘{- ‘\ = ]l'-tl—t:ua.'J e ) .(1- o8 = ]k
(v 4T ‘I'I'L ) ] qa A= A J “n h ¥, i
FoNE N ao? e Lo
g™ '\ Hif ] 1 B e L o B (u —a |
= [ K/ 4 1 ey |2 2 08 K g | g OOF K |
i i et " ; . :
T 1o Lo (2 L) t (% - o)
) \' 'l_ fl-_u.-:’ r. o Ltﬂ'i':'! L L
K ._A-'-.—I 1 1-"- l K K I

Integriert man diese Gleichung zwischen den Grenzen O und w, so erhilt man, da

d IT (u, a) %2 gin am @ . cogam o . 4 am ¢ . sn®am

du 1l — #*gin*am & . 8

fiir 4w = 0 verschwindet:

=

d Il (w, a {m\" | =~ Wiy I | . NI (W — () T
i \ K e = N K K
T l 1 N (i — a) .] nmw .',. | r-':l
- 8 -2 Sl -
K il b s B T
| q i BB
- n—
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Wird diese Gleichung nun noch einmal zwischen den Grenzen O und w integriert, so
ergiebt sich schliesslich:

i

’ ; T ~ i [ K nr (i — ) e (1w r.:\l
T (u, ) == _ §— 208 - 4 C0S .l
b A K h; 1 =" | nar Hels K ' nx §on K r
N
I.\
] o r :_ Gl
: o i |
| A% \ q | .« NI
+ == — | wgin == |
s e | ;
0
L ‘g { ! i
N ] g nw (it - a) T (1 a) 2x N | q" . Rfra
: \ i ,.._(cus ‘],.l cOo8 K }‘|' = \‘ N
‘.ﬁ_u_ il — i Lk 1 L1 Y K :——- 1 i_,l--- I

Ersetzt man die Differenz der beiden Kosinus durch das doppelte Produkt des Sinus
der halben Summe und des Sinus der halben Differenz, so wird:

Fl ¥l b ¥
\ 2 ) q" " 7 q e L LT . M
I (a, ) = L } 4 g e G \' s mh . gin )
i e e i — gy (1 — g?) ki i

oder endlich, wenn man sich der von Jacobi eingefiihrten Funktionsbezeichnung Z bedient:

it " u
: S ~ ] q" . T %
(49) IT(u,a) =us(a) — 2 ‘:‘ ~——— 3ln il
3 e .-—-I -'-'|].—f_|"- "‘l 1

Diese Reihenentwicklung fiir die zweite elliptische Transcendente IT (i, a) gestattet
auch das C!lillﬁj.:-‘t]_‘li: ilntcgra] dritter CGrattung durch den Logarithmus eines unendlichen
Produktes auszudriicken und damit die Funktion einzufithren, weleche von Jacobi mit &
bezeichnet wurde und nach Dirichlet's Vorschlag die Jacobi'sche Funktion genannt ist.

Bekanntlich 1ist:

rju"
1 — -;:
folglich
(i -
———— O0E R ==
[ Ll — II- I:I 1
und mithin:
o o ] : :
T s —1' ¢ ! ; in 5
."\’. . o COS R = }I 1f COs T —|— : COS H X —: 4 Cos nv —|— aialfa At Lt I
=ik 1—=gq"") 1 i W % |

Fiihrt man hier fiir den Kosinus die Exponentialfunktion ein, so erhilt man:

! T _1 o A = A .
— cosnz—1 > g (er2if g—nai) L (puaig g—nzi) L ..., i
| = —'I L\ H () -
-l <<g<1
oty by el Tl )
n=1




30 ist auch, da

i 155 ’
2 ~—— cosnx =— 3z [{log (1 geet) 4 log (1 —ge—=!

- {f

—ziy |

il
I}

+ {log (1 — ¢ &) 4+ log (1 g e=*) ) + {log (L — ¢°¢*) 4 log (1 — gP¢

1

o
e o (1 A o8 & -+ g’
- cl— .

¥ 1

: ._|: log ! [ (1 -_Jllr_-_',... T "l- -l.l"" N

Setzt man in dieser Gleichung einmal = =

erhilt man:

’ 1 (1] nw (a4 - ot 1 TT ( o
\ : e cos ,"'I — P a |r]:_.‘; [ ] k 1 — '_:'.'I.l' K Lg
‘ | 1 - . i

~ if i (2 o) 1 T/ % (0 — &)
.::_ 7 (1 i oRn ’ K R 2 lULr I ! (l o '_Jrl.'"' " cos I _'I_ r":.h :

IT (u, @) = uZla) — = log ’ [ “ — 2gir—1 gpg T & _.i_ &)
) =208 \ q K

=1
+ 5 log .’I (' R
Sl ] log Il Il - I', II : _r;h_..
e e

J'.:1|t'~‘.'[l_'|\:lii]|_'.:' macht es ::;E'lg;'

Funktion:

() =1—2¢q cos = - 24" cos - — 2¢* cos -
. = ] i i

auszudriicken,

“log(1—ge)(1—ge* )4 log(l— g’ ") (1 —ge—*F) 4 log(1

l[lllt

aann x

L

+ rJl|.'-—:-lr

K

ich IF (u,a) durch die von Jacobi eingefithrte




Gl

Denn ersetzt man einmal u dureh % — ¢ und dann durch u —+4- @, so er

ilt man:

T (1 — ) D (1t ) a S (it )
i —a)=1— 2¢geos ——— -+ 24" cos = — — 24" cOS :
\ v { K I ) 7 /) ) K
5 16 dw (1 — a@)
-+ 24%° cos - e -
# . z g I\ — 1 a
= (1 (ki I! (E — 24" =1lgps : -+ gir—4
l ] . q L\, ! ; I )

i (46 - a) | 1 2@ (u 4 ) 4 dm (i
i (w4 a)—=1— 2q cos - - 2g" cos —/—— — 2" cos :
} ! ) ! I i 4 It { K

4 { | 3

L 018 4% (W a
T ._I'_I|| c0s - =

i
— { g2 _Dptr—1 g T g )
III (1 | l![l 2q €0 K i |

und diese Werte von & (u — a) und & (u - «) lehren auf der Stelle, dals:

1 (¥ — a)

(H0) I (4, &) = w2 (a) - - log
. * i s = i

Dieser Ausdruck fiir die Transcendente IT durch die Funktion & ermdelicht es nun zu
zeigen, dafs von den vier aufgestellten Gleichungen, welche den Zusammenhang zwischen dem
elhptischen Integral dritter Gattung nach Legendre und der Jacobi’schen Transcendenten
darstellen, sich der dritte Fall auf den ersten und der vierte Fall auf den zweiten zuriickfiihren
lifst, wenn man die Funktionen Z und  auch fiir imaginire Argumente kennt,

Nach der Untersuchung von Jacobi bestehen folgende Bezichungen, welche wir weiter
unten noch begriinden werden:

= i ] 08 am 4 . & am e \
/ | _||r AL by | COS A1 it & AL / \
S == - e 1 - L)
) / O e sin am ! AT
& | o & Pa o R a0 A
(4 K'i) = T sin am o . & ().
Ve

Fiir den Fall, dafs in der Form von Legendre fiir das elliptische Integral dritter

Gattung:
" .ll"r]'.
o (14 nein*g) dp

n zwischen — 1 und — co liegt, ist der Jacobi'sche Parameter a + K'i, so dals
= —x"sin*am (g 4+ K'¢).
Iiir diesen Fall ist daher nach H]{-}jq:hung (B}
==, - riin 1 i (e it iK'
I, a4+ Ki)=uf(a-+ Ki)---log = A
v ! W B#{uw—4a- ")
Aus den oben angegebenen Bezichungen erkenmen wir sofort, dals:
; oy T cosam @ . dama | o
A I e o ST S : -+ Z(a)
Z + A ’ 2R | 81T 41m y
und aus der fiir # (u 4+ A'i) angegebenen Relation finden wir, wenn w durch -+ @ ersetzi
wird:




(w4 at Ki)= - l_ﬁ e % ginam (u -+ a). & (w4 a).

Va
Beriicksichtigen wir weiter, dafs, wie sich aus der den Wert von # (u) ausdriickenden

Rethe:

i 9wt G

L ey Bt e = E) ) :
- = 24" cos e 24" cos R S

K

sofort ergiebt, & (u) eine gerade Funktion d. h.

(D1) i () =1 — 2q cos :

i (— tt) = 4r (u)
ist, so erhellt, dals
fu—a—Ki)=8[—(a—u++ Ki)|==2(@—u- K

Ersetzen wir also in der fiir & (u 4 K'd) aufgestellten Gleichung w durch ¢ —u, so

ergiebt sich:

oy o 4 ]
: - i ) 2K : ; v g »
du—a—HKi)=4=& (& — w4 Ki)=-—¢ sinam (@ — u) . & (@ — ).
Vg
Folglich 1st:
& (u a— KH'i) ¢ =4 ginam (6 — uw) . & (6 — )
(1 Il P N e il
3K .-il'- am (n __;_ o’ & (i 4 u
K 8in am (d w) . & (6 — u)

810 am (&

ar (e _.:. i

Setzen wir diesen Werth und ebenso den filv 2 (a - A" ¢) aufgestellten Wert in die

Gleichung fiir IT (v, @ 4 K'¢) ein, so erhalten wir:

s T cosam ¢ . dam e ; 1 [ =% sinam (6 — )« & (o —u)]
IT (w0 + Kt)=— - . -1 U Zla)+ = log | & . e
A ’ 2K gim am o ‘ & LS sinam (a4 u) . & (a4 o)
i cosam ¢ . o am o Z o T 1 ginam (¢ — 1) 1 i (a Ly
== T2y b ; A usla) - = = low ! i low =
K \ Bl 41 { , 4 b o 19 T8 ginam (& -+ u) 2572 d (o -
Ty 1 i [ — u) cos am o . 2 am a 1 gin am (a4 — o)
= wZ(a) 4 - log ——— -1 1 : JI— loo = x ;
AR e A e Y BN &m o 2 "2 ginam (o -+
Da i (a w) = 4t (u — 1)
g0 18t:
y o r 1 & (w6 — ) cosam a . Jam a 1 sin am (o i)
H(uw,a+ Ki)=uZ(a) 4 = log ; g - s o \ :
S Z= 2 = 511 AT 2 70 ginoam (@6 - w)
Da aber nach (50)
et RN Sa | it .;.'.' — 1) ; \
uwz(a) 4 = log e I (%, a),
so erhalten wir schlielslich:
- / . . cosam ¢ . Jama |, 1 #11 am (i )
(52) II(u,a -+ K'i) = IT(u,a) - u ; 4= log — : :
1 SR 2 "9 smam (g 4 %)

Diese Formel zeigt, dals der von uns als der dritte bezeichnete Fall sich auf den ersten zuriick-

fithren 1i
Wenn also in einem elliptischen Integrale dritter Gattung der Legendre'sche Para.
meter negativ und grosser als 1 ist, so lilst sich dieses Integral stets auf ein solches redu-

itiv. und kleiner als — #* ist

zigren, in welchem der Parameter n




iy )
- {151 r—

Um den vierten Fall, in welchem der Parameter rein imaginir ist, zu reduzieren,

milssen wir vorher die Funktion 7(u,a - K) untersuchen.

Setzen wir in der Grundformel (50) ¢ 4 K statt @, so ergiebt sich:

: P e e e A e L =g — )
II(w,a + K) = uZ(a -+ .hl—,—_i log 5w LR

Zur Herleitung eines durch elliptische Funktionen und die Funktion Z (a) ausgedriick-
ten Wertes fiir # (@ - K) gehen wir von der frither hergeleiteten Gleichung (48) aus:

d2TT (w,0) 1

=t T b Tt s D i [
dut  — g% (sam (u 4 a) — sin®*am (u — a)}
und fithren fir den Sinus die Funkiion 4 ein.
Da nach der Erklirung der Funktion A
d%am z = 1 — »* sin*am z,
so folgt: #* sin®am g =1 — 4*am z.
Also ist
I e 0 - i Lo At | by . i
= | 817 am (- ¢ ) — 810" am (1 2)} —=z{1 —2"am {ut+a)r —35 {1 A am (4 —a) |
1 e ; Fillp g : ] 1 : o
—_ e — = 2" am (1 ﬂ— e A% am M—a)=: JIJ am (¥ — &) — A% am (4 -+ a) e
Diesen Wert in die obige Gleichung eingesetzt, ergiebt:
A IT (1, o) 1 1 . @ £ 1 \
— = {A'am (u—a) — A am (x4 a)} .

du® 2

Integrieren wir diese Gleichung zwischen den Grenzen 0 und u, so erhalten wir:

& IT (1, @) 1 - i ‘ 1 Cred - i :
; - A0 am (4 — a) dy — A~am (w4 a) du.
L o k) ::‘ 4 |
1 (1]

Nun ist nach der Erklirung der ersten elliptischen Transcendenten:
1
)]'";."'.'llrl vdy = I (v).

Setzen wir in dem ersten der obigen Integrale u — a = ¥, so ist:

| %am (u — a) du — | A am vdy = j Aam vdv + | 4 am v dy
o —a a i}

i

j Z2fam v dy — f A% am v dv
\.' ‘||

oder, da allgemein fx () dy = Jl'",r‘['j_;l')'. i

]
'

[ *am vdv | 4*am vdv

JI.:}"' am (4 — a) du =

= FK(u—a) 4 I (a).

setzen wir in dem zweiten der obigen Integrale # - g — v, 80 ist




Hhd |

m pdy = J' A% am v dv ] A7 am v dv

|||. 7 am (# -+ a) du = ;

0 b it
= FE(u-+a)— F(a).
Demnach ist:
 IT (e, i ! - ; . Lt 1 |
J = | 1 (1 a) -+ Eag)}] — 5 | Ew-+ a)— F(a)) |

Flay==-a + XIIJJ-]
Elu—a == u—a)Z(u—a)
I

E (w4 a)="%u+a) -+ Z(uda).

: e G : 1K
I el oy

: = == A(a) 1 = (. — ) 1 S (U— ) — E

d e Z (a) 8 I ._,/'H s 2 K

H 1.5 1.5 15 1.5

1
(ot ) — = Zilaw =) |
2 .
|
fhre e
R R B e e O |

[
=]
3
[
=

e bl ’ | s B L
(D2) - = Z (a) 4 Z(u—a) =4 (%4 a).

Da andererseits, wie sich ohne weiteres aus der zumerst emgefilhrten Hrklirung fiir

IT(u, a) ergie

@ Il (u, @ % gin am . cosam . Jam g . gin® amou

il 1 — x® gin® am @ . 8in® am o

so erhalten wir duorch die Gleichsetzung der beiden Werte von :
: an

@ . sind am u

= #° BIIL ELIm fF . C

. s Ak " 1R \
Z (a) - 5 Z(w — a) ==z Z (4 a).

¢ . Bin® am ©
Vertauschen wir in dieser Gleichung w mit a, so ist:

#2510 am U . COBRAmM W . Aam 14 n

M (%) 4 1. Zla— W) — = 2 6,

1 #¥sin*am o . =in®am 2

Da, wie aus der Definitionsgleichung (45) fiir # hervorgeht, Z eine ungerade

Funkt i|_+||: also

Zlo—u)=— Z(u— a)

i . Bln- am

= 7 () — = Z (v — a) _Ir Z (w4 a).

S am

Durch Addition von (63) und (54) erhalten wir also:

- - T 5 ; sin g 96, COS am 4 . < am a - L gin am ¢ . COEam % . Jam i
Zluw)+ Zla) — Z(u-ta)=—x*sinam ., sinam @ - el ST :
o ! RIS A fF . 510t 81 1

oder mit Beriicksicht ng des Additionstheorems der L-fli]ll[m-hu':. Funktionen:




e

s BE

(5h) Z(w) -+ Z(a) — Z (u -+ a) = »*sinam . sinam @ . sin am (0 = a).
Diese Gleichung driickt das Additionstheorem der Funktion Z aus.

Setzen wir in dieser Gleichung (65) @ = K und beriicksichtigen, dals ans der Defini-
tionsgleichung (45) ohne weiteres folgt:

£ (K) =10,

so erhalten wir:
(56) Z(uw) — Z(u+ K) = x?sinam u . sinam (e 4 I).

Hiermit haben wir das erforderliche Material zusammengetragen, um Z (a - i) in der
gewiinschten Weise auszudriicken. Denn sefzen wir in der letzten Gleichung « = a und lisen
die erhaltene Gleichung nach 7 (a 4 K) auf, so erhalten wir:

Za—+ K) = —#*sinama- sin am (a -+ K) 4+ Z (a)
- - - , - G08 Am @
oder, da naeh (11) sin am (¢ 4 X) =
d i . Zam @
; = =4 % 8IN AM @ . COS AW i
¢ b eyl i 2 (a)
]JI . I i) Aam a —|_ v

L a— M)

y fd ey ; o ; : v
Es eriibrigt noch den Wert von log umzuformen. Zu diesem Zwecke

7 (w4 a4 K)
gehen wir von der bei der Umformung von Z(a - K) gefundenen Formel (52):

! r L - £
= L) : = & [:J_t e & (% - a)

o IT (w, a
rf"’

aus und integrieren diese zwischen den Grenzen 0 und %, wodurch wir erhalten:

n Lot M i
ffl\-ul_ ) == 44 Z (a) —{— - ] e — @) adu — < ’ = (24 JI a)
- s 3 o

J (1]

Vergleichen wir diese Formel mit der Gleichung (50)

. - e 1 ar (i i)

| & = 8 25 ) - oy L

L0 Wy @) ! /I‘ i 2 ]”"" & (u 4+ ay’
g0 erhalten wir:
? (n— a) Vrr v :
log — = | Zu—a)du— | Z(u-a)du
28 (w4 a = 5 oy
1]

oder

T Gl : T e
log = - l Zlu-da)du — j/flff ) die.
& (1 — a) e 4 - %

L1 (1}

Setzen wir in dem ersten Integrale w -4 a4 = w, so ist:
i

!r')_’ (\'u -4~ ,,'} i = J"‘)‘.’ (1) dw = ,l ')}' (20) do f‘)‘: (20) dir,

Setzen wir in dem zweiten Integrale # — a = w, so ist:
" W—il Fr 1 (1]
f).’{r-: —a)du=| Z (w) di = r" Z(w) dw 4 | Z (o) dw
b ki) 2

= I Z \_:'r'J il < f 7z (20) ey = i A i_'.lf": T —It'- j Al T RTET]
) b i1 i

i L1




— bbb —
und, da die Funktion # eine ungerade, also # (— ) = Z (1)
J‘,'{’ (2 i) dil = fdz I_\rf':'l il "*/ [:.'r': dar,

Setzen wir die fiir die beiden Integrale gefundenen Werte ein, so ergiebt sich:

& (44 a) L e i {ii ot
log 5 — = f Z () dw j A (w) dw — I Z(w) dw - | Z (w) duw
a (e il & % . / - J
‘ i i i o
oder :
Lz
it (4 == fi - - g
log ST D — ' 7 (w0) dao — | 7 (1) dus |
i'r r L3 : L3 | 4
i |
Setzen wir a i, so folgt:

ek

oder, wenn wir 2u = ¢ setzen:

TR () b7 P
(i log = 0) _." Z (w) di. |
0

Nachdem auf diese Weise der Zusammenhang zwischen der #- und Z-Funktion her- |

zestellt ist, benutzen wir die oben gefundene Gleichung (56):

Al i) — A~ K) = »"sinam 4 , sin am (# 4 K) I
. y . z = CO8 am e
ader, da nach (11) sinam (x4 K) =
. # am i
ety - : : »1gm am 4 . cos anm
An)— Z(ut H)= ‘
am w
| }a
d log 4 am u 1 i A am ¥ gin am % . COS am u
o T damu d 1 am e <
50 ’.|l|j_"l-.'
; : dlog oam w
A Al K)=-
i
|
Integrieren wir diese Gleichung zwischen 0 und #, so erhalten wir: |
(H8) | Z(u) du — | Z(w 4 K) dit = — |log 4am u |
Ganz entsprechend der oben durchgefithrten Umformung des Wertes von | Z (4 a) du
- T - .II
ergiebt sich:
LK i B K
f Z(wA K) du = [ Z(w) dw= | Z (w) dw - j Z (w) dw
i .‘. il it
und mit Beriicksichtigung von (57):
e =il & (u 4 K) - & () i (it == ) :
Z (e 4 K du loor - I loo log = J | |
'!‘ \ | ¥ —D & (0) =R ) B ir () I
i-
|
|




ERE———

Infolge dieses Wertes und des aus der Gleichung (57) entspringenden Wertes fiir das
erste Integral der Gleichung (58) geht diese Gleichung iiber in:

] & (1) locr & (w4 K) I s
1 —— o — ¥ A
V5o % sm Sl ity

denn log 4 am 0 = log 1 = 0,

Diese letzte Gleichung kann auch geschrieben werden:

& (- K) b (e
log =t —log 7o) — 1og 4 am u,

folglich auch:
a(w - K & (0)

— . —— = log 2 am w
& () & (at) = L

|uf_'f
und mithin auch:

&0, dwn4+ K

(53) & = A am i
KL 8 (K) . (& (u) A am 2.
r ; X i (0} 5 = E b .
dur Bestimmung von 3K getzen wir u — K, so dals wir erhalten:
& (0) . & (2H) fam K
5 - SR B 1 .
2 ()
Aus der Definitionsgleichung (51) fiir & (u) folgt:
4 -5 2 - q a7 . .
F (w4 2K)=1— 2¢ cos i + 2K )4 24" cos % (4 2K) — 24" cos h'l (4 2K) 4
i N '] \ e LY
1 2( cos l\ % f _‘.'I.:| - 2¢" cos { = dm ;]- — 2¢" cos o fhr)
7 p B S
SN oE 51l o A e e 2
= 2q cos 5 + 24" cos e e
mithin & (u) =4 (u - 2K).
Setzen wir in dieser Gleichung u = 0, so ergiebt sich:
#(0)=# (2K).
Mit Beriicksichtigung dieser Gleichung ergiebt sich:
' P
& (0) \° :
{ sl ) — Aam K,
A (D) :
- i i a = / e
oder, da 4 am K = A= l:‘ I —#sin®*= =1 —«* =,
4 (0} =
== }=,
i () L
. wpii iri la - 40) . — < : .
substitnieren wir diesen Wert von 35 D Gleichung (59), so finden wir:
A = & (4 K)
G /% = A am u
5 Vs

; A 5./
i (1t -~ I*.J = l,-” S am . & (u).

Frsetzen wir in der Gleichung einmal w durch @ + # und dann durch « ¢ und

e ist, so erhalten wir;

beachten bei der letzten Substitution, dals die #-Funktion eine gerac




6

=

/1
£ T i DAY . i ey At | o ¢ I N R ;
dlatu+ K)=4a(u+a-+ K ) l,.r = fam (@ 4 u). & (a4 u),
o R et (i e LA L ke 7
it (a - N)=d(u—a— )=} - dam (@ —u).u (a i) .
Folglich ist:
b) i (1 @ i) Adam (g — u) & (a 1)
] - = —_ e— = - |
& (4 4+ a4 K) dam (a4 w) & (a4« '
Setzen wir nun in die oben aunfgestellte Gleichung:
P - o e 1 i (e ¢ — I
IH(u, a4+ K)—=uZ(at+ K)+ = low- - -
£ | d X wie) 2 =4 (w4 a—+ K 1.
i ; » = ab (ur a— K) - = = - : 3
die i a) und b) fir Z(a 4+ K) und o TR gefundenen Werte ein, so finden wir: '
(e @ -+ K1 : !
— ey ®* BIN A ¢ . COS G 1 Jam (a— u | & (a al
I (w,a ! J'I\. | = :'J./.'Ir':'l — s - — Il_}l_): l i AL |_|“|U' sy !
4 b Zam V2D dam (o +uw) ' 2 B3 (a i)
oder, da sowohl #am w als & («) gerade Funktionen sind:
i - #* ginam ¢ . cosam a 1 Aam (4 — a 1 & (i —a)
N, a6+ K)=ut(a) —u- + = log —+ = log — '
’ - Aam g Y20 dJam (u - a) i 95 3 (w-a
Hs 1st aber nach Gleichung (50):
oy i [ — a ,
t 4 () -+ = i, )
it (a = :EIL-"-‘S,I:--:-;-;- erlll_n'_.rnf_1
mithin auch:
I . ®* BN &M o . COS am o 1 A am (H— a)
IT (u, a - Ky = IT(u,a) T oL loc
N am a 2 " dam i)

Setzen wir in dieser Gleichung i statt @, so erhalten wir:
1 Aam (i
+ Xlog =

2 Aam (% -+ ai)

17 ( . a i _%_ h- Y #7 BlN @&m ¢ . CO8 iLI'lI__“l i

I (w, i) i

Zam oz

wtem Argument
auf solche mit einfachem Argument und die elliptischen Funktionen mif imaginiirem Argument

Wir haben nun noch die elliptischen Funkiionen mit zusammenges

auf solche mit reellem Argument zu redozieren,
1

Da nach dem Additionstheorem der t!“%[-i'isr']l{_‘ﬂ Fanktionen:

: : . COS &m % , slnam 9, o
Aam (@ S
\ 1 # . SIin%am v A
g0 1st
A am (u i) dam w ., dJam ai -}- »* sinam o . COSAM 4 . BN &M ai . COs am i
A am (y -+ ai dam . Jam gf — x* sinam 4 . COsAmM . B0 Am L . cOS am @i ?

da ferner nach den Gleichungen (8)

: : . Bin am {a, %) . ; =
S0 4 & (s e o = 1 [t.‘;ﬂ.l]] &y %)
CO3 am (4, ¥ ) . o

> 1 : Aam (o, )
COS am ot = —: Adam gt — - =
COS am (@, # )°

COB B (g6, >

50 1s1
A am (1 Aam i . Jdam (o, %) . cosam « . team (a, n)
Adam (1 1) dam . dam (@, #) — $2? 8in am 1% . CO8 &M % . toam (a, «°)
Ferner ist: !
sin am @i . CO8 am ¢ tgam (¢, %) i
A am i Aam (a, ®)
i
|
|




(G0

Durch Substitution dieser Werte in die obige Gleichuug erhalten wir:

. > , . .. o tEam (@, %)
T, ai - K) = IT (u, &i) — wix® b ]

dam (a, )

1 A am w . Agam (@, »') 4 tx*sinam © . cosam ¢ . tram (a, %)
|_ ]u”_ P L} 3 (=] L .
2 P damu. dam (¢, %) — iz ginam ¥ . cosam u . team (, »')

Nun ist:

og £ 44— 2isnotg
folglich :
1 Zam (it — at) 4 »*sinam % . cos am . tgam (@, »
2 lU‘L-I"r 4 am ;U. -+ -ﬂ."-:: = Laty  damw. Jam (a, x)
und mithin:
H(uw,at -+ K) = II(u,ai) — wiz® _l':l_r',-:t[:: '1.:-‘ 4 zarcto £iRIH “‘:“H rI:-IT‘_I}m:::J. :l.-”:.'-;::m a, )

Hiermit ist gezeigt, dals sich der vierte der unterschiedenen Fille auf den zweiten
reduzieren lilst,

Da nun in dem ersten dieser vier Fille der Legendre’sche Parameter 3 zwischen
den Grenzen 0 und —#% im zweiten Falle zwischen den Grenzen — #® und — 1 lag, so kann

also das Integral dvitter Gattung in der Legendre’schen Normalform, wenn » positiv oder
negativ reell ist, stets auf ein Integral zuriickgefithrt werden, in dem n negativ ist und zwischen

den Grenzen 0 und —1 lieghk. Liegt aber n zwischen O und — #®, so ist der Jacobi'sche
Parameter @ reell und liegh zwischen 0 und K, und liegt # zwischen —#® und — 1, so hat
der Jacobi'sche Parameter die Form ai- K und « legt zwischen 0 und K’

Mit der Herleitung der oben gefundenen Gleichung (57):

ist der eine wesentliche Schritt gethan, um die oben nur angefiihrten, von Jacobi herrithrenden
Gleichungen, welche die Werte der Funktionen Zi:.” ~+ K'i) und # 'i"" + K@) durch Z (%) und
# (u) ausdriicken, herzuleiten, es eriibrigt nur noch, um diesen Zweck zu erreichen, den zweiten,
darin bestehenden Schritt zu thun, die erste elliptische Transcendente £ und die Funktion Z
fiir imaginiire Argumente zu bestimmen,
Auns der Erklirung fiir H:
1
B (u) = f A% am o
O

folgt: I (i) = j'_u"-' am 1o div.

Setzen wir w = vi, also dw
und beriicksichtigen wir, dafls nach (8):

= 3w

g am (v, =)

Aam oyt = ;
COB am (¥,
s0 wird:

e o d%*am (v, %)
f'.lli"!:l;'- ! } = ,'_(:'i',',
J o/ coa?am(p, %)

L1




T0
Nun ist: A2 am (v, %) =1 — %% gin® am (v, %)
=1—un" |LI — cos®am (v, 'r:”'l)
=1 — »?-L %% cos®am (

— %" -|—~ ;{': L:lbr;'-" am {-": }.".-I_.

also:
Yoo - w2 cos® am (v, %) o
E (i) =i : T ay
o cOs® am (g, ® )
.
0
a r|r.' --
— - - : A s
cos® am (¢, #7)
'F a
a ra:
= 9 L [ ..r0
=t ; o e AT
cos® am (v, =)
.
i
1 1 . 3 (1)
Um fiir das hier aufttretende Integral j "
T cos® am (v, %
.
0

und F(u) ausgedriickten Wert zu finden, setzen wir zuniichst in der

leichung (1)

i Kl
y -t o) dop 1

! v o = g - = tg g A ;

i ]

g=—amu, also dp= 4 amudu

,‘J Top dap f

. "
il ix

fam wduw = Fu)

und ¥ (}, wodurch wir erhalten:

¥ : i =
’ b anm w0 d - tgam .4 am i — B (1),
E i
1]
Nun ist cos® p = — L e + g
1 - tg* g coe® @ . ¢
a150
i i p

oder:

. Flw).
COB® am it i /

. itk 1
] =t tgamu.damnu

". 1 qffp_.

den durch elliptische Punktionen

frither hergeleiteten

L'
]

|




Hieraus folgt durch Einfithrung der komplementiren Funktionen:

e )
ik ot

1 . A .
= b am (#, 2 ) A am (v, x") -
I cos® am (uw, #') —f_ xd E L i LU,

0

Setzen wir diesen fiir das Integral ermittelten Wert in die Gleichung:

P g dn o
Filui) = ix® / . — - 2y
\ c08* am (v, z)
I
ein, so erhalten wir:
B (ui) = itg am (v, ') 4 am (u, %') — i (u, %" + ixfu - fx 2y
F(ui) =itg am (u, z") 4 am (w,%') — i E (u, %) 4 ui.

Da aber nach Gleichung ':-115:]

1 i
I {rn‘ ) =

& U+ Z(u),

Jl].":f_J
I (i) =4 7 o U+ Z(ui)
it 1 &
und

- 4 ¥ o s "
E(u, 2 = 7 U AL

]

g0 erhalten wir durch Einfithrung dieser Werte fiir E(wi) und F(u, ') in die obige Gleichung:

by U L(ui) = dtg am (v, x") . o am (u, % )=t gm o — 2 d (i, %) - ui.

Multiplizieren wir mit 4 und lbsen zugleich naeh .7 (w) auf,

s0 1sb:
14 (ug) = — tg am (u, 2 ) 4 am (u, z") T ot 2w, %) — u - T
- . |
i (ut) = tg am (u, x") A4 am (u, x") 4 ”{,r - K 1) 4 Z(u, %",
J : J 7 ;

Nun besteht, wie Legendre gezeigt hat, zwischen den vollstindigen Integralen &
und K” der ersten Gattung und den vollstindigen Integralen Z und F

7 der zweiten Gattung
der Zusammenhang:

KELKE.BE—K.K=2ZX.
Hieraus ergiebt sich durch Division dureh K . K’
i I
i —l_ R L =

und durch Finsetzen dieses Wertes in die den Wert von 2 (ui) d

2N

arstellende Gleichung:

e pare e 5 (g antX A . A ] | Tt iy LA
(61) £ (i) = tg am (u, %) . 4 am (u, z") 4 Y -+ (e, %),

Integrieren wir diese Gleichung (61) zwischen den Grenzen 0 und #, 80 erhalten wir:

3
=

i P g ¢ ’ i 7 i Fic ) Wl 7 o, :
’ bgam (, z ). A am (u, %) du - Sk K / U j VAR T T
. :

LU

i j Z (ud) du —
L2
1]




=1
[L

Da nach Gleichung (57)

i ] £ (u
i) iy = T —
I Z () du log 10
so 1st:
] Z () dv==1log &+
% <
Im Integrale » — ui, also dv = idu gesetzt und dann wieder u und v vertauscht ergiebt: i
e & (1 1)
! 2 () du sl GEr s
. ¢ = oar(0}
*

]':I,H‘Il.‘ilr |'U|.'_[1 ans r.l‘ll'i['illl[l;_{ (BT ]

R ~ a9 oL, %)
I /.'-'I'Li-". # )y = lull_-:q

= {?I"].?.l:"

LE
0
Ferner ist:
d log cos am (i, =") i d cos am (1w, »°)
e ~ cos am (1, %) il
sin am (%, ') . 2 am (%, =°) : : r
- — e —— == toam (u, %) < am (%, %) .
cos am (w0, ') ! ’

Fithren wir diese Werte in die obige Gleichung ein, so erhalten Wir:

| ALY *d log cos am (1, =) o T ‘.f adull-Too A, 27)
O — - = i e et oy i A )
2 a0 ! da LT f ! e - & (0, =)
o 0
lop ) 2yt og L)
g —— = log cos i w, %) 4 e == log
Ve g 1y i CUS B Lty ' 4K R H S (0, %)
Hieraus ergiebt sich:
= . |
F ey aF (1t 1EK : P (T
| b —= =g . Cos am (1, % ) ; S
ar (0) 7 a0, %)

s

Mit den Gleichungen (61) und (62) sind die Funktionen Z und # fiir 1maginiires
.".ll:_"lllllf’|||. ]II"']':Q‘:I']I'iH_"{I.

Setzen wir in der Gleichung (62) u 4+ K’ fiir %, so konnen wir dadurch &(u 4 i)
bestimmen. Zuniichst geht die Gleichung (62) durch diese Substitution {iber in:
- ! flw 4 K =) &00)

b ke i 1 KA y I rh A E A
Flui - K'i)=e cos am (6 K, z) -

&0, =)

Da nach Gleichung (11)
%' Bin am 1

cos (4 4 K) =

Z am

und, wie ans Gleichung (60) hervorgeht:

=  am w . ()

& (u 4 K)= "

J#

so sind:

T % sin am (u, %)

COos am (¥ 1 A , % ) = ¥
L / Z-am (1, % )

nnd




= [
= : A am {w, #7). % (16, x°)
(w4 K n') =" B
: ; Vi
und mithin:
(-2 K- K7
7 i LXK % 8in am (1, ") o am (1. x°) . & (¢ %) £(0)
Blui - K= — ¢ : 4

am (i, %) Vx (0, ")
7T T TR
P .0 [T
Ve i

b | LK)

4K . # P ~
S0 sinoam (u, % ) . & (u, %") - ik
; / P 0, x)

Nun ist nach Jacobi bekanntlich:

L 3 i ak'
s 4 : A 1 4 K 1 3 §
£ =g, folglich ¢” —=— und ¢"" = .- und folglich:
i 3 U J_,fr]l
ol
: A ‘% ARE SR i ; 1)
Fut - K'i) = — lr @ <€ sinam (i, %) . & (u, %) — =
& . ar(0. «7)
L f|| Sl ] )
Setzen wir wi—=w, folglich u = = — jv und u® = — v* und ersetzen das Argument v
i
gleich wieder durch w, so erhalten wir:
ey i
. e T g
ﬁ'l'\.‘f —|— K ’.r;l = — ¥ e

T . . e o o oy 00D
ik .8 s oam (—ue, % ). & (— i, %) - .
“i""f \ il \ 400, %)

Da Sinusamplitude eine ungerade und & eine gerade Funktion, also

sin am (— wi, #") = — sin am (ui, %"
B (—ui,x") =  &(ut, %),
80 ist auch:
- e
Sl ¥ g : P MR T (1Y)
w4 K = 1= ¢ £ sinm am (12, %) . & (i, %" - o

Es ist aber nach Gleichung (8)

sin am {u = i tg am (u, '),
und wie eben in Gleichung (62) gefunden:
& (1, =°) . &(0)
80, %)
sin am (wt, z') = i tg am wu
T

. e AKK
& (ui, ') = ¢

Fia LK ; 5
#(ur) = ¢ cos am (u, %)
and tolglich:

g B (). &0, %Y
COS am 7% — 3 (0) ’

Diese Werte in die obige Gleichung substituiert ergiebt:

e ST FHai AKK o () (0, =) & (0
(16 = K §) = I e vl ] tf._; am.e”"" cosam u S -y L
'I-fx'." (0 (i,

oder gehirie reduziert:

(63)

#(u 4 K'i) = A sty

- sin am % . ().
Vi

Diese Gleie

mng (63) giebt uns den oben bereits als
Wert der Funktion & [:H -+ K'4).

von Jacobi ]Ii't']'f“l!'ﬂiu] hl';.-'_l'll'ijj]4-1,u[|

10




sh &(0), nehmen dann die Logarithmen und differenzieren

Dividieren wir (63) du
schliefslich mach %, so erhalten wir nach und nach:

Sl L W4 :'1 ; Tk : A (1
—_— e s10 fm
() | p : o (L
T S iV AL - (1
A e e I R o
o - log Vet log sin am « + log o
und endlich
: e o cos am H . < om e . ;
(G4) Zlun - i) = - - . — LA ()
I Bl Am 1

Diese Gleichung (64) bietet uns den oben bereits angegebenen Wert der Funktion Z(n - K'¢).

Die letzte noch durchzufithrenc
elliptischen Integrales dritter Gattung imaginiir ist.
der Jacobi'sche Parameter die komplexe Gestalt

l'uin':'su[-'t_||r'.gl_r bezieht sich anf den Fall, dals der
In diesem

1

LE

he Parameter n des

1.}
enare sc

Falle nimmt, wie weiter oben gezeigt 1st,
@ - bi an, wo @ und b reelle Grifsen sind. In diesem Falle wird also:

g _l'.,-. ||r,|II (3£, A —ll— !J..;|I_

= AL
U - :

os am (& -+ bi)

Fiithren wir fiir die elliptischen Funktionen mit zusammengesetztem Argument solche
ler elliptischen Funktionen

mit einfachem Argument durch Anwendung des Additionstheorems

ein, so erhalten wir fiir den Faktor von I (#,a - bi) den Wert:

g am & . cos am b vm bi -+ sin am bi cos

cos Am @, €08 8in Aam a . ginam bi . .

und, wenn wir filr die imaginiiren Argomente mit Benutzung der Gleichunzen (8) reelle ein-

fiilhren und die notigen Reduktionen vornehmen:
gin am & . < am (b, %5 |- 7 co8 am o . & am . gin am (b, #') . cos am (b, :-‘.-,'I
cos am & . cos am (O, x’) ¢einamea..dama.snam (b, 2') . Jam (b, %)

* gin® am a . sin® am (b, %)

Sam (B, 27) 4
oB-am ¢ . gin am (&, =7

dama ., cosam (b, »°). dam (b, z7) s#? Bin am .

Die Funktion IT(u, a -—:— by selbst macht das Additionstheorem der Parameter erforderlich.
Wir gehen zuniichst zum Additionstheorem der Argumente iitber und leiten daraus das Additions

theorem der Parameter ab.
Da nach (50) die Gleichungen gelten:

F 1 i (1 {tl
e ] \
TR — i G — oo
I (ue, A & log = =
e 1 it L)
iy, o) = A= |_|:_|I|'
LA gk (2 )
T 1 . \ | Cat e [ i it
I = v, 0 = (i —:—— ) 2 (a) : = log R Bk

so ergiebt sich durch Subtraktion der letzten von der Summe der heiden ersten:




I (we, ) 4 _”{.f'= -_‘F.::l — H(u —I— U, &) = Ze) - .-',.'f_’:rr_:- (u == v) Z(a)

1 i — ¢ 1 i (v ' 1 & (i -+ ¢ 14
Sl ]L}” i i LY !l]-f d (] i) & |.;|.r (1 i
V2B @ da) ' 2% 2 Tt v-a
’ ’ N 1 o (e ) . By — ) . a3 n=-F
= (-2 Zla) % - ) Zla) =~ o hi ! |
i Z(a) (% +v) Z(a) 4 2 log i+ a). de + o) . Flet+v—a
- - ; . ; n 1 o (16 — ) . Fle @) . Al o - a)
(bo) Hw, a)+ v, a) — fu -4 9, a) = ]r_]'_""‘ : (i Y
- R ) 4 - 2 Sduta). dloda). diutv—a)

Will man in dieser Gleichung, welche das Additionstheorem der Argumente der Inte-
grale dritter Gatttung ausdriickt, noch den auf der rechten Seite stehenden Logarithmanden
durch elliptische Funktionen ausdriicken, so hat man die Gleichung (H0)

Iiw,a)—=uZ(a) - log -
i PR 2 i - a)

nach # zn differenzieren und die dann erhaltene Gleichung nach dem Parameter ¢ zwischen
den Grenzen (0 und @ zu integrieren.
Auf diese Weise erhilt man zuniichst nach Gleichung (52):

J.I'l.llul B, o) -
o — 2@+

s du—a) — - Z(ua)

“a M, 4 3 T _
nnd sodann ! T Y da — I Za)da -+ ] Z(u— a)da -
L1 5 o K
]

LA
’f AT -|- al il .

ot
il

71
L% "
] 0

Nun ist nach Gleichung (57)

i (i

i Xl_'a';j”"n — loe :
= o ”'I\F'!

et
i

Um die beiden anderen Integrale zu entwickeln, setzen wir in dem letzten v 4 @ = 2. in dem
ersten # — a =4 Aunf diese Weise wird:

j Z[‘“ -jl— Hl|'r|'|ll'-_f 4t } z.:.l:\]”...: = I X!‘_’:": ”.: J Zl:’.: 'I!'fl'. =y |1_‘a4_l|‘ aF (1 - ¢ = |r_‘|r-‘ Al (14
p E F \ !

] e 4 .

ik %

{0 = A0
[
i L
e 4 a) &0 & (1 == )
o l\.':_'.' II _I— v = - ]“,“, 1
= a0 al (e (e
a it i — i
hy ! Yo e . = i [ i) {1
I Z{u — a)da = f A(a) de = - I Z(z)dz - j () ds = log = - log :
e ¥ 'y, 3 (LR (o
(1] u
it (1) (0 (2} o (it f
lU:_I'. 300 i = ]ULE o (10 e E‘I;'E 1
a L LN o @) ? A — @ - (1
Unsere obige Gleichung geht daher iiber in:
- -."”-'-'F, i 3 [ i i) 1 | a1 7 1 J B (ne -L o)
. i — O — 0 = ) iF
rf i i 2 .8(0) o 'S (1 i bE i ()
L1}
ar e 1 i (e i) (e L a
- log 70 — | log log
=g } ] L - U
& (u | Bl — e i L
== loo loge At -
23 (0 i) ih = 2
& () e ; A \
= log - 5 log V& (u—a) ., & (u 4= a) - log &(u).
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Nach der von Jacobi aufgestellten Erklirung der Funktion IT(u, a) ist aber:

10e ‘ * % Bin am ¢ . O3 AM @ . o am @ . sin® am . du
II{n, a) = J -
*

1 — %* sin® am @ . sin? am u
]

und folglich:

dIT(w, a) #? 8in Am ¢ . cO8 AmM o . 4 am o . sin® am %

du ' I — »* 8in® am a . sin® am w
Integrieren wir auch diese Gleichung nach @ zwischen den Gremzen 0 und a, so

erhalten wir:

e *dIl(u, a) . * x¥gin am a .
|_I|H_:- ] T aag = ’
4 e

¥
0 0

sama . Jame. sinfam w, da
gin® am a . sin® am

Nun ist:

dlog (1 — %*gin® am « ., sin® am « 1 {1 — %% gin® am « . sin® am i)

i 1 — »* gin®* am « . sin® am 2 da

in am & . o8 M @ . J am'a

in® am ¢ . sin® am w
Mit Beriicksichtigung dieses Wertes fiir den unter dem Integralzeichen auf der rechten
Seite der Gleichung (66) stehenden Ausdruck erhalten wir:

3

* A1 (i, a) ¥ Ll o .
J de = — — | log (1 — #* sin® am & . sin® am -.!r]—‘
[ log ( )
e L

A )
1]
und da fiir @ = 0 sich fiir sin am ¢ der Wert O ergiebt und deshalb fiir den unteren Grenzwert
der in der Klammer stehende Logarithmns zu log 1 =0 wird, so ist: |
a |
e IT (e, o) 1 . e g )
’ i = 5 log (1 — «* sin® am « . sin® am u).
Setzen wir die fiir dasselbe Integral gefundenen beiden Werte einander gleich, so
entsteht die ‘E[E'il_‘jlllllf_‘::
1 ; g e m e \ & (a) s = :
= log (1 — #* sin® am @ . gin® am u) = log e log V(e — a) . &(u+t+a) L log & (u), FI
|
oder log - — : T = S
(1 — #*851n®* am a . sin®* am #)* li& 1 a)
Aus dieser Gleichung folgt:
v x s @ s g S - ar (e} A (1)
(1 #° 8lN° am @ . sln” am #) 2 = = :
bt (4 (o0 — &) . & (16 rr'l'|’j
gy i e (4 (et) . o (0)\2 1
(I —#*sinam @ .sin®* am u)—! = | : } : s :
2 \ & (0) S ET! a) . &{u 4 a)’

und folglich:
< ¢ 'S fa) . & ()\2 e A o
(w4 a).d(u a) = { = ) J (1 — #=° 5In° am @ . sin” am )
1 ! /

oder, wie wir auch schreiben kimmen:

i, " fir (r & (52 e v 3
i (r - 5) . & (r Sli=— { e ] (1 — »° sin® am # . gin® am g).
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Mit Hiilfe dieser Gleichung finden wir aber, wenn wir der Reihe nach:

2] r J, s
F— 8 ==
i e
o —
f’ul r —i— fei—

¥ — & =
¥y —
a9 .

seteen:

& (w—a).&(v—a) = 1 A

) [LII']

| i
.' . a A L}
0 4 R _1_ R I 4 (0)

#(u4-v—a). &(a) = ][

ar (1)
f Lo L o g A

H {H T .'.-lr &= ."F :}

& (v~ a) - &(a) = e RS e
i & &) 1 i (0]

Dividieren wir das Produkt aus der ersten und vierten dieser Gleichungen

o (iko=ta) 4 (.r_'f =

T !
i—f
it - 1 % = o LY
! —_—
0 a
i
)
% 4
v+ a
| 1 1)
i = L i v - 2a
o] I A — o
i = (1}
-_il
v —a
i
. =
== 1
o
U + i U -i— 7 20
= :
] 2
w v+ a

1

Produkt aus der zweiten und dritten, so erhalten wir:

ﬁ‘iﬁj o —a) . &y — (4 v -+ o)
| 0,
LT a0 +a.duty (1)
| SR v — 2a , i vl | o 4 v -4 2a :
l 1 #° BIN® am = - BINn*am - 2] I — »® gin? am - S -8InTam

e i
| 1 — ®* 8in"am

e i
=51N~" am

v] [, B U4 v — 2a
— ®° 5N am
B k

durch
} r'}
2 |

— JF {l — %®gin?am T . 2% sinfam * = |
f==-0 - Ba\ . fu—uv A
[ 2 ).‘d ‘ .Z_r}l | - l gty B U920 . 5 1
- I ] 1 — %" sin® am — = +-81N° am —
—¢ (l—=*sm*am + sin® am
iy 2|
{th --|— '
! ; {I — % sin® am f—l-r-.,l 2%, sin*am " ll' : F

das
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Hiermit ist der oben gefundene Logarithmand durch elliptische Funktionen ausgedriiclkt
und durch Einsetzung des Wertes in die das Additionstheorem der Arpumente der elliptischen

Integrale dritter Gattung aussprechende Gleichung (65) erhalten wir:

(G 11 (2, a) == T (z, a)y — JIT (u -, @)

I
[ g soga W . T t— 2] | St e A k1 it |
1 {1 — x* gin®am = gin®am —— {1 — =" &in® am = BIN® Am —— |
yor
2 Jl"-‘ : ; i - w—g| | i 20 .. ?
1 — %* 8l 1 , g51n° am —r 111 : Bin* am

Aus diesem Satze leitet Jacobi das Additionstheorem fiiv die Parameter ab, indem er
sich des Satzes von der Vertauschung des Argumentes mit dem Parameter bedient.
Dieser letztere Satz lilst sich ohne weiteres aus der schon dfter angewandten Funda-
mentalgleichung (50)
; - 3 1 o (W = (£
) {1 V= 1w Sla) 4 a
i 11 |, @ / fI’ g ]l,J:_, B (W )
herleiten. Vertauschen wir # und ¢ mit einander, so ist:
A 1 il
IT (a, 1) = a2 (a) _+ 5 oo

289 fa - u)

oder, da & eine gerade Funktion, also:

(g —u)==8 (u al.
¢ \ r 1 i o)
d) IT (a, #) = aZ(u) + = log
’ St S S8 (- a)
Subtrahieren wir d) von ¢}, so erhalten wir:
(RO 7 (u, a) — I (a, u) = u 2 (a) - "

eine Gleichung, weleche den Satz von der Vertauschung des Argumentes und des Parameters
ausspricht,
Aus dieser Gleichung (69) folet:

I{m, u) IT (u; a) = ad(u) —uws(a)
IT (b, 4} — IT (u, ) = b2 (u) AL
T (@ -+ b, 6) — 1T (ut,a 4+ b) = (& + ) Z (1) — wZ (a + b)
und, wenn man die letzte Gleichung von der Summe der beiden ersten subtrahiert:
I (a, w) + II (b, H:I — IT (a4 b, u) — II (u, o) — IT (u, b) - IT (1, 0 - )
=g () L bZ(u) —(a 4+ D) Z(u) —uiie) —uZ) +uZla-f b

i

er:
[ (w, a) - I (u, 0) — I (0, a -+ b)

= I (a, &) .E. Tl ;':F,I w) — T la : b, 1) : " '/ |'.-'J'J: : 2 Il.||lJ‘.| Zla : O

Nun i1st aber nach Gleichune (65):

o ’ 1 . F (e — w) . & (D VRN ¢ I Iy SO 7
(g, @) -0, 6 — Hledb, u)==x log = ke o i
s ' Sl F l ) : - ..J {1 =} 1 i} h —= at) .1'1 Ik 1 1'1 i

und mithin:
H[f.r.‘r.':- —:— Il -.l_‘.l'.n'] IT (e, o —~:-.l'1_|

1 & (a ). b —u) . Flatb

i ettt (B Sl i ) SR O P R S




a IT (1, &)

Aus der frither durch Gleichsetzung von mwei fiir gefundenen Werten

L
gewonnenen Gleichung (53):
%2 ginQm &, e03 AW & . J am o . BIn® am %

1 "

:)'u

; S ; 18
— Z(a)+ -2 (4 —a) — =7 (u—+ a)

sn®am & . sin® am

und der aus dieser Gleichung durch Vertauschung von @ und « erhaltenen Gleichune (Hd):

i #° B0 Am ¥, COSAam it . Jam# . sin®am a i ; 1h - \

(Dd) . : = 7 (u) ) Z (1 4 a)
1 ®T BN A & . SIS Am N : 2

fanden wir durch Addition die Gleichung (55):

|_;rlf1:| ZIIJ.I _:l ,'{l.r!_l —_ ,'/.'.__.-.- - ) = ="sinam # . sinam « . 8in am (i 4 a).

Hieraus folgt:
& (a) + Z (b) Z (a4 0) = #x*sinam @ . sinam b . sin am (a 4 b).

Wir erhalten daher:

{70 I (2, a) _.'I_ II (e, B IT (3, —i- |",-._|
1 & (e — ) &b =490, Fla LB wy o ; A
— = log - : ] : #xsinam ¢ .sinam b, sinam (a -~ &).
2 Pd@tw. 04w, 4B at ot L 8 : L | e

eine Gleichung, welche das Additionstheorem der Parameter ausdriickt.
Den anf der rechten Seite dieser Gleichung erscheinenden Logarithmanden haben wir

oben f-'|i,'it-§ﬂ|!1f_*; -!'E'-T:'I durch elliptische Funktionen ausgedriickt. Diesen letzten Aunsdruclk haf

Jacobi durch eine verwickelte Rechnung itbergefiihrt in die von Legendre herrithrende und
auf anderem Wege cefundene Form:

1 %S Am 4 . 8in am @, sinam b . sinam (a -+ b w)

1 -} %*siname . sin am & . Sinam & . sin am (o - b

Dureh :‘:l'nfi':hl'llnj__{ dieses Ausdrucks nimmt die das Additionstheorem der Parameter
darstellende Gleichung die Form an:

(71 IT (%, a) 4+ I (u, b) IT (w, 0 - )
1 | 1 #? ginam % . sinam o . sinam b . sinam (@ L b — u
== o . ; . . : -
2 B 14 »?sinam u . sin am o dE ., BInam o, 2moam (a : 1] : 1)

~+ wx” sinam 4, sinam . sinam (a -+ §).
Aus dieser Gleichung (71) ergiebt sich:

((2) H(w, @+ bi)y= IT (n, @) - I (u, b7)

1 loe 1 — »*sinam w . sin am « ., sinam bi . ginam (a b i)
0 o : : :
= o : Bln am & . BN Am & . sinam b . sinam (@ hi i)
— Y sinam @ . sinam bt . sinam (a - i),

Wir kinnten hier wieder die elliptischen Funktionen mit zusammengesetztem Argument

auf solche mit einfachem Argament und diejenigen mit imaginiirem Argument auf solche mit

reellem zurlickfithren, allein diese Rechnung ist uns zu unterlassen gestattet, da wir auf ein-
facherem Wege unseren Zweck erreichen kionnen.

Die obige Formel (72) lehrt uns, dafs die Funktion I7 mit einem komplexen Parameter
zuritckgefiihrt werden kann auf eine Funktion IT mit reellem Parameter und eine zweite Funk-
fion 77 mit einem rein imaginiiven Parameter. Bei der Untersuchung von [T(u,ni) hat sich aber

gezeigl, dals die Transeendente I7 mit rein imaginirem Parameter sich auf die Transcendente




— alk K

IT zuriickfiibven lilst, in welcher der rein imaginiire Parameter um K vermehrt ist. Diese
Ueberlegung lehrt also, dals sich IT (w, @ 4 bi) ausdriicken Ildlst durch 17 (u,@) und
II (u, bi - f\-:l_

Was die verschiedenen Werte des Jacobi’schen Parameters anbelangt, so erkemnen
wir aus den bisher verfolgten Untersuchungen, dals wir nur die Fille zu betrachten notig
haben, in denen der Parameter die Form a, beziehungsweise @ — K hat, wo @ zwischen O
und K liegt oder die Form ai 4 K, wo a zwischen 0 und K liegt.

Die Form des Parameters @ — K rechtfertigt sich aus der Thatsache, dals aus der

Erklirung des elliptischen Integrals dritter Gattung in der Jacobi'schen Normalform:

y 5 2 ginam ¢ . co8 am 4 , < Am 4 . BIN° am it
T (%, a) =
LE
L1

1 — wfgin®am @ . sin‘am u

hervorgeht, dals I in Bezug auf den Parameter eine ungerade Funktion und demnach

II(u, —a)=—1II (1, @)

Die allgemeinste Form des Integrals dritter Gattung m der Form Jacobi’s ist:
i (w - vi, a 4 bi),
in welcher Argument und Parameter komplex sind.
Zur Untersuchung dieses Falles gehen wir wieder von der in (ileichung (50) gegebenen
Definition von II vermittelst der #-Funkfion aus:
e 1 & (1w — )
T, a)=us(a) 4 VO = .
L, @) A {1 ll'nfi}-f-'-i :

Dieser Definition zufolge 1st:

/ r 3 o 1 8 {u—ay & b
{ ~li= ) | =— Zlay 1 w» (h) == g s
I (u, a) - IT (v, Dy =u /_"l_{f‘_ 1= 1 Z(h) 3 ]02. Buta) o0 3
I(u4v,a-+b)+Hu—v,0—0)=u-+v)zZ@+ V) 4 (v — ) Z (a —b)
1 -ty —a—n &u—o—a-t+D)
LS lag S = ’
AR S8 (w4 v a4 b &in w1 — )t

folelich:
I(w~+v,a+4b)+ H(w—v, a—b) — 210 (u, a) — 20T (v, b)

=) Z(a+b)+ (u—v)Z(a—0b) — 2ud (a) — 207 (b)

. B (u - v a— D). & {u —9 @ = ) 1 {8 (0 — ) . & (0 — Wz
- ]“|r - : f— ||‘_]fl |
2 S w-v4 a4 D) .&(u — v 4 a ' 22 |8 (w -} &) &Y+ I}
oder durch Vereinigung der beiden Logarithmen:
(73) T(wtv, adb)4IH(w—v, a—b) — 200 (u,a) — 211 (v, b)
= (u -] v) Z (a -I- .",:‘_. 4+ (u — v) 7 l'._.f-f- iy Qu '.J,” \ — 29 Z “'”
L1 B tr—a—8. 8@—v—atD[00ta.20 AN
— 0 : : ; .
I a O (u-trvda—8.Fu—vda—10 L3 (5 — a). "'.I

Aus der friiher hergeleiteten Gleichung:

!{J‘ (r) . & [.»':"}: . & (r-38) .80 —3s
i |._‘-'.:I

1 %* 8in? am r . gIn* am s

ergiebt sich aber, wenn man einmal:




F=aq —
8 =1 f
e 8 = == 1 a—20
¥ — =t —v—a-+b
ond dann:
r=iu 1 a
s ) —ir- 1]
¥ ﬂ— = 4v a4 [
P — 8= - '.'i-ll T—b
getzt:
l"\J' (2 i) . & (v — J'r}'r & (w4 t W, e—o —a-+ 0
i (0) /1 — x¥sin® am (u ) . sinf*am (v — b
{3 (4 a). 8w+ J‘J':l')'“' dwt+vtatib), #lu—2v-t+a h
ar () oy »® sin®am (x -+ &) . 8o am (o <= &) ?
folglich:
U - v —a — b} . 4 (u #— a - ) 1 x* gin® am (w — @) . sin®am (v — B
(B (—a) . & (0 — B)}2 = &2 (0) !
vt a40.8du—04a b 1 #%gin’ am (w4 &) . sin®am (¢ -} &)
i (b a). &0 b)) i ()

und endlich durch Division dieser beiden letzten Gleichungen:

Guto—a—b.8uw—v—a-b &t
Fuwt+ov4tab).8w—u4a by ik (e
1 — #*sinam (¥ — g) . sin*am (v —

1 — »* 8in” am (u a) . sin* am (v

Ferner ergiebt sich ans der frither aboeleiteten Formel (E

Z(a) + Z(u) — Z(a + u) = »*sinam a . sinam w . sin am (a--u)

fiir =20 und w = — b, da Sinus und Z ungerade Funktionen sind:
Z(a)+Z@)— Z(a+ D) - #?sinam ¢ . sin am b . sin am (@ - 0)
Za)— Z b)) — Z(a—b)=—x*sinam e .sinam b . sin am (@ — b)

und mithin:
Zla+4+b)=Z(a)+ Z(b) — «*sinam ¢ . sinam b . sin am (a 4 )
Za—b)=Z(a) — Z(b) + x*sinam ¢ . sinam b . sinam (a — b).
Setzen wir alle diese Werte in die Gleichung (73) ein, so erhalten wir:
Iu— v, a- l_rJ'] ~ IT (% v, —b) — 2H(u, a) — 211 |‘:.'? ."a.}
—= {?!' -+ v) Z () 4 (- -'J Z(b)— (u -+ V) %* sip am ¢ . sinam b . sin am (a 4 b)

+ (w—v) Z(a)— (u—v) Z(b) + (. — v) ¥*sinam @ . sinam b . sinam (@ — b)

i 5 1 1 — #* sin® am (u @) . gin®am (¢ — b)
—2ud(a) — 204(b) + - log : >
) 2N 2 P l—xtan®am (- a) . sin®am (9 -} §)
=w+v+uv—v—2u)Z(@) -+ w+v—u+v— 2v)Z(@0)
- x'sinam @ .sinam b {(u 4 v) sin am (a 4~ b) — (4 — o) sinam (& — )}
8 i . 5 H |L B )I & i L 1 . | 1k L | & g

1 1
—'_'.’ ll]g |

Tam (% @) . 8In® am 9 — ()]

nfam (% - @), sin?am (v - b)




oder, da die Fuktoren von #(a) und Z(b) verschwinden:
i |16 —:—- bV, @& 1 i) —:— f.f'.__-" L, i'l_'l 21T '::!E:, rf.: - 4 ”I..a': I

— — x¥sinam ¢.smamb{(u -+ o) sinam (@ -+ ) — (u— o) sinam (g — D)}

Li—r

1
Ef=es log

Ty T T
Hln” A (3~ @) . B

] o 1
Vertauschen wir in dieser Gleichung # und » mit einander, so erhalten wir:

e =14 2, a0 =

b)) — TT (1 ¥, b) 20 (v, a) — 21T (u, b)

#sinam g .sinamb {(# - v) sinam (@ 4 ) 4 (u v) sinam (¢ — b))

e | 1 — % gin*am (v — «a) . sin® am (u &
=1 1o ——— .
e o1 x*ginfam (v - a) . sin®am (w15

die Summe durch 2 dividieren:

v, a) — IT(v, b)

. 3 1w 1 . g%
i||||, WENLD WIr dlese IIl"II.ll‘i'. |!]I'I|'}|'.L|ILE"![ adaieren :.'|l'.]

I (1t + v, @ + b) — I (u,a) — I (upb) — II(

- ; a 1 i z

= o e o 9] 51 am & . Bl anm 0 . 8111 am (& —:- (1] 1
{1 : loo [1 — =® gin“am (¥ — a) . sin®am (& — &) 1 — =* sin® am (1 @) . sintam (u — 8)]
g2 11 — %* sin®am (& &) . gin®am (v -+ 0) 1 #* sinfam (» 4 a) . sin*am (u -+ b J

Diese (zleichung zeiot, dals
T (u, a); IT(u,b); Hv, a);

ich daher auf die folgenden vier:

ich der Ausdruck I (u-4-v,a-b) anf die Aunsdriicke
lifst. Das Integral IT(w -+ #i, a -} bi

h

liifst

I (u, a); IT(u, b6); II(vi,a); I (vi,bi)

oder anf die vier:

7T (w,0— K); I(u, bi 4 K); I (vi, o

T (ve. bi —i- J'I\_-:I

reduzieren.

Die je zweli mit lmaginir

Argument behafteten Funkfionen [I komnen aber auf
werden.

lem Argument z

solche mit ree

Um dies zu erreichen, miissen wir vorher die Werte von & (ui 4+ K) und & (ui-—- K)

ableiten.
Setzen wir i der frither ;_"Tfll'.]]f]‘\‘rll"ll Gleichung (60):

ir ':ln'f 'i' ."I'LII — i |:..l."|
wi an die Stelle von w, so erhalten wir:

AL am ue iy
o (e _:_ K — : i (12)

V& cosam (4, %

und setzen wir fiir & (#¢) den frither in Gleichung (62) gefundenen Wert:

L \

: i (i, x) 8 (0)
CO8 am I"”l] #< ) : =

i 3
i) = ¢ = -
a (0, »)

so erhalten wir:

oder, da infolge der eben angezogenen (leichung (60):

o i —i— Tt ¥ dam (1, %) & (i, A

®




oder, da die Fakforen von Z(a) und Z{0) verschwinden:

7 (1 +
= — x¥gln am |

Vertauschen wi
1T (s +

= — % ginam

und, wenn wir diese be
(T4} I (1 4
3” |:!‘. =3

1
|
e 1 ]L?{.‘;

[1 % 517
l1- )
Diese Gleichung
IT(u, a); I (u, b); T2(0)
sich daher auf die |'U.g
oder auf die vier:
I (u,a
reduzieren.
Die je zwei 1
solehe mit reellem Ap:
Um dies zu er
ableiten,
Setzen wir in

wi an die Stelle von o

und setzen wir fiir 9

g0 erhalten wir:

r:-f&'l‘, da i|1|'5'1|;;1' der ¢

[, ) — 2T (v, 1)
(4 — o) sinam (@ — b)|
- IJ\

nander, so erhalten wir:
(v, @) — 21T (u, b)

+ (4 — v) sinam (¢ — 0) |

imme durch 2 dividieren:

(v, @) — II(z,b)

)

am (0 — a) . sin®am (u — )

I* am (9 4 a) . gin®am (1 [_h‘ll
v, a4 b) auf die Ausdriicke
Integral IT(u - #i, @ J bi) lilst

| [_e.f ?'J, i '_|
B); IT(ve,bi- XK)

1 Funktionen 17 konnen aber auf

vou & (ui 4 K) und Z(ui-- K)

L (wi)

‘undenen Wert:

). (0)

)




also: Aam (n, %) & (u, %) = Vau & (v 4 K, %)

i (ui |- I

AERE A (6 4 I wY)
i |_I];| £ ~

& (0, =)

Nehmen wir auf beiden Seiten die Logarithmen und differenzieren dann, so erhalten
wir zunichst:
i (1 -} I, %)

| & (ue - K'Y I ¥ /% %
og e = low ]/ ;= =
G (1)} C X LR 1K K

A & (0, =)
und dann:
& (iR 2l ek "
rf ||_|'_{ 1 : 3 log i k=t \. 1
& (0 T U ‘ : (0, =
il 1 K] T i ¢
ui]l.'t':
‘P F r = Tl - - - ’
RV T T [ N o I 7 R Vel T
2HA L Lol

Nach dieser i|1'i']t'L|;:rt:__'; von 4 (ue + K) und Z(ui 4 K) beachten wir, dals infoloe

von (rleichung (50)

Hiw:. bi - K) iv Z(bi SRy 1 loe dive — b — K
L ' LT 2 Te i - b - K)
A - - 1< &b ot = K
= qu 7 (1 | ar Taer 1
( /I_ 1= B .] e 108 3Mi Foit K

Gl : o 1 Gl —a) i -k I
= ju (i 4+ K) - oo !
; \oF J e | = | I"‘-‘ f} (i , o)L - -'l‘l-.

4 vetzen wir fiir ¢ Z(bi 4 K) und fir #{(d — )i K} und &#{( + v) i+ K| die

sich aus den obigen Herleitungen ergebenden Werte ein, so erhalten wir:
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= JT{u, b4+ K ",
infolge der allzemeinen Grundformel (50)
w A (a) - _II log ‘J ; r = IT (u, a).

Die PFunktion T (vi, bi 4 K) ist hiermit auf eine andere mit reellem Argument

'"-"{'h"“-'l't- welche die Form ffl,h';,u’:l ill_'.‘-'ii.ir',l.., also zu dem Falle oahtrt, welcher der erste

genannt wurde,




Die Reduktion der Funktion 7I(vi,a@ — K) aufl eine andere mit reellem Argument
liifst sich aus der eben gewonnenen Gleichung
ITiw ."J bi -+ ?1.':} = [T (v, b K
herleiten. Denn setzéen wir in dieser b = u,"! so erhalten wir:
I (v, a -+ K) = (g, ai - K=
Die Funktion I7 ist aber in Bezug aunf den Parameter eine ungerade Funktion d. h.
II(u, — a) = I, a).
Die obige Gleichung kann daher fibergefithrt werden in:
IIwi,a — K) =I(v,ai + K, x').

Wir finden also, dafs sich auch die Funktion I (vi, « — K) auf eine andere mit reellem

y %)

Argument zuriickfilhren lifst und zwar eine soleche, welche die Form IT(u,ai -} K) besitat,
also zu dem Falle gehort, welcher der zweite genannt wurde.
Fassen wir diese letzten Betrachtungen noch einmal kurz zusammen, so kommen wir
zur Feststellung folgender Ergebnisse:
Die allgemeinste Form des elliptischen Integrals dritter Gattung
IT(w - vi, a 4 bi)
Lifst sich zuniichst auf die vier einfacheren Formen:
Hw,a); I(u,bi); II(vi, a);

v I (vi, bi)
reduzieren. Fiir diese vier Formen kénnen wir aber auch die folgenden vier betrachten:
Iy, 0 — K); H(u,bi4 K); H(vi,a K); H(wi, bi-++ K).

Diese lassen sich weiter auf die Formen bringen:

IIN(u,a — K); Iu,bi-4 K); H(v,a0i 4+ K%Y H(w,b4 Kz,
von denen die erste und vierte und ebenso die zweite und dritte zu je derselben Klasse cahiren,
niimlich die beiden zuerst genannten zu dem, erste Klasse genannten, Falle, und die beiden
zuletzt ;11:3;&1'1’]|||'h:1_1 zu dem als zweite Klasse bezeichneten Falle.

Bei der Untersuchung der elliptischen Integrale dritter Gattung konnen wir uns also,

ohne der Allgemeinheit Abbruch zn thun, auf die beiden Formen:

H{w,a) uwond Il(u,ai+ K)
beschriinken,
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