Ueber den allgemeinen geometrischen Satz
des Cavalieri.
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I.ll der Stereometrie bieten sich bei der Ranmbestimmung der Pyramide und der Kugel
gewisse Schwierigkeiten dar, welche es iiblich geworden ist, mit Hiilfe des sogenannten Cavalieri
sehen Princips zuo umgehen, Dass dieses vermeintliche Princip nicht so ohne weiteres evident ist,
wird von mehreren Lehrbiichern durch das Bestreben anerkannt, das Prinecip dureh Erliuterungen

glanbwiirdig zu machen. Wenn aber der Satz als das,
+ }
1

s er in Wirklichkeit i1st. und wofiir thn

auch sein Urheler angesehen wissen will, ndmlich als L

satz aufgefasst wird, so verursacht sein
Beweis Schwierigkeiten, die mindestens ebenso gross sind, als diejenigen. welche mit seiner Hiilfe
'n, wird durch die vor-

nmgangen werden sollen. Wihrend so die Schwierigheiten bes

zeitige Einfithrong des Satzes nur der natiirliche G » peleitet.  Die Quadratur

haben, auf welchem seit des Archimedes Zeiten die Lisune dieser Anfeaben der fortschreitenden

Wissenschaft zuerst gelungen ist, nimlich durch Auffassung der Gebilde als bestimmte Integrale,

also auft dem niamlichen Wege, der schliesslich anch zu einem wvollgiilticen Beweise des Cavalieri-
sehen Satzes selbst fithrt

Der angedentete Gedankengang soll im folgenden an den beiden Korpernm, welche hierbei

vorzugsweise in Betracht kommen, an der dreiseitigen Pyramide und der Kugel ausfiihrlich dar-
gelert werden.  Fir die Ranmbestimmung der Pyramide sind zwei Entwickelungen gegeben, von
denen die erste den Vorzug hat, dass sie mif der einfachen geometrischen Reihe auskommt, die
andere zwar die Summierung einer arithmetischen Reihe zweiter Ordnune erfordert, dafiir aber den
Vortheil grisserer Uebersichtlichkeit gewiihrt. Die Betrachtungen an der Kugel sind auf Calotte
und Sektor beschrinkt worden, weil die sonst noch in Frage kommenden Flichen und Riume sich
dann dureh blosse Rechnung ableiten lassen. Die Eriirterungen machen in ihren Einzelheiten nicht
den Anspruch darauf, wesentlich Neunes zu bieten; sie sollen vielmehr nur an den Haunptbeispielen
eine zusammenhiingende Darstellung geben, welche des Cavalieri’schen Princips nicht bendtigt ist.

Wenn nachtriglich noch einige Betrachtungen hinzngefiigt sind, welche anf den geometri-
schen Satz des Cavalieri besondern Bezug haben, so hat damit nicht etwa zum Ausdruck gebracht
werden sollen, dass die Anfnahme dieses Satzes in das Gymnasialpensum besonders gewiinscht wird.
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(Fleichungen ergiebt sich:
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and wenn man diese Werte in das erste System

von (zleichungen einsetzt:

P 2.~ G-h=2P1 = _]r.lilu—_l--LJI’u.
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ltipliciert man die zweite der Gleichungen mit 2' die dritte
9- 50 geht hervor:

14 LI N1eraus

Die Pyramide P, ist jedenfalls als das dreiseitige Prisma, das mit ihm gleiche
e . n ! sz E 3
Grundftiche und Hohe hat: daher G h, P, 0 oder (7, T Tl
undfl i o
1 : o 1
Hieraus folgt T (=h gu--1 (), und wenn iberall die

el

posltIve (rrosse

hinzuzefiiet wird:

I 2 ki 1 ki
| Gh ) % @
2 1+ p - JAxll I 3{!- 4 "';B. h.
Da die beiden Werte, zwischen denen P eingeschlossen ist

st, sich mit wachsendem n der
1 = e
Grisse —Gh unauthérlich ndhern, so ist P Gh

Hihe der dreiseit
and mache durch die Teilpunkte Schnitte parallel der Grundfliche; die

Zweite Losung (Fig. 2). DMan teile die

1| [".'.'?'Lll]iillfl in m ',;_{i.r'i[‘]ll‘ Teile

Schnittfiguren mogen heissen




Gi, G2, . .. &1, G, sodass G, = (& ist. Ueher den Schnittfizuren errichte man Prismen. deren
Seitenkanten einer Kante der gegebenen Pyramide parallel laufen, und die simtlich die Hohe

h haben. Errichtet man die Prismen, ven G, beginnend, alle nach der Spitze zugekehrt, so
Il
nehmen sie zusammen einen grisseren Raum ein, als die Pyramide; errichtet man aber die Prismen.

mit Gy anfangend und mit G,_; aufhirend, nach der Grundfiiche zngekehrt, so erfiillen sie nicht
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ganz den Raum der Pyramide. Demgemiss ergiebt sich G, —-G,_ —= . . .- Gy . P
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(1. - Go ... 4 Guy — Fiir jeden Schnitt G, gilt aber die Gleichung: G, : G = F hf ih2:
n || i i : 1
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daher G 3. Die vorige Relation nimmt dadurch die Form an:
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a2+ et D) > B > 6212 (o 2).

Die beiden Werte, zwischen denen P liegt, nidhern sich, der eine bestindie abnehmend,

} G oder endlich

a

der andere bestiindig zunehmend, mit wachsendem n der gemeinschattlichen Grenze > Gh; darom
1

st P .’“|I.
IT.
Die Fliche der Kugelkappe und der Raum des Kugelausschnitts.
Hiilfssatz 1 Wenn ein gleichschenkliges Dreieck num eine durch seinen Scheitel sehende,

in seiner Ebene gelegene, aber seine Fliche nicht durclisehneidende Achse eine volle Umdrehung
macht, so beschreibt die Grundlinie desselben eine krnmme Fliche: diese Fliche ist dem Mantel

eimes geraden Cylinders gleich, welcher die Hiohe des gleichschenkligen Dreiecks zum Radius des

kreises und die Projektion der Grundlinie auf die Achse zur Hihe hat.
Beweis. Ist zunichst (Fig. 8) der Schenkel OA selbst die Umdrehunesachse, und fillt

(=ron

*) Die Summe der Quadratzahlen ldsst sich ans der identischen Gleichung (x-+11"—x* = 8x% |-3x---1 ableiten.

Setzt man niimiich fiir x der Reihe nach n, n—1, . . ., 2. 1. 50 erhilt man
o+ L3=n? = 3n*-3n--1,
n®—(n—1) = 2n—1P+tAn—1)+1,
43 —ai 15
ak_13 -1; folglich durch Addition
1 n
n-}1)—1 = 3¥n2-:-3¥n-t-n, und weiter
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man die Lote BC | OA, OE | AB, so ist O(AB) = =BC.AB. Ans der Aehulichkeit der Dreiecke
ACB md AEO folet aber AC: BC AE: OE AB:20E: daher BC.AB = 20E.AC und ({AB)
= 2z0E.AC. Der letzte Ausdruck giebt aber den Mantel eines geraden Cylinders, dessen Grund-
rading = OE. dessen Hiihe AC ist.

Fillt zweitens (Fig. 4) die Achse nicht mit einem Schenkel zusammen, so ziehe man
wieder OE | AB, ferner die Lote auf die Achse AD, EF, BC, endlich AG | BC. Da nunmehr

AB den Mantel eines abgestumpften Kegels beschreibt, so ist O{AB) TAB(AD-=BC). Aus der
Aehnlichkeit der Dreiecke AGE und EFO folet aber AG : AB EEF:0OFE (AD-BE) : 20K ;
daher AB(AD-LBO) 20E.AG G0EDC and endlich O(AB = 9=z0E.DC

Hiilfssatz 2. Wenn ein gleichschenkliges Dreieck nm eine doreh seinen Scheitel gehende,

in seiner Ebene gelegene, aber seine Fliche niclit durchschneidende Achse eine volle Umdrehung

macht, so ist der riumliche Inhalt des von ihm erzeugten Umdrehungskirpers dem eines K
gleich, dessen Grondiliiche so gross ist, wie die von der Grundlinie des Dreiecks beschri

krumme Fliche, nnd dessen Hiohe so gross ist, wie die Hihe des Dreiecks

Beweis, [st zuniichst [_|*'E:'. 3) der Schenkel OA selbst Umdrehnnesachse, und fidllt man

die Lote BC | OA, OE | AB, so ist V(OAB) V(OBC)--V(BCA) .ll =BC.20C .]? =BC.2CA

= =BCA0A.  Aus den dhnlichen Dreiecken BCA und OEA aber folgt BO: AB OF :0OA: also
: : : 1 : :

BOOA — ABOE. Demnach ist V(OAB) — L(zBC.AB). OE — - O(AB).OE,

Fillt zweitens (Fig. 4) die Achse nicht mit einem Schenkel znsammen, so zeichne man
wicder OR | AB, ferner die Lote AD, EF. BC aunf die Achse und AG BC nnd werlineere end-

lich BA bis zum Schnittpunkte J mit der Achse. Alsdann ist V{(OAB) V(OBJ)—V(OAJ)

1 = 1 - 1 : . . . 2 ; :
— =B 1.1_1 = 1).20).] —z0J(BC—AD)(BCH+AD). Ans der Aehmnlichkeit der Dreiecke BAG
i o

und ORJ folgt BG: AB = (BC—AD): AB = OF : OJ ; mithin OJ (BC—AD) OE.AB nnd weiter

o

: 1 ; Ly o ; : . : il
V(OAB) = = =OEAB.(BC-ATY. HKEs ist aber sAB(BCH|ATD) O(AB); folglich V(OAB) = —-0FE
O(AB), w. z. b w

Auf Grund dieser beiden Hilfssiitze =o0ll nun der Flicheninhalt der Kugelkappe und der
Rauminhalt des Kueelansschnitts ermittelt werden. Zuo diesem Zwecke stelle man sich wvor, dass

der Kreisansschnitt OAB (Fig. 5) eine volle Umdrehung ansgefithrt hat um die Achse OA, und
isbopen AB beschriebene Calotte und den von dem Kreis-

es sgich daram handle, die von dem Kr
ansschnitt OAB beschriebenen Kugelsektor zn bestimmen. Man teile den Bogen AB in n gleiche
Teile, Hs ist dabei gleichgiiltig, aunf welchem Wege die Teilung erreicht ist; besteht man darauf,
die Teilung mit den Hiilfsmitteln der Geometrie auszufithren, so geniigt es anch, n von der Form
ar anzunehmen und das Wachsen von n durch forfgesetzte Verdoppelung geschehen zu lassen: die
iibrigen Schlussfolgerungen werden dadarch nicht beeintrichtiet. Ist CI) einer der Teile, und zieht
man die Sehne CD und an den Kreisbogen parallel mit CD die Tangente, welehe OC und OD

verlingert in den Punkten C!' und D' trifft, so ist ans planimetrischen Griinden C'D? 17!
CD, und darum besteht zwischen den durch die Umdrehung um OA entstehenden Flichen die Be-
ziehung O(C'D') > O(CD) > O(CD). Das von O auf C'D' gefillte Lot ist gleich dem Kugel-

radins r. Bezeichnet man noch das Lot von O anf CD mit 5, und nennt man v, 4, ', o' die
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Der fragliche Satz des lant:*) . Zwel
Ranmeebilde =i hni oleiche
Nach M., Cantor, Ges
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perden Kirper en Rauminhal
Beweis. Man bringe die Kiirper zunichst in die besondere Lage zwischen zwel parallelen
Ebenen, bei welcher jede nene mit der Grenzebel fert,
und breite zwischen den (Grenzebenen n—1 neae, mif he
nachbarten Ebenen den en Abstand k von tlex

Raum V des einen Korpers in die n Teile vi, vz . . . vy, der Ranm V' des andern Kirpers in die
n Teil ¥4, ve' . . . v, ! zerleet. Von den unzihligen Ebenen, die noeh parallel mit den Grenz-
ebenen moelich sind, werden die verschiedensten Schnittficuren entstehen, welche im besonder:
Falle in Strecken und Puonkte ausarten kionnen und dann den Wert Null haben, sonst aber in
beiden Kiorpern gleich gross sind. Bezeichnet man in dem ersten Teilraum die grisste so ent-
stehende Schnittficur mit ar, die kleinste mit by (wobei nicht anseeschlossen ist, dasg a1 =
werden kann), und konstruoiert man zwel Cylinder mit der Hihe k und den Grundflichen ai: und by,
g0 sind die Velumina derselben ai. k und b, k; der Bauminhalt aber von vi sowohl wie von vi'

wird kleiner sein als der griissere der Cylinder und grosser als der kleinere. Dasselbe lisst sich von

*) of. M. Cantor, Geschichte der Mathematik, II, p. 754 ff.




den fibrigen Teilviumen sagen, in denen die grissten moglichen Sehnittfieuren mit a= . . . a. . die

iy

kleinsten mit bz ... b, bezeichnet werden migen, und fithrt zu dem doppelten System von Beziehungen:
artk = vi > bhik, aik = vh = Ik,
azk > va > bek, ask = wva! = hak,

. und

hieraus aber folet:
(artas+ . .. a0k > V = (bhh—+be . . by K
und (ai-fFas4- . .. Ja, s Ve (bi—4-bz+ .. . }h, )k —
Liéisst sichh nun zeigen, dass der Unterschied zwischen den Summen (a1+as+ . . . 4a, )k und
ba1-+be b, )k der Null beliebig nahe gebracht werden kann, wenn nur n ausreichend gTOSS
genommen wird, so ist damit die Giiltigkeit der Gleichune V = V! dargethan, Um diesen Nach-
weis zu iiihren, unterziehe man irgend eins von den Schichtenpaaren v, v' einer renanern Unter-

suchung; 4 und b seien darin wieder die erisste und kleinste Sehnittfienr. Der Aunsnahmefall

i b erledigt sich sofort durch die Gleichung ak = v — v! — bk, Ist aber i b, s0 kann
jede dieser Schnittfiguren ebensogut nur einmal, wie in unbestimmter Wiederholung auftreten, und

|
aunch der Fall ist denkbar, dass es aunsser a und b keine andern Schuittfiguren in der Schicht giebt.
Schaltet man parallel den Grenzebenen noch v—1 Ebener in oleichen Abstinden vin  elnander

und ven den benen ein, so entstehen u kleing Schichtenpaare, fir welche die eréssten und

kleinsten Sehnit I'én o .oy und v heissen mogen.  Aus den nonmeliri Beziehuneen
1»
: e k ) .
i A1 1 und S R - b ergiebt sich (s a1 ). s ) W | (a—Dh K;
( (rlerchl bezielil | er aunf den snahmsweisen Kall, dass zu gleicher Zeit o 2
3y a und ; b ist ist aber immer moglich, v so gross anzunehmen, dass
. & fapera ol e e K k
der soeben bezeichn wnsnahmetall nicht eintritt, und dann m 2t —[51) e (oty — )
J 1 4
a4 ) kosein Wiederholt man die nimliche schlusstolgerung tiir simtliche "‘I'|.il'|1‘|-:_-;|!u;;;|]-.‘
v und v'. so brauncht die Zahl nicht fiir alle Schicliten dieselbe zu sein: es ceniiet aher
e den '\'=‘.‘|Il","-' nden Zweck, sich nnter den v rkommenden .'/.i.fil--n u (ie erosste auszusuchen. Ver-
steht man unter v diese Zahl, so reicht es aus, statt der Ebenen im Abstande k solche im Abs '

z0 wiihlen, um sicher zu sein, dass der Unterschied zwischen den Sommen (-} ge-L

und (bi-ba4- . . +by } k sich verkleinert. Da das ganze Verfahren imier von nenem die Wieder-

holung gestattet, so lisst sich die fragliche Differenz der Null beliebig nahe bringen. w. z. b, Ww,

— @R S R ——
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