
Die geometrische Analysis der Aufgaben.

Die Mathematik stand bei den alten Griechen in-hohen Ehren. Selbst das Wort

oder e?rtk7^z^) ist griechischen Ursprungs nnd bedeutet Lernknnsl,

Studium, lieber die Bedeutung dieser Wissenschaft in der jetzigen Zeit sagt LittrotrU):

„Abgesehen von der Notwendigkeit dieser (mathematischen) Kenntnisse im wissen¬

schaftlichen wie im gemeinen Leben; abgesehen, daß ohne sie das schönste und dem

Menschen angemessenste Studium, das der.Natur im Großen"'), beinahe unmöglich ist,

so sollte doch schon der wohlthätige Einfluß, welchen die Cultur dieser Wissenschaft auf

die Bildung des menschlichen Geistes überhaupt äußert, uns bestimmen, ihr in dem

Felde unserer öffentlichen Erziehung eine der ersten Stellen anzuweisen. Welche andere

Doetrin bietet diese Bestimmtheit der Begriffe, diese strenge Ordnung der Schlüsse,

diese Gewißheit der Beweise dar? Endlich, und dies möchte in unseren Tagen nicht

zu übersehen sein, bietet diese Wissenschaft, als die beste Disciplin des menschlichen

Geistes, unserer Jugend und durch sie den kommenden Geschlechtern die angemessenste

Gelegenheit dar, ihre geistige Kraft zu üben und ihren Sinn für das Höchste, was

uns angeht, für Recht und Wahrheit zu wecken und zu stählen."

Die Mathematik umfaßt die Wissenschaft des Raumes und der Zahl (Geometrie

und Arithmetik). Allein nicht beide Zweige haben in Bezug auf die Zwecke und

gewisse Stufen des Gymnasiums gleichen Antheil an der hohen Ehre.

Plato (429—347), der größte unter den griechischen Philosophen, sah die Kenntnis;

der Geometrie als die beste Vorschule der Philosophie an?), d. h. derjenigen Wissen-
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schaft, welche sich die Erforschung der Wahrheit zum Ziele gesetzt hat. Kein Lehr¬
gegenstand ist nämlich so geeignet, eine reine Wahrheitsliebe in dem Gemüthczu
erwecken und zu beleben, als die Geometrie. Alles Interesse des Satzes liegt ganz
darin, daß er wahr ist, und daß man die unbeschränkteste Ucbcrzeuguug von der
Wahrheiterlangt.

Die ministerielle Instruction sagt: Es ist zweckmäßig, in den mittleren Elasten
mehr die geometrischen Constructionsaufgabcn,als die calcuiatorischen zur Anwendung
zu bringen, welche für diese Stufe weniger bildende Wirkung haben, als die Beschäftigung
mit der Raumgrößenlehre.

Noch unvergeßlichsind dem Unterzeichneten die Worte seines ehemaligen Lehrers,
Prof. I. A. Dicsterweg in Bonn: In der Geometrie steckt mehr Mathematikals
im Calcul.

Die geometrische Analysis der Aufgaben hat nichts anderes zum Gegenstandeals
die Zurückführung der Auflösung der Aufgabe aus die näheren oder entfernteren Be¬
dingungen, von welchen die Auflösung abhängt.

Bei der Analysis einer geometrischenAufgabe ist es meistens uöthig, einige Hülfs-
linien zu ziehen, und es kommt zunächst auf die geschickte Wahl derselben an. Das
Wesen der geometrischen Analysis besteht nun etwa in Folgendem:

Man nimmt an, die Aufgabe sei bereits gelöst, und entwirft nach dein Augenmaß
eine Zeichnung, worin die gegebenen und die gesuchten Stücke vorkommen. In den
meisten Fällen wird es von Nutzen sein, alle in der Zeichnung vorkommenden Linien
als unbegrenzt zu denken, die Verlängerung gegebener Linien diesen gleich zu machen,
durch einen gegebenen Punkt gerade Linien zu ziehen, die auf anderen senkrecht stehen
oder mit ihnen parallel sind, Winkel gegebenen Winkeln gleich.zu macheu, aus gege¬
benen Punkten mit einem gegebenen Radius Kreise zu beschreiben, aus gegebenen
Stücken eines Dreiecks das Dreieck selbst zu zeichnen und mit anderen zu vergleichen,
Dreiecke und überhaupt Figuren zu zeichnen, welche einer gegebenen congruent oder
ähnlich sind oder zu ihr ein gegebenes Vcrhältniß haben. Ist der Unterschiedzweier
Seiten eines Dreiecks oder Vierecks gegeben, so kann man die kleinere von der größeren
abschneiden oder die kleinere um den gegebenen Unterschied verlängern.

Hat man den Zusammenhang des Unbekanntenmit dem Gegebenen aufgefunden,
so werden die einzelnen Thcile nach möglichsterKürze und Einfachheit zusammenge¬
stellt. Man überzeugt sich aber erst von der Nichtigkeit der Auflösung, wenn die
Schlüsse, welche bei der Hcrleitnng gemacht wurden, auch in umgekehrter Ordnung ihre
Gültigkeit behalten. Wenn bei der Zusammenstellung (Synthesis, Construction) die

2) Unterrichts-und Prüfungs-Ordnung der Realschulen und der höheren Bürgerschulen. Berlin.
1S5S. S. 60.
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Linien, welche zur Constructiou des einen Theils gedient haben, so viel als thunlich,

auch zur Constrnction der folgenden Theilc mit benutzt werden, so wird die Lösung

eine elegante genannt.

Der Beweis hat zu zeigen, daß das Gefundene wirklich die verlangten Eigen¬

schaften hat und enthält dieselben Schlüsse, nur in umgekehrter Ordnung.

Endlich bleibt noch zu untersuchen übrig, ob und unter welchen Bedingungen

und auf wie viele Arten aus den gegebenen Stücken das Gesuchte gefunden werden

kann. Diese Untersuchung heißt Determination (ätvjitnz-os).

Newton") gibt als oft vorkommende Hülfsmittel der geometrischen Analysis mehrere

Sätze aus Euklid's Elementen an, welche bezüglich den folgenden ans Boyman's Lehr¬

buch (3. Aufl.) entsprechen:

§. 24: 3; F. 33: 1, 2, 3, 5; §. 50: 1, 2, 4; §. 55: 1; §. 63: 2;

§. 77: 1; §. 78: 1, 2, 3, 4; F. 79: 2.; 8- 80: 1, 2, 3. Zus. §, 82: 1.

Die übrigen Regeln, welche Newton ebendaselbst gibt, beziehen sich mehr auf die

algebraische Analysis geometrischer Aufgaben; von der letzteren soll hier nicht die

Rede sein.

Ein wichtiges Hülfsmittel der geometrischen Analysis gewähren die geometrischen

Oertcr. Bekanntlich wird jede gerade oder krumme Linie, deren Punkte alle eine ganz

bestimmte Eigenschaft haben, der geometrische Ort dieses Punktes genannt. Kennt

man nun zwei geometrische Ocrter eines zu bestimmenden Punktes, so liegt er im

Durchschnitte derselben und ist folglich gefunden. Zu Boyman's Lehrbuch der Geometrie

sind fünfzig geometrische Oerter aufgeführt. Dieses Buch hat dadurch eine we¬

sentliche Vermehrung seiner Brauchbarkeit erhalten und wird sich bald neben Hcis'

Sammlung eine ebenbürtige Stelle erobern. Wer mehr von der Methode der Griechen

wissen will, und das soll wenigstens jeder Lehrer der Mathematik, denn

„In die Tiefe mußt Du steigen,

Soll sich Dir das Wesen zeigen,"

der findet es zunächst in folgenden Werken: Euklid's Data von I. Ch. Schwab.

Apollonius von Perga (in Pamphylien) ebene Oertcr von Camerer. Die Bücher des

Apollonius äo ssotiouo rutiouis, cio soetious älZtoruriimtu, wiederhergestellt von Robert

Simson, ä<z iuelinutionibus, wiederhergestellt von Sam. Hörstel) — in freier Ueber-

setznng ans dem Lateinischen von I. A. Dicsterweg.

Bei der Wahl der Aufgaben ist darauf zu sehen, daß auch ein Schüler von

mittlerer Fähigkeit die Auflösung versuchen kann. Hat er sie gefunden, so wird sein

freudiges ihm Muth und Kraft geben, schwerere Aufgaben zu versuchen und zu lösen.

4) 15. universal^ cum commenl. j. (Ultsliillionei, 1V61.
s>. 140.
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Es soll hier zur Erläuterung des Gesagten, wie zur Nebung und zum Selbst¬
studium für Schüler der mittleren Elasten, Anleitung zur geometrischen Analysis nach
der Methode der Alten, und zwar ohne Figurentafel,da die Entwcrfung der Zeich¬
nung nach der Beschreibung selbst eine nützliche Nebung ist, in einigen Beispielen^)
gegeben werden.

Zn allen diesen Aufgaben ist angenommen, daß die gegebenen Punkte, Linien
und Winkel wie die gesuchten Stücke alle in derselben Ebene liegen.

Behufs kürzerer Fassung der Aufgaben bezeichnen:
1) in einem beliebigen Dreiecke ^LE:

u, d, v, die Seiten LE ^.E, ^IZ,
«, /?, / die gegenüberliegenden Winkel,
Ii«, Ii.,, Ii, die entsprechenden Höhentransversalcn,
in„, Mb, ur, die entsprechenden Mittcltransversalcn.

2) in einem beliebigen Vierecke:
u, b, o, Ä die Seiten LtL, LE, ED, L^.,
s, k die Diagonalen ^.E, LL,
< sk den von den Diagonalen s, k gebildeten Winkel.

I. Ein Dreieck zu construiren aus:
1.) u 1>, o, « — ä

Analysis. Es sei ^.LE, (worin L rechts von liegt) das verlangte Dreieck.
Verlängert man, um die gegebene Summe der Seiten in die Zeichnung zu bringen,
^.E s) um ED — EL, so ist in dem gleichschenkligen Dreiecke LEI) der Winkel
ELL 2 L « — xymM hierzu der Winkel /S, so ist der ganze Winkels
^.LL — 2 L — « — /? — 2 L — (« — /?) gegeben.s 2

Man kennt nun von dem Dreieck ^LL die Seite ^.L, die Seite ^lL und den
Gegenwinkel der größeren Seite ES kann also construirt werden und man kennt als¬
dann von dem rlX ^.LE die Winkel « und /S, mithin eine Seite und die anliegenden
Winkel.

Construction. Aus einer unbegrenzten Geraden nehme man ^L — o, trage an
L (etwa unterhalb ^L) einen Winkel L.LL errichte in L auf LL die unbe¬
grenzte Senkrechte LL, schneide von aus mit u d dieselbe in L und mache den

in scientiis aiiüiscenüis inagis exein^In ;>ro»nni >;n.iin
d. h die Verlängerung geschehe Uber L hinaus; im anderen Falle würde es heißen: man
verlängere LU..
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Winkel ^ —L; trifft der hinreichend verlängerte Schenkel die Gerade ^L in O, so
ist ^LO das gesuchte Dreieck.

Beweis. Weil L /---- P, ist OD — OL, folglich OL -5- ^.O u d. Ferner ist
«2 ^ — 2 P 2 /? a- ch denn jede dieser Summen ----- 2 L, mithin K^-/S---2/S-i-ch
folglich K — 6. ^

Determination.Damit die Seite ^.L — n l> die Senkrechte trifft, muß u l> > 0.
2) u — l», 0, « — <l.

Analysis. Das Dreieck ^.LO sei das verlangte. Macht man auf LO die OL ----- O^.,
so ist LL — a. — l>; zieht man ^.L so ist, weil O^. ^ OL, OL-V O^.L ------ x,
der andere Winkel an sei 7, so ist

«------ x 7
x - 7

folglich « — — 27
tt — ^ ----- 7 ---- s/z.

> 2
Man kennt jetzt von dem /X -VLL zwei Seiten und einen Winkel.
Construction.Man nehme eine Gerade ^.L -------0, lege an -V, etwa oberhalb ^.L,

einen Winkel L^L ----- >/zS, beschreibe auö L mit u—l> einen Kr'eis; dieser schneide
den Schenkel ^L in L, verlängere LL und mache den Winkel L^O^^.LO; treffen
sich die Geraden ^.O und LO in O, so ist -VLO das verlangte ^X>.

Beweis. Es hat die gegebene Seite ^7L ----- <z, und weil LL.O ----- ^LO, ist
^.O ----- OL, mithin LL ----- s, — d. Ferner ist L^L ----- >/z S, also nach Analysis « — /t ----- S.

Determination. Wenn der aus L mit u — l> beschriebene Kreis den Schenkel
iVL nicht trifft, also wenn u — l> kleiner ist als die aus L auf -VL gefällte Senk¬
rechte, so ist die Auflösung unmöglich. Ist u — l> gleich dieser Senkrechte,nalso
/ ^-LL — L, so wird -VO j s LO, und ist wieder die Auflösung unmöglich. Schneidet
endlich der Kreis den Schenkel ^L, so geschieht dies zwar in 2 Punkten; da aber
-VO die verlängerte LL treffen muß, so ist die Summe der inneren Winkel kleiner als
2 L, und, da wegen der Gleichheitder Schenkel die Winkel an der Grundlinie ein¬
ander gleich sind, so ist jeder derselben kleiner als 1 L, folglich sein Nebenwinkel
stumpf. Es gibt demnach im letzteren Falle ein Dreieck mit den verlangten Eigen¬
schaften.

3) in, r>n, nn,
Analysis. Man nehme an, die Aufgabe sei bereits gelöset und ^VLO sei das ge¬

suchte Dreieck, v die Mitte von LO, L die Mitte von ^.O, ferner sei ^.v ----- nn,
LL — nn, OL die Senkrechte ans O auf ^.L — Ii, Fällt man aus L auf -VL die
Senkrechte LL, so ist LL — !/z OL-----'/zln; da auch -VL------nngegeben, so kennt



man in dem rechtwinkligen /X LLO die Hypotenuse und eine Kathete, Bekanntlich

schneiden sich die Mitteltransvcrsalcn LL und LI? in 0 so, daß OL—>/zLO oder

VzLV, LO — V2O-6 ^'/z^L Man kennt nun 0 und OL, also auch die Lage

und Größe von LL. Hieraus ergibt sich folgende

Constrnction. Auf einer unbegrenzten Geraden errichte man in einem beliebigen

Punkte O eine Senkrechte, mache sie gleich 1/2 X ^ OL, schneide aus L mit —

LL den anderen Schenkel in L, so erhält man das /X LOO, Man mache LO —

1/2 .XL, beschreibe aus 0 mir 2/z ur^ als Radius einen Kreis, welcher die begrenzte

Gerade in L schneide, verlängere LO um OL —>/z m», endlich verlängere man LL

und LL bis sie sich in 0 treffen, so ist LLO das verlangte /x>

Beweis. Aus der Constrnction folgt, daß LL — m,., LL — nw. Es ist nun zu

beweisen, daß L die Mitte von LO, und L die Mitte von LL ist. In dem /X LOL

sei X die Mitte von LO, und L die Mitte von OL, verbinde X mit L, und ziehe

LL, so ist XL---LV, und Parallel mit LL wie mit LL; es ist LL —Lz LL,

also auch LL — 1/2 LL. Zieht man aus L mit LO eine Parallele, welche LL in

XI trifft, so ist LU LL fwegen Kongruenz der Dreiecke LLV und LUV), also U

die Mitte von LL, deshalb ist auch L die Mitte von LO; weil v die Mitte von

LO und LL LL, ist auch L die Mitte von LO, Fällt man aus 0 ans LL die

Senkrechte OL, so ist diese gleich 2 LO — 2 . V2 X,

Determination. Da der aus 0 mit 2/z beschriebene Kreis im Falle des

Schneidens 2 Pkte., also außer L noch einen Pkt. iL bestimmt, so erhält man ein

zweites /X LL'OH das dieselben Stücke hat.

II. Drei festliegende in L, L, 0 sich schneidende Geraden sind gegeben; in LO

einen Punkt X so zu bestimmen, daß, wenn auf LL und LO bcziehlich die Senk¬

rechten XU und XX gefällt werden,

1) XU XX gleich ist einer gegebenen Strecke n.

Dieser Aufgabe wird man folgende zwei leicht zu erweisende Sätze vorausgehen lassen.

Die von den Endpunkten der Grundlinie eines gleichschenkligen Dreiecks auf die

Schenkel gefällten Senkrechten sind einander gleich.

Die ans einem beliebigen Punkte in der Grundlinie eines gleichschenkligen Drei¬

ecks ans die Schenkel gefällten Senkrechten sind zusammen so groß, wie die aus einem

Endpunkte der Grundlinie ans einen Schenkel gefällte Senkrechte.

Analisis. Es sei X so bestimmt, das XU -r, XX — n, so liegt X in der

Grundlinie eines gleichschenkligen Dreiecks, Zieht man durch X eine Gerade, welche

auf den Richtungen LO und LL gleiche Stücke abschneidet, diese seien beziehlich LX

und LX, so muß sowohl die Senkrechte XL auf LO, als die Senkrechte XL auf LL

der Strecke n gleich sein.
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Construction, Man lege zwischen die Schenkel des Winkels X eine Linie a,
welche senkrecht ans XL ist und den Schenkel XL in X treffe, schneide auf der Rich¬
tung XL eine Gerade XX —XX ab, verbinde X mit IX, so ist der Durchschnitt mit
LL der gesuchte Punkt X,

Beweis, Denn fällt man aus X auf XL und XL die Senkrechten, so ist nach
dem vorigen Satze XU -l- XX — n.

2) XU — XX ^ n.
Analysis. Es sei wieder X so bestimmt, daß XU — XX — a. Verlängert man

XX um ein Stück XL — n, so daß XL — UX, und zieht durch 0 eine Parallele
mit XL, welche die Richtung LX in L schneidet, verbindet alsdann L mit X, so sind
die Dreiecke LLX und LXU cvngruent, folglich ist der Winkel LWI durch LX halbirt
und X lieg! in dieser Halbirungslinic und auch in LL.

Constrnction. Man errichte in einem beliebigen Punkte der Geraden XL eine
Senkrechte, mache dieselbe gleich n, durch den Scheitelpunkt O dieser Senkrechten ziehe
man mit XL eine Parallele, welche die Richtung LX in L schneide, Halbire den Winkel
LLL, so bestimmt die Halbirungslinic den Punkt X,

Beweis, Denn fällt man aus X die Senkrechten XU und XL, so sind diese
einander gleich, folglich ist XU — XX — a.

III, Drei in X, L, L sich schneidende Geraden und eine Strecke n sind gegeben;
in XL einen Punkt x und in XL einen Punkt ^ so zu bestimmen, daß

I) XX--XX--LX.
Analysis. Wenn XX — XX, so sind die Winkel an der Grundlinie XX einander

gleich; weil XX — LX, so sind auch, wenn LX gezogen ist, in dem Dreiecke LXX die
Winkel an der Grundlinie LX einander gleich; es ist aber ^ XLX '/zXXX '/zLXL,
mithin ist die Richtung der Geraden LX gegeben.

Construction. Man lege im Punkte L an XL einen Winkel — der
Schenkel schneide XL in X, in X an LX trage man einen Winkel — XLX, so be¬
stimmt sein Schenkel in XL den Punkt X.

Beweis folgt leicht aus der Construction.'
2) XX XX und LX ^ XX.

Analysis. Ist XX ^ XX, so ist auch XXX XXX. Ist ferner LX ^ XX,
so wird, wenn aus X mit XL eine Parallele und aus L mit XX eine Parallele ge¬
zogen wird, welche in L sich schneiden, LX-^XL — XX sein. Weil L0 XX, so
wird die verlängerte L0 die RichtungXL, etwa in L, schneiden, und es ist

XLL LXL, Zieht man XL, so ist XLX XXL; ^XLX ist auch seinem
Wcchselwinkel LXL gleich, folglich ist der Winkel LXL halbirt, und der Punkt L ist
gefunden.



Construction. Man schneide von L ans die Richtung XH unter einem Winkel
— HXL der Durchschnittspunktsei H, verbinde L mit H, Halbire den Winkel HvL
durch eine Gerade, welche LH in 0 trifft, ziehe aus 0 mit LX die Parallele OX,
aus X mit LH die Parallele XX.

Beweis ist aus der Analysis leicht zu entnehmen.
3) XX -- OX und XX --- u.

Analysis. Es sei XX so bestimmt, daß XX — Hv und XV — u. Man zieht
aus X mit XO eine Parallele und aus H mit Xv eine Parallele, welche die vorhin
gezogene in 0 treffe, so ist XO — HV XX, folglich ist, wenn X mit 0 verbunden
wird, XOX —XXO; der Winkel XOX ^ OXv als Wechselwinkel, folglich ist
/ HXL halbirt, der Punkt 0 liegt in dieser Halbirnngslinie; er liegt aber, weil
Xv ^ HO — n ist, auch i» der aus O mit n als Radius beschriebene Kreislinie, also
im DurchschnittSpunkt der Winkclhaibirnugslinieund dieses Kreises. Durch den Punkt
0 ist alles Ucbrige gegeben.

Construction Man Halbire den Winkel OXL, beschreibe aus O mit n als Radius
einen Kreis, welcher die Halbirungslinie in O schneide, ziehe OX ff OX und XV ff HO.

D>.r Beweis ergibt sich leicht aus der Construction.
Determination. Ist u kleiner als die aus O auf XO gefällte Senkrechte, so ist

die Auflösung unmöglich. Ist u gleich dieser Senkrechte,so gibt es eine Gerade Xv,
wie vcrlaugt war. Ist a größer als die gedachte Senkrechte,so gibt es außer der ge¬
fundenen noch eine zweite iX V mit der verlangten Eigenschaft.

4) XV ff LH und LX -p. Hv ff u.
Analysis. Es sei die Gerade XV gezogen, und XL s> XH. Zieht man XL ff XH,

so ist XL — VH; verlängert man LX und macht L8 ^ a, so ist 8X —^ XL,
und wenn 8 mit L verbunden wird, sind die Winkel an der Grundlinie 8L
einander gleich Nun ist LX ff XH und LXL ----- HXL 2XL8, folglich

XL8^--HzHXL und also bekannt. Der Punkt 8 liegt in der Schenkel des
Winkels XL8. Zieht man aus 8 mit LH die Parallele 8H, so ist auch OH —u--^8L.
Hieraus ergibt sich folgende

Construction.An L der Geraden XL trage man einen Winkel — Hz HXL; der
Schenkel sei L8, schneide von H aus auf HX ein Stuck gleich s. ab, der andere End¬
punkt sei H, ziehe durch H mit HL eine Parallele, welche den Schenkel L8 in 8 trifft,
ziehe 8L f fXH; diese schneide XL in X und ziehe endlich XV f f LH, so ist LX -i- OV ----- n.

Der Beweis ist leicht zu führen.
5) XV ff LH und LX — OVu.

Analysis. Angenommen,XV sei die gesuchte Linie. Zieht man durch X mit
XH die Parallele XL, welche LH in H durchschneide und macht man XL — XL, so



XI

ist, weil XH —LV, HR, der gegebene Unterschied kr. Von dem Dreiecke HUR kennt

man eine Seite nnd zwei Winkel, da HLR — XLL, — XLH.

Construction, Man verlängere XL! um ein Stück L3 — u, ziehe durch 8 mit

LL eine Parallele, ziehe auch durch L mit XL eine Parallele LXl, Halbire den Winkel

LLL, die Halbirnngslinie schneide die vorige Parallele in L, durch L ziehe mit XL!

eine Parallele, welche XL in X treffe, und ziehe endlich XV sj LL.

Der Beweis folgt leicht ans der Construction, Die Strecke a muß kleiner als

XL' sein.

IX. Ein Dreieck zu construiren aus:

1) u k, Ir„, Iid,

Analysis. XLL sei das verlangte Dreieck, XLLL — Verlängert

man, um die gegebene Summe der Seiten LL -4- LX in die Figur zu bringen, die

Seite XL und macht LL ----- LL, zieht durch L mil LL eine Parallele, verlängert

XL bis zum Durchschnitte mit der Parallelen in Ll, so ist LL — LL ^ ; was

leicht zu erweisen, wenn LL jj LL gezogen wird, aus der Congrucnz der Dreiecke

LLII und LLL, welche die Hypotenuse und eine Kathete beziehlich gleich haben In

dem rechtwinkeligen Dreiecke XLL ist die Seite XL ----- g. d, die Seite XL ----- st« -j- st,-!

es kann also eonstrnirt werden, und daraus ergeben sich die übrigen Stücke.

Construction. Auf einer unbegrenzten Geraden nehme man XL ----- -4- i^, er¬

richte in L eine Senkrechte, schneide dieselbe aus X mit a -4- I> in L, von L aus

schneide man Lv-^lld. ab, ziehe durch L mit LL eine Parallele, welche XL in L

schneidet, mache LL — LL und verbinde L mit X.

Der Beweis folgt leicht aus der Analysis.

2) a — b, L5, Ld.

Analysis Es sei in dein ^X XLL XL ----- Ii«. LL ^ Im, Verlängert man LX

nnd macht LL — LL, so ist XL ^ a — ll. Fällt man aus L auf LL die Senk¬

rechte LL, so ist LL-----LL-----st,,; zieht man ferner XL >>LL, so ist LL --- L

das /X XLL ist also gegeben und liefert die nöthigen Stücke zur Construction des

^Xs XLL.

Construction. Man nehme eine Gerade LL — Ii,, errichte in L eine Senk¬

rechte, schneide dieselbe von L aus mit u — d in X, verlängere LL bis L, so daß

LL — üb. in L errichte man eine Senkrechte, welche die verlängerte LX in L schneide,

beschreibe alsdann aus L mit LX einen Kreis, welcher die verlängerte LL in L

schneidet, und verbinde L mit X.

Der Beweis ist leicht. Zur Determination ist zu bemerken, daß, da a. > d

L. < llv ist.
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V. Einen Rhombus zu construiren aus n, e-i-I.
Analysis Es sei XLOL der verlangte Rhombus. Im Rhombus Halbiren sich

die Diagonalen unter rechten Winkeln. Es sei 0 der Durchschnittspunkt, so ist
XO -j- OL —>/z Von dem rechtwinkeligen 2X XOL kennt man die Hypo¬
tenuse XL — a und die Summe der Katheten.

Construction-Man nehme XL —Lz (e-n I), lege an L einen Winkel----^/zL,
schneide von X aus den Schenkel mit u in L, fälle vonL auf XL die Senkrechte LO,
verlängere LO und niache OD — OL, verlängere ebenso XO um ihre eigene Länge
bis 0 und verbinde die Endpunkte I> und 0 beziehlich mit X und L.

Der Beweis folgt leicht aus der Construction.
Wenn der aus X mit u beschriebene Kreis den Schenkel LL noch in einem

anderen Punkte schneidet, so erhält man einen zweiten Rhombus XL'O'Lü

VI. Eine Strecke XL ist gegeben; dieselbe in einem Punkte X so zu schneiden, daß
I) XX. XL gleich ist einem gegebenen Quadrate in-.

Analysis. Angenommen,der Punkt X sei gefunden. Errichtet man in X eine
SenkrechteXO-----ni und verbindet 0 mit X und L, so ist XLO ein rechtwinkeliges
folglich liegt 0 in dem über XL beschriebenen Halbkreise.

Construction. Man beschreibe über XL als Durchmesser einen Halbkreis, der
Mittelpunkt sei 0; in 0 errichte man eine Senkrechte, welche den Kreis in L trifft,
schneide von 0 aus auf OL ciu Stück OL gleich nr ab, ziehe durch L mit XL
eine Parallele, welche den Kreis in 0 schneide, fälle von 0 auf XL die Seukrechtc
OX, so ist X der gesuchte Punkt.

Der Beweis beruhet auf dem bekannten Satze: das Quadrat über der aus der
Spitze des rechten Winkels auf die Hypotenuse gefällten Senkrechten ist gleich dem
Rechtecke aus den Abschnitten der Hypotenuse.

Determination. Ist in — so ist 0 der gesuchte Punkt; ist aber ni>>>/zXL,
so ist die Auflösungunmöglich.

2) XX--i-XL-----in-.
Analysis. Es sei X gefunden. Errichtet man in X eine Senkrechte und macht

sie gleich XL, zieht XO, so ist XO---- XX- XO------XX- XL-. Weil XL ----- XO,
ist

Construction. Man trage an XL im Punkte L einen rechten Winkel, schneide
von X aus dessen Schenkel in 0, fälle die Senkrechte OX.

Der Beweis ist leicht. Damit die Auflösung möglich werde, muß in den Schenkel
LO treffen oder schneiden.
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3) XX2 - XL2 --- nr2.
Analysis. In der Geraden XL sei X so bestimmt, daß XX2 — XL2 ---- nr2^

Errichtet man in L die Senkrechte L0 --- in, verbindet 0 mit X nnd mit X, so ist
L0'^XV2^XL2, Damit X0 -----XX werde, muß XXL — X0X sein Der
Winkel XXL ist bekannt, folglich auch die Lage der Linie LX.

Construction, In L errichte man eine SenkrechteLL--^in, verbinde L mit X,
lege an L der Geraden XL einen Winkel LXL, so wird dadurch der Punkt X
bestimmt.

Der Beweis ist leicht und die Auflösung immer möglich.
4) XX2 doppelt so groß als LX2.

Analysis. Es sei X gesunden Legt man an X einen Winket — >/zL und eben
so an X, so daß die Schenkel sich in 0 schneiden, so ist XLX-----L, folglich
XX'2 LZX2 ----- XX2; eben so muß, damit XL ----- LX — XL sei, XXL ---- >/z L.
/ XLL Man kennt jetzt XL und die anliegenden Winkel, folglich die
Lage des Punktes L und damit LX.

Construction. Man trage an L einen Winkel ----- '/^L, an X einen Winkel
—'/2L. Die Schenkel dieser Winkel treffen sich in L, an LL im Punkte L trage
man einen Winkel — Lnffl der Schenkel die XL in X, so ist dies der gesuchte
Punkt.

Der Beweis ist leicht, die Auflösung immer möglich.

VII. Eine Strecke XL ist gegeben; dieselbe bis zu einem Punkte X zu ver¬
längern, daß

I) XX . XL gleich ist einem gegebenen Quadrate inL
Analysis. Es sei X so gelegen, daß XX . XL nV. Ist 0 die Mitte von

XL, so ist
XX 0X 0L
LX ---- 0X — 0L

folglich XX . LX — 0X2 — 0L2 ----- nV
oder 0X2 — 0L2 nV.

Es ist also 0X die Hypotenuse eines Dreiecks, dessen Katheten 0L nnd V ge¬
geben sind.

Construction. Man nehme von XL die Mitte in 0, errichte in L die Senkrechte
L0 — in, verbinde 0 mit 0 nnd mache 0X ----- 00.

Beweis leicht.
2) XX2 XL2 ----- UV.

Analysis. Es sei der Punkt X gefunden. Errichtet man in X eine Senkrechte
und schneidet von L aus diese Senkrechte mit in in 0, so ist in dem rechtwinkligen2»
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^ Lex L02 0X2 LX2^ Ist nun 0X -- XX, so ist auch XX2 LX2 — m2,
folglich 0XX — '/^L Man könnt nun von dem XL0 zwei Seiten und einen
Winkel,

Construction Im Punkte X trage man an XL einen Winkel LX0 —
beschreibe aus L mit in einen Kreis, welcher X0 in 0 schneide, von 0 fälle man die
Senkrechte 0X, so ist X der gesuchte Punkt,

Beweis leicht.
3) XX2 — XL2 IN2.

Analysts, Ist der Punkt X gefunden, in L eine Senkrechte L0 in errichtet
und 0 mit X und X verbunden, so ist LbL — X(L — LX2. Ist 0X XX, so
ist der Winkel XX0 —X0X; das XL0 ist gegeben, folglich auch / X und damit
auch die Lage der Geraden 0X.

Construction, In L errichte man eine SenkrechteL0 —in, verbinde X mit 0,
trage an X0 in 0 einen Winkel — 0XL, schneidetder Schenkel die Richtung XL
in X, so ist dies der gesuchte Punkt.

Beweis leicht.
4) XX- 2LX2.

Analysts. Wenn XX2^-2LX2, so ist, wenn über XX das gleichschenklige recht¬
winklige ^X X0X beschrieben wird, XX.2 X02 0X2 — 2X02. jst^
X02 LX2, 0X ----- LX. Verbindet man L mit 0, so ist LX0 ein glcichschenkeliges^X ;
^XLX0---- V-L, folglich ^/XL0 ----- V<L, also sein NebenwinkelXL0 ----
Von dem /X XL0 kennt man jetzt die Seite XL und die anliegenden Winkel, folglich
ist 0 gegeben und damit auch X gefunden.

Construction. An X der Geraden XL trage man einen Winkel -----V-R, an L
einen Winkel — "yst II; beide Schenkel treffen sich, da die Summe der inneren Ergän¬
zungswinkelkleiner als 2L ist, in einem Punkte 0, iir 0 errichte man auf X0 eine
Senkrechte; schneidet diese die verlängerte XL in X, so ist dies der gesuchte Punkt.

Beweis leicht.

VIII. Eine festliegende Gerade LI/ und zwei festliegende Punkte X und L auf
derselben Seite der Geraden sino gegeben; in LI/ einen Punkt X zu bestimmen, daß

1) XX und LX mit LI/ gleiche Winkel bilden.
Analysts Es sei X so bestimmt, daß XXL ------ LXI/ so wird, wenn LX ver¬

längert wird, auch LX0 — XXL. Fällt man aus X auf die Gerade LI/ eine Senk¬
rechte X0 und verlängert dieselbe bis zum Durchschnittemit der verlängerten LX in
0, sv ist X0 — 00, folglich bestimmtdie aus 0 nach L gezogene Linie den Punkt
X in der Geraden LI/.

Beweis leicht.



2) Der Unterschied der Winkel einem gegebenen Winkel <5 gleich sei.

Analysis. Es sei X so bestimmt, daß XXL s«) — 0X0" M ^ 3. Fällt man

aus X auf 00' die Senkrechte X0, verlängert X0 und macht X0 — 00, verlängert

auch LX bis zum Durchschnitte 00 in 0, und zieht 0X, so ist 0X0 — «, 0X0 — ^S,

folglich 0X0 — 3, also 0X0-20 — 3 ein gegebener Winkel. Da auch 00 ge¬

geben ist, so liegt X in dem über 00 als Sehne beschriebenen, des Winkels 20 — 3

fähigen Kreisbogen; der Durchschnitt dieses Bogens mit 00" bestimmt den Punkt X

Constrnction und Beweis folgen leicht aus der Analysis.

3) XX LX am kleinsten wird.

Auflösung Der gesuchte Punkt kann kein anderer als der in der Constrnction

der I. Aufgabe gefundene Punkt X sein. Denn nimmt man beliebig einen anderen

Punkt X" und verbindet denselben mit X und 0, so ist, wenn 0X" gezogen wird,

0X" XX"; da aber X0" X"L > 00, so ist auch XX" X"L größer als XX 0X.

Da dieselbe Schlußfolge für jeden anderen außer X angenommenen Punkt gilt, so ist

XX -l- 0X am kleinsten

4) XX — 0X am größten wird.

Diese Aufgabe setzt voraus, daß X0 und 00" eonvergente Geraden sind. Der

Punkt X liegt alsdann im Treffpunkte beider Geraden, in X. Denn nun ist der

Unterschied zwischen XX und LX gleich XL Nimmt man aber einen anderen Punkt

X" an und zieht X"X und X"0, so ist in dem XX"0 jedesmal XX" — LX" kleiner
als XL.

5) X und L seien die Mittelpunkte zweier Kreise; in der Geraden 00" einen Punkt

X so zu bestimmen, daß die aus demselben an beide Kreise gezogenen Tangenten

mit 00" gleiche Winkel bilden.

Analysis. X sei gefunden, X0 sei die Tangente an den Kreis X, XL die an

den Kreis L. Verlängert man LX, fällt von X ans 00" die Senkrechte X0 und

macht die Verlängerung 00 X0, fällt aus 0 auf die verlängerte LX eine Senk

rechte 0L und zieht man endlich XX und X0- so ist 0L — XI). Man kennt also

die Lage des Punktes 0 und den Radius 0L — XL. Beschreibt man aus 0 mit

0L — Xl) einen Kreis, so ist LL eine Tangente an die der Lage und Größe nach

gegebenen Kreise L und 0.

Coustruetion. Man fälle von X auf 00" die Senkrechte X0, verlängere X0

und mache 00 gleich X0, beschreibe aus 0 mit XL als Radius einen Kreis und

lege endlich an die Kreise L und 0 eine Tangente LL, der Durchschnitt derselben mit

00" bestimmt den Punkt X

Beweis. Verbindet man X mit X und 0, zieht aus den Mittelpunkten X und 0

zu den Berührungspunkten L und L die Radien XL und 0L, so ist XX --- 0X,
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xxo 0X0; ferner ist auch XXL OXL, folglich auch ^/oxv-- OXL
als Summen aus beziehlich gleiche» Winkel», also auch OXL — LXI/,

6) XX LX gleich ist einer gegebenen Strecke a.
Analysis Es sei X so bestimmt, daß XX LX — u. Verlängert man LX

um OX—XX, so ist LOa, mithin ein aus L mit LO als Radius beschriebener
Kreis gegeben. Fällt man aus X auf 1.1/ die Senkrechte XXI und macht 210 — X2I,
so ist XX^-OX. Da XO^XX, so ist XX XO ^ XO, folglich liegen die
Punkte X, 0, Li auf dem Umfange eines Kreises, dessen MittelpunktX ist. Dieser
Kreis berührt, da die Punkte L, X, Li in gerader Linie liegen, den aus L beschriebenen
ersten Kreis in einem Punkte Li; zieht man daher an Li die Tangente Li0, welche
die verlängerte XL! in 0 trifft, so ist 00? — OX , OL!, Von 0 ziehe man durch den aus
L beschriebenen Kreis eine Sccante OLL, so ist 00? — OL . OD (das Quadrat über
der Tangente ist gleich dem Rechtecke aus der ganzen Sccante und ihrem äußeren
Abschnitte); folglich ist OX . 00 — OL . OL, mithin liegen die Punkte X, 0, L, L
in dem Umfange eines Kreises, dessen Mittelpunkt in LI/ ist. Die Punkte X und 0
und die Gerade LI/ sind gegeben; man braucht also nur einen Kreis zu beschreiben,
der durch X und 0 geht und den ersten aus L mit n beschriebenen Kreis schneidet;
was jedenfalls ausführbar ist; dadurch erhält man den Punkt 0, die Tangente 00,
den Punkt O, und damit auch LO und endlich den Punkt X.

Construction.Man fälle aus X auf LI/ eine SenkrechteXII, verlängere X2I
um 210 — X2I; man beschreibe aus L mit LO ---- a einen Kreis. Alsdann be¬
schreibe man einen Kreis, der durch X und 0 geht und seinen Mittelpunkt in der
Geraden LI/ hat und den ersten Kreis in den Punkten L und L schneide; man
verbinde LI) und verlängere LL, bis sie die verlängerte XL! in 0 trifft; aus 0 ziehe
man an den ersten Kreis eine Tangente 00, ziehe OL, so ist der Durchschnitt mit
der Geraden LI/ der verlangte Punkt.

Beweis. Da OLL und OOX zwei Sccanten am Kreise XOLL sind, so ist
OL. OD ^ OX. 00, uno da 00 eine Tangente am Kreise OLL ist, OLL aber
eine Secante an demselben Kreise, so ist auch OLL — OX. 00. Folglich wird ein
durch X, 0, O gezogener Kreis die Linie 00 in O berühren (gemäß der tlmkehrung
des oben erwähnten Satzes) und da LO senkrecht ans 00 steht, so wird der Mittel¬
punkt dieses Kreises auf LO liegen (der Mittelpunkt eines Kreises liegt in der auf
der Tangente im Berührungspunkte errichteten Senkrechten), aber derselbe Mittelpunkt
muß auch auf LI/ liegen (weil LI/ auf der Mitte der Sehne XL! senkrecht steht),
daher ist der Punkt X, worin LO und LI/ sich schneiden, der Mittelpunkt des durch
O, 0 und X gehenden Kreises, Es ist also XX XO, daher LX -O XX
— LX XO — LO — o,.
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Determination, Ist die Strecke n kleiner als LO, so ist die Aufgabe unmöglich.

Ist g, ^ LO, so ist der im VIII, 3, Aufgabe der gefundene Punkt der verlangte. Ist

n > als die kleinste Summe der Linien, die von X und L nach einem Punkte der

Geraden LI/ gezogen werden können, so zeigt die Construetion, wie der Punkt X ge¬

funden wird. Da endlich von 0 an den ersten Kreis zwei Tangenten gezogen werden

können, so erhält man noch einen Punkt X^ mit der verlangten Eigenschaft,

7) XX ---- 2LX oder XX : LX 2 :1.

Analysis, Es sei X so bestimmt, daß XX : LX-----2 .1. Halbirt man den

Winkel XXL durch XL, so ist auch

XX : LX ----- XO : OL ----- 2 : 1.

Verlängert man XX und halbirt auch den Nebenwinkel LXL durch eine Gerade,

welche die Richtung XL in L durchschneidet, so ist auch
XL : LL --- XO : OL.

Da die Geraden XO und XL zwei Nebenwinkel Halbiren, so bilden sie einen rechten

Winkel, es ist OXL ----- L, folglich liegt der Punkt X in dem Umfange des über

OL als Durchmesser beschriebenen Kreises,

Construetion, Man theilc XL in O so, daß XO : OL — 2 :1, in der Richtung

XL nehme man LL-----XL, Halbire OL im Punkte O und beschreibe ans O mit OO als

Radius einen Kreis, welcher die Gerade LI/ in X schneide, verbinde Xmit X und L-

Beweis. Nach der Construetion ist

XL : LL ----- XO : OL, also auch
XL — XO : LL — OL ---- XO : OL.

Weil OL 2O0, LL ---- 2L0 OL, ist auch

OO : L0 ----- XO : OL, folglich auch

XO -4- OO : OL X- L0 — XO: OL oder

XO : OO OO : L0.

Verbindet man 0 mit X, so ist, weil 0X — OO, XO : XO ----- XO : L0.

Weil die Dreiecke XXO und LXO auch noch den Winkel XOX gemein haben,

sind sie ähnlich, und es ist

XX : LX XO : XO

XO : OO

^ XO : LO

--- 2:1.

Determination. Im Falle des Schneidens schneidet der aus O mit OO als

Radius beschriebene Kreis die LI/ noch in einem anderen Punkt X/. — Da

XO : OL ----- XX : XL ----- 2 : t, ist XX > XL,, daher XLX > X. Der Neben¬

winkel von XXL, nämlich LXL ist halbirt und es ist angenommen worden, daß

diese WinkelhalbirungSlinie die Richtung XL durchschneide; dies wird, wenn XX >> XL
s



XVIII

ist, jedenfalls geschehen.Denn der Winkel LXX oder 2 LXL ist gleich ^ XXLX;
es ist aber X > XLX, folglich ist

2 LXL < 2 XLX oder
LXL < XLX, folglich

LXL -i- XLL < XLX -i- XLL
< 2L.

Anmerkung 1. Es ist leicht einzusehen,daß nicht allein die Punkte X, oder X'
die Eigenschaft haben, daß XX : LX — 2:1, sondern daß jeder Punkt im Umfange
des aus 0 mit 00 beschriebenen Kreises dieselbe Eigenschaft hat, Denn nimmt man
im Umfange des gedachten Kreises einen beliebigen Punkt, etwa XI, an und zieht
XIX, XIL, so sind auch die Dreiecke X0N und IZ0XI einander ähnlich und es ist wieder

XXI - LXI 2 : 1,
Anmerkung 2. Verbindet man X mit 0 so wird, weil

XX : XL --- X0 : 0L
der Winkel XXL durch die Gerade X0 halbirt. Es ergibt sich hieraus die Lösung
folgender Aufgaben:

1) Drei Punkte liegen in gerader Linie; man soll in einer anderen gegebenen
Geraden einen Punkt X bestimmen, von welchem aus jene Punkte in gleicher Ent¬
fernung von einander erscheinen,

2) An eine gegebene Strecke XL ist in X eine Gerade unter einem gegebenen Winkel
angelegt; in dieser letzteren einen Punkt X zu bestimmen, daß

XX : LX einem gegebenen Verhältnisse x : g gleich wird,
Ist das Verhältniß XX: LX nicht in Zahlen, sondern in Linien, etwa x : c> (x > <z)

gegeben, und soll XX : LX — x : y
so errichte man in X eine Senkrechte X? --- x und in L nach der anderen Seite
eine SenkrechteLH ^ cf, verbinde L mit 0; es schneide diese Linie die XL in 0,
so verhält sich X0 : 0L — p : cf. Errichtet man in L auf derselben Seite wie XL
die Senkrechte LHH und verbindet L mit 0' bis zum Durchschnittemit der Richtung
XL in L, so ist auch

XL : LL x - «z,
Oder: Man errichte in X eine Senkrechte, schneide von X aus auf derselben

ein Stück XL — und in der Verlängerung von XL ein Stück LH — g ab, ver¬
binde H mit L und ziehe aus L mit HL eine Parallele, weiche XL in 0 schneide,
so ist offenbar X0 : 0L ^ x : g.
Schneidet man von L aus nach X hin ein Stück L(P — c> ab und verbindet (P mit L
und zieht durch L mit (ZL eine Parallele, welche die verlängerte XL in L trifft, so ist

XL : LL r> : c>, folglich auch
X0 : 0L XL : LL.
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Die Strecke XL i'st im Punkte L, weil er außerhalb XL liegt, äußerlich
in dem Verhältnisse x : cz gctheilt, während dieselbe in 0 innerlich in demselben Ver¬
hältnisse getheilt ist.

Nimmt man von OL die Mitte in 0, beschreibt aus 0 mit 00 --- OK einen
Kreis, so hat jeder Punkt, etwa N, in dem Umfange dieses Kreises die Eigenschaft,daß

Xibl : LN ---- zz :
Hieraus folgt: Der geometrische Ort des Punktes, dessen Entfernungen von zwei

festliegenden Punkten X und L in dem gegebenen Verhältnisse x : ^ stehen, ist der
über dem Abstände der beiden Punkte, in welchen die Strecke XL nach dem Verhält¬
nisse p : i innerlich und änßmlich getheilt wird, als Durchmesser beschriebene Kreis.

IX. Im /X XLO sei XL — '/z XL, LL >/z ^0, OK — -/zOX, cS sei
ferner K mit L, und 0 mit L verbunden

1) In welchem Verhältnisse schneiden sich die Transversalen im Punkte 0?
Auflösung. Zieht man durch K> mit XO eine Parallele, welche OL in O

treffe und KL in X schneide, so ist 00 — >/z OL, LL >/z OL folglich auch
OL --'/zLO, demnach LO — -/zLO, und XO'/z KO----t^ . i/z <IX — i/g vX.
Ferner ist, da

VO Ve 2^0
IM ----- '/gXO

LX ----- VO — XO ---- >/zXO -- t/z . 3 KO ----- 3/z KO;
also hat LX 3 Thcile, wie KO deren 2 hat, folglich hat auch DO 3 Theile, wie 00
2 hat, also ist DO --- »/z Eben so ist KO --- 2^ ^ ^ ^/s ^ ^ - '/z ^
---- '/s KL und OL ---- V- I'X.

2) In welchem Verhältnisse stehen die vier Stucke zu dem ganzen Dreiecke /X,
in welche dasselbe gctheilt ist?

Auflösung. Zieht man KL, so ist LOK ---- V^/X;
OLK ^ 2/2 Lvzv Z/z . . /z ^x ^ 2/^.
OKO --- t/z ^ l/. . 2/g /X -- 2/4.
OOL »/a MK ---- ^/z . 2/g ^x ^ s/^ ^;

XKOL t/^ __ z/^ ^ ^ ^
LKOV 2/2 ^ _ 8/^. ^ ^ 22/^.

Vorstehende zwei Aufgaben gestatten viele Abwechselungen und sind geeignet, um
gleichzeitig mehreren Schülern gleichartige und doch verschiedene Aufgaben zur Lösung
vorzulegen.

Sieg bürg.
Huderti.
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