Vorwort,

IZs ist das Verdienst Pliicker’s, durch Einfilhrung von kurzen symbolischer

Zeichen fiir die Gleichung der geraden Linie und fiiv die Gleichungen von Kurven

ein nenes Feld fiir die analvtische Geometrie cewonnen zu haben. Direh  di
verkiirzte Schreibweise wurden nicht nur die Beweise von vielen ecomettischen l.eli
ansserordentlieh veremracht, sondern auch nene F genscliaimen der  Linien

entdeckt.  Noch frochtbringender zeigte sich der Gedanke Pliicl

Kers, (ass sich die

(leichung des ersten Grades nieht nur als Gleichung der eerader Linie, sondern
auch als Gleichung des Punktes auffassen Lisst. da lierdureh eine Dualitiitsbeziehime

zwischen dem Punkte und der geraden Linie h roestel

It = rilo Vv ot s |
It wurde. In der vorlieoenden

Arheit habe ich in kurzen Ziieen e nemen Dhalititshes

IEFET, '.'u'il'in* |f||!'|-i|
Linien- wnd Punkteoordinaten vermittelt werden. auseinandersesetzt mit Benutzune
von Pliicker: analytisch-geometrische Entwickluneen 1898, [Hesse: Vorlesunge)

- j P i i (1 Z by | PP S ¥ 1 -
aus ey analviischen Geometrie el raracen Lanie. - es !:-‘!:L‘_inw und des Kreises

111
der Ebene 1873, Salmon: analvtische Geometrie der Kegelsehnitte, bearbeitet vor
E 9 '| ' i T4 | | A T N " & = 1 Y | ks

reciler 1873 Und enngen  Kurzeren Notzen m Fachzeitzehriften LINe renanere
Beoriindune habe ieh inshesondere ke 1 ‘o s 1
JEETHNAnNe (B L ICL 18 DeSOTL ey . Arfikel 4 wvon el 2altZze renerert: . ywenn
s P o DLt | L P o, | 1
a, o Ml a, 0 e LxIglCnimeen von =wel |'I|!|.'l.u'|| SIML, S0 180 g = 9 0

die Gleichung eines Punktes auf der Verbinduneslinie.

modann habe ich in ansfiihrlicher Weise an einem vonn PHicker herviihrenden

Lehrsatze im Artikel 7 w d. £ die mannigfaltigen  Weehselbeziehungen

AR 1t
(LAreresi |||

welche beim Beweise von Lehrsitzen durch die Benutzung von Linien- und Punlk
coordinaten entstehen. An die vermittelst de Normaleleichune der eeraden [inie




hewiesenen Siitze von den Halbierungslinien der Winkel mnd der Aussenwinkel eines

Dreiecks und die durch die Punkteoordinaten entsprechenden Sitze schliesst sich
dann eine grissere Anzahl von neuen [Untersuchungen iiber das allgemeine Viereck,
iiber ein specieller Viereck und das Parallelogramm an.  Dureh Uebertragung von
einfachen Lehrsiitzen vermittelst des Punkt- resp. Liniencoordinatensystems werden
gine Reihe wvon interessanten neuen Lehrsitzen abgeleitet. Der Fachmann wird
erkennen, dass hier noch ein weites I"eld fiir Untersuchungen offen liegt, besonders
wenn man Dreicckeoordinaten, homogene Coordinaten und die harmonischen Wechsel-
heziehungen in die Untersnchung hineinzieht, was bei dem Umfange einer Programm-

arbeit nicht moglich war.
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Die Gleichung ciner geraden Linie hat die allzemeine Form i
ax -+ hy 4+ ¢ o oder :
ik L
=y N
= VE - W, F s
: RN o : : Jxs i
In dieser Gleichung bedeutet v bekanntlich A wenn ¢ der Winkel ist, welchen die Linie :
mit der positiven x Achse, # der Winkel, welchen die Linie mit der positiven v Achse macht.
Ist das Achsensystem rechtwinklig, so wird v = tan «. Die Grisse w bedentet den Abschnitt,
welchen die zerade Linie in der y Achse bestimmt, x und v sind die veriinderlichen Coordi !
naten eines Punktes der geraden Linie.
Ist in der Gleichung ¢ und somit auch w = o, so stellt die Gleichune |
ax - hy = o oder :
y el :I. < oder
]
y o) v ]
eme durch den Coordinatenanfangspunkt gehende Linie dar, und v hat wieder die ehenerwithnts i
Bedeuntung. I
[st in der allgemeinen Gleichung b = o, so stellt die Gleichung |
ax 4+ ¢ — o oder '
= © oder
il
1) Xo= i
eine Parallele zur y Achse dar, die auf der x Achse ein Stlick = u bestimmt, Ist endlich in
der allgemeinen Gleichung a = o, so stellt die Gleichung
by 4+ ¢ = o oder i
Vi - :|.I| oder
2) i W
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“Eine Parallele zur x Achse dar, die anf der y Achse ein Stiick = w bestimmt. Kennen wir

die Lame einer durch die Gleichungen 1) ader 2) dargestellten Linie und den Coordinaten-

anfangspunkt, so ist die zweite Achse von selbst bestimmt.

=}

In der allgemeinen Gleichung der geraden Linie
X ||‘\' - ¢ — o oder
¥y — VX == W

w als constante Griissen anfpofassen, y und x hinge als verfinder-

sl die Grissen v onng

liche. Wenn v und w

s megeben sind, so ist die gerade Linie ihrer Lage und Richtung
nach unzweifelhaft bestimmt,  Legen wir in der Gleichung der geraden Linie der Grisse x,
welehe wir als unabliingig veriinderlich ansehen kénnen, einen bestimmten Werth x, bei, so
erhiilt auch y ecinen ganz bestimmten Werth v, und die so entstehende Gleichung
¥i VX W

sagh uus, dass die Gleichung der geraden Linie v = vx - w durch die Coordinaten éines
Punktes x; v, befriedigt wird, mit anderen Worten, dass die gerade Linie durch den Punkt
X, ¥y hindoreh geht

Fassen wir in der Gleichung y, = vx; - w nun v und w als veriinderlich auf, so stellt
nns diese Gleichung eine wnendliche Anzahl ven Linien dar, welche alle durch den Punkt
% ¥ zehen milssen, weil ihre Gleichung dorch x, y, befriedigt wird. Den Punkt kinnen
wir aber als den Duorehschnitt von unendlich vielen geraden Linien ansehen und somit
V= ¥X; W
als die Gleichung eines Punktes x; v, betrachten, wenn wir v und w als veriinderliche Giis-
sen antfassen,

Ein und dieselbe Gleichung y = vx + w kinnen wir also als die Gleichung einer
geraden Linie ond aueh als die eines Punktes auffassen, je nachdem wir x und v oder v und
w alg verfinderlich anschen,

Somit kinnen wir auch die alleemeine FPorm

ax = by ¢ 0
sowohl als die Gleichung einer geraden Linie, als auch als die Gleichung eines Punlktes
anffassen.

Je nachdem wir die Gleichung der geraden Linie oder des Punktes zn Grunde legen,
kiinnen wir zwei versehiedene Coordinatensysteme aufstellen, das Liniencoordinatensystem und
das Pankteoordinatensysten,

Beide Systeme sind durch das Princip der Reciproeitiif mit einander verbunden. Haben
wir efwa in dem einen Coordinatensyvstem einen ceometrischen Sate hewicsen, so erhalten wir

noch einen newen, wenn wir den vorkommenden Gleichungen digjenige Bedentung beilegen,

-y
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welche sie in dem andern Coordinatensystem haben. Die doppelte Interpretation analytischer

Fakta liefert uns so zwei verschiedene geometrische Lehrsiitze.

A
1} ax 4+ by + ¢ =0
2 oE ~i- I'JI_‘L' - =0

geien die Gleichungen zweier geraden Linien. Diese Gleichungen kinnen wir anch kurz
sehireiben
;',-I —— 1]

Ay =0,

ctionen der Veriinderlichen x und y sind.

wo a; und a; lineare Fun
Jede Funktion von der Form
ma, -+ Ny — 0,
wo m und n econstante Grissen sind, stellt dann eine dureh den Durchschnittspunkt beider
Linien gehende gerade Linie dar.
Um dieses zu beweisen, brauchen wir nur zn zeigen, dass die Gleichung

I iy ) = 1) rIIlL']'

3) (ma -+ ne) X 4+ (mb - ng8) ¥y + (ne 4 ny) =0
durch die Coordinaten des Durchsehnittspunkies heider Linien befriedigt wird. Um  diese

Coordinaten zu finden, eliminiren wir aus den Gleichungen 1) und 2) v resp. x und erhalten

S Ale [
a ah
oG —
e — - =
H Y] b’
voraunsgesetzt, dass die Determinante
a. b
[z
€,

nicht = o ist. Setzen wir diese Werthe von x und y in die Gleichung 3) ein, so wird die

linke Seite

b 3G oo Yy
ma == ne) — + (mh <4 nf o4+ (me = ny) oder
y H ah 4 Fo o h i L
{maby 4+ neby — mafe — nepge -+ mebe 4+ nefe — maby nagy mage a5
— mehe — neby): (af eeh), was in der That = o ist, da der Zihler verschwindet,
o : ; e o
Lat = af — ab = o, 50 haben wir zn unterscheiden, ob die Zihler von x und

e, 5

y nicht = o oder = o gind. Im ersten Falle wird
X =00, ¥ = 00,

der Duarchschnittspunkt liegt also im Unendlichen, d. h, die Linien a4, = o und a; = 0

schneiden gich nicht, sondern sind parallel.

B
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Di¢ Gleichung ma, + na; = o stellt dann eine durch den unendlich entfernt liegenden
sSchnittpunkt gehende Linde, also eine Linie dar, die den Linien a, = o und a; — 0. p&-
rallel ist.
by
Dass die Linien a, = o und a, = o parallel sein miissen, wenn ag — ah = o ist,
ergiebt sich auch aus folgender Betrachtung,
Nennen wir die Winkel, welche die Linien a, = o und a, = o mit der positiven x Achse il
machen, ¢, und ¢, und nehmen ein rechtwinkliges Coordinatensystem an, so ist
i
fan ¢ = —
1 |j
{1
lan @y = — — !
.'l" u
l + Y] ; [
cosec ¢ = = = 1 - cot? alg
#d 8in gy R — COL* oy, also
t
; |
+ ¥1 4 cot® g §
l
s l’l £
a
a
_— {' :
¥V a® 4 b?
v W e .| g / ]
LAl e e + ¥ 1 + tan® o, , also
e b
o8 I.lrl F -
V a® F b
Danit tan ¢, - wird, miissen wir die Vorzeichen bei den Ausdriicken fiir sin ¢,
4]
nnd eos f; Gllgegensesetzl wiihlen.
Ganz ebenso isi
. 4
Bl gy = + —
Voa? g8
i
o8 iy = F
F ot -i v
Daher ist sin (g, 1) = SN (ry COS gy — COS ¢y BiN ¢,

Da aber af — abh = o ist, so wird
sin (¢y — ) = 0, also ¢y — g, = 0 oder = 1809 d. h. die Linien sind parallel.

Wir haben endlich noch den Fall zn betrachten, dass a8 — «b = o und einer der




- \.
L ,
f,.[l]]g; entweder der von x oder der von 3 L'|i\‘ll|':I”:w = ¢ ist, Wir kiinnen zuniichst 'f.kt_ ’
dass wenn ein Zihler = o ist, es anch der andere sein muss.
Ist niimlich 4) ag — «¢b = o und ansserdem efwa
5} by de = o, so folgt aus diesen beiden Gleichungen
affy — aby 0
iehy — e = o
) ||f' |’g — o oder O) ce — ay = o.
Aus den Gleichungen 4), 5) und 6) folgf ferner
armi—hap B
Ist also etwa a = M . «, so ist aueh
b=M.§g
(b= ) L
Die Gleichung ax + by 4% o ist dalier von der Gleichimg «x gy 4~y =20

nur durch den constanten Factor M verschieden, also dieselbe Gleichung, d. h. wir haben nur
eine Linie.
Aus dieser ganzen Betrachtung ersehen wir, dass, wenn

ax 4+ by - ¢ = o oder 3, = 0

und «x 4+ fy + y = o oder ag = 0
die Gleichungen zweier Linien sind, die Gleichung
ma, + na, = o immer eine durch den Schnittpunkt beider gehende

cann, wenn die

serade Linie darstellt, speeciell dieser Schnittpunkt auch in's Unendliche fallen
Determinante a# — b = o ist. Dividieren wir die Gleichung ma, - na, = 0 noch durch
m, so erhiilt sie die Gestalt

a, + &8, = 0.

Dieses ist also die Gleichung aller Linien, welche durch den Sehnittpunkt der Linien

a, = o und a, = o gehen.
Von der Grosse des Werthes £ hiingt natiirlich die Richtung ab, welche die Linie a, + =4,
— o in Bezug auf die Richtung der Linien a, = o und a, = o hat. Geben wir & der Reihe
nach alle moglichen Werthe, so erhalten wir die Gleichung aller Linien, die durch den Schuitt-
punkt der Linien a, = o und a; = 0 hindurchgehen; fir & = o erhalten wir die Linie
a, = ¢, fir § = oo die Linie a = o.
4,
Die Gleichungen
ax -+ hy - ¢ = o und
ax + 8y + y = o oder
a, = o und
D



innen wir aber auch als Gleichungen zweier Punkte anffassen, oder genauer a, = o ist die

Gleichung aller Linien, die dureh einen hestimmten Punkt gehen, a, = o die Gleichung aller

Linien, die dorch einen andern hestimmten Punkt gehen, Die lineare Gleichung ma, - niy

= o muss wieder cinen Punkt darstellen, oder genaner unzithlize Linien, welche dureh diesen

Punki hindurchgehen. Unter den Linien a, == o wird es aher eine geben a; = o, welche anch

durch den Punkt a, 0 geht; ebenso unter den Linien a, = o eine 2 = o, welche anch

durch den Punkt a, o geht,  Die Linien Aii=—r0) und a8 = o sind daber dieselben. Die

unter den Gleichungen ma, + na; = o vorkommende Gleichung maf 4 na! = o kann sich

2 @

dalier von den {l‘ll'i"il:‘!ll:,;'l.'l': i =0 und a” = o nur duoreh einen constanten Faktor unter-

seheiden, stellt also ebentalls die Verbindungslinie der Punkte a;, = o und a;, = o dar. Der
Punkt ma, + mna, 0 hiegt nothwendig auf der Linie ma® + na! = o, daher ist ma,
1Ly o ein Punkt auf der Verbindongslinie der Punkte a, = o wnd a; = o.

_I'l'lt']: IHE'H' |r]\'i|'|||.-_'__ \i’ll'.ﬁ |"JI'|E|-;|\."\-'. .'|i||I ||_|'j' \\.1'|':i-i|||ill||:'_-.;_-»_.'||']'.'i{' |;1|'~|' ]Ilillli[L! a2 = 0 '|i|!|i

iy o kilnmen wir auf die Form bringen

a, |+ &a; = o
Von der Grizse des Werthes S hiingt natiivlich die Lage des Punktes in Bezue anf die Lase
der Punkto a, o umd 2 0 ab, Fiir £ = o erbalten wir den Punkt a, = o, fiir =1

den Punlkt

wls
Wenn zwischen den Gleichungen von drei géraden Linien a; = 0,
iy : W JRE ) P odie identisehe Gleichu n g hesteht:
A I | s | 0,
g0 Behneiden sie ie drei geraden Linien in einem unnd demselben
Punkte:
Pie ddentische Gleichung sagt aus, dass
By kgl — Az ag, also dass die durch die Gleichung 2, a,
b g o dargestell inie dieselbe Linie wie die doreh die Gleichung g B ]
durgestellte ist.  Die Gleichune 4, a, A i o stellt aber irgend eine doreh den Schnift
punkt der Linien a, = o und a, o gehende gerade Linie dar, die Gleich Ay e =0
oder a, o stellt die dritte Linie dar. Sollen daher die Gleichungen 7, a; - 4,8, = o und
iy o dieselbe Linie darsteilen, so muss die Linie e —0 ||I'rl|n'-n'11-.ill_;' dureh den Sehnitt-
punkt der Linien a; o und a, = o hindurchgehen, mit anderen Worten, die drei Linien

sehneiden: sich in einem und demselben Punkte
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!'rulg

Wenn zwisehen den Gleichungen von
identische Gleichung hesteht:

6.

drei Punkten a, =o0, a, =0, a, =0

. > . !
| e Ay - Agfy - Ay a, 0,
']r; liegen die drei Punkte auf einer und derselben geraden Linie
Die identische Gleichung sapt aus, dass ’
Avay 4 Apa, — Jgay, also dass der dureh die Gleichung 2, a,

! = o dargestellte Punkt derselbe Punkt wie der durch die Gleichung — 4,2, = o

tellte ist. Die (”L‘Et‘]ﬂﬂl;:‘ J:.| ity = 2 a, = o stellt aber ireend einen Punkt aut der
erbindungslinic der Punkte a, — o und a4, = o dar, diec Gleichnng — Aoty = o ‘odar

1y = o stellt den dritten Pun

lenselben Punkt darstellen, so muss der Punl

ler Linien a, = o und a, =

tud derselben geraden Linie.

Wir wollen in diesem und

28 Liniencoordinatensystems beweisen,
ie analytischen Fakia vermittelst des Punkteoordinate

ittelst des [,Elliu,-ll-_-.rcnj'{[;.“;|1-_-|_l:='3.c:l-m.t- |

id den durch das Punkteoor
rstem heweisen,
(Tatel I Fig, 1) Durch

ie Verbindungslinie der beids

Die Liniec I habe die {'rll"ll-fll1l|_,-_;' pi=0

| b EH 1

icraus kimnen wir die Gleichungen der ithrigen Linien fi

IT geht durch den Schuittpunkt von P und ¥, hat

r -+ 4Lp
HI weht durch den Sehnitt

I = A P

£

e -"_.:rl

S geht durch den Schnittpunkt von  und r, hat also die Gleichung

I - ;‘.1 (

n n n

geht durch den Schnittpunkt von q und r

Kt dar. Sollen daber die Punkte Aply == Aia, =0 nnd a 0

ki 8y = o nothwendig auf' der Verbinduneslinie

o liggen, mit andern Worten. die drei Pankte liegen auf einer

L den folgenden Artikeln einen geometrischen Lehrsatz vermittelst

dann einen zweiten Satz dadureh ableiten, dass wi
nsystems interpretieren, endlich den ver
iewiesenen Lelrsatz durch das Punktcoordinatensyvstem

lmatensystem bewissenen Lehirsatz durch das Liniencoordinaten

zwei Punkte sollen je drei Linien L 1L, TIT und 1, 2, 3 gehen.
n Punkte habe die Gleichung

7

L = {k

nden

also die Gleichung

0, wo Ay eine bestimmte Grisgse ist
punkt von p und r, hat also die Gleichung
= 0, W0 /s eine bestimmte CGrisse ist,

. hat also die G

eichung

= 0, W0 4y eine bestimmte Griisse ist

=0, W0 ':'--1 eine bestimmte CGirisse ist,
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Wir bezeichinen nun mit (T 2) den Schnittpunkt von I und 2, mit (I11) den von II und M|
Alsdann hezeichnen wir wmit (I2, 111) die Verbindungslinie dieser beiden Schnittpunkte,
re Y . R AL 4§
Wir behaupten nun, dass die drei Linien
08y
{12, II1), (I3, UI1), (L3, 1112) *'--]

iese™

gich in einem und demselben Punkte sehneiden. / s
Wir wollen uns, nm dies zu heweisen, die Gleichunzen der drei Linien bilden.
(12) ist der Durchschnittspunkt von I und 2; die Gleichune einer durch (I2) wehenden
Linie ist daher ecine algebraische Folge von p = o und r 4+ 4, = o, hat also die Form
= Ay 4+ A p = o, wo 4. eine unbestimmie Grijsse ist.
(111) 18t der Durchschmittspunkt von II wnd 1; die Gleichung einer durch (111) gehender
Linie ist daher eine algebraische Folge von r - 2, p = o und q 0, hat also die Form
I i+ Ap = 0, wo A; cine unbestimmte Grisse ist.
Fiir die Linie (12, IT1) muss daber
R | i S | r AyP T 431 werden,
Diese identische Gleichung verlangt 7, = 4, und 7, Ay,
Eliminieren wir die unbestimmten Grigsen 4, welehe nieht zur Darstellung der arapiing
lichen Linien nothwendig waren, so wird die Gleichung der Linie (12, I11) !
A)yr - o [ :"1|:-.. 0,
[3) ist der Durchschnittspunkt von T und 3; die Gleichung einer dureh (13) cehenden
Limie ist daher eine aleebraische Folee yvon p = o0 und r - Ay q o, hat also die Form
I ‘gl o+ Az p = 0, wo /& eine unbestimmte Grisse ist.
(H11) ist der Durchschnittspunkt von Il und 1; die Gleichung einer dureh (III1) rehen-
len Linie ist daber eine aleebhraizche Foige von - Ao =0 und = o, hat also die Form
I 4 43P —+ 434, wo 4, eine unbestimmte (Grisse ist.
IPiir- die Linie (I3, 1111) muss daher
r hy (] D r 4 AP -+ 45 q werden. _
Diese identische Gleichung verlanet 1. — J i o A =i ;
Somit wird die Gleichune der Linie (I o I 1) . |
Byrv 4 Aq 4 Agp i |
Schliesslich haben wir uns noch die Gleichung der Linie (IT3, I112) zn bilden. 3 L'-'
(113 ‘il."ur der Durchschnittspunkt von IT und 3: die Gileichung einer durch (113) gehende l_*
Linic ist daler ecine algebraische Folre von © - hp=o0 und v 4+ Lig = o0, hat al ii
lie Form !
fa \T == 4P 1 A (T - 430) = o, wo 4, und ,, unbestimmte Grissen sind. I ﬁ )
Wir wenden hier die beiden nnbestimmten Faktoren 4y und Ay, statt eines cinzizen an, Ii, l
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weil sich so die Gleichungen leichter ableiten lassen, die ans der niichsten identischen Gleichung
folgen.
(111 2) ist der Durchschnittspunkt von [11 und 2: die Gleichung einer durch (II12) gehen-

den Linie ist daher eine algebraische Folge von r = 4 p = 0 und r - Ayq = o0, hat also
die Form
Lo (v = Ap) + Ao (v hat) = 0, wo A, und A, unhestimmte Grissen sind

Fiir die Linie (113, T2} muss dabher

Ly (r - 2ap) -+ 40 (T 2y 11 by (v 4 deD) A Fap (1 Ay werden.
Diese identische Gleichung setzt uns in den Stand, den Werth der Multiplicatoren 4,
Mg sidiy, Ay En hestimmen. Sie lisst sich niimlich in drei Gleiehungen zwischen den Coetfi
gienten von r, p und q zerlegen.

Da wir nur drei Gleichungen fiiv die Bestimmung ven Aoy Lras Aiay Ay haben; soKinnemn
wir eine dieser Grossen beliebig annehmen,
Wir setzen etwa 4y, I Wir erhalten dann aus der identischen Gleichung die dres

t;]\'it'hlll'.:__t'l.'ll

1) 4 I =4 =+ Ay
AR Ay ES
o ! 4o .n'
i - ey
Aus 3) folgt 4 = = -
; Ay
Setpen wir diesen Werth in 1) ein, 80 188 Ay = &g ; und wenn wir diesen Wertl
yon 4, in 2) einsetzen:
Lo h
4 o =1 g Lok
\ qx 2
; ; vl :
by — )= = J U
LA ¢
/! - Ay ilg
F i — =
Ay Aoy I
Die Berechnung wvon 4, ist unniith
Setzen wir die Werthe von i, und 4, in die Gleichung
Ay (v -+ :f.! Pl W )= ein, 80 erhalten Wit
Ay — J-"_. fa -
. e F 1y | T == Ay 1) = i) ||¢|1'-|'
Ay — Ay My '
/ =y kg d / A
l\ e e | I' = Ay 0 = - MP — ¢ ader
/ TR ) Lo— kg
\ :
(g — ) A+ (&, — &) K] v+ (4 — be) Ay da @+ (b — &) & Agp =0 odex
C) l__r‘-.-._-'l :"._..-' I =l ) B v | ! L) Ay D =0
94
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Dieses ist also die Gleichung der Linie (IL3, IIT2).
Die drei Gleichungen A), B), C) erfiillen aber, wie leicht ersichtlich ist, die Bedingung
des Artikels b):
A e B 4 1 O 0 gt
Wenn: wir oy — Aa i, = A Ay mnd wy = 1 getzen.
Daher schneiden sich die drei Linien (L2, IT1), (I3, III1), (I3, I12) in einem und
demselben Punkte.
Was wir von diesem Complexe von drei Linien gezeigt haben, kimnen wir im Ganzen
von 6 Complexen zeizen, niimlich von
(Lt LL2Y, (B3, TIL2), (T8, T 1)
(11, IL8), (12, IIL3), (IL2, TIT 1)
(R2, EE1) (L8, L1y, (113, HI2)
(k2 118), (11, Ta), (If1, J2)
(L3, I111), (I2, 1I11), (02, I1113)
(E3;, 0L2); (I1, HT:2); (IT1,; ITL3):

wir haben also 6 solcher Punkte, in denen sich je 3 Linien schneiden. (Tafel IL)

o

Wir wollen nun, wie gesagt, nnsere ganze Betrachtung wiederholen mit dem Unterschiede,

dass wir die Gleichungen 0, p = 0, q = o ete, nicht wie bisher als die Gleichungen

von: geraden Linien, sondern als die Gleichungen von Punkten auffassen. Hierdurch #ndert

sich unsere Betrachtung folrendermassen, (Tafel I Ifig.. IT.

Auf 2 geraden Linien sollen je 3 Punkte I, II, IIT und 1, 2, 3 lezen. Die Gleichune des

Ay
Durchschnittspunktes beider Linien séi r = .
Die Gleichung des Punktes 1 gei p 0,

; X e R | Fs s
Hieraus kimmen wir die Gleichungen der iibrigen Punkte finden.

Il liegt auf der Verbindungslinie von p und r, hat also die Gleichung
ging bestimmte Grisse ist.

I M 0, WO Ay

L hegt auf der Verbindungslinie von p und r, hat also die Gleichung
I - -}.:!il 0, WO /g eine bestimmte Grisse ist.
2 liegt auf der Verbindungslinie von q und r, hat also die Gleichung

As ) = 0, wo & eing bestimmte Grisse isf,
3 liegt anf der Verbindungslinie von  und r, hat also die Gleichung
I = '.'-'.':' =0, WO Ay eine hestimmte Grilzze ist.

inig. von 1 und 2, mit (11 1) die Verbin- ﬂ
dungslinie von I and 1. Alsdann bezeichuen wir mit (12, 111) den Durchschuittspunkt dieser

Wir bezeichnen nun mit (121 die "|L-r||j||||u-.|;;:

beiden Verbindungslinien.
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Wir behanpten nun, dass die drei Punkte
(L2, 103y, (8, IfL 1), (I3 TIE2)

anf derselben geraden Linie liegen.
Wir wollen uns, um dies zn beweisen, die Gleichungen der drei Punkte bilden.
Die (.illl.':i.f.'t:llll].':': eines anf ;.I:f_l Ji.l."{'?’l:l.'n]ﬁ”

(I2) ist die Verbindungslinie von I und 2.
ound ¢ 4 ;9 0, hat also die Form
eine unhestimmte Grisse ist.

Punktes ist daher eine algebraische Folge von p
/ - i'l, Wi "‘.

r - g = A p
(IL 1) ist die Verbindungslinie von II und 1. Die Gleichung eines auf (1[1) lierenden
Punktes ist daher eine algebraische Folge von r + 4, p = o0 und q = o, hat also die Form
As 0 = 0, wo A; eine unbestimmte Griisse ist

S e L
muss daher
r - 4 p 4 4 q werden.

— .

= Jyund l; =

Fiir den Punkt (12, 111
r + Az q -+ As P

Diese identische Gleichung verlangt 1,
somit wird die Gleichung des Punktes (I 2 )
L "“I ]I —— 0 | 1

_fl'|J| o .:'...lg =t

4Ly = o, hat also die Form

(I3) ist die Verbindungslinie von I und 3; die Gleichung eines auf (1 3) liezenden Punlktes
= ¢ und r -
r 4 A q -+ & p = o0, wo i, eine unbestimmte Grisse ist.
(111 1) ist die 1'1'1'l'|'l'il';I[I[J."_".‘CHIIiL‘. von TIT und 1; die {:il'ii']é'llll\'_:: eiues anfl’ (111 1) ﬂu_:|‘|||lu'l!
o md q = o, hat also die Form

':— _."_2 ll =

ist daher eine algebraisehe Folge von p

Punktes ist daher eine algebraische Folge von r -
/ A, eine unbestimmte Grisse ist

s A i =— 0, W0,
Fiir den Punkt (I3, I111) muss daher
=l )_14| { }'.I.}u r-- )_: p 4~ .»"_..rg werden.
Ay nnd i L3

Diese identische Gleichung verlangt i
omit wird die Gleichung des Punktes (I3, II11)

By r - d,q -+ Lp=o

Sechliesslich haben wir uns noch ' die Gleichung des Ponktes (IT3, 111 2) zu hilden.

(IL3) ist die Verbindungslinie von II und 5: dic Gleichung eines auf (I13) liegenden
Punktes ist daher eine algebraische Folge von r + 1, p=o0 und r Ly o, hat also
die Form

,i_“ A ". il R | .;':., (M- A — Oy WO iy und £,, unbestimmte Grijssen sind.
(IIL2) ist die Verbindungslinie von III und 2: die Gleichung eines anf (I112) liegenden
YO I 4 Ayp = o0 und r 4+ 1;,q = 0, hat also

ebraische Folee

Punktes ist daher eine :
die Form
23q) = o, wo i, und %, unbestimmte Griissen sind.

A o AapY - e (v




Fitr den Punkt (118, T112) muss daher

ol 4 40) + 4 &+ Lq) dyy (¥ 4 2Aap) + 4y (v 4 13q) werden.
Ganz wie im vorigen Artikel kinnen wir aus dieser identischen Gleichung den Werth

der unbestimmten Multiplicatoren A,, 4,5, Ay, 4,5 berechnen und erbalten so als Gleichung
tiir den Punkt (115, 111 2)

C)ifds e — LAy = (d —2)) Aoy g = (4 ) pi=0

Die drei Gleichungen A), B), €) erfiillen aber die Bedingung des Artikels G):
y A - g B 4 4, C 0

TRENTE WPt el e — Ak

: 3 5 1nd gy — 1 sefzen,
Daher liegen die drei Punkte (12, 111), (I3, III1 , (I3, TIT2) anf einer und derselben

geraden Linie.

Dasselbe kiinnen wir von den flinf fibrigen Complexen von je drei Punkten zeigen, wele

ol

12
den Liniencomplexen des vorigen Artikels entsprechen.

(‘Tafel E=1V.) Bei der [ienr ist zo bemerken, dass die Lage der drei l'l:]:]d]l:lnru &0
gewithlt ist, dass die Linien (11) und (11T 3) parallel sind, der Ponkt (L1, II13) also im Unend-

lichen liegt. Die Folge davon ist, dass die Linie, auf der die drei Punkte (12, 113), (L1

[IL3), (I11, II12) liegen, den parallelen Linien (I1) und (II13) ebenfalls parallel werden muss
4
Den im vorigen Artikel im Punktcoordinatensystem bewiesenen Lelrsatz wollen wir Jetut

im Liniencoordinatensystem bowelsen.

(Tafel 1, |'.i:.__ [11.) \uf #wél Linien = 0 nmnid ] = o iiq';_"l.‘.'l je drei i’lll||xlt_'- i, lJ_. 11X

und 1, 2. 3. Die Yerbindungslinie von I und 1 habe die Gleichung r = o, Wir hilden uns

nun die Gleichungen der Verbindungslinien der einzelnen Punkte.

(12) ist die Verbindungslinie der Punkte I und 2, ilire Gleie

Purchsehnittspunkt von ¢ und p zeht

ng ist also, da sie durch den

Lp 0, wo 4, eine bestimmte Grisse ist.

(I13) geht durch den Durchschnittspunkt von r und p, bat also die Gleichung

I = AP = 0, wo /, eine bestimmte Grisse ist

(111) geht durch den Durchschnittspunkt von r und g, hat also die Gleichung
r - Ay = o0, wo A, cine bestimmte Grisse ist.

(I1I1) geht durch den Durchschuittspunkt yon r und {1, hat also die Gleichung
I+ Aq 0, Wo 4, eine bestimmte Grosse ist.

112) geht erstens dureh den Durchsclnittspunkt von p und (IL1y, 1
A\ z 3

also die Gleichung
r + A3 -+ A;p = o, zweitens durch den Durchsehnittspunkt von ¢ und (12), hat also
auch die Gleichung

T4 Lp+ g =o0
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Diese beiden Gleichungen miissen daher fiir die Linie (I12) identisch werden; also ist
r -+ .3_=4| =} }’.i«,]l J, I o R il
Diese idenfische Gleichnng verlangt, dass i, = 4, wnd 4, = 4, ist; daher wird die
Gleichung fiir die Linie (112)
r -+ Ap 4 Lg = o
(IL3) geht erstens durch den Durehschnittspunkt von p und (111), hat also die Gleichung
r -+ iyq + A p = o, zweitens durch den Durehsehnittspunkt von g und (I3), hat also
anch die “|1_‘]c'jlllll:_,_':
= }_:|. i As ] = 0.
Diese beiden Gleichungen miissen daher fiir die Linie (I13) identisch werden; also ist
I | fg . = J‘_I. [} I .:'.:_, B ;--c'l-
[Mese identische Gleichung verlangt, dass f'_. e s s = Aq.16E3 dabher wird die
Gleichung der Linie (II 3)
T Aapa-A 0.
II[2) geht erstens dureh den Durchschuittspunkt yon p wnd (1IL1), hat also die Gleichung

r -+ 4, + A p = o, wweitens durch den Durehschnittspunkt von q und (I2

Lat also
aneh die Gleichung

r -+ ALp 4+ Aot =0
Diese beiden Gleichungen miissen daler fiir die Linie (I112) identisch werden; also ist
r | da = 4D+ Al

Diese identizsche Gleichung verlangt, dass A4, = 4, und A4, = 4, ist; daher wird di

Gleichung der Linie (111 2)

r -+ Lp 4 A 0.

(II13) endlich geht erstens duorch den Durchselnittspunkt von p und (II11), hat also die
Gleichung r 4 i,q + 4 p = o, zweitens durch den Durchsehnittspunkt von ¢ und
(L3), hat also anch die Gleichung
I'o=f- .-" I —i- ;‘.,._.Ir. —— | E
Dicse beiden Gleichungen miissen daher filr die Linie (II13) identisch werden; also ist

r -+ Lyq 4 Ly p r bap + Aa 0.
Digse identische Gleichung verlangt, dass 4, = 4, und 4 Ay ist: daber wird die

Gleichung der Linie (11L3)

Wir behaupten nun wieder, dass die frilher genannten sechs Gruppen von je drei Punkten

in einer ;:';'.!I‘:Ifll,_']t Linie liegen, und wollen den Beweis wieder flir die drei Punkte

(12, 111), (I3, 1I11), (IL3, 1I12) fihren.

Eine Linie, welche dureh (12, IT1) geht, hat die Gleichung

iy (v Ay p) 4 (e 4 4;q) = o, weil die Gleichung cine algebraische

TR R R RO
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Folge der Gleichungen r - 4, p = o und r - Ay = o sein muss; die Grissen u hedenten
hier unbestimmte Coéfficienten.

|
|
|

Ebenso hat eine Linie, welche dureh (13, III1) eeht, die Gleichune
] \ ¥ o 3 f=1

My (T = 4]) + g (r -+ 2q) = 0. I'
Schliesslich hat eine Linie, welche durch (II 3, II12) geht, die Gleichung '
By (F - dap 4+ Aq) -+ pg (024, p + 1,q) = 0. -
Wenn nun die genannten drei Punkte in einer geraden Linie liggen sollen, so muss die {
Gleichung der Linie, welche durch die beiden ersten Punkte geht, also die Gleichung der Linie
(2, 111) (L3, IIT11) identisch mit der Gleichung der Linie sein, welehe durch den ersten und
letzten Punkt gelt, also wit der Gleichung der Linie (L2, 111} (ILs, III 2),
Um dieses zu zeigen, bilden wir uns die Gleichungen der genannten heiden Linien.
Die Linie (I2, IL1) (I3, II11) geht dureh die Punkte (12, I11) und (I3, II11). Es muss
tiir sie daher
fy (== p) - pe (r -+ A5 g (v 4 Aap) + wy (r -+ A q) sein.
Einen der unbestimmten Faktoren etwa s, kimnen wir — 1 setzen und erhalten zur
Bestimmung der tibrigen aus der identischen Gleichung die drei Gleichungen i
Ly, -+ tiy = 1 -uy, i
2) = Agiy
o g hg = Iy Ay,
Aus 2) folgt ¢ J Setzen wir diesen Werth in die mit %, multiplicierte Gleichung
1} ein, 8o wird
1) : sy o pledy "= Ay = wy Ay hiervon subtrabieren wir
b
3t s Hy by und erhalten
2 A, = + ty (I 4y), also
5 L .
i — ool J.{I :
: Ay Ay Iy
setzen wir den Werth von gy und g, etwa in die zweite der identischen Gleichungen
ein, so erhalten wir als Gleichung unserer Linie
r 4 Ay p J‘ J_‘l' . f (r + 4,4 = o, oder
! S ! by — Ay 3 N L 1
LI . e fpstiL . ; ] ¥ o=t Aop o e S . Ay = o0, oder
Aoy o My : Ay ==y Wy el
(A — 20) & 4 (A — 4) 4] v + (B — &) by dyp 4 (4 — &) A4 q =0, oder 't "
A) (A dy — MA)T 4+ (g— 2) Ldgp - (Ag — L)l i =
Dieses ist also die Gleichung der Linie (12, IL1) (137 I 1), .




-
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Die Linie (I2, I11) (I3, III2) geht durch die Pankte (12, I11) und (I3, II2). iE
mugs fiir sie daher

gy (v = L) pe v 4 24 q) My (P = Aap + L) + oy =k P+ Aiq)
sein, oder
['_-,11 —i— lu,_,j I' = My .-‘I I I- Hy .‘ ] (1t =+ 1) 1T - | ps, .-‘__ = g A I Lo e ,-;.’ I 1y ¥ .

Einen der unbestimmten Faktoren etwa u, kinnen wir = 1 setzen und erhalten dann aus

der identischen Gleichung zur Bestimmung der deei

n Faktoren die Gleichungen

i) iy - 1 L

F| I
) gy Ay — Ay + pady,
D) Mg Ay .'lr._: [g Ay

Aus D) folgt iy = wy A :r:' Setzen wir diesen Werth in die mit 4, multiplicierte
Gleichung 4) ein, =0 wird

g r;:-’ 1~ = i —E' s .;'. = -", L I .':.:: |||l|.,'|'

fy &y = Ay, Hiervon subirahieren wir

G ltaidy = kg - py &y und erhalten

= fisdy s algo e — ~

B RoE

setzen wir den Werth von g nnd g, in die zweite der identischen Gleichunsen éin. so

erhalten wir als (ill-h'illlllg: noserer Linie

Ag Ay

| .a| L=t 1.’.:. |.-'I et (1] O ke
] .l‘l.: :‘_I- | x .-'I /ey
(Ay Ay — Aady) O (4 - =k Ag) Ay i o odet
B '.-::: fy __.v'__: - [ A ’JI' f'l.-:||' Ly .-' g = )

Dieses ist also die Gleichung der Linie (12, I11) (113, III2

Die Gleichunzen A) und B) sind aber, was wir heweisen wollten, identisch,

Sehliesslich wollen wir onzere letute Betrachtung wiederholen, indem wir die Gleichunzen
p=t,q=0ud r = o ete., dic wir ehen als Glei bangen yvon Limen ansaben, nunmehyr

als Gleichungen won Punkten ansehen. Unsere Bet achtung  gestaltet sich  dann

render-
Massen ;

Tafel I, Fig. IV. Wir haben je drei Linien 1, [T, IIT und 1, 2, 3, welche durch die Punkfe
p = 0 resp. = o gehen. Der Durchschuittspunkt der Linien I und 1 habe die Glei-
chung r — o

Wir bilden uns nun die Gleichungen der Durchschuittspunkte der einzelnen |

P ——— — - -




(I2) liegt anf der Verbindungslinie der Punkte r und p, hat also die Gleichung

r - 4 p = 0, wo 4 eine bestimmte Grisse ist.
(I3) liegt auf der Verbindungslinie der Punkte r und p, hat also die Gleichung
e e | 0, wo 4, eine bestimmte Grisse ist.
(IL 1) liegt anf der Verbindungslinie der Punkte r und ¢, hat also die Gleichong
' 440 = 0, wo A; eine bestimmte Grisse st
1

IIL 1) hegt ant der Verbindungslinie der Punkte r und q, hat also die Gleichung

R el 0, W0 L, eng hestimmte Grigse ist

ot erstens aut der Verbindungslinie von p und (I11), hat also.die Gleichung r + 4,4

b 0, wweltens auf der Verbindungslinie von ¢ und (12}, hat also anch die Gleichung
] . . 1 : g

T Ay [n 1 I i | 0.

Diese heiden Gleichungen miissen daher fitr den Punkt (IT'2) identisch werden; also ist

Ay ] = &P = AP it s
Diese identische Gleichung verlangt, dass 4, = 4, und 4; = #; ist; daher wird die

Gleichunge des Punktes (112

iRy o g {l 0.

(11 3) liegt ersten A [ von p ound (1I1), hat also die Gleichung
r -+ Aq + Lp o, zweitens ani’ der Verbindungslinie won q und (13), hat also
anch i Grleteh
1 i i

Diese betden Gleichunecen miizssen daher fiiv den Punkt (IL3) identisch werden: also 1st

o (] f ] I" +-1) Ay 0]
Diese identische ilass .oamd A, = I, ist: daher wird die
i - ok 3 i)
Gleichune des Punkis

(I11 2) |5|':_'_! erateng auf der Verbindungslinie wvon P 1l .||1!|_. hat also die 1:=g_'i|":;|:||,|.-_-_'

r g+ Aap 0, zweite

ns ndungslinie von ¢ und (T2), hat also

i t .-'I | L nold 0,
Diese bheiden Gleichunzen miizsen daher fiiv den Popkt (LI 2) identisch werden: also ist
r - i, A P I A e

Lo S

ildentische Gleichung verlangt, dass /4, Ay und Ay = 4, ist; daher wird die

iilf'ilil:::ll_.i des Punktes (1LE2)

C t P fog A - i
' ‘11 | -

(111 3) endlich liegt erstens auf der Verbindungslinie von p und (II11), hat also die Gleichung

r - Aq 4 Aap 0, zweitens auf der Verbindungslinie von  und (I3), hat also
anch die Gleichung

I == Ag P Mg - L

e



|
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Diese heiden Gleichungen miissen daher fir den Punkt (IIT3) identiseh werden; also ist

r = Ay - Ay p r =4 AP 4 At

< daher wird die

i

Dicse idenfische Gleichung verlangt, dass 4, = /4 und A = 4,
Gleichung des Punktes (II13)

r -+ &p g =0
Wir behaupten nun wieder, dass die friilher genannten sechs Gruppen von je drei Linien

sich in einem und demselben Punkte schneiden, und wollen den Beweis wieder fiir die drer

Linien
(I2. 111), (13, ITL1), (IL3, III2) fiibren.

Ein Punkt, welcher aul der Linie (12, 1I1) liegt, hat die Gleichung

My (P 4= 4 D)4 e (0 4= A0) o, weil die Gleichung cine algebraische
Folge der Gleichungen r -— 4, p = o und v -+ 4;q o0 sein munss: die Grissen p bedeutén

hier unbestimmte Coéflicienten.

Ehenso hat ein PPunkt, welcher auf der Linie (I3, IIT1) liegt, die Gleichung

it (r==] ,:'___||| T b ¢ Firddr .

Schliesglich hat ein Punkt, welcher anf der Linie (113, I112) liegt, die Gleichung
M T dap = A ) T ge (B Ap - A4q) 0.

Wenn nun die genannten drei Linien sich in einem und demselben Puonkte schueiden
sollen, so muss die Gleichnng des Punktes (12, IL1) (I3, LI 1) identizsch mit der des Punltes
(Xa, IL1) (113, 1I1'2) sein.

Um dieses zu zeigen, bilden wir uns die Gleichungen der genannten beiden Ponkte. Der

ie (I8, I11'H)

Punkt (12, I11) (L3, IIL1) liegt sowohl auf der Linie (12, IT1), als aof der Li
Es muss fiir ihn daher
ty (r - ;"I ) TR ‘;'.,'ll e (T A ) ==y (=4 ) sein.
Bestimmen wir aus dieser identischen Gleichung den Werth der unbestimmien Faktoren
wieder gang wie frither, so erbalten wir als Gleichung fiir den Punkt (I2, II'1) (I3, IL1)

Ay (Aghy — LA r 4+ (A — A A dap 4+ (A — &) Aidq 0.

Der Ponkt (12, 1L1) (113, HI2) legt sowohl auf der Linie (12, 111), als auf der Linie
(IL3, III2). Es muss fliir ihn daber
g (r == Aep) 4+ pe (v == 25 q) I (L Ay b)) == pe (v - Ayp -+ Agg) sein.

Bestimmen wir aus dieser identischen Gleichung den Werth der unbestimmten Faktoren
gany wie frither, so erhalten wir als Gleichung fiir den Punkt (12, II1) (I3, III1)
B) (g iy — L4 v+ (ly — &) 4 43p + (A A S .

Die Gleichungen A) und B) sind aber, was wir beweisen wollten, identisch

T C— - -
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i1.

Die allgemeine Gleichung der geraden Linie 3
ax + by 4-e =0
Eisst sich auf eine andere Form bringen, welche vielfach fiir die Anwendung praktischer ist. =
Dividieren wir niimlich die Gleichung duveh 4+ ¥a® - bf, so geht sie iiber in
i a - b e
; ¥ ak R - = 0
. + Fa®—+ h? + Fa® 4= h* +  Fa? | h®
)
| 1 ; 17 ] S s :
Nennen wir das vom Coordinatenanfangspunkte aul die Linie gefillte Loth p und bezeich-
nen die Winkel, welche dieses Loth mit den Coordinatenaxen macht, mit « und @, so ist
4
s
LL I 2
l b
(i lplo] ==
+ Fa* -4 b?
P
+ Fa = h
Das Vorzeichen der Wurzelgriisse a® | b? ist dabei so zu wiihlen, dass p unter allen
Umstiinden i'll-iii'\-' Wit :
Die Gleichung geht so ither in
X . 008 & 4— ¥ COB g — p — 0
iese lorm der (leichung nennt man die Normalform der Gleichung der geraden
Wenn wir uns die Gleichung der geraden Linie in ihrer Normalform denken, so wollen
siec im Folrenden die -'l.:il'.'.'rln',i'!l';".ln.:'l; Zieichen
i, — {}
£ty o ete,,
also die Duchstaben des griechischen Alphabets gebrauchen, wihrend wir mit
'II == ¥
dy = 0 Bl
die Gleichung der geraden Linie in der allgemeinen Form bezeichnen,
| 1
Die Gleichung einer geraden Linie sei
ax by o o oder
d b
X v 4+ 1= o oder AT
L b
ux + vy - 1 o, wo x, y die Coordinaten des veriinder

lichen Ponktes ond uw und v eonstante Griissen sind.




F

Nehmen wir x und y als constante und u und v als veriinderliche Griissen an, so stell
unserer tritheren Betrachtung entsprechend die Gleichung

X == vy -1 =0
den durch seine Coordinaten gegebenen Punkt x, vy dar oder genaner alle Linien, welche

durch diesen Punkt hindurchgehen.

| = 0 nennt man die Normalform der Gleichunge des Punktes

Die Gleichung nx - vy - 1
n und v die Coordinaten der Linie nx + vy + 1 = a.

Wenn wir uns der Gleichung des Punktes in der Normalform im Folgenden bedienen, s

wollen wir flir sie die abgekiiraten Zeichen
[ ¢ 4 L
i

o 0 ete.,

also die Buchstaben des griechischen Alphabets gebraunchen, wihrend wir mif

die Gleichung des

Fine Linie hat die Gleichung

X C0OB & + v 0RO || =[)

Es soll die Linge L des Abstandes eines Punktes P von der Lini

. s : o 3 3 :
bestimmt werden, der durch seine Coordinaten X, v, gegeben ist
Nehmen wir an, dass mit dem Coordinatenantangspunkt ant’ derselben Seite der reraden
Nel | | td { linat £ [

Linie liegt, so hat L dasselbe Vorzeichen wie p, ist also positiv. Zichen wir durch den Punkt

bezeichnen

P ging parallele Linie zu der gegebenen und mit p’ das vom Coordinatenanfangs

llele gefillte Loth, so hat die Parallele die’ Gleichung

punkie anf diese
X Q0R & ==Y G081 1] —= 1%

Jme 1egt, 50 ertitllen seine Coordinaten x, , ¥yt

Weil aber der Punkt P auf diese
Gleichung. Es ist daher auneh

X, COS ' ¥, (OB i — ="t

Hieraus folgt p° = x; cose - ¥, cos 3 und somit ist
L =P i'l — % CO8ex Yo IH 1 I l|l.]-.'|'

= Xy COB'® — ¥g C08 fH — p-

Liegt P mit dem Coordinatenanfangspunkt nieht auf derselben Seite der geraden Linie
g0 wird entsprechend
I X O3 o =y g COS [ 15
[st die Gleichung der gzeraden Linie also in der Normalform « [
gegehen, so drtiekt - e oder — ¢ den senkrechten Abstand eines durch

die Coordinaten xy gegebenen Pnnktes yvon der geraden Linie aug, je




319 ]

nachdem der Punkt mit dem Coordinatenanfangspunkt nicht auf dersel-

hen Seite oder aut derselben Seite der geraden Linie liegt,

14.
Hin Punkt hat die Gleichung
nx == vy -+ I 0.
Es soll die Lingel. des Abstandes des Punktes von der Linie bestimmt
werden, die durceh ihie Coordiraten nw nnd v.gegeben igt

Die Gleichung ux vy I = o ist die Gleichung e¢ines Punktes oder genauer die

Gleichung jeder Linie, welche dureh diesen Punkt hindoreheelit. Die Normalform der Gleichung
T 111 T Vb T | e 11
licger Linien ist daher nach Artikel 11)

nx + vy =+ 1

a und sonii

die Liinee Lo des senkrechten Abstandes des Punktes von der dureh die Coordinaten n ind v

bhestimmten geraden Linie

1% e | : . ; ; ! A
} ! y e nachdem der Punkt mit dem Coordinaten-
Fu* v=
infangspunkt nicht aul devselben Seite oder auf derseiben Seite der geraden Linie liegt,
st die Gleichung eines Punktes also in der Normalform o 0 op-
geben, so driicl . den senkrechfen Abstand des Punktes von
Vg =%

der durch die Coordinaten nund v bestimmten geraden Linie aus, je nach

dem der Punk nit dem Coordinatenantfangspunkt nicht anf derselben

Seite oder anf derselben seite der geraden Linie liegt

15.

seien die Gleichungen zweier geraden Linien. Entsprechend der Betrachtung, die wir fiir die

allcemeine Form der Gleichung der geraden Linie gemacht haben, ist dann

Sty o oder wenn wir & « sefzen
Xty 0

lie Gleichung einer Linie, welehe doreh den Schunittpunkt der Linien ¢

g — 0 nd gy — 0

geht.  Wir wollen untersuehen, welehe Bedeutung die Grisse z hat

Aus der i;]ril_'il_ulll'_" £ #idy. =10 |_-|r|_'_f1,
[
i — =
.

i und ey stellen aber, abgesehen won den Vorzeichen, wie wir gesehen haben, die

B ——]

e
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senkrechten Abstiitnde eines Punktes von den Linien ¢, — o nnd e, o dar; « ist also das
Verhiltnmiss dieser |'L.'t'E-t'L|i|i|\'t'], welches fir jeden Punkt der Linie « ¥ ity = 0 eonstant

i :
ist, Tiir eine Linie, welche den von «, und o gebildeten Winkel halbiert, sind die Perpen
dikel gleich nnd haben auch dasselbe Vorzeichen; es ist also » = 1 und die Gleichung de
Halbiernngslinie somif

J".I '_. — .

Fiir eine Linie, welche den Nebenwinkel des von o und ey gehildeten Winkels halbiert,

sind die: Perpendikel gleich, haben aber ungleiches Vorzeichen; es ist also s 1 und die
Gleichune

: it o i
;-;1|_']|[ '-CII]jl_i_[ I:[il_'. ir.‘!Hli:'i'|'|llt_','2"[i'|']il' 1|:'.=-. T\t'll"ii“il]l{"!:' lil_'? VoIl dén ih'ilII'EI .l_';||i\.'!| o i '||-Ii

£ iy i
] =

ehildeten Winkels dar.

geien die Gleichuneen rwweier Punkte. Entsprechend der Betrachtung, die wir fiir die all
| =)

wemeine Form der Gleichung des Punktes gemacht haben, ist dann

(54 T = g O OCOer,; wann wir. < < =elien

i T Lk

die Gleichune eines Punktes, welcher ant der Verbindunegslinie der Punkte y o und

¥ snl AyF i e 1 i [T 1 ' i g 1
NNIersueien, \.\.l'l;'.'l,' |!-I_'i|l :llhl'.'_' 1 LrlO=se £ LT Aus der 1|||'||'|._'|._

e — 0 liegh. Wit wi

wo n und v die Coordinaten einer gerader

Linie 1 sein sollen.

nnd stellen aber, abgesehen von den Vorzeichen, wie wir seseher

papti=ssel pus =
haben, die senkrechten Abstinde der Punkie o o und e, o von der dureh die Coordi
naten u und v bestimmten geraden Linie I dar; » ist also das Verhiiliniss dieser Perpendikel.

[Miir jede Linie |, welche durch den Mittelpunkt der Verbindungslinie der Punkte ¢, = i

nnd ¢y = o geht, sind die von e« = 0 und ey o mefiillten Jll."l';:_ll.'.'lli.-llwl'.! rleich, haber
aber entgegengesetztes Vorzeichen; es ist also 2 = | und die Gleichung
o oty =0

gtellt somit den Mittelpunkt der Verbindungslinie dar.




Fiir jede Linie |, welche dureh den unendlich entfernten Punkt der Verbindungslinie der
Punkte «, = o und e, o geht, mit anderen Worten fiir jede Linie, welche dieser Verbin-
dungslinie parallel ist, sind dis von ¢ o und oy o gefillten Perpendikel gleich und
haben anch gleiches Vorzeichen; es ist alsop » = 1 und die Gleichung

iy gy =0

stellt somit den unendlich entfernten Punkt der ‘---.'|'h§n-.'t1l]:;_.;:~]i!lfu dar,

iy = 0
i = (1]
it (1]

seien die Gleichungen der drei Seiten eines Dreiecks. Die Gleichungen der Halbiernngslinien

der Winkel des Dreiceks sind dann

I‘I i_'__ it LY
| 199 L o
Xy s -— 1l
: - T ¥ sFay Ing 1 s H 11 > ) - 3
Die Summe der linken Seiten der Gleichuneen ist identiseh = o, also
t { (e, (sl | 1t = s ] {}.

ches Artikels H) tiir die drei Halbieroneslinien erftllt und es

sehneiden sich daber diese drei Linien in einem und demselben Punkte.

Der Beweis liisst sich auch unablh#ingiz von dem friiheren Satze auf folzende Weise fiihiven.

e Halbierungshnme g oy ] hat die Gleichone oy o
die. Halbierungslinie (q, @) hat die Gleichung oy — 0y — o

Jurchsehnittspunkt (e o, voeg) beider Halbierungslinien gehende Linie

Eine durch den
hat die Gleichung
| ' |':, __" 3 f:’ll ey )

Bine durch den Durchsehuittspunkt (e, e,) gehende Linie hat die Gleichung

Fiir die Verbindungslinie von (e o) nnd (e, @y, oy o) miissen die Gleichungen 1) und 2)

dentiseh werden. Es ist also

i - SN I S | e SR
Diese identische Gleichung wird erfitllt durch E=1 und v =— 1. Jede der Gleichungen
1) nndd 2) gelit dadurch itber in

if £,

ie Gleichung der Halbierungslinie des von ¢, und e gebildeten Winkels.

Dieses ist aber

Wir haben also den Satz hewiesen:

Die drei Halbierungslinien der Winkel eines Dreieeks sehneiden sich

in einem und demselben Punkte;
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18.
iy » i =0
&y = 0
fy = 0
Y seien die Gleichungen der drei Eckpunkte eines Dreiecks.
Die Gleichungen
g —ity =0
g —=iflg =)
by — ) — 0
stellen dann, wie wir gesehen haben, die unendlich entfernten Punkie aunf den Seiten des
Dreiecks dar.
Die identiseh erfiillte Gleichung
(e — ag) + (5 — &) + (#y — ) = 0, sagt daher aus, dass diese
drei Punkte auf einer geraden Linie liegen.
Je nach der Anschanungsweise, die man sich macht, kann man diesen Satz verschieden
ansdriicken, = B.:
Wenn man eine gerade Linie, welche zweiSeiten cines Dreiecks durch-
| schneidet, immer weiter von der Gegenecke entfernt, so entfernt sich
anch der Schnittpunkt der Linie mit der dritten Seite immer weiter: oder:
Verlegt man zwei Schnittpunkte von zwei Seiten eines Dreiecks mit
einer geraden Linie in's Unendliche, so rilekt anch der Schnittpunkt der
dritten Seite mit der Linie in's Unendliche; oder:
Die unendlich entfernte gerade Linie ist den drei Seiten eines Drei-
ecks parallel; oder:
Die unendlich entfernte gerade Linie ist ein Kreis mit unendlich
grossem Radins.
1:9.
I!'] — 0
e — 0
| [ £+ = ik
geien die Gleichungen der drei Seiten ecines Dreiecks. Dann sind
[(I — [I',_I_ i)
ALl s — Oy . — 0
' li CEAR =S
die Gleichungen der Halbierungslinien der Winkel und
4




Wa == {fy. — 0

die Gleichungen der Halbierungslinien der Aussenwinkel des Dreiecks.
Iis bestehen nun die identisch erfiilllien Gleichungen

\ &y T oy ey == Og) == iy (40 0
(g = eey) — (e + o) + (y — @) i
(== Il (e -+ fty | —E— ety — e ) b,

Diese drei identischen Gleichungen driicken den Satz ans:

Die Halbierungslinien eines Winkels und zweier Aussenwinkel eines

Dreiceks schneiden sieh in einem nnd demselben Punkte,

20
i {0
1
(n S—
{ = Q

seien die Gleichungen der drei Eckpunkte eines Dreiecks, Dann sind

1 AR i
die (rleichungen von unendlie

! ’ —
ity | = 0
[ {}
[ =, = 0

die Gleichungen der Halbierungspunkte der Dreiecksseiten.

Die drei identisch erfiillten Gleichungen

(e == ) — (e oy) ey — ay) 0]
I - oyl = by ) = Ly iy i
[ iz ey ) (o fa ] =— (g ) 4]

driicken daher den Satz aus:

Die Halbierungspunkte von zwei Seiten eines Dreiecks liegen in
rader Linie mit dem tunendliech entfernten Punkte der dritten

die Verbindungslinie der Mitten zweier Seiten schneidet

im Unendlichen, ist ihr also parallel,

1 entternten Punkten auf den Dreiecksseiten

i

die dritte Seite

— E—————




———— e

s i, | e

seien die Gleichungen der drei Seiten eines Dreiecks. Dapm sind

i, 4 A (o -+ &) =10

gy —I- ;;'.,_,- Vo - ) =— 0

ty = Ay (@ == ay) = 0O
die Gleichungen won allen Linien, die duoreh die Durchschnittspunkte der Halbierungslinien
der einzelnen Aussenwinkel mit den gegeniiberliegenden Seiten des Dreiecks gehen, ywenn
wir den Grissen A alle miglichen Werthe beilegen.

Fs wird aher

oy —+ J:’.] g = &) g ;':4 (o 1 oy o As e, + ¢,
wenn wir die Grissen £ = 1 setzen, also unfer den drei Gruppen von Linien, welche duoreh
obige Gleichungen dargestellt werden, je eine besfimmie Linie auswiillen. Die identische

Gleichung sagt nun uns, dass diese durch die Gleichung

Oy = @y~ . =0

irig: ‘ist.  Dieses ist aber onwr miglich, wenn die drei

dargestellte Linie jeder Gruppe ange
Punkte, in denen die Halbicrungslinien eines Anssenwinkels mif den gegenitherliegenden Drei
ecksseiten zusammentreffen, in einer geraden Linie liegen, Wir haben also den Satz bhewiesen:

Wenn man in einem Dreieck die Anssenwinkel halbiert, so sechneiden
die Halbierungslinien die gegeniiberliegenden Seiten des Dreiecks in

drei Punkten, welehe ineiner geraden Linie liegen,

22
(i s 1]
[ty L)
i il

geien die Gleichungen der drei Eekpunkte eines Dreiecks. Dann sind

1 e |
”I = ""I [ T | — 1)
gy :‘__, | £ty = M) =0
. [ty = ".':i [y —i o ]

die Gleichungen wvon allen Punkten, welche anf den Verbindungslinien der Mitten der drei
Seiten mit den ‘pegeniiberliegenden Ecken des Dreiecks liegen, wenn wir den Grissen 4 alle
miiglichen Werthe beilegen.

Es wird aber

¢ — A (g 4 o) ty + Ay (oy - o) ey - Ay (o o),
wenn wir die Grissen L = 1 sefzen, also unter den drei Punktreihen, welche durch obige

Gleichongen dargestellt werden, je einen bestimmten Punkt answilhlen. Der durch die Gleichung

0 == Oy == f#g=—'0

davgestellte Punkt muss also auf jeder der Verbindnngslinien der Mitten der drei Seiten mif

egeniiberliegenden Ecken des Dreiecks liegen.  Wir haben also den Satz bewiesen:
4w

den g
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Die Verbindungslinien der Mitten der Seiten eines Dreiecks mit den

gereniiberlicgenden Ecken sehneiden siehineinem und demselbenPunkte.

seien die Gleichungen der drei Seiten eines Dreiecks, Dann sind

{2y + A (e 4 @) = 0
g =~ Ago e ) =0
iy . .‘ | ey el = 0

die Gleichungen von allen Linien, die duoreh die Duorchschnittspunkte der Halbiernngslinien

eines Aussenwinkels resp. zweier innerer Winkel mit den gegeniiberliegenden Seiten des Drei-
ecks gehen, wenn wir den Grissen 4 alle miglichen Werthe beilegen. Es wird aber, abgesehen

von den Vorzeichen der ganzen Ausdriicke,

iy == Ayl (1 Oy == Aa ity 5 ity = Ay (0 o ),
wenn wir i 1, d | setzen, also unter den drei Gruppen voa Linien,

welche durch obige Gleichungen dargestellt werden, je eine bestimmte Linie auswiiblen. Diese
durch die 'Gleichung o, : ., — o oder
o oy 4 g =0

dargestellte Linie muss also jeder der dreei Gruppen angehiiren. Dieses ist aber nor miglich,
wenn die drei Puonkte, in denen die Halbierungslinien eines Aunssenwinkels und zweier innerer
Winkel die drei gegeniiberliegenden Seiten schneiden, in einer geraden Linie liegen. Wir
haben also den Satz bewiesen ;

Die Halbierungslinien eines Aussenwinkels und zweier innerer Winkel eines
Dreiecks schneiden die gegeniiberliegenden Seiten in drei Punkten, welehe in

giner geraden Linie liegen.

24,
ffl = 0
e i}
iy 0

geien die Gleichungen der drei Eckpunkte eines Dreiecks. Dann sind

Oy My L8y = ) =D
{ = hy (g — ) 0
Oy~ oty [0ty ) = 0

die Gleichungen von allen Punkten, weleche anf den Verbindungslinien der Mitte einer Seife




29

resp. den unendlieh entfernten Punkten der beiden anderen Seiten mit den gegenilberliegenden
Ecken des Dreiecks liegen, wenn wir den Grissen 4 alle miglichen Werthe beilegen,

Es wird aber, abgesehen von den Vorzeichen der ganzen Ausdriicke

(t | lcta = el Gy = Ay @y — dy) £ Ag N0 — gk

e Sl g 3 3 7 e E
WENN=WIrsd, = — 1 =" 7, = 1 setzen, also unter den drei Punktreilien, welche

dureh obige Gleichungen dargestellt werden, je einen bestimmten Punkt auswilblen, Der durch
- ¥ .

die Gleichmng o, — oy — a3 = o oder

iy, ==y —— - =— 0

dargestellte Punkt muss also anf jeder der genanuten Verbindungslinien liegen. Es ist aber
die Verbindungslinie des Punktes «, resp. «, mit dem unendlich entfernten Punkte der Linie
|

(g ) YCSD. (& &) nichts anderes, als cine Parallele zu der Linie {ug¢) resp. (o, ag).  Wir

haben also den Satz gefunden:

Zieht man durech zwei Feken eines Dreiecks Parallelen zn den Gegen-
seiten und zieht ferner die Verbindungslinie der dritten Ecke mit der
Mitte der G |'j_"L'].‘?~L'i1L'. so schneiden sich diese “-'-.'I'r:-illl:.l‘.ll_: slinie und die
beiden Parallelen in einem uni demszselben Punkte,

[Meses Ist nur eine andere Form des Satzes:

[n ¢ginem Parallelogramme halbieren sich die Diaczonalen.

seien die Gleichungen der drei Fekpunkte eines Dreiecks.

Nach dew vorigen Arvtikel sind dann

e, | 0y { —

[ s { ('}
¥ e = 1}
==

die Gleichungen von Punkien, von denen jeder mit den drei gegebenen Punkten die Ecken
gines Parallelogramms bilden. (Tafel III, Fig. 1) und zwar liegt der Punkt (— e, g - oty)
dem Punkt e, , der Punkt (e (I ety ] dem Punkt e, und der Punkt (o, 4+ o — oy)
dem Punkt e, gegeniiber.

Bestehen also fiir die Eekpunkte eines Viereeks die Gleichungen

i =11 ) .'-I — §] .e’l — i
Darr =) g — 0 {3 =y Ly = L8]
2 oder : oder ; ;
B L —f= i =) i — i) {r = 0
f-’; =) B — iy — ity = 0O g = -'J;I

s0 ist das Viereck ein Parallelogramm,
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Um das Dualitiitsprineip im folgenden Artikel deutlich hervortreten lassen zn kimnen,
geben wir diesem Satwe folgende Form:

Bestehen fiir die Hekpunkte eines Vierecks die Gleichungen

1 —=_..J

(¥ P =]

{ =g = 0
- i)

und verbindet man den Punkt <, mit dem Mittelpunkt der Linie (« «,), die Punkte
¢, nnd oy mit den unendlich entfernten Punkten der Linien (o, o) resp. (o o), s0

sehneiden sieh die drei Yerbindungslinien in einem und demselben Punkte nwmd zwar
in dem Punkte ey tty - g,

206.
f B
i
i 0

seien die Gleichungen der drei Seiten eines Dreiceks

Nach Artikel 23) sind dann

die Gleichungen von drei Linien, von denen jede zwei Seiten und die Verlfingerung der dritten
Seife so sehneidet, dass wenn man die Dovehsehnittspunkte mit den gegeniiberliegenden Ecken
verbindet, je zwel Winkel nnd je ecin Auvssenwinkel des Dreiecks durch diese Verbindungs-
linien halbiert werden, (‘I'atel ITI, Fig. I1.

s bilden aher die Linien

£y = ) fey == 0 £ =)
[ - (i - g (4] . [ R el 2 iy = 1}
e 0erso b chenso
ie | ¢ o e = 0 Eg =
Gy 0 4 iy 0
[k} a — 0)

drei Paare von Yierecken, deren Eigenschatten wir durch folgenden Satz charakterisieren kiinnen:

Bestehen fiir die Seiten eines Yierecks die Gleichungen

£ty i
1
5 =)
Ha
0ty fty - € i
| =

und bringt man die Linie ¢, zum Durehsehnitt mit der Halbierungslinie des Neben-
winkels vom Winkel (e.), die Linien o, nnd «, zum Durehschnitt mit den Hal-

£

I —

P e T




bierungslinien der Winkel (¢, ¢;) rvesp. («; ), so liegen die drei Durehschnittspunkte
aufl’ einer nnd derselben geraden Linie und zw

ar anf der Linie — ¢, + « -+ oy

Ein solches Viereck, welches also dem Parallelogramm dureh das Dualititsprineip ent
gpricht, wollen wir ¢in Halbhierungsviereck nennen. Wir wihlen diese Bezeichnune,

weil dem Parallelismus der Seiten die Halbierung der Winkel durch die Diagonalen entspricht.

Dasg vollstiindige Viereck, welches durch die Verliingerung der Seiten «, und — 7
- oy resp. s und ey bis zum Durehsehnitt entstebt, nennen wir ein vollstindiges Hal
hie PN ESY iereek, die Ecken (i q Ty and ey oy )y AN denen die halbierten Winkel des
Vierecks liezen, die Hau ptecken, die Heke (g e,), an der de d oo Winkel des vollstin

digen Halbierungzavierceks licet, dessen” Nebenwinlel halbiert wird, diec Nebenecke. endlich

die: Ecken (og, — 65, + g + &), (o, e, - g = g) umel (e, — e, g = eg)
Il]\' [;I'il.,'[' ken, I'--'I'I|-".' HIETTEe L '.1.i‘.' I|-Il._' []i-'l.',:'illlllil'il l:{\'.‘- ll'_"wf.l:'iilll:'ri"|1|'I| '\.'.-.'I'l'l'|l:-'\ alsa die
Linien (oyee) (e, o o+ 2 o) und (e ) (o (= @~ ory) die Hanpt
1|-I:I ,'.';llll:i]l.' n |;il' "l--.'l'||illl.1'hI!;'H|:-I|i|' |[|-.' ||i||'~"]| 1|E|' I‘L'1-|'|iil|:;|-|'!'3|; iI|-|' ;.\i;.-“ :|--n ".:-\'|‘|-|-i\h
erhaltenen Punkte, also die Linie (e Cey iy~ oty ) (e eg) die N bendiagonale,

Jede Hauptdiagonale verbindet also eine Hauptecke mit einer Beiecke, die Nebendiazonale die

Nehbenecke mit eincr Beiecke.

Linten

Ziehen wir in dem Dreiceke o ws ey (Tafel 111, Fie D) dureh die Ecken g el ¢

nach den unendlich e

rnfen Punkten von (e, o) vesp. (o o), mit andern Warten parallele
Linten zu diesen Seiten, welche sich im Punkte (— & = e -+ og) sehneiden. 20 entsteht

| & Bl | L r o P 1 [kt | 1 Tha aned : I
schon ein Parallelogramm nnd die Verbindungslinie: (i, | ol oy + ey) halbiert von selbst

die Linie (e, ¢,). Entsprechend muss daher ein Viercek sehon ein Halbierungsviereck  sein
weni zwel anfiegende Winkel durch die Diagonalen halbiert werden.
Diesen Satz Kimnen wir folgendermassen beweisen :

[Me Seiten eines Vierecks Beien

{f - )
g =10
0, (1]
i = )

Die beiden an o, :|.I'[-|1'_.=q"rII-!rI| Winkel seien durch die I]iéll_'.llll.'lfl': halbiert, Wir kimnen
nin zundichst xeigen, dass
Ly oy = (g —— e = 0 HCIN Muss

Die Diagonale (e e, ) (v e,) hat, weil sie den Winkel (o ety ) halbiert, die Gleichung

{fn (i 49 ]

Die iJi:Ir'"'lllill: | iy Oy b {0y o) hat, weil gie den Winkel ¢y g ) |IE|||'i"i'i: die Gletchune

L {tq = it
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Die Linie ¢, geht nun erstens durch den Sehnittpunkt der Seite «; und der Diazonale

(as — ), hat also die Gleichung
g -i .:'.[ '.:.':!_ — {t]] : 0,
zweitens geht sie durch den Schnittpunkt der Seite «, nnd der Diagonale (¢, — ), hat also
anch die Gleichung
tty == Ay o — Og) = 0
Fiir die Linie ¢, muss daher
g 1 ;‘. (og — ) try —- Ay [0ty — g Sein.

Diese identische Gleichung ist erfiillt durch
=1l —=— 1.
Daher geht, wie wir hehauptet haben, die Gleichung der Linie ¢, fiber in
l':-l -1 4 Cf;'. I LT = b,

Hieraus ergiebt sich wnmittelbar, dass die Nebendiagonale des vollstiindigen Vierecks auch
den Aussenwinkel der Nebenecke halbiert Denn die Nebendiagonale geht erstens dureh den
Schnittpankt der Linien ¢, und it - ¢y -+ oy, hat also die Gleichung

m——rily = oy = dy ey = 1,

zweitens durch den Schnittpunkt der Linien e, und o, hat also auch die Gxleichung

Fiir die Nebendiagonale muss daler

L £ Ty [0l 4 i L ey Itg Lty gein.
Diese identische Gleichung verlangt, dass u, = n, = 1 ist. Die Gleichung der Neben-
diagonale wird also
Qg =1~ iy =,

Diese Gleichung sagt aber aus, dass die Nebendiagonale in der That den Aussenwinkel
der Nebenecke halbiert.

Ebenso, wie wir ein Viereck ein Parallelogramm nennen, wenn die Gegenseiten parallel
sind, kiinnen wir daher fiir daz Halbiernmgsviereck die Definition aufstellen :

Ein Viercek, in welehem die Diagonalen zwei an einer Scite anliezende Winkel

halbieren, nennt man cin Halbierungsviereck,

Dem Satze, dass sich in einem Parallelogramme  die Diagonalen halbieren, entspricht der
batz, dass die Nebendiagonale den Aussenwinkel der Nebenecke halbiert und zu gleicher Zeit
der von der Nebendiagonale und derjenigen Seite gebildete Winkel, in welcher idie Hanptecken

liegen, von der Seite halbiert wird, welche durch keine Hauptecke geht. Der erste Theil

entspricht der Eigenschaft des Parallelogramms, dass cine Diagonale die andere halbiert, der

aweite Theil der Eigenschaft, dass gleichzeitiz di Diagonale aueh von der zweiten

halbiert wird,

Nennen wir die Seite @, welche durch die Hauptecken ge

it, die Haunptseite, die Seiten
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und e, , welche dureh die Nebenecke gehen, die Nebenseiten und endlich die Seite (t

I
e bBeiecken geht, die Beiseite, so kilmmen wir unseren Satz fol-

- ¢y =+ ¢, welehe durch di
gendermassen aunsdriiclken :

In jedem vollstiindigen Ialbierungsviereek halbiert die Nebendiagonale
\ussenwinkel der Nebenecke und der von der Nebendizzonale
zebildete Winkel wird von der Beiseite halbiert,

den
und der Hauptseite

Uk

.} Construiren wir uns bei einem Dreiecke mit den Feken

0o i}

|-'I i)
1 yodie mit dem Dreiecke die drei naben, deren
lnreh die Gleichunzeen 7
o - " i ]
1 1l € 0}
i o :
=7 Lo Lo = L]
dargestellt werden, so or k, dessen Eeken durch die drei letzten € [ 1
= | dareestellt werden, Die der Mitten der drei Seit diezes Dreiceks b 1
A wieder die Seiten des nrsnriinelichen Dreiecks. alen iras Fratan] q B 11
WICHer al¢ seiten des |,|\|||.,.|__.:-, en UPGIECES, als0 eimes Oretecks, dessen oilen den 1 1
des neuen Dreiecks parallel sind.
i o 3 I ¢ i e 1 1 i T
l I eén wir anch AcIEen, dOass e Yerb nitungsiinien der Mitter uor aeiten

L] 1 | " 1 1 1 et - :
eines 1) o den CLHEsprecienden Seien des Ih:'l-:'lx:\ sind,

i i
4 - i
i¢ Ecken eines Dreiceks. Die Mitte der Seity ey ¢y hat die Gleichung
ity ] Ha — (h

Die Mitte der Seife iy oy hat die Gleichung

i ¢ — &
i : L
Endlich hat die Mitte der seite ety die “!\'J‘f'!.'.IT:‘_';

0
k iy =2 LB

Wir betrachten das Viereck, welehes die Ecken

iy = L]
._-2 f B
|
! i = g = o hatk;,
|
i
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Setzen wir o, - oy 1
(he i i
;- oy iy, 80 wird g4, tty = pty = 2 ;. Unsere Gleichungen gehen
also fiber in die Gleichungen

i, I3 1]
.l'.l'! LR}
_“:_, = {)
It LF

Jiese vier Gleichungen sagen aber uns, dass das betrachtete Viereck cin Parallelogramm

ist, woraus sich unsere Behaoptung unmittelbar ergiebt:

IMe Verbindungslinie der Mitten zweier Seiten eimes Dreiecks ist parallel dex

dritten Seite.

IR

Constroiren wir uns bei einem Dreiecke mit den Seiten

II (1}
L
|: i
die drei Halbierm icrecke, die mit dem Dreieck die drei Seiten gemeinschaftlich haben,
deren vierte S also duoreh die Gleichungen
i v = (4]
i {4 (3
: :
i)

dareestellt werden, so erhalten wir ein Dreieck, dessen Seiten durch die drei letzten “lL'il.'h“”;_L'l‘“

rungslinien der Aunssenwinkel dieses Dreiecks hilden wieder die
Seiten des II!'““|=I'I'::..Li:l-'.!'.l"' Direiecks,

Dieser =atz lisst eine dem Satze im vorizgen Avtikel entsprechende Umkehrung zn. Es

seien niamlich die Seiten eines Dreiecks

o ]
LA i)
{ ==L}

Die Halbierungslinie des Aussenwinkels von (o @) hat dann die Gleichung

£V ! Frda— ol

Die Halbierungslinie des Aussenwinkels von (e, eg) hat die Gleichung
it =, 0.
Endlich hat die Halbierungslinie des Aussenwinkels von (e, e,) die Gleichung

2, 1 g S {},
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ity oy fta
o = ay Hgy S0 wird My — fle == fla 2oy [Insere El|4'il'|||!||_:'1'|! oo e
:I!:-'ll i-llll':' :i|| ||_i|" iu‘lq_zi|f||||||;‘ﬂ'||
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Diese Gleichungen sagen aber analog dem Satze im vorigen Artikel ans

Halbiert man in einem Dreiecke zwei Aussenwinkel, so wird der voun den beiden
gegeniiberliegenden Seiten gebildete Winkel durch diejenige Linie halbiert. welche
den Durehsehnittspunkt der Halbierungslinien mit der
Dreiecks verbindet.

reniiberliecenden Telke des

a1)
[ i
(1 [
(14 Ll
Ly i

seien die Gleichungen der Ecken eines Vierecks, von dem wir voraussetzen wollen. dass geine
Diagonalen sich halbieren. Analytisch driickt sich unsere Voraussetzune aus durel die

identische Gleichung

{:'. I"\." I"_ X
da die Gleichung ¢, - &, — o ja den Mittelpunkt der Diagonale e, ¢, und die Gleichupe
ey -+ ¢, = o den Mittelpunkt der Diagonale e, @, darstellt,
Diese idenfische Gleichung sagt ans, dass
ey Qg — Oy —+ &, ist. Linsere (xleichnngzen gehen daher diber in
die Gleichungen
it - o, = o0
I'.J2 — I
Gty = 0}
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Aus diesen vier Gleichungen ergiebt sich aber, dass das betrachtete Viereck ein Parallelo-
gramm ist.

Wir haben ‘also den Satz bewiesen:

Wenn in einem Vieveck die Diagonalen sich halbieren, so ist dasselbe ein
Parallelogramm.

(Patel 110, Fig. III.) et 0

e — I
i {1
e (1]

seien die Gleichungen der Seiten eines Vierecks, von dem wir voranssetzen wollen, dass die

Nebendingonale des vollstiindizen Vieree

t6 einen Aussenwinkel desselben halbiert und dass

seite der

der yon der :\-.'I:L'l]l:;igl,l_"--:::|||- uidd emer Vierecksseite sebildete Winkel von der
letzteren halbiert wird

Analytiseh driickt sich unsere Voranssetzung ans dorel die identische Gleichung

i -y 2y,
indem die Gleichung o, + « o die Halbierungsliniec des Aussenwinkels von (e, os) dar-
stellt, und e, 0 die Gleichung der Linie ist, welehe mit e, einen Winkel bildet,
der von ey halbiert wird, die identische Gileichung selbst aher aussaet, dass die Linie e e
mit der Linie ¢, rusammentiillt.
| o identischen Gleichung folet, dass
ist.  Unsere (leichungen gehen also diber in die
[.'51';1'!_4 1L
i f €y i
(249 L
f L)
e 0,

Aus diesen vier Gleichungen ergiebt sich aber, dass das betrachtete Viereck ein Halbierungs-
viereck ist, und zwar ist die Hauptseite dessellen

Wir haben also folgenden Satz bewiesen:

Wenn im vollstiindigen Viereck die Nebendiagonale einen Aussenwinkel halbiert
und der Winkel, welehen die Nebendiagonale an ihrem andern Ende mit einer
Vierecksseite hildet, von der Gegenseite der letzteren halbiert wivd, so ist das YViereck
ein Halbierungsviereck, dessen Hauptiseite die zunerst genannte Yierecksseite ist.

In den folgenden Artikeln besehriinke ieh miclh daranf, Sitze vermittelst der Punktcoordi
naten abzuleiten; die Resultate lassen sich analog dem Frilheren sofort vermittelst der Linien-

coordimaten zu neunen Sitzen transformieren.

iy
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Die Mitten der vier Seiten

seien die Gleichungen der Eckpunkte eines

haben alzdann die Gleichoneen

L4
| 1
0 2 i {
{L [}
Setzen wiy fy — I
(v} Al e —i— i {
(i F y Vowghen i et e fiher in
-4 - 1 i 1 ¥ 1 "
Dieses sind ahber wieder {l L i INE Ll Eekponk ques Parallelosramms. Wit

haben also den Satz bewicser
Die Mittelpunkte der Seiten eines Parallelogramms sind die Ecken eines newen

Parallelogramms.

liehize Viereck, wie sich leicht

Der eben hewl £ | hd
anch analytisch
seien die Gleichungen der vier Eckpunkie eines iehizen Vierccks, Dann zind

die Gleichungen der Mittelpunkte der Seiten
7y Detzen wir ¢, - £y
d €ty
Cop i { so gehen die vier letzten (cleichungen itber in




e i —

Dieses sind aber wieder die Gleichungen der Eckpunkte eines Parallelogramms. Wir

haben also den Satz bewiesen:

Die Mittelpunlite der Seiten elnes heliehigen

Parallelogranims,

wi |
1y, 1
FI R |

Die (il i
¥, i
R L 1

Dhie (vl e
ramm s

1

Wir liabien son

Yierecks hilden die Ecken eines

99
s (1
i )
3 |
':-] { I L i)
8]
1 - % - 178 R i . ¥ i Y H
der vier Ecken eines Parallelogramms. Dann sind
iy
= L, 0
| i & 0
| 2
ik
i [

ben, die Gleiehungen der Mittelpunkte der vier Seiten und diese

gt aaveis TR sall Gl
nes neuen arallelogramms,

rehschnittspunktes der beiden Diagonalen in dem urspriinglichen

i,

o 1 s 1 1 .
" e e limy i letpe T | v
B LA HSCHINUES UL EGS Gk ueien

it toleenden Satz bewiesen:

Diagomalen in dem neuen Parallelo-

Gy) == ¢s —+ ) =0 oder

Das Parallelogramm . dessen Ecken die ?'-”FTI'I]\‘HHIHU der Seiten eines andern

Parallelogramms

meinschaftlich,

sind, hat mit diesem den Durchsehnittspunkt der Diagonalen ge-

0y
heka

ey 0

(4]

i}

Iy = i)
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=

a0y
el

seien die Gleichungeén der Ecken eines be

ichigen Vierecks., Dann sin

die Gleichungen der Halbierungspunkte der  beiden Diagonalen., Die vier Gleichungzen

fy ==l i
oty ? =0
Gy £ o
2y 4 0
golcn ::'i“"'ll-.‘ Wenn ‘.'-.'i|'
i fe i
{ = ) { ==
£ty £ i L A iiher 1 e Erlaichuneser
[ 0
0
Iy Ir L)
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Die durch sie dargestellten Eelken sind also die Ecken eines Parallelosramim:
Wir haben also den Satz bewiesen :
Die Halbierungspunkte zweier Gegenselten eoines Vierecks bilden i den Hal

bierungspunkten der Diagonalen die Ecken cines Parallelogramms.

IYie vier Punkte im vorigen Artikel
J'I (4]
0ty : 0
1 LEXT I
sollen die Lage haben, dass drei von ihuen, etwa
: & ]
I'JI 1 [ 1 )
I"- i I'" i)
aut eciner :T."l\’l'F]EEL'EI Linie |[|.':_"L'|:. [Digse Hl,-l'Li||_;;'|;||;_-' driickt sieh doreh die  identigehi
Gleichung
Ay (ey 4 o) - 2, (ne ) i B A LR 0 aus




YWir Kionen nun 4, {

wird, Dann geht

1
(3 Hig fg == g i ORer

o) a
. wen milssen, Somit liegen alle vier Punkte anf einer und derselben
D,
0
seien die Gleichungen der vier Ecken eines belichigen Vierccks. Dann sind
0
0
vig wir geseher haben, die Gleichungén d [ Ipnnkte d 21 und diese vier Punkte
dnd die Ecken eini Parallelog remims
In dem Parallelog: n hat ein Punkf anf « Nagonale = gy Gleichung
; , )= 0
Ein Punkt aof der Diagonale (e (v AR ;) hat die Gleichung
. 0.

Fiir den Durehschnittspunkt
1

werden, also

Diese identische Gleichung v

[Me  Gleichun

Ecken die Mitten der \;l,'l w1 ki ko]

E des  Durehsel

eiden Diagonalen miissen diese Gleichungzen identiseh

i, o, i) = g (ey 40
srlangt, dass 4, = Ag 1 iat.

ttspunktes der Diaggonalen des Parallelogramms, dessen

des Vierecks sind, st also

£t {).

ie identische Glei-

i,

— T

——
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Die Gleichungen der Halbiernngspunkie wweier Gegenseiten des Vierecks sind

rr:.r = -"I —a 1
Die fileichungen der Halbiernngspunkte der beiden Diagonalen sind

fta fty ]

it nl=

e — e Y
Auel diese vier letzten Punkte bilden, wie wir gesehen haben, die Ecken ecines Parallelo-
gramms und zwar sind o

Ecken.

Ein Punkt anf der Diagonale (¢, - ¢y, ¢y 4+ «,) hat daher die Gleichung

oy und ey -+ @ resp. oy - ¢y und ay 4 o, gegeniiberliegende

R R Ll =) =—"0.
Ein Punkt aut der Diagonale (e 4 ey, oy «,) hat die Gleiehung
o i g T }'l Lty i o) =

Fiir den Durehschnittspunkt der Diagonalen ist daher

fey —1— ity Ay (og = ) [ e e ';"-i =."';. =)
Diese identische Gleichung verlangt 4 4, = 1. Somit wird die Gleichung {ile den
Durchzelnittspunkt der Diagonalen
ory ==y =i~ Gy g =0

Diieses ist aber dieselbe Gleichung, welche wir fiir den Durehselnittspunkt der Diagonalen
des ersten Parallelogramms gefunden hatten.  Wir haben somit den Satz abgeleitet:

Das Parallelogramm, dessen Ecken die Halbiernngspunkte der vier Seiten eines
Vierecks sind, und das Parallelogramm, dessen Eeken die zwei Halbierungspunkte
gweier Gegenseiten und die zwei Halbierangspunkie der beiden Diagonalen sind,
haben denselben Diagonalendurehsehnittspunkt,

alh.
by =0
r!2 —
gy — Q
(44 = £

seien die Gleichungen der vier Eckpunkte eines Vierecks,

Die Halbiernngspunkte der Seiten haben die Gleichungen

o 1 oy =0
Oy = ¢y — 0
L = !.'L = 0
iy i tfy = L]

Die Gleichung des Diagonalendurchsehnittspunktes des Parallelogramms, dessen Ecken

durch diese vier Gleichungen dargestellt werden, ist nach dem vorigen Artikel
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e P N R =4
Die Mitte der Diagonale (e, e;) hat die Gleichung
Ly L 1’. = i}
Die Mitte der Diagonale (i« ;) hat die Gleichung

Ein Punkt auf der Verbinduneslinie der Mitten der heiden Diagonalen hat daher die (_;],_.[l.h““g

(it ' ey ] 1= ..’ [ £ i e — e
\ - o ] | 1)
Ein Punkt ant der Diagonale (¢, + my, ¢y + ) hat die Gleichung
(e = wg) = 4y (g + ) = 0.

Daber ist fiir den Durchschnittspunkt der Verbindungslinien der Mitten der beiden Diago-

nalen des Viereeks mit ciner Diagonale des Parallelogramims

"('.' : '-".I = J: II'II i- ik ) IIII'I = Xa ) _l" ":';' | Lty ': ”_1 I
Diese identische Gleichung ist erfullt durch 7, == 4y = 1. Flir den genannten Durch-

schnittspunkt erhalten wir also die Gleichung

¢y o oy + ay - o = 0.

Dieses ist aber auch der Durehschnittspunkt der Diagonalen des Parallelogramms, Wir

haben somit den Satz abeeleitet:
In jedem Yiereck haben die drei Geraden, welehe die Halbierungspunkte je zweier
tegenseiten und der beiden Diagonalen verbinden, denselben Durehsehnittspunkt.

Da ferner die Gleichung
ey, -~ tty 4+ oy - ¢, = o gich in den drei Formen |
I ety R e e 1 ) =="0
&y |_ oy | = kg v L — ] I
(oy -+ @) 4 (eg -+ @) =0

schreiben liisst, so miissen sich die drei Geraden auch in diesem Punkte halbieren. Wir haben
also den Satz abgeleitet :

Die im vorigen Satze genannten drei Geraden halbieren sich in ihrem Durch-
schnittspunkie,

S
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