Das Delfoid.

Unter ben Vievecten it von den Mathematifern bisher feins jtiefmiitterlicdher bebanbdelt als
bag Delteid. In ben meiiten matbematijhen Lebrbitdhern, Sammbungen vonw Lebridgen wund Auj-
gaben wird ¢ faum enwdbnt und felbit in dem newen mathematijchen Worterbud) von Hoffmann
judt man vergeblich nad) eimem Avtifel fber dajielbe. Zrotbem verdient ¢8 diefe Furitdietung
fetnesoeas.  Jeiat ¢8 dody nidyt weniger Gigentbinmlicheiten wie pas J,‘.u'alh'lvm.mlnl, ald Deffen
Pendant  wunter den Vieveden wiv ed8 dbevbaupt begeidbmen modten. Laft fidy dod eine veide
Fulle von Yebrinpen, leidhten wmd fdwveren YUnfgaben und MRedumgen an daffelbe anfudipfen, fo
bafh Sdiiler aller Klafien Scharfinn wd Vovitellumgdgabe an demfelben fiben Fommen. it o8
body fn vielen einfaden und complicirten geometrijden Figuven gleichfanm von felbjt auf und end-
lich zefqen Die Reyitalle widyt felten dag Vieved auf threr piegelden Oberflade, weldes der Kuabe,
alg e jeinen Papierdracdhen fertigte, yum exften Mial conftvuivte.

Dem Juritdgefesten mup Gerechtigteit wiberfabren; bied ber Grund der folgenden Seilen.

§ 1. Tas Deltoid it ein Viered, in dem je jwei anftofende Seiten gleich find. Figw [ —
MWerden in tcnmlbm pie Diagonalen geoqen, fo theilt die eine bas Deltotd i jwel congruente,
pi¢ andere dajfelle in ywei gleidyjdentlige Dreiede. — Betbe Diagonalen fteben fenfredt
aufetnander. — Die Diagonale, weldye die betven gleidjdentligen Dretede evzenugt, wird buvdy
pte anbere balbivt. Wi wennen baber fury die legtere die balbivenbe ambd erfteve bie balbirvte
Dingonale.

©ie Balbivende Diagonale theilt die beiden Wintel ded Deltoided, burd) welde fie qebt, in
gletche Thetle. — Die Detben anbern Wintel find gleidy. — Su jedem Punfte, der nidht auf dev
balbivenden Diagoemale liegt, findet fid) im Deltoid ein jweiter entfprechender, dev zu den Seiten,
Ederr und Diagonalen genau oiefelbe Yage wie der erfte bat.  Gr wird gefunben, tnbem man von
pem uerft gegebenen auf die balbivende Diagomale ein Perpendifel fallt und dies um fefne efgene
Lange verlangert; der Endpuntt ber Verlangerung ift der entipredende Puntt.  Die balbivende
Diagonale jerlegt bad Deltoid mithin in ywet fymmetrifde Theile, weshalb nom daffelbe audy bas
jymmeteijche Vieved genannt hat.  Wollte man eine dentfde Benemmung baben, fo wiirbe fif!} der
usdruc aleichichentliges Vieved” empfeblen. :

Jthombus und Duadrat [affen fich ald Deltoidarten auffaijen.

§ 2. Je gwer fommetriidy gelegene Puntte haben a) gleiche Gutfernung von fedem etnzelnen
Punfte der halbivenden Diagonale, b) aleidye Entfernung von jedem andern fymmetrifchen Prntten:

paave.  Simd 3 B, tn Figur IL o owd m, v und o fymmetrtide Puntte, fo ift nh = mh,
nr = mo und no = mr. Die beiden lesten Linten jdhneiden ficdh auf der balbivenbden

Dtagonale.  Aueh fiebt man leicht, fe 3wei Paar entpredyend gelegener Puntte find bie Gclen
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etned Antivavalleloqrammes, dad, wenn alle 4 Puntte gleicdhen Abjtand von der halbirenben Diage-
nale baben, in etn Medbted itbevqebt.

Die gletdhen Verbindungslinien entjpredyenber Punftenpaare, 3 B. nr und mo, bilden ge-
nitgend verlaugert mit beiden Tiagonalen, mit je avet entipredsenben Setten und mit jedem aitbern
burdy Verbindung entiprecdyender Punfte entftanbenen Lintenpaave gleidye Winkel, fie find mithin
nidht nur gleidhe, fonmdern aud) in Vegug auf die halbivende Diagemale fymmetrijdy gelegene
Liniem.

Bon jebem Punfte der balbivenden Diagonale fanm man jagen: er fallt mit bem ibm ent-

joredbenben Puntt ufamumen,
§ 3. Su feded Deltuid [Eft fidy, da die Summen der gegeniiberitehenden Seiten gleidy find,
ein Sireis Defdretben.  ®ev Niittehumtt deffelben liegt auf ber Dalbivender Diagonale wnbd theilt
piefe fm Werbiltnih ber Setten bed Deltoibed; am jdnellften witd er burd) Halbivew emed der
gletchen Deltoidwintel gefunderr. — Je et ber Berithrungdpuntte find entfprecdiende Puntte, die
Verbindhumg aller 4 ergielt mithin ein Untiparallelogramm mit feinen Dingonalen. Die beiden
varallelenr Seiten bed Yntivaralleloqrammed Tteben auf der Galbivenden Diagonale fentredyt, wabrend
jte mit ber balbicten pavallel Taufen.

Durch bie Diagonalen ded Intivarallelogramned witd dad Deltoid in vier BVievede gerlegt,
pon denen jwei (Figur L), ndmld ogha und oedc wicderum Deltoide find, wibrend
die Deiben anbern fidh als Sebnenvievede evfennen laffen. Beweis: Wintel gah =g ca, Winkel
oag=oce, mithin oah=-eca, chenjo deco=cag Jmn it eca+cag=2 N, folalih oah
tdeo=2 R und dic Summe ihrer Nebemwinel oab + oeb ebenjo grof, aljo ocba ein
EL‘]ﬁ]lt‘!!l‘il‘i‘l‘L‘F

Die Iintel diefes Sehnenviereds find bdie avithmetijdyen Mittel awijdhen den Winfeln
bed arfprimglidien Deltoibes; benn Wink. eba=§(dbh + dfh), bao=24(dbh+ bhf), beo
=4 (dfh -,—idir.- umd coa=4({db+ fhb)

Denft man um ocha ben mbglichen Kretd wittlich qefdblagen, fo exgicht jidh cob=boa
als Periphertewinfel auf gleidhem Bogen. Mithin halbivt bie Diagonale DS Sebnenvicredd ob
ben Winfel coa, daffelbe wixde aber audy efwe duvd) o mit ga geogene Pavallele thum, alfo: mit

il
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ob ajommenfallen und davaud evbellt: Der Sdyuittpunft dev Diagonalen ded urs
ipritngliden Deltoidbes ift zugleid Sdunittpuntt der Diagonalen desd Anti-

L‘:l‘l'ﬂllt" pqrammed, deffen Gden die Verdihrungspunite ped pem Deltotbe etis
gejdriebenen Keeifed jind

Der um ocha im Gedanfen bejdyricbene Krveis gebt aud)y durc) den Mittelpuntt m ded eins
Deldhrtebenen Kretjes. Setn Durdymefjer it m b,

s, 4, Berbindet man den Mittelvumft des dem Deltoide etngezeidmeten Kreijed mit dem Ve=
vithrimgspuntten, fo entfteben wvier fleinne Deltotbe, die i_;llﬂll"‘l(i‘ Sehnenviececte find,  Fin dieje find
bie Seftert ded {m vorigen Paragraph betradteten Antiparvallelogramms bdie balbitten Diagonalen
wid man fann daber den Sab aufitellen: die Linten, welde den Mittelyuntt ded einbejdyriebenen
Rretied mit den vier Gcen bes Deltoides verbinden, 1_\nEL1i1'L‘|1 bie vier Cinien, dued) weldye die Be-
vithrunadountte des Kretfed obne Kreugung verbunden werden. — Sdyeidet man auf der bal=
birenben Diagqonale von den Gefen qus bie anjtofenden Seiten ab, jo zerfillt die Diagonale in 3
Abjchnitte, von Denert” der mittleve durdy ben Mittelpuntt deg cimbejdyvichenen Kreijes im Rerhilts
nif Der Seiten getheilt witd. Werden aber die Gudpunfte des mittleven Abjchnittes mit eimer
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Ffe des Deltoides verbunden, fo bilben die Verbinbumaslinien cinen Winkel, der 1 der Summe dev
Betben ungleidhen Delteidwinkel ift.

§ 5. (Fiqur IV.) Oie Oalbivungdpuntte der Seiten Ded Deltotdes find die Ecferr etned
Redbtects, deffen Umfama gletdh der Summe der Diagonalen des Deltoibed tit.  Jebe “!ud\tntuwm
iit gletch ber Halfte der ibr parallelen Diagenale. Dasd Vuabrat der Dragonale ded NRedytets, b, D
ber Cinte, welde die Halbivingdpuntte jweicr gegenitberftebender Seitew des Deltoides verbindet,
ift aleih einem Vievtel dev Summe ber Quabdvate dev betben Diagonalen ded Deltoives. Die
®dfe diefer Yinte it alio durdaud wnabbingiq von ber Girdfe der Seiten bes Deltotbes , umbd
Deltoide, i denen die entiprechenden Diagonalen gleich, anbere entjprechende Shicte aber ngleid)
find, Baben trogdem Verbinbungslinien ber \“.11[11111!1:'1111HL ber gegeniiberftebenden Setten von
gleidber Ydnge. Und fn der That bentt man fidy die Diagonale ek auf hr jo verjdyiebbar, dap der
Halbirunaspumtt o jtetd auf rh unbd hoe ein )}L'L'L'E‘-tt'r bleibt, jo bletben, wibrend he wud er ihre
Geftalt dndern, bdie Halbirumaspuntte g und m ftetd auf der Linte uv, wnd wibrend ke pavallel
mit fidy fortbeweat wird, thut dies audy gis der: Winfel, den fie mit ber halbivenden Diagonale
madit, it alfo audy fiir Deltoide mit gleichen Diagonalen conftant, wan evbdlt ihn, wenn man
bie Letben Diagonalen unter einem vechten Winfel jujammenlegt und bie Gubpuntte der Schentel
pegd fo erbaltemen Mecbten verbinbet.

Die Berbinhmaslinte ig der Halbivungspuntie gweier geqeniiberftehender Settenr bed Del
toides balbivt audy dag Stitd der halbivenden Diagonale, weldes pwifden ben Halbinmgspuniten
beiber ©iagonalen o wnd t lieat.  Jiebt manw nimlidy it wmd og, jo ift jede diefer Linten als
Rerbindung der Halbivumgspuntte gweier Dreiecdjeiten parallel kh wnd gletdy der Hlfte bdiefer
Sinde, folalid ioet et Davallelogramm, wad in diefem mfs bie eine Diagoenale ig bdie andere
ot DGalbiven. RNebenbet exatebt jidy nod) te=4o0h unbd ber Sag: Die Summen der 4 Yinien,
weldie dent Halbivungspuntt ber einen und  ber andern Diagonale it den Halbivungdmmtten bev
Deltoidjeiter verbinven, find gletch

§ 6. Der [nbalt eined Deltoives it a) gleidh denv halben Producte beiver " Diagonalen,
b) aleidy ter Sunme weter ungleider Seifen: mal dem Mading bes eingefdiviebenen Kreffes,
e) aleidy dem Product aud swei ungleidien Seiten und dem Sinug ded  eingefblofjenen Winfels,
d) aleich Dem Product aug einer Eeife wud dem vom Endpuntt der balbirenden Diagonale aus
auf fie gefallten Perpendifel.  e) Ervichet man tn demt etwen Enbpuntt ber halbivenden Diagonale
etit Perpendifel und vevlangert o8 big jum Sdmitt mit einer Deltoidieite, jo it vev Jnbalt gletdy
biefem Perpenbifel mal dem entfernteven Abjchnitt der balbivenden Diagonale. -

§ 7. Bwet Deltoide find congruent, a) wenn i thuen gleich find: a) et Paar ungleidher
Setterr und et Vaar entjprechend Hegenber Winfel, b)) bie Setten wnd ein Paar  entjprediender
Diagonalen, ¢) beide Paar Diagonalen und ein Paar Seitenr, d) Leide Paar Diagonalen und ein
Daar entiprediender Wintel, e) gwei Paar Wimtel und etn Paar entjprechender Seitenr, £) pwet
Paar Winfel unbd etw Paar entjprechender Diagonalern. !

§. 8. 3Swei Deltoide jind abulich, wenmn i ibnen

a) die Winfel gleidh jind (sroet ungleidhe Paare),

b) bie Seiten i gleichem Verhaltnify fteberr wnd ein Paar entipredhender Winfel gleidh
finb,

¢) die entjprechenden Diagonalew e gletdyem Verbaltnify jteben wund cin Paav entfpreden=
ver MWintel gletdy {ino,

o

1%




d) beive Diagonalenpaare und ein Paar Seiten gleidhes Verbalfnif Haben,
e) bie wngleihen Seitenpaare und ein entjprediendes Diagonalenvaar gleidhes Verbaltnif
baber.

&0 Sy ]'L‘EL'TII Deltoide laffen fidy von den Gden auj die gegentiberftebenden &eiten
8 Yothe fallen; wiv nennen fie die HOhen be8 Deltoibed. Je zwel diefer Hoben find gleich, je swet
pevjelben baben dnittyuntte, bdie auf bden Diagonalen liegen, wnd von den 16 Eubdpuntten der
8 Hiben baben je 4 gleidie Gutfermma von dem Halbirungspuntte bder efuen ober bder andern
Diagonale.  Fallt man g B. von den Eudpunfren der balbirten Diagonale die 4 mogliden Hiben,
jo- liegen Deven Fufpuntte auf der Vevipbevie ded Kreifed, welder ficdy mit vev balben bhalbivten

r
Diagonale um deven Halbivungspuntt bejdreiben [aht. Die Tifferengen der ungleichen Hoben,
von weldyen e pwei die Differeny bildende auf derjelbenr Deltoidjeite jentredst fteben, verbalten jid)

—

umgetebrt wie die Seiten, auf denen fie fteben. — Falt man vow ivgend einem Punfte der bals
bivten Diagonale Perpendifel auf fjommilide Deltoidfeiten, o ift div Swmme ber 4 Perpenbdifel
eine conftante ®rope, nambidy qleidy der Summe der beiben Hioben, die ven demjelben Enbe dex
balbivten Dtagonale oudgeben.  Sum Beweife ziehe man durd) den Deltebiy ausgewablten Puntt
Parvallelen mit den Seiten.

§ 10, Derbindet man ten Sdnittpuntt ber Diagonalen mit bden Halbivumgépuntten ber
Seiter, Jo latfen die Verbindbungslinten mit den Seiten varallel und  find balb o grof
wie Ddicfelben: — Verbindet man ben einen Eubpumft der balbivten Diagonale mit ben Hal:
bivungdpuntten der beiden geqentiberftebenben Setten, jo liegt zwijdhen ben Punbten, i mels
chery  Dieje Verbindungslinien bdie balbivende Diagonale jdmeiden, ber Dbdritte ZTheil bdieler Dia
aonale. — Die Summe der Duadrate der Diagonalen- it gleidy der Sunme der Duadrate bder
G Cinien, weldye die Halbivungspuntte der Seiten beg Deltoided verbimden. — Vetvadytet man bdie
8 Linien, welde die Gden ded Delteided mit den Halbivungdpuntten ber gegentiberliegenben Seiten
verbinben, als Mittellinien ber Dveiedte, weldhe durdy bdad Jieben ber Diagonalen tm Delfoid ge-
bilbet werden, jo evgiebt jichy buvch eine [eichte Abditionw der Saty: Die Swmme der Duadrate je-
ner 8 Yinten ift gleich ber doppelfen Summe der Cuabrate der Diagenalen plus der Swmme dex
Quadrate gweter ungletdyer Seiten.  Fevner: Die Summe dev. Quadvate dev 16 Yinden, welde die
4 Halbivungépuntte mit ben 4 Ecen verbinden (bie halben Seiten jind mitgevechnet), it gleidy ber
Summe per Duadrate der 12 Linten, von dewen 6 die Halbivungdpuntte unter etwander verbinben,
wihrend bdie andeven 6 zur Veebindbung ver Ecen bienen.

$. 11. JIm Deltoid fann etner dev ungleidhen Wintel etw Nedyter werden, dad Delteid zeiat
pann fetue berverftedyenden Gigentbiimlichfeiten, dberm wivd audy ber ecine Kheil defjelben ein redit-
wintlig=gleicdhjdentliged Dreted, fo wird body ber anbere Theil durdy bag Uebergeben bed Wintels

D
<

tie einen Jedyten nicht modificiet.  AUnders ift es, wenn die betden gletdyen Winkel Nedte werden,
bann jeigt bie Figur Jo viel Gigenthiimlichfeiten, dic die dibrigen Deltoide nidht befitien, dafi o8 fid
rechtfertiat, wenn wiv thr einen bejondeven Mamen geben; fie Deife dad reditwintlige Deltoid,
— Der Jnbalt ved redhiwintligen Deltoided ift gleidy dem Product der ungleidyen Setten. — Rennt
man, und wir wollen dag in ber Folge bet allen Deltotden thun, a bie gréfiere, b bdie Heinere
Seite, ¢ die balbirende, d oie balbivte Diagonale und r den Madiug bes einbejdricbenen Kreifed
(vergl. Figur L), jo ift alfo 2a.b=d.c, bad Prodbuct der Diagonalen glerch dem doppelfen Product
aslhi ol 1 1

. ; =11, : - il .
sweter wngletder Setten, ferner r.(a+ b)=a.b: aljp s T : =t h.D. bh. tm
d. r I d




vedtwintligen Deltoid tft der vectprofe Werth ded Nadiusd dbed einbejdriebemen
Kreifed qletdy ber Summe ber veciprofen Werthe der Seiten und dev Durdymefjer
bas bavmoudjde Mittel viiden bden gegomiberftehenden Seiten. — Gebt man wieder Fu ber

®letdmg (a 4+ b)r=abauid, jo ift ab—ra—rb=0, fanerab —ra—rb +r*=r r(r—a)

b(r—a)=(r—b) (r—a)=12 mithin a—r: r=r: b—r, b. . dber Nabius bed einqejchrie=
benent Kreifes it die mittlere Propovttonale ywifdhen den wm eben bdiefen Mabiud verminderten
Seiten. — Halbict man fm redtwinfligen Deltotd bie MWinfel, welde mit dben Diagonalen bie
Seiten bilden, fo liegen die Sdmittpunfte der von benm Endpunften der halbirten Dingonale aus:

M)

qebenben MWintelbalbivenden natitelich auf ver halbivenden Diagonale; verbindet man dieje Sdhmitt-
puntte aber mit den Sdmittvunlten ber von den Endpuntten der balbivenden Diagonale audgehen-
derr Winlelbalbivenden, jo entitebt ein Quabrat, — Dicfer Sak Gkt Jich audy auoerd ausdjpredhen:
Sdmeidet man anf dber halbivendben Diagonale von den Eden aus die anjtofenden Seiten ab unbd
perbindet die fo erbaltewen Punfte mit den Mitteluntten der Kreife, die fidy in die Drefece ein-
ichreibent [affen, in welde die balbivende Dingonale a8 Deltoid zerlegt, jo entjtebt etn Cuabrat.
Doy Boeweld wivd leidht qefunden, wenn man die betben gegebenen AnsdrucdBiveijen vergleidht. Der

Inbalt bes Duadrated ift L (a+b—c)t — Um jedes rechhwinfliqge Deltoid [afit jidy ein Kreid
beidhreiben, bie balbivende Diaqonale ift Duvchmefjer deffelben. — Dag Duadrat der halbirten Dia-

qonale ift dad Vierfache vom NRechted der Segmente der halbivenben. — Das Duabrat itber dem
balben Umfang 0t qletdy dem Nechfedt aus der Summe beider Diagenalen und der halbivenben. —
Die Differens weter Seifen ift die mittleve Proportionale ywifden der Differeny der Diagonalen
unbd ber balbivenden. — Fallt man vom Gndpuntt dev halbivten Diagonale ein Perpendifel auf eine
ber geaenitberftebenden Delfoidieiten, fo it der Fufspunft deffellben vom Sdnittpuntt der Diagona:
len um Ddie halbe halbivte Diagonale entfernt. — Heifit wie oben r ber Nadiud des dem Deltoid
einbejdhriehenen Kretjes, o die Mabien der Rreife, die den Dreiecten, in weldhe die balbivende Dia-
gomale dag Delfotd jevlegt, eimaezetchnet find, fo it 1 ]1 = j . Der Sap evgiebt fidy, jo-
bald man den Subalt der betreffenden Ftquven darftellt und dann ¢ und r beftimmt, — Sind im
vechtwintligen Deltoid beide Diagonalen qezoqen, fo Lefinben jidy tn ber Figur 6 vedhtwintlige Trei-
ece; Die Summe der Madien der Kretje, welde jidh Diefen Dreteden eingeidhnen
lajjem ift ftets bie Dalbivte Diagonale

§ 12, Whd (Figme V.) bem rechtwinfligen Deltoid ein Kreid eingezeichuet, fo entitebt,
wie wiv wiffen burdy Verbindung der Veviihumgspuntte ein Antivavallelogramm efgv.  Vers
binbet man bagegen dent Mittelpuntt mit demr Veiihrungépumtte, jo bilben die 4 Nabien mit
ben Deltoidjeiten 2 Duabrate ofhe und oekv umd zwet rvedhwinflige Deltoive vogl und
peif; bic Seiten ded Jntipavallelogrammes  find Dicqonalen fie bie Quabvate und Deltoide
und werben daber von den Yimen, welde den Mittelpuntt ded  einbefchrichenen Kreifes  mit
dent Gcfen bed Deltoides verbinden, balbivt. ©md aber m und n die Halbivungdpuntte von oh
md ok, fo ift mn=4%kh; find auferdem m und n die Halbivmgdvuntte von fg und eh, jo it

eff+ve | . 1 . it 2 ot ] J ]
nm = o O folglidh ef+vg=Lkh, b. h. dic Summe der parallelen &eiten des Antipavals
lelogrammied ift gleich ber balbivten Diagonale.  Ferner erfiebt man leidht, dak np//oh, pm/jko
wd npmo etn Rbombug ift. Der Sdumittpuntt der Diagonalen des Delfoided, der Mittelpuntt
Ded etnbejdyrtebenen Kreifes und die Halbivungsyumtte der gleichen Seiten des eingeseichneten Anti=
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pavallelogrammed  find alfe ftetd bie Gden eined Nbowbus, und die Verbinbunadlinie der Halbi-
vungdmmfte der gleidyen Seiten bed Antivarallelogrammes balbivt dbad Fwifden dent Miittelpuntt und

Diagonalenjdmnittpunit gelegene Stind der balbivenden Diagonale. — Suden wiv jelt s, bdie
Hiobe ded Anttparallelogranumes, zu beftimmen und nennen dabet ih furg b, 1h a, den Madiug r »
und 11 d, jo ijt
! 1.1
gp: pi=r:h !”l_—] |
]
1 \ h2 h.r
ip:-h=b:d 1p== cn— :
I ; I d’ 8l d
" g ria T il el M o MV o N
Dem enfiprechend beftimmt jidy ps= 1 folglid
. y g
. r{a+Db) : i g Prens naFEla
48— o A b) iit aber ald JInbalt = 9
ek cd : s - g Sl }
mithin gs =3 T gt Rir finden aljo dad infereffante Mefultat: Die Hobhe ded Antiparal
&l &
felogrammed ift qletd) dem avithmetijden Mittel swifden ben pavallelen Set:

ter, bemm biefe waren ja gufammen gleidy der balbivien Diagonale. Multipliciven wiv enbdlid

nedy bie HHbe mit der Dalben @umme dev parvallelen Seiten, jo finden: wiv den. Inbalt bed nti-
A

pavallefogrammes gletd) bem Dauiadrat ber balben balbivten Diagonale. — Die Hal
Bhrungspuntte dber Seiten bed Antiparvallelegrammes find die Gden eined Duabrates. — qp=os.
fa—Dh).r 8

mithin op=ps —pq= d pder Die Differeny Der Deltoidjeiten verbalt fich sur balbiven-
ben Diagenale wie dad awijden Diagenalenjdmittpuntt und Mittelpuntt bed einbefdirichenen Krei-
fed aelegene &titd diefer Dingonale zum Nadind bed cben erwdbuten Kreifes. Audy evaiebt jidy

leidht: Die Summe jweier ungleidher Deltoibfeitett”™ verbalt fidh su ihrer Differens wie die Hibhe

: : st ; e P S veg—el

oed Antipavallelogrammed 3u op. — Jiebt man jelt wm Fgue V. £t ¥ vg, fo iff tg=" 5

; d ; b : : Tat i
ft =, fg*=2r2 alfo, wemt man ben Pythagoveer auf Dreiect fEg amwendef,
Vg ve.ef ef? . d? 4

2. — + — 212 — —: yp? — Byvoef el = 8r? — d2

4 o 2 eklk 4 Mo '

vet 4+ Zyveoef 4+ ef2 =d?

mm ift aber hg 4 ef=p¢, aljo

Qvpr+ 2ef? = 8r2; vp? 4+ ef?t =(21)2

Der Durchmeffer ved embefdiviebenen Kretfed und die beidenr varallelen Setten ded nti=
patalleloqrammed find die Seiten eined vecdhtwinfligen Drefedd oder audy die Sumnte der Duadrate !
ber Detden parvallelen Seiten ded Mntipavallelogrammes it qleidy der Summe bder Duabrate ber '
gleichen Seiten.

Die Bevithrungdpuntte ved dem vedvbwinfligen Deltoid einbejchriebenen Kretfes fann man audy,
ohite bew SMittelyuntt su benuben, leidht beftimmen, inbemt man die vechien Minfel, weldhe bie Dia-
gonalert Dbilven, Dbalbivt. Die MWinfelbalbivenden treffen die Deltotdjeiten i den Veriibrungdpunts
ter. Darand folgt aber wnmittelbar, bdafy: die Diagonalen ved Antipavallelogranmed jenfvedit auf-
efnander fteben, ber JInbalt ped Antivavallelogrammes gletd dem halben Ditabrat feiner Diagonale

iy

ift und Dbieje fidy ur balbivten Diagonale bed Deltoided verbdlt wie 1: /2. Feomer witd



leicht erfichtlidy, Daf hg umd hf mittlere Proportionalen ywijden if und gl find unbd baf bie viev
Abichnitte der balbivenden Dingonale iq, qp, ps und sl eine Proportion bilden, aljo die Producte
qp. ps umbiq. sl gleid) find. Gndlicy geben fidy die Dreiede fpg und ihl \.[.J .u[mm_w AU er:
fennenr, Die Abjbmitte bder ntipavallelogrammbiagonale fp wnd ph verbaltew fidhy mithin, wie 3
audy bic parallelen Seiten ded Antiparallelogrammes thun, wie die Seiten ded Delfoides. Der
Inbalt des Dretedd fpg verbdlt fidy sum Dnabrat bed MNabdtus ded einbeidhricbenen Kvetjed wie
pie Dbalbe balbivte Diagonale zur halbivenden.

Fin awerted etaentbitmliches ‘Jhuimmllrl'm,mmm entitelt itm vechhwinfligen Deltotd, wenn bdie
ufteittépuntte der 4 Lotbe, welde fich vom Diagonalenjdhnittpuntt auf die Seiten fq[hn lafjen,
verbunden werden. TL v Umfang diejes Antipavallelogrammes ift Das Dovpelte
der Lalbivten Diagonale. Die beiben parallelen Seiten find gujammen gleid) ii‘“\'t' Dtago-
nale und die Dbeiden .:huE‘m aud. [n bas NAutipavallelogramm [Afit fich mithin ein Kreis zeichnen;
Mittelpuntt fite denjelben ift der Diagenalenidnittyuntt, wnd die von diejem Punfte gefillten Lothe
balbiven bemmady bie Iinfel bed Antiparallelogranimes.

Grriditet man nody in ben Enbpunften dev balbivenben Diagenale nady derjelben Seite ju

Pothe ven ber Grdfe bder anftofienden Seffen und verbindet die Endpumfte der Lothe mit den
Sdyeiteln der vechten Winfel des Deltoides, fo bilden die Verbindungslinien an der einen Delfoid=

ecfe einenn Balben, an der aubern einen Winfel von anberthalb Rechten.

13. Whtd in einem rvechtwintligen Deltoide die balbirte Diagonale jufalliger Weife gleid
ber qrifiern Seite, jo witd andy 1) von den ungleichen Winfele der eine bie Halfte ded ambern,
2) bie Heineve Seite gleich ber balben balbivenden Diagonale, 3) die halbivende Diagonale von oer
balbirten fm Verbiltnify von 1 ¢ 3 getheilt, 4) verbalten fich die Quadrate der Diagonalen wie
3 : 4 und 5) bdie Duabrate der Seiten wie 1 : 3. — Die geqebenen Sane fownen mannichfoc
umgefebet und combinivt werden, 3. B.: wird in etnem rechhwinfligen Deltoid die Dalbivende Dia-
qonale von der balbivten tm Verbiltnih von 1 ¢ 3 getbeilt, jo ift dev fpipe QWintel die Hilfte besd
ftumypfen.

14, Betdmet man dtber jwei qegenitberftehenden Seiten eined rechtwintligen Deltoided nad)
auien 3u Duadrate, fo laffen fich die 4 Gcfen ded efuen Duabrated durdy 16 Lintenw, u deren
allerdings bie Seiten und Dingonalen des Deltoides gebivew, mit denw Ecfen Ded andern Luadrated
verbinben, Die Duabrate bicfer 16 Limien find in einfader Weife durdy die Seiten umd Diago=

| ‘.f’.l".

nalen ber Hauptiiqur aidgudriiden. — Im Drefed kem (Figur VL) it km?* =@ + b)? + 2 h2
- 1 I ; 3 1] Ntz : FAD

—2b 1/ 2(h + a) .cos (45 + 2 «), wenn man gei= 2u jest. cos(4d 4 2a) = | ~5lC0S 2o — sin 2e)

1 3 R 2 teod ! s o ! “h2—n2—2ah™
= 5 V{L'l-‘h“‘r-{ —sin?e— 2 sin @ cos o), mithin k m? = (a + b)2+ 2h2—2b (b+ a) o

5 Y Bazhe i . ;
—a*+4ab 4+ b2+4 CheT — 24+ 9%cd+ 2d2*= (c+ d)2 + d*

a? - b2

In dbulicher MWetfe Deftimmt fidh 1n? aud Dreied lgn  Winfel lgn.=N + «, 1g, wie

. . L 8 : Jh ' b ;"_fn-il::
eine leichte Beredhmumg mit Hiilfe ded Dreieds leg geigt, = i 5 . folglich 1n2 =

."i-_l.‘ ] 3 Ly X o R ma e
SRt Tl s “‘Ej" ED) 0172 cos R+ @) Das lepte Glied ift aber =

ci.;"+ h




dazb(a 4+ 1

2

3

Yomithin In? felbit = (e

- + d)2 + c2 Die Linten, welde bie Gufieriten
Gden ber DQuadrate frenmzwetd verbinden, jind aljo vie Hypotenujen der redit-
winfligen Dvetede, die Tich aud der Summe der beiden Diagonalen als etner
Kathete und je einer der Diagonalen ald ywetten Kathete bilden lajfen. Aud
perbilt jich vic ©umme jener ¥inien zu der Sumime der Dingonalen wie bie Differens der lep-
tevenr aur Differens ber exfteren.

Im? und kn? lafjen fich eingeln nidht in einfacher Weife durdh die Diagonalen ausdriicen,
at4-2a3bh L Ta2h? 4 6ah?® 4 2he

webl aber thre ©umme, benn 8 ift Im2=

o2
Dol L Bad L. Ta2lh2 1 3 _L i
.. 2at46a’b4 Ta2h24-2ah?+ b
unp kn*= a :
ol
aljo Im? 4+ kn?*=2(c+ d)2 + ¢2 — Beaditet man, daf nady dem Vorgebenden In? + km 2=
2(c + d)* + c* 4 d2{ft, fo ergiebt fid: Die Summe der Quadrate ber Liuien, welde die

entfernteren @den der diber Den Deltoidfeiten gezetdueten Duadrate breuzmweis

verbinben, ift tmmer grofier alg die entivredende Summe ber Linten, welde
diefelben Gden, obne jid) ju frewgen, verbinben, und jwar ift die Differeny
ftets gleidy Dem Quabdrat der balbivten Diagonale.

Qufserbem ift, wie wir jdbon gefeben baben:

2h2(a 4 h)2 . : : (a2—h2)
lgt=—u v jerner kg?=(a+Db)2+az—2a(b-+a) N
a:+4+b o2
o o 5 i i i (bz—a2)
lh2=1b2+ (a+ h)? im*=(a+b)?+ b>—2b(b+a)>
ol
. ; ooa o 2a2(ad-b)2
kh?=me2=(a + bh)? in2= L
a2 -}-h?
en?=(a -+ h)2 4 a2 cit=d? eh?=c¢? ¢ ih3=—a%
Holglich aud) 1o + in2=2(a+ h)2, ferner kg?+im2=km?, b b verldngert man im

redytwinfligen Deltoid den fleineren Sdyenfel bed einen vedyten FWintels {ftber den Sdheitel bimaus
um den grofiern und den quifern Sdentel ded anbern Nedten wm den tHetnern, verbindet die Gnd=
punfte der BVerlangerungen unter eimanbder und mit den Seeiteln der rechten Winkel, jo laffen fich
die 3 Verbindungslinien alé Seiten cined vechhwinfligen Dreteds anfeben,

Avdiven wiv endlidy die Duabrate Dder {Gmmblidhen 16 Linten, welbe de Geberr ded efnen
Quadrates in Figur VI. mit den Ecfen bed anbdern verbinden, o erqicht fidy ihre Summe gletdy dem
adtfaden Quabdrate iiber ber Summe der Diagenalen plug dem aditfacdben Quadrat bder balbiven-
den: Diagonale oder aud) gleidh) 81u2, b. h. gleidy bem Sfaden Quadrate der grifiten
von biejen Verbindbunqslinien.

Dente idy jest die Duadrate itber jammilichen Deltoidieiten conftrutet wnd Beredyne die Summe
oer Duadvate der 16 Lintem, weldie bte Gefen ber Duadrate zweier ungleicher sufanumenftofienber
Eeiten verbinden (etne der Vervindungslinien {ft Null), jo erbalte idh 16¢2+ Se.d; die Summe
it alje jedh@ebnmal jo grofs wie dag Deltotd und dag Quadrat der halbivenden Diagonale jujam-
mengenommen find. Die 16 Verbindungslinten, welde die Gden ber fiber den groperen Deltoid-
jeitenn verzeichneten Quabrate verbinben, geben in Beaug auf ibre Duadrate nidit ein fo etnfades
Jefultat wie dad eben angefitbete, mimmt man aber bdie Berbinbungslinten ber Eden dev Fleimen
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Quadrate ju Hiilfe, fo erbalt man fire Die Summe Ddex “uﬂmh Per 32 Yinien, welde eimerfeitd
t‘u @Fdent per beibew quofen Duabrate, anderereits die der Dbeiden Fleimen Duabrafe perbinder,
39024 16ed und bdaburd nody den jdhinen Saft: ';:Jlnb fiber den Geiten eined redit-
wintligen Deltoidbed Quabrate conftruirt und verbindet man ctnevfettd dicGden
bergleid cns“ua rateburd) die 32, resp. 30 (denn zwet werden Null) mogliden finien,
anbererjeitd bie Gden der uuqludnm ujammenftofenden ‘D.un rate durd) die
entipredenden Linten, jo it dic Summe der Quabdrate ber erjten 32 Linien
gleidy ber Summe der Quadrate der anbderen 32,

Sudt man zum Shhuf nody durdy einfade Addition die Summe der Duabdrate dev 96 8-
nien, welde die Gefen der 4 Duadrate itberhaupt verbinden, chne fidh davan zu ftofien, dak 4 von
biefen Linien O werden, fede Deltoidfeite jweimal und jede Dragonale viermal als Perbindungs-
finie qezdblt ift, fo exbdlt man 96¢2 4 64cd + 1642 Die Summe der Duabrate jemer 96 Yinien
ift alio mfier ald bas H6fade vom Quabrat der balbivenden Diagonale und gwar wm das 16fade
Quadrat der balbicten Diagonale plus 128mal dem Inbalt bes Deltoides jelbit.

§ 15, Wird beim vedhtwinfligen Deltotd itber der halbivenden Diagenale ein Quabrat ge-
jeidhmet und verbindet man von Den beident Gefen diefes Duabrated, welde nidt Endpunfte der
halbivenden Diagomale find, die eine mit dem cinen Gnde bev halbivten Diagonale, die anbeve
wit Dem andevenn Gude, fo ift die Summe der Duabdrate der beiden Verbindungs=
inten gletd bem Dreifadyen Quabdrate der halbivenden Diagonale. Der Deweid
iit mit Hitlfe ded Saped i fitbren: In jedem Drgied ift dad Duabdrat einer Seite gleidy der
Summe ber Duabdrate dex Deiben anbern pud cber minud dem doppelten Nedited ausd einer diefer
Setten und der Projection der andern auf fie. — Dad aritbmetijde Mittel jwijden den
Cuabraten der 8 Linien, weldye die Gudpuntte der balbivten Diagonale mit den
(S'rfrn bed diber ber halbivenben Diagonale conftruirten Quadrated verbinden,
it Dieied Duabrat felbit. — Wird der Schwerpuntt deffelben Duabrated mit den L'rubpuuﬂm
ber lm[[*uhu Dingonale verbunven, jo erbalt man Fwet Linden, deren Duabrate roteder aujanumen
aleid) bem Duadrate jelbft find. Jum Bewes benuge den Sap vom Duadrat der WMittellinte. —
Die balbe Diagonale de§ betvadteten Duadrates, © bie Hilfte dev balbivten Diagonale bed Deltoides
b dle Linie, welde bie Sdnittpuntte der Diagonalen beider Figuven verbindet, laffen fidhy als
Setten eined vedyhwinfligen Dreedd anfeben.

Werben im vedbhoinfligen Deltotd ju beiben Seiten der balbivten Diagonale an diefelbe
Duabrate gelegt wnd in dem dadurdy entjtebenden Neditede gwei gegenitberitehende Fden mit den
Enbpuntten der balbirenben Diagonale verbunber, jo entftebt ein BVieved, in dem die Summe ber
Quabdrate jimmilider Seiten aleid) wird der Summe der Quabrate der Diagonalen , jobald man
die crftere Cimme wmt dad Duabrat der balbivten und bie leptere Summe um dag Duadvat der
Balbivenben Diagonale der Hauptfiqur vermebrt.

Qetdhret man fiber den Seiten eined veditwintligen Delteided nady aufen ju Duadvate und
verbindet bie nadiftliependen Gden fo, dafy ein Acdted entjtebt, jo ift picfes Wdhtedt, vermebrt um
bag urfpringliche Deltoid, gleich dem balben Quadrat ded Umfanged des Urdeltoided. Von den
@eiten bed Achteds find natiivlich 4 qleich dem Deltoidfetten und 2 gleid) der balbirenden Diage-
nale, ywifdien den beiden fepten aber ift die halbivte Diagonale geometvijdhes Mittel.

§ 16. Bezetdmen wiv im redbwinfligen Deltoid den vonr den beiden gleichen Seiten a ein:

{1




e Lanal ’ . i den d a*—h? 2ab a.b
i ioffenen I8infel mit «, fo ift sine = (N — M g — Qeotgp—_——
grninlenent 05 v 3 i s 3 r 5 3
g i ; ; c’ a2+ b2’ & a?—Db? 7 b a
By a+b t a—b i
SEC ¢ o= BECo — o = elc.
£ a—b & a<b

8. 17, Grriditet man im Gubpmft ber balbirenden Diagonale ein Loth, welded ber Drage-
nale felbft gleidy ift, wund verbindet deffert Endpuntt mit demt entfernteren Eudpuntt der balbirten
Diagonale, fo it der Sdnittpuntt diefer Verbinbungslinie mit der Deltvideife die Ccfe bes
Quabdrates, welded fid dem Deltoid etnzeiduen [t Die Seite dicjed Tuabdrated ift die vievte
Dropertionale 3w den beiden Diagonalen und der Swmme berfelben.  Figur T ift

a5 de
gia=x:c und a —e:a=x:d, folglid x=
Hhe dge
pber d+ crd=c:x. Die Gudfe ded eingeseichneten Duadbrated ift mithin unabbingiq von den
i ] 7 . i deing : 1 1 1
Seitent def Deltoides, — Ans ber Gletdung x = - folgt unntittelbar ST pa h.
i) d+=cC I X ( ;

ber ©ap: Dev reciprofe Werth ber Seite bes Quadrated weldes eiwem Deltotbe

eingegeidhnet tft, tit qleidy der Summe der vectprofen Werthe der Diagonas
[en. — Die Gden des. etugeidriebenen Duadrates theilen die Seiten ded Deltoided tm Verbaltnif
ber Diagonalen.  Diefe Behauptung exbellt aud der Betradyhmy dev: abnlidyen Dretede, welde Fi=
que 7 aeigt. — Die balbivende Diagonale wird duvdy bie Seiten ded Omadrated umb die anbdere
Diagonale tn-bie 4 Abjdmitte w, z, ¥, y getheilt. Da fidy mun

wiw 4+ z=x:d und y:y +v=x:d verbilt, jo tit aud

wiwtz=yiy+y, z:v=w:y und zy=vw, alfo bag Product bed erften unbd
britten Abjdnittes gleich dem Producte ber beiden ambdern; da ferner z4-v "-_-[ld.cl tft, fo folat

= G
.'-'.i

d +c
verbalten fidh wie die Diagoualei.

nod w+y= md z+viw4y=die, bdie ©Summen der aufiern und inmern Abjcmitte

Sind im Deltotd ufilligerweife die: beiben Diagonalen gleich, jo ift 1) die Summe der bei-
bert inneven Abjchmitte gletdy ber Summe dev beiben Gufteren, 2) die Summe der veciprofen Werthe dev
dufern Abjdmitte gleid) der Summe bev veciprofen Werthe der tuneven, 3) bie Duabdrate des erften und
dritten Ubjhmittes sufommen gleidy dew Swabraten bed weiten und vievtem, 4) dad: cingegeichnete
Duabrat jelbit der vierte Thetl ded Deltoides,

3ieht man vow jeber der Diagomalent eined Deltotdes den Werth der Seite bed eingezeichneten
Dhabrates,. b, & L0€ S0 S Hiatben iir bie Mefte = oo umb ~ o, bie Sheile bex Die

: d-te : Tdde d+e! !
qonalen, weldyed nicht in dem eingeseichueten Duabdrate Hegen, verbalten fidy aljo gu einanbder wie
bie Quabdbrate ber Diagonalen, deven Neft jie jind.

Bejdyreibt man endlidy tn bag cingezeidynete Duadrat efnen Kreis, fo ift dbas Stitd der hale
birten Oiagenale, welde Sebue wird, gleid) ben auferbalb  bdeé DQuabdrated [liegenden Ab-
ichnitten  Derfelben Diagomale, wemu bag Deltoid ecin rechhwinfliges ift.  Bum Veweid fafje
man die balbe Sebue als mittlere Proportionale der fnmeren Abjdynitte der halbivenden Diago:
nale auf.

=




11

§. 18, Dad cingegeidymete Duabrat fitbvt auf die Gingeidmma und Unterfudiung ded NRedht-
eds, deffenn Setten fich wie 1 o n verbalten mmd defien Gden auf den Seiten eined Teltotdes Tie:
get. Mo erbalt bie betbenn mbalidhen Medbtecte, wenn man bad tm Endpuntt der Halbivenden
Diagonale 3w evviditende Loth gleidh deme nfadien ober bdem nten Theile biefer Diagonale madit
uttd fonft wie bet ber Gonftruction bed Duadrated verfabet. "It n > 1 und [auft die fletnere

) ik : ¢ Gy 1 n 1 . =
Mechteddfette x pavallel ber Diagonale e, jo 1t =R - T wabrend mwir niv die
b
i JRenn 1 : 1 o e i, fg &
grofere Ssete y die Gletchung = d oy erbalten, und  hethen  die Setten Ded
3 ' 1C :
: : il 1 n 1 1 1 ;
aettent Nedbtedd x; und vy, jo it — - uno = S — D
. X d G i c nd

-

Ecdent betber  Medytede  theilen bdie Seiten des  Deltvibes im Verbaltnil von no¢ o°d umbd
wids: e

Jubalt wd Umfang defer eingeseichneten Figquven find tm Allgemeinen nidht gletdy, fie wer=
ben ¢8 tnbef, jobald die Diagonalen ded Deltoived gleidye Lange erbalten.  Fir ben Umfang giebt
i diefem Falle eine leidite Medymung oder geometrifdhe Vetradbting den bibjden Sak: Wird
etnem Deltoid, defjen Diagonalen gleid find, tvaend etn Nedted ecingezeid -
net, fo ift ber Wmfang des lepteren gletd der Summe ber Diagonalen bed erftes
vet. — Der Inbalt des eingezeichueten Nechteds wird bet Gleidbeit der Diagomalen = “:]ijl 2
ety Auddrud, der fir n=1 et Martmunr wird. Der Veweid fiir dieje Bebauptung apt fid
obhmwe Mithe elementar fithren. et man fitr n1 -Ex, tndbem man unter x frgend eine vattonale

b ! J 1 £ Lo 14ex 1 x g ho =
spfitive Gvofie verjtebt, fo qebt = niherin ——— . — =— . bividbirt man aber, jo
f B el e (n4-1)® (24x)? 4 4x+4 x¥ Wi Jraehict

: i iy ! 1 . e =
ergiebt fich Died gleidh RER ST Der Subtvabend der eben evlangten Differeny ift ald

; - a=X )" v ’

Tiuadrat pofitiy, felglidy dad Martmum, welded bie ganze Differeny erbalten Fanu, i i died

witd mur evreiht, wenn x gleidy 0 und n dadburd) gletdy 1 wird. Von allen tn ein Deltoid mit
aleidbenn Diagonalen eingeseichueten Redbteden ift mithin dad Duadvat dad grofite. Mody leichter
ware Der Beweid gelworvenr, wern man thn auf dte Veftimmmuung geltiugt batte: ver Umfang der
etngezeicbneten Bievede it ein conftanter. — Sind bagegen bie Diagonalen de8 DVeltoided ungleidy,
jo ift von ben eingeseichneten Medhtecternr nicdht bas Duabrat dad grofite, jondern die beiden, deren

i 3 s3I0, i , R s e R B
Setten fich verbalten wie dbie Dtaqonalen. Der Inbalt ded Mediteds o2 wid nemlbidy
d {eid cd y & s 18 e d?c+ecdx de
Tl clerc , Dagedqaen ny n = o s ] = s —
c 3 ages c 4d*+4dex 4+ c*x2 4

de#x 2
4(2d+cx)2’
tiver, bojitiv, mithin die Diffeveny fur x =10 etn Marinum,

Bleiben bie Diagonalen ded Deltoided ungleidy und beifien die Seiten der beiden eingegeidh-
netew Mechtecte, die fich wie 1:n verbalten, x, v, x und y;, jo tft tmmer xy;, =y x, wibrend bie
Diagonalen der NRedhtede fidy verhalten wie nd 4 c Ine+d.

ver Subtvabend it aber fine jeden MWerth vow x, fet er eim pofitiver oder neaas




g 19. erden um die GEndmmite der balbivenden Diagomale mit den Delteidjeiten Kreife
beidichen, fo wird bie Balbivte Diagonale fitr biefe Kvetjfe Chordale wnd aus dicjem BVerbaltnif
fafjen fidy leidt Sipe fitv bas Deltoid entwideln, 3.B.: Die beiben Krefjen gemeinfamen Tangens
ten werden durdh bie verlingerte balbirte Diagonale balbirt. Denft man ferner Figur 8 burdy p
mit eg eine Varallele gezogen, ie entitebt ein vedtminfliqges Dreied, in dem bdie Tamgente pn jo=
wie die Differeny ber Deltoidjeiten Katheten find und die halbivende Diagonale Hupotenuje. G8
ift mithin pn?=c*—(a—hb)?, folglidy, jobald das Deltoid vedbhointlig wird, pn?=
2ab, b. b fiir dag vedhwinflige Deltoid ift dad Lumabrat der gemeinfamen Tangente doppelt
o qrof a8 bag Deltoid. Nun it ber JInbalt bed Deltoides, wic wir wiffen, aber
aud) = C'zd , alio die gemeinjame Tangente mittlere Proportionale awijden den beiben Diage=
nalen ded rechtwintligen Deltotded. — Wird eg bid ju den Peripherien der Kreife verlingert, fo
ift die dabuvdh entftehende gange Yinfe =a 4 b + e, wabrend das Beiben Kreifen gemeinfame Stitdt
der balbivenden Diagonale xw=a+ b—c ift, dag DProduct beider Linien = (a + b)}—c2=2ab
=pn?, bad wijdhen ben Veritbnmgspuniten liegende Stuct dev gemeinjomen Tangente it alje
audy mittlere Proportionale wifchen dem Umfang ded balben Deltoided efg und dev feinen Yinie
xw. — Berbindet man die auf der verlingerten eg gelegenen 4 Endpunfte der Duvdymefjer mit
et einent Gudpuntt bder balbivten Diagomale, fo ergiebt jid) alé Summe der Quabvate dev vier
Nerbindungslinien dag vievfadye Duadrat ber balbivenden Diagenale. — Ferner ift yw=c +
(n—b) ud xz=c—(a—b), mithin yw.xz wiedernm = ¢2—(a—b)*=2ab=pn?, aljc
einerieits pn aqudy mittlere Proportionale ywijden yw und xz und andeverjettd zy.xw=2zx.yw
ober, was dafjelbe fagt, 2z, %, w, y find barmonijde Puntte; wiv fonnen daber den Sat aufjtellen:
Rird die balbivenbe Dingonale eined rvechtwinfligen Deltoided bid gu den Peripberien dex mit ben
Seiten um thre Enbpunfte gefdblagenen Kretfe verlingert, jo find die 4 auf ben RKretfen liegenden
Puntte ber verlingerten Linte bavmonijde. Werden die Glieder dev harmonijden Proporiion
zx xw=zy . wy, mit einander multiplicict und dag Probduct vadicivt, jo erbalt man den dop-
pelten Inbalt des Deltoides. Hort dag Deltoid auf, ein vecdhtwinfliges su jein, o bilben die -
nten zx, xw 0. allerdingsd feine Proportion mebr, aber ihr rabicivtes Product bleibt Dennod)y dem
boppelten Jnbalt gleid).

% g oo ] Bl : : fhieg i
Betvadhten wir Figie 8 weiter, fo ift on*=of.0h wd aud = 4 B mithin 4024

d40f.fh=1h.eg; abdive auf beiden Seiten fh2, dann exbdltft du fh(fh 4 eg)=(2 of +fh)*=
or? und das beiht: Die bi8 zu den gemeinfamen Tangenten verlingerte halbivte
Diagonale ift mittleveProportionale ywijden der Summe beider Diagonalen
und Der halbivten Woraus wieberum folgt: Dad Quabrat der halbirten Diagonale plus dem
Quadrat der gemeinjamen Tangente it gleid) bem Quabvat ber bis gu ben gemetnjomen Tangens
ter verldngerten balbivten Diagonale ober or?={h*- pn? Nennt man pn fury t und beadstet,
pafy t2=2ab, c2=a?+ b2, jo bat man t*4 c*=(a+ b)? das Quadrat per halbivenben
Diagonale vermehrt um basd Duabdrat der gemeinfamen Tangente, tft gletd dem
yierten Theile ded Duabrates bes Deltcidumfanged. Ghenjo grof ift aud) bie
Summe ber Duadrate dev Leiben Linten, weldye einen der 4 Beviibrungspuntte mit den Endpunt:
ten der Balbivenben Diagonale verbinden. — Werden dagegen die 4 VerlibrungBpuntte dev gemein=
jamen Tangente mit dem Durchidmittspunft dev Dingonalen verfumben und bdie Duabratjmme
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diefer Linfen nody um dag Quabrat ber Balbivenden Diagonale vermebrt, o ift die Gelammitjumme
gleidy bem Duadrat ither der Summe beider Diagonalen. BVeweis mit Hiilfe von vwo mwnd ur
qlé Mittellinien. Gin dbnlided einfached Refultat wird gefunden, wenn die Duadrate der 4 Linien
abdirt werben, welde efnen ber Enbpumfte der balbirten Diagonale mit den 4 Veriibrungdpuntten
verbindben; bdie Swmme ift gleidh dem doppelten Duabrat der inie or; aud) zeigt fidy leicht, daf
von biefen Duadraten qh? +hn?=hs?+4 hp? mithin jede Grupve gleidh or? ift. FWerden end-
lih bie 4 Veviibrungdpuntte nody mit dem Halbivumadpuntte der balbivenden Diagonale verbunbden,
jo find fammtlide Verbinbungslinien gleid.

Seidmet man in den Punften, wo die Kreife dbie balbivende Diagonale jdmeiden, Tangenten

shipiies _fined Al il ml 1 2a.d .
an die Sreije, bier ik unb ml, jo it a— *a—=ml:d, alio ml=- und enfivrediend
! b T 2 2a+d
ik CLEL und davaud folaenm bie brei micht uninteveljanten Gletdhnmqen l I L :
iE— y davaus folaen bie dre . sreffante ¢ qen: — !
2h+d il 08¢ i i - ml d 2a’
1 1 1 1 1 1 1 S8 ;
e + umb e S = — 57 - Werben aber ml und ik jo weit vevs
ik d 2b ml 1k 2a 2b

langert, daf fie ald Sebuen in den Kretfen auftveten, jo ift dag Tuadrat ber eimen Sebne =
8h(e—b) und bad ber andern gleidy 8a (c—a), mithin die Summe betdber gleidh dem Sfaden
Mechtet aud der balbivenden Diagomale und bem Stide berfelben, weldes pwiiden ben Kreis-
peripberien liegt.

Beadtet man, dafi wi ben Winfel gfu, xf Winfel efn halbirt und dafy daber xfw=45H°
ift, fo ergiebt fidh 1) a.uw.xe= bh.xu.wg, 2) bdicfelbe Gleidamg fitr den Fall, daf v widt
ber Halbivungsdpuntt, fondern trgend ein Punft der Diagonale th und x und w die Puntte
find, in Demen die VWerbimbungslinten vou u mit g und e die Kyetfe jdneiven; 3) xu.e=ex.a;
Huw.c=wg.b; b)) 2c.xu.uw=—d.ex.wg; 6) fw? ix*—=cHaic+b; 7) die verte Pro-
portionale 3u den Eeiten bes Dreiedd xfw wird gefunben, wenn man fu von u aué auf ng ab-
fdnetbet und ben auf diefe Weife erbaltenen Endpunft mit f verbindet: Mr. 5 ift enhweder durdy
bie vorbergebenden Gileichungen, ober tnbem man die balbirte Diagenale al8 Polave zu dent Punt=
ten e und g auffaft, ju evweifen. MNr. 6 ergiebt fid), wenn man den Sap: die Seiten jedes Doci-
ecfé verbalten fidy wie die Sinud der gegeniiberftebenden Wintel, auf Dreted xfw amwendet, und
M. 7, febald man e Inbalt deffelben Dreiedd jowobl burdy Hobe und Grumdlinge als audy durdy
awei Seiten und dent etngejdylofjement Wintel beftimmt.

Steben wir endlidy von den Enbpuntten ber balbivenben Diagonale g und e aud nady einem
beliebigen Puntte y der halbivten Diagonale Gvade, die verlingert in den Punften y und & aud
Dent Kretfen heraudtreten (wir bitten, die Figur felbft zu entwerfen), jo i)t ee.yy.a=gy.ye.b;
biefe Gleidhung, welde mit Hitlfe ber Polare wnd ben befannten Vroportionen Fweter fidy jhnet-
denber ©ecantent und Sebnen ju enwetfen ift, giebt mit Nr. 2 verbunden nody eine newe Gleidnmg
in ber bie Deltoidjeiten a und b nidt mebr auftreten.

§. 20. Jm Deltoid [kt fid) auch der Dumft beftimmen, deffen Verbindungslinien mit den
Eden fo befdbaffen find, dafy die Summe ihrer Quabrate fleiner ift ald die Summe der Duabrate
der vier Yiniem, die frgend einen anbern Punft mit den Eden bed Deltoides verbinden.

Verbindet man den beliebtgen Puntt o (Figur 9 mit den Gden a, b, ¢, d wmbd fallt,

nadibem man nody o1 gegogen, or jenfredyt auf bd, ziebt ar und re, jo ift
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od2=or2+4 rd*
ob2=or?-frh?

3
. ac=
e a 2
q 0%+ pci=201%+4
1 = i 9
"
A acs
2 | ppl el
ars+ re:.—ari+ 5 )
&

oi1f=or?4 ris
mithtn od2 + ob? 4+ 0a? + oct=rd?* + rbh? 4 ar?+4rc?4+4or? ober mit MWorten:  Die
Summe der Duadrate der vou o nad dew Gden gebemden Linfer it wm 4ord grofer als die
Summe der Duadrate der vow v audgehenden Limiens der zu beftimmende Puntt legt mithin auf
ber Dag Deltoid balbivenden Diagonale db. Um denfelben niber 3u beftimmen, madie man dn=

3 ib : | ; ; : - : =8 7 )2
i db— ——, beseidme b d fury mit «, acmit #und ib mity, dann it dn?= ( it = ) !
v gan e S ARTISE 2 ) ; Ty
aibr = ( i f- 5 ) /o0 By a5 T und - ebenjo grof ne
} { Ji. ! R B 2
folglihdn® +nbh? - na*+ne2= 5 t et —ert yi=" 5 i I ST ;
IBEbit man dageqen fraend eimen amdern Puntt z auf der Ti.nj;mmlc bd, jeit zn=x; jo ift, fe
naddem z pwiiden n und d oder wijdhen n und b liegt, z2d = 4 o— - — x ober = —
¢ — L t'x mithinzd2= ( 3 el b Ao ) ZihE— I Y4 x r Z 8% =
2 ; tjedi e 2 B R Bt 4T '
ﬂ-u /) L1 | IR 5y 3
i —+ I 4 —_ ';? —+ X I—ﬂt_:'. aljo
3 2 ! 5 ok B i . i gkl !
zd?tzbh*tza*fuci= 5 + R -y + % -+ 4x*, Demm D (Mlieder, welde x th Der

erftent Poteny ald Factor habew, beben fidy, jowobl wenn man pie oberen BVovzetchen ald wemt man
bie wnteren gelten [aft, gegenjeitiy. m ift aljo der gefucbte Puntt, dad Miimum der 4 Quadraie

poilifd ot 7 (7] 2 | ; {12y jiaray
aber. gleid) ——— + I SeEss ;-I ud nennt man die Verbinbungslinie frgend eines in der

Deltoidebene gelegenen Punfted mit n y, joo ift die Summe Ddex Duabrate der von the aud nady
ey Gefen gebenben Einten um 4y guifer alg die entjprecdyende Summe fuir n; o8 folat Died aud
ber oben gefumbenen Differeny 4 or, bie mit bev jest gefunbenen 4x?* fidy mit DHitlfe ded Pytha=
goveerd au 4y? addirt. ©dlagt man alio wum n Kreife, fo baben alle Puntte etn wnd derjelben
‘Dcriptum Berbindungslinien mit den Eefen, deven Duabratfummen gletdy find.

Oebnlich verbAlt e8 fidy mit den beiden Yunften, fity welde die Summe dev Yinten, die nad
den Halbivungsumtten der Deltoidfeiten fithren ober die Summe der Quadrate biejer Yinien ein
Mintmum wird. Sie fallen betde i den Durdhjchnittspuntt der Verbindungslinten der Halbivungss
punfte der Deltoidjeiten.

s, 21. Befonbere Eiqenthitmlidifeiten jeigen die Deltoide, tn Ddewen wvoit dem 8 Yinien, weldje
bie Dalbitumaspunfte der Seiten mit den gegewitberftehenden Edeir verbinden, et pavallel mit
entivredbenden Setten bed Deltotbes laufen.  Iiv wollen  diefe Gigenthitmlichfetten mit Hitlfe dev
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Figur X., in der ad/fde und mejfab qebt, ftubiven. &8 fallt fofort tn bie Uugen, daf abef
ein Mbombus und  ber Halbivungdpuntt der Diagonale be ift; ebenfo erfermt man fofort in h
pen Halbivungépunft von bf, in i ben Schwerpuntt ded Drefeds abe unbd in g den Shwerpuntt
bh
o
2, auf ih und gf je 1 und auf fe 6 Jwilftel ber gamzen Diagonale be. Die lanbere Diagonale
ac it gleidfalls in beftimmter Weife in r, s, h, t und o getheilt. Wie, [dft fidy leidyt zeigen.

bed gangen Deltoided, mithin ift gf=ih. und ba biefed = ift, jo fommen auf bimd hg fe

he : fe o 7 : = L
gl=—2, bern fl= : , gl ift aber audy = :’ ho, weil eg:eh=7:9, folglih ift ho=
1} s .
: 4 : B : s 5 ; he
f he und o ¢ = —- he, ferner ift, weil bh : bp—a o, gl— 3 ht alfo ht= " unb
{ i £ . o

to=—hi; dentt man fih alfe ac in-70 gleidye Sheile getbeilt, o Fommen baven auf ar

89

und oc je 20, auf rs amd thol je 8 und auf sh uud ht je 7.

Betradbten  wir mm nod) die Linten cm, ev, ak wnd hd, o exgieht fidh mq= o
)
1 . 2 -+ 1 1
Pt —_— ) — oy T1T F W R a1 . -
qf= 4= ilE— g und le = =g ber ¥inie ¢m; fermer e = o1 P IR T i
ri 4 und vu : i 4 19 1 e 5 : und z} : ak
by f— 7 F — YE. & ey LR — p——— X = e L7 == i —— E
il 11 : 11 (i 21 12 4
: 1 4 4 1 1 S e .
b —oe lf= 3 g — 7= 0 Frmieie )
und endlidh 1d= 3 1t {5 ¥t 353 YT 9g7 bz 4 von hod.- Grwiefer werden die

gulest angefibrten Tbhatjachen mit Hitlfe des Sapes vom Sdwerpunft wund verjdiedener Provor-
tionen; um die Groke ber i u und y endenden &Sthirde ju beftimmen, denfe man ak unbd fe
einerfeitd und cv und fa anbdeverieits sum Sdnitt qebradht; o8 entfteben dann dbnliche Dretede,
beren Venupung leidt exbellt,

Die Negelmafigleit, mit-dev ficdy bie Diagonalen wid Verbindungslinten ber Halbivumgdpuntte
ber &eiten und gegenitberliegenden Ecfen tn unferm Deltotde, tiber deffen Iinfel Feinerlet Beftims
mungen getoffen find, zerfdyneiden, fitbet auf den Verjudy, die Grofe bex eingeliten tm Deltoid ent=
ftandenen Figuren g Beftimmen, und in der That laffert fidy fdmumtliche 34 in witierer Beichmung
entbalterten wnd, nebeneinander liegenden Figuren alé Brudytheile des gangen Deltoides beftimmen,
Da bie Diagenale b e die gange Jetdymumg in ywei vollfommen congruente betle setleqt, o fénren wiv und

: y i ey — i 1
mit ber Beftimmung der 17 im Dvetet abe belegenen Figuren begnitqen. abe = 2 D, wenn D ben
o R R, : : 1 : 1u it ok 1
Snbalt beg Teltoided begeidimet, afe= i D, fme= 7 D b mge und qfe e = 16
)

(Wiv [affen der Bequemlichfeit balber binter ben Briidhen von jest ab Gidweilen den Buchftaben
D fort) Bom DOreted afm, etwem Adytel ded Gangerr, fommen 24 auf a pm umd je Y auf

T 1 . X .
pgm wnd pqf, mithin ift apm= 19 D; pgm =— D und ebenfo g pqf. Der Inbalt

1
48
ber Dretede pef, arp und rps finbet fidh auf audere Wetfe, ihre Grundlinten find Theile der
einen. Diagenale unb dle bazu gebbrigen Hsben laufen mit der anberen /- dag ganze Delfoid ift
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aber gqleid bem balben “Product Dder Diagenalen, folglidy pgf= 119 A I D= - D, arp=

6 T2
2 l 1 4 1 2

= e _— e e Tad "\_ (] eliTapes b 3 T =
7 31 rps= q; -8 05" > Pavallelfrapey shgp wid Ddem ent

: 1 2 . g : :
jpredend = ! D= " D. Dentt man fid im Dreted aur von u eute
lU 6 J 6 45 [

Senfredte auf ar e[ fallt :.mb mit h, Deetdmet, fo verbalt fih au:ai=h Jih ober :‘1

2 e e be 1 2 1 e
3 = ==h TE folalidy by = 95 und aur = 55 - 7 D= - D. Deggleichen benfe man
pon x ete Senfredite auf ac gefillt und mit hy beseichmet, Dann ift ax: ai=h, ;1h ober
1Bk 2 be be i 14 . | ERE
— — —hy | 1-_j -, folglidy ha = lal_"a'“ =7 35 D = 35 D und uxsr =

1 : X : ; L 11

o e = — - — T L bl

(35 )u S_b, ahi= 7 D, folgldy xilis =55 D- T be Sibalt Bed
A . : 1 il 1 ; 4

Dretects auv 3u bejtimmen, 51c[w tdy vom Dem Ded Dreiedd ave = i D ben bed Drefeds aue,

beffen Beftandtbeile beveits beredhmet find, ab und evbalte awv= -4 D. vwh:vbp=bw:bp,

: D 1 2 1 : ) e 1 o

alio vwh: T . o[ L D, vhi= =, folglih bwi = 55 )

dlfo ywh ™ 5" =1 - 3 folglid vwh= ) D. vbi 23 folglidy bwi = &5 Steht
1 11 o " 1

. . 1 *
Y B y A — e — 10 £ r X — =
man bwi und xihs von bsh, 0. b. 06 T 840 ron 10 ab, 10 erh alt man wxi1 = 672

Endlidy bleibt mody vwxu 3u beftimmen. @8 it = byp— vbw — uxsr —rsp = 11_,)
1 ] 2 tatindD
— 39 T 38 105 2464
e ben mebeneinander liegenden Figuren Gefient ich fiberbaupt alle fn dev Jeidymung porfonts
menden beredhnen, wiv fithren fndefs ber mur nod eine Methe von Dretecen auf, die gletch BVrudy-
thetlen bed Deltotdes find, Deren %nhlxt 1 ift.

abe = ; : mge = - {15';" bsh = 411..'
abm= 411 b= 2}3 QY = _11*,
abp = :} arp '— "211 pqm= _4.1__5_
abh = 1 vhi '= 21__1 pfg = 71_2
abs = 11 avr = __L aur — ,‘,1?
apm=— ll'-n’ axs — 3];.] bxi = :}
ik 11‘; AR :slra by i '.'_111;

wxi = __1_.

—




Das vollftindige Deltoid.

§. 22, Jeded gewsdbnliche Deltotd [ABt fich duveh Bevlangeruny der gegeniberitebenden Set-
tert qu etnem wollftandigen Viered eraimien. Da ed mun vollftandige Parallelogrammnie und Hnti-
parallelogramme nidyt giebt, jo leuchtet efn, dafi von allen vollftandigen Vievecfen dad vollftandige
Deltoid Ddaé regelmdfiafte 1ft, anbererfeits wird aber aud fav, dal um jener Giaenjcbaft willen
fih an das Deltoid Shpe und Gedanfen nitpfen laffen, fie die die tbrigen vegelmafitqen Biers
ecfe nichtd Entjprechenbes bieten.

Vollftandige Deltoide find i der Planimetric banfig vorfommende Fiquven. Werden in
einem Antipavallelogramm die beiden Diagonalen geaogen und die gletdien Setten bid 3um Sdnitt
verlangert, fo entftebt ein vollftindiged Deltoid; Fallt man fm gleidhichentligen Dretedt bie Hiben,
jo eigt fidy ein newed, bdedgleichen wenn man die Mittellinien ober die Wintelbalbtrenden zieht.
Uuch i Kreidfiguren find die vollftdndigen Deltoide midst felten: dbu erhaltit 3. B, eind, jobald bu
die Schnittpuntte sweier gleider Secanten frewyweis verbinbdeft.

Jeded volljtandige Deltoid (in Fiqur XI acfheo) fit, wie basd, aus dem ed entftanden, eine
fommeteifhe Figur, je jwei feiner Seiten ac wmd ae. ge mtd be jind gleich, bedgleidhen die
Winfel, die fie unter efnander und mit ber britten Dtagonale ec bilben. Diefe duitte Diagouale
lauft pavallel mit dev Balbivten und ftebt in Folge Defjen fenfredit auf ber Berlangerung der bal:
bivenden, vou dev fie audy balbivt wird. — Der Winfel, welcher vonu awei gegenitberitebenden Sei-
ten Ded uripritnglidien Deltoided gebildet wird, tit die halbe Differeny der ungleichen Deltoibwintel,
MWinfel gea= gfh: & F],

Der Inbalt de§ volljtindigen Deltoided ift aleich dem Balben Producte ber balbivenden Dia-

gonale 1md Der newen dritfen und verbdlt fidy daber jum Inbalt ded urfprimglidien Deltoides wie
pte nene Diagonale sur halbivten. — Dad redhtw inflige vollftindige Deltoid ift gleich der Flei-
wern Sette ded urjprimglichen mal ber verlingerten qrdfier £h . c a. @& it aber audb ab SR —
gh:ce und fb:fe=gb:ce, folglih ab:ac=fb:fc und fh.ac=ab. fc. der Jnbalt bes
vollftdndigen vedptwintligen Deltoides ift alfe audy gletdy ber griferen Sathete des uvjprimglichen
Deltoided mal der Verlangerimg der Heieren,
23. i die nadyftehenden Betraditungen ift 8 vortheilhaft, die Stide des vollftandigen
Deltoives mit Eingelbudhitalben ju besefchnen ; ) nermme daber fm Adjdbluf an die §& 11. heryor-
aehobene Begeidnung die Verlangerumg der quifiern Seite (a) «. die der Heinern (b) 2 und bre
britte Diagonale e.

5.

(5 l‘t‘l"._\."ift ﬁd} dre=h i dre=a a1 . ':L‘{\I‘I_lill'i‘ h:fg=a'ate ab=na g —
i) 0 ] b e ; 1 : s
abh und 1 T R 1. 3Im vollftandigen Deltotd 1t alio 1) dad Nedted aus den &etten
i) t .
bes urfpritnglidhen gleid) der Diffevens bev Nechtece aus fe eimer diefer Setten und der Berldnge-

o
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tung Der anbern; 2) die Diffeveny der Quottenterr, welde man exbalt, wenn man bie Verlange-
vingen der Setten burch bdiefe jelbjt bividirt, {ft gleid der Cinbeit. — Da fidy abnliche Dretede
wie die Duabdrate abnlidy Legenber Seiten verbalten, fo verbalt fidy d2; e? eimerfeitd wie bie Drets
ecfe, Derenw @etten d, b, b und e, 4, F jind, anbererfeitd wie die Dretecfe qus a, a, d und a

¢, a -+ o, e; durch dag Jieben ber betben parallelen Diagonalen entfteben mithin tm vollftandigen
Delteid 4 gleidjdyentlige Drefecte, die die Glieder eimer Propertion find. Aud biefer Thatfade
[afit fidy bie barmonijde Theiling ber Diagomale ¢ leicht folgern; bodh [affen wiv died und be-
tradyten pmidift bie Seiten de8 wollftanbdigen Deltoidbed nody weiter, wenn bied vechtwintliy ijt;
8 verbalt jidh dam «; F+b=Dhb:a, folglih ae—bg=>b% bic Differeny der Probucte aud ben
Seiten und ihrent Verlangerungen it aljo gleidy dem Duadrate der fleinern Seite ded urfprings
lidhen Deltoives. — Benust man die Gleidnmgen ae—bf=0b? md ag—aub=ab zur B
= - . = 2a b2 b1a2 - b2) :

fiimmumg von o wnd & fo ergiebt fid «= g Y v b’ g = ;‘_u_hg' und bievausd e« f=

r‘_l.l )

b2 nun ift aber a.b=-—5-—, bem Jnbalte bes Delfoibes, und a2+ b2 nady dem
Dothagoreer = 2, folglih e:f=d:c, b. f\. bie Veelangerungen der Seiten ded vedbhwintliqen
Deltotded verbalten jidy wie die E“imrm'cn pefielben.  Aus e : =2ab ;a2+ b2 folat nodh un=
mittelbar f+a ! f—a=(a+ b)?: 2 Euunue und Diffeveny der Verlangerungen verbals
ten fid) wie bie Duabrate aus ber ;:nmtm‘ und Differeny der Seiten ded urimriinglidien Deltoides.
Fevner gebent nody lefdhte Nechnungen bie Proportionen

a—b.at+b=b e+t 43

g+ auib=hb:f—n

2ab a2+

ON

(e+a)+ (f+b).a=a(e+a)—(8+b) und

d.e—a?—h2: a4 h2:
- : : d. @ ab 2¢ a b ;
aud ber lesten aber folgt wiedertm e= — o =il == L Ot
s af-—h2 * 2¢ at—Dbh?’ e b a

Dfffereny ber betden Duottenten, weldie fich aud den Seifen ded wrfprimglichen Deltoides bilben
laffent, ift gleidy Demt Doppelten Duotienten jwifdien der balbivenden Diagonale und der drittern.

§ 24, AWerden die Iinfel, weldhe wei qeaenmitberftchenbe Seiten im 3."‘=c1rvii‘ verlangert bil=
bem, balbirt, jo geben bie Wintelbalbivenden burdy dem Mittelpuntt deé bem Deltoid einbejdrichenen
Streifes, jdmeiden fich aljo auf ber balbivenben Diagonale und theilen diefe lmﬂ erhaltuify ber Set=
ten Ded uripriinalichen Deltoded; war bdiefeS vedtwinfliy, jo wurde dudy die Balbivte Diagonale
nad) Demjelbem, beide alfo nady gleichem Verbdlinify qetheilt, Das Stird uw (Figue XL), wel-
ched betde Winfelbalbiverde aud ber balbivten Diagonale audfdhnetden, wverbalt fich A Diefer wie
bie Differeny der Seifen Hes urjprimglidien Deltoibes :,1[ threr ©umme,  Jum Beweife Leadte
man, daf dad Dreied uvw redbtwintlig-gleichichentliq ift, wobet fidy nebenbei die tntereijante Notiz
exaiebt: im rechbwmtliqen Telfotd Jdhmeidet fede unferer ‘3'~muif‘ [bivenben jede ber bret Diagonalen
unter Winkeln von 45°, jie jelbit aber fdmetden fidy unter etnem Nechten; tm. nidt-vechtwinfligen
Deltoid ijt diefer infel bder Winfelfialbivenden qud feine unbejtimmte Grofe, fonbern ftets das
avithmetifcye Miittel wikden den umgleichen Winkeln des uriypriinglichen Delfoides.

Wird bei einem vollitandigen vedytwintligen Deltotd wm dad urfpriinalidhe cin Kreid bejdyrie-
Berr wmd von einer der durdy die T Sevlangerumaen entftandenen Gden eine Tangente ai denjelben ge-
sogen, jo bat bie ¥dnge berjelben, bi§ jum Vertibrungspuntt gevechnet, gletchfalls eine dtbervajcdhend
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einfadie BVeatebung gu den Winfelbalbivenden ov and ev und zu dex dritten Diagonale e Sin
Bewetd nenne tdy die Tangente t und bemupe die Bezeidhnungdwetje ded lepten Pavagvapben, dann
2a2b2[a?+ b

Nt t*=a (a1 a)=- [a2—b2]2

, auferdem verbalt fidy, wie wwe fritber qeichen, e d=a?

) ey d2(a® k- h2)e a2 a2 - ha Pl 1 2 q2h2al,
b2:a2—h2 mithin e = p . U o = Tolalidy t2.— —
(a2—h2) d2e= (a2—h2)2? ' d2e2
o
£ 3 £3 s e SEIERL 3 1 LA 7o i
unt da 2ab=ecd, fo evgiebt fich t2 = S Die Tangente tit alle glerh der Kafbete etnes

redbtwinflig=qletdhjdientligen Dreiects, tn dem bdie britte Diagonale Hypotenufe ift; ald eie derartige
Katbete baben wir aber foeben die Wintelhalbivende cv fennen qeleent, affo find Tangente und
Winfelbalbivenve aleid). 2Wixd bieje Winfelbalbivende einmal verlangert, bis jie dew Kveid jum
swettenmal fchneidet, o famn man fagen, fie werde vor dem Kreife umd dev balbivendben Dingonale
ftetiq getheilt; nenne idy mamlich die Schnittpumtte der cv mit dem um agfh st denfenden Krets
v unbd vy, jo titov; Jev=cv vy

Gombintre idy endlich noch bie Gleidhungen t*=w«(a 4 o) =g(b + &) und t* = [; D
eraiebt i e?=w(a +«) + g(b+ #), tm vollftindigen vedytwintligen Deltoid ift demmady das
Suabrat ber Dbritten Diagonale gleich ber Summe oter Nedifecte aus je etner verlimgevten Seite
und threr Verlangerung.

8 25, Denfen wir und in die Dreiecte, deven &Seiten o« F, b und a 4w, b+ 5, a jind,
SKretfe conftentet, fo verbalten fich beven Mabiew wie b @ a, wabvend ibre Summe gletd) dev Fleineren
Deltoidjeite b tit. Der Veweid fiir lefteve Behouvhung findet fich jofort, wenn man beadstet, dak
ber Durdhmeifer jebed Kreifed, ber einem vechhwintligen Dveted einbejdyricben ift, bdie Differeny
awifchen der Summe Der Katheten und Dex Hypotenufe t.  Die Centrale beider Kretfe wird von
ber  fletnevenn Delfoiblette tm Werbalintis bder Mabdien Dder einbejdivichenen Sretie, alio aud
im BVerbaltnih dexr Seiten bded Deltotdes getheill. Der dem grofern Drefedt eingegeidhnete Kreid

4 moe . Yo . cr s rom . g o iy s :1]5
it waticltcdh ibentiidy mit Dem, Dev fich dem Deltorve ewnjdyvetben [aht, aljo femt Hadiud — T

; a+ b
und ber Nadfus bed tleimeren Kreetjes = —— - — Werden jelit die gegentiberftehenden Deltoid-

fetten & b b oaud nady Der andern Seite g, mady Der jie divergtven, vetlimgert wnd efn britter
Rreid qeseichnet, der diefe Berlingerungen und die Seite a berithet, jo tft fein Mabiug vlus dem
Halbmefier ded Kreifed, weldyer dem Deltoid eingesetchret ift, aswdbrend fich beide wiederinm wie
b: a verbalten, 1md bievaus entfpringt der Sa: LWerben wei gegeniiberftehende Seiten des Del-
toibed iber fammtlidhe 4 Gudpuntte binaud verlangert, jo bilden bie abien ber brei Sreife, welde
miubeitend brei Setfent bed Deltoives, I'esp. peren ‘l:L'I'J.Ellﬂk‘l'l[ll:‘lL‘ll L‘\'l'it|\1't'11, etie f!L'HRf Dreovortion.
Nenme ich bie drei cben betrachtefen Nabien der Grofie nady o, o1, o4, fo ergieht fidh nody: g,

E , 0= L ooy =b2rat oy —pop=4a—h, 2o+49 4 2o, = demt Nmfann
a-Fh* Y T a-4blth =
bes wrfpriinglichen Deltvided unbd g%+ 0,00 + 01 + 04 ), . 1. Da8 Luadrat Ded Madius ded Krei-
fes, welder dem Deltoid felbit eingezeihnet ift, plug bem Nechted ausd eben diefem Nabiug und der

@umme aller dret it = dem Inbalt des Delivides.
Die Mittelpuntte unfever drei- Kreife legen waticlidh auf der im vorigen LVaraaraphen be-

0 4
o
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trachteten TWinfelbalbivenden und ihre Entfermungen vem Sdettel beé halbivten Winfeld bilden
gleidyfalls eine ftetige Proportion.

§ 26, Jn ein belichiges Vieved laffen fidy 4 Kreife einzeichren, von den {eder 3 Setten
Deriibrt, ju jebem bicjer 4 Rveife aber wicberum je efn corvefponbdivenber, bDer bie miftleve ber brei
bertifivten: Eeiten gleidifalls berlthrt, ftatt der betben anberen aber beven "‘lt[mnrum“m, conftrnirt
man Ddiefe 8 Kreife in ein redtwinfliges Deltoid, o ift bdie Summe der 8 ‘h.unn aleid) bem
Umfarg bed8 Delfoided felbjt. (Man Iaffe ficdh nidt dadurdy [mmn pafi 4 Ddiefer RKretfe auf
etimander fallen.)

Da jidy fiir jedes Dreied, wie befannt, 4 Beriibnumgstreiie conftruiven lajjen, jo lafjer fich
fite jebed Trapegoid, defien Seiten audretdhend verldngert 4 Drefede evgeugen, 16 Kreife darftellen,
bie mindeftend drei Trapegvidjeiten, resp. deven Verldngerungen berfibren; die Summe der 16 NRa-
bien Diefer Kreife ift beim redvhvintligen Deltoid = 4 (a+ b4 a4 g), b b gleid der Dovyel-
jumme bder Seiten be§ vollftindigen Deltoides, Den Veweis findet man leidht, wenn man vom
vollftandigen Deltotd audgeht und beadbtet, dafy die Durchmeffer der 4 Bevithrungsbretfe eined redyts
winfligen Dreiedd mit den Seiten x, y, 2, den 4 Grdfien x +y+7, x+ Y—7Z%, X+ Z—y und

y+2z—x gleid) find. — Das Product ber Madien der 16 BVeribrumgskreife Dl‘ii{ft fich febr ein-
: . 1 : s : i cS[e2—d2 W
fach. burd) die Diagenalenw ded vollftandigen Deltoided aus, ef ift = I Gefunden
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wird ¢ mit Hitlfe des Sapes: Das Probuct der Nadien der 4 Veriihrungafretie eined Dreieds

ift gleid) dem Duadrat vom Inbalt des Drefedtd felbft, und der Thatfache: tm vollftindinen Del-

SARE AL ; 2esrty ! e C.e—d.c
totd Jind Ddie Dreiede mit den Seiten b, «, B und a, a + «, b + g, gleidh — b
c.etd.c TS " : 4 . 3 ¢ 3 5
1 . — Die ©Summe ber veciproten Werthe dev betradteten 16 NRadfen [aft fich Dagegen
bequem ouvdy bie Setfen Ded Urbeltotdes ausbricen, fie it = i L pa umd wird er=
€ =

langt durd) BVenupuny ded Gedanfend: Beim Dretedt ift der reciprofe Werth ded Madius bded ein-
befchriebenen Rreifes gleidy der Summe dev reciprofen TWerthe bder Nadien ber drel dufieren Be-
vibrunggfreife.  Der Sap felbjt ift auf bad vedyhwinflige Deltotd bejdhranft, wabrend der vorbers
gebenve ©apy vem Probuct der 16 Nadien von jedem Deltoide ailt.

Will man endlid) nedy wm baé gange veljtindige Deltoid einen Kreis Lefdhreiben, fo fann man
Darumter nur den Sireid verjtehew, welder durdy die Schnittpunfte ber Verlingerungen und ben
Sdmnittunft der betben arofitewe Seitenr ded Deltoided gebt. B wollen fetnen Duechymefier &
nennen, annehmer, das Deltoid fei rechtwinfliy, und bei der folgenben Bevedhnung audgeben von
bem Sate: Jn jedem Drefed ift bag Probuct gweicr Seiten gletch dem Product aus der Hihe

oy e o Fa i S . ; 2ab2
it fote dritte und dem Durdymefjer Ded umidiriebenen Kreifed. (a -- e)e=(b 4 £)4, (.; _|_ s ) e
2- 1 ey

b(a2-+b?)° ;i : . E
_( ! [_ : ) 'J) d, (a®+ab?’)e=2a%bd, (a+ b2) e=2abd, cle=cdd, ce =
it ¥

dd, dic=eld, b b der Durdymejfer ded Kreifed, welder bem vellftandigen
vedytwintligen Deltoid umideieben ift, ift biec vievrte Droportionale ju den drei
Diagonalen des Deltoibes.

27, 3t i einem vollftindigen Deltoid die halbirte Diagonale sufilliger Weife gleich dev

&
.
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Halfte der dritter mit ibr pavalleloufenden, fo ift 1) bie Vevlangerung dev groferen Deltoidiette
diefer felbjt gleid) (ab=bc in Figwr XL); 2) die Verlingerung der Hetneren Deltoidicite: Dovvelt
jo grofi als diefe (fe=2fg); 3) die Verlinaerung der halbivenden Diagonale bis ur dritten bie

Halfte ber E,‘::ll'irrnbun( fd— 1)' ): 4) das tm Gndpunft der Dalbivenden Diaqonale evrichtete
und big ju den verlangerten Seifen verlingerte Loth bad barmoniide Mittel aviiden ben varals
lelen Diagonalen (die brei Linien fteben im Verbdltuify vonw 3 :4:6): 5) der ubalt bes voll=
jtandigen Deltoides Doppelt fo qrol ald ber bes uriprimglichert; 6) bad vou den Verlangerungen
ber betben Fitczeren Deltoidjeiten und der Ddritten Diagonale qebilbete Drefedt gleid) dem urjpriing:
lidyen Delteid; 7) wird die balbivende Diagomale vou der balbivten im Verbiltnif von 3 ° 1 qe-
thetlt; 8) verbalten fih bie Seiten ber Duabrate, in die fich das urjpriinglidie Deltotd und bad
von den pavallelen Diagonalen und den Verlingerungen der grifieren Seiten gebildete Yntiparalz
lelogranmum. vevwandeln lafjer, wie 2: 3; 9) it sb gleidy bem SHid, weldies e in £ auf fa ers
richtetes Perpenditel auf be abidmnetben witede,

§ 28, Jm volitindigen Vieved wird fede Diugonale duedy thre etqenen Gudpuntte und bie
Sdnittpuntte ber anbdeven Diagonalen barmonijd) qetheilt; dag Deltoid seigt dies nur fiir die Dhals
bivende Dingonale, mdbrend bder vierte barmonijde Punft auf den beiden varallelen Diagonalen
ber Wuenbdlichleit liegt. Trosdem geiat Figur XI. uidht wenig bavmontiche Punkte wund Strablen,
benn da d, f, o, a bavmenijde Punfte jind, jo jind e¢d, ef, co, ca einerieits wd andeverieits
ed, ef, eo unb ea harmtenifde Strablen, folglidh e, f, m, b; e, 1, 0, §: ¢, q, k, e
e fir g;c mo nyeh it und e b, s, a barmonifdhe Dunfte, Von den lefstenn 4 Punt-
ten geben Verbindungélinien nady o, alfe oa, 0s. oh, oc barmeniide Strablen und aud v, i W,
c, fowie v, k, u, e bavmonijde Punite.

(8 liegt auf der Hamd, dafi fidy die Lebriite von den Barmoniiden Linien leidht auf Das
volljftandige Deltoid dibertvagen laffen; bdev Lebrias VIL bdes beviibmten S0ertes von Adbams iiber
pte barmontjden Verhaltuiffe giebt 3. B, ben Saty: Im vollftindigen vedhtointligen Deltoid ift das
Luadrat des Radiug des Kreifed, dev dem Deltoid felbft umidyicben ift, gleidh dem Medvted aus
ben. Cntfernungen des Mitteloumtts jened Kreifes von den Sdnittvunften der Diagonalen,  Meine
Abficyt 1t 8 inbef nichf, biefen Gedanten ju verfolgen, idy wenbde mich vielmebr aur Figur XIL,
weil diefe auf eingelwen Linten eine eigentbiimliche dospelte Harmonijde Zhethmy jetqt, bdie wie=
berum ju Sdagen fitbet, welde vielletdit eine Stelle unter den Lo brjagen itber bar-
monifdie Berhaltnijje nberbaupt verdienen. Sm Gudmmtt der halbivenden Diagonale
kg ijt dad Perpendifel ki erviditet, Winfel yk p=pkl, x kg ein Nedter, mithin ky, kuy, kl
und kg bavrmontide Strablen; mm wiffen wiv aber aus dem Vorftehenden, daf 3, 1, m, g Dav=
montfde Punfte find, wiv baben mithin auf der Linie yg awet Punfte m und g, von demen jeder
i Den dret Punften 1, 1, g vievter bavmontidwer Vunkt ift, Hievaud folat:

A): gl my=2mg. 1y :

gu. ly=2 g1 .4 ¥

gu.ym=4meg,uy
und ad beifit, wenn man ef fo allgemein wie maglicdy fafien will: Sind quf irgend einer Einte
bret Punfte gegebert und jowobl jwijden dem erjterr und 3weiten als awiidhen dem weiterr und
britten jwet newe Punfte beftimmt, die mit den geebenen sfammen die inde barmonijd) theilen,
jo ift bas 4fadhe Product der beiben duferen Abfdnitte gleidr bem Pro-




puct berMefte, welde Dletbew wenn nan e einen Diefer Abjdmitte vouw der gans !

sen Yinte fortnitmmt

- mg.ly=—ml.gy

o
gy du=yp-lg -
mg. le. ly=ml.yu.lg
mg.la:ml.yu=1g:ly
mg.du:ml.yu=gm+ ml; 1o 4 oy '

Die Producte je gweier midt zufamm enitofienber Abjduitte verhalten jid .-
wic pie Summen je ywet ufammenftojender,
9
0) S = iy T
'l o
1 ol
| Bt L T S B
1 1 3 5
lm o 1 = lg A0 ¥
Dic Summe der veciprofen Werthe der beiden mittlern NAbichnitte ift gletd
Ser breifadien Summe ber beiden Abjdhnitte, in welde die ganze ¥inte durd
penm mittelften Theilpuntt gerfallt
D) ©urch Subteaction ber eben Lenuften Gleichungen ergiebt jidy: .
1 Lokl 1 =
Vi i T e A ik ks
Die Differenz dber veciprofen Werthe der beiben mittleren Abjdynitte ift
gleid) ber Differeny dev vectprofen Werthe dev beiden Abfdinitte, in welde die
gange Linte burd den-mittelften Theilpuntt zerfallt
E) 1 L adnund 1 1ol ofhlod g
T T gl T ym L Pl o= gl _
(3 03 pihtiin 53 Pim} diniplniie 5g .
Yg TR _:__ 9l . gy plad T
R i, T 2 ;
Agll 17T gm BT gm | gn i al

Der reciprofe Werth der Enifernung ded evften und zweiten Punttesd ver-
mehrt um den doppelten veciprofen Werth derErifernung bed exften und viers
ten tit gleich dbem dreifacdhen veciprofen Werth der Entfermung bed erften und
prittem

M) Gie Adbition der 6 unter E. vorommenden Gleidungen ergiebt:

& . 2Aiaps2 124 4
P T Tl Lo R 1 vl Vs
L= i o ¢ B

2 1y mor b= g.un 9 2
Y8 gain] Tl i lglinlie ot gl

Die Simme der vecivrofen Werthe der betden Fufern Abjdhmitte vermebrt um dad Doppelte
bed recivrofen I8erthes der gamzen Linte ijt gleich der boppelten Summe der reciprofen Werthe dev
bichnitte, fn weldye der mittelfte Puntt die gange Linte thetlt.
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() Ubdirt man bie Mejultate unter F. und C., jo findei jidy:
1 1 ; 1 2 1 il D 2
wp g ol ks plmn s remge Tl + kg i g
Die Summe Dder veciprofen Werthe aller 4 Abjdimitte ift gleidh dex dfachen Summe ber
veciprofen. Werthe der beiden Abjdimitte, ir weldye der mittelite Punft bie ganze Linie serleat, vers
minderf wm den doppelten veciprofen Werth der ganzen Linie,

H) ym.lg=2lm.yg
;l uf_{—_jllu YE
ym.lg+ yl.ug=2myp.gy
¥ % 1 1 3 3 SE i .
I) us — - - feligt, wenn man mit bem Nenner macltiplicict
lm 1w lg Ly

und dann gujammenztedt, am. lgdy=38yg.lm.lp. Dividict man diefe Gleidmg nady etnanbder
mit lg. wy=yg.ul ud ly.mg=gy. ml fo erbalt man t't'c betben etnfadyen Mefultate:
pm.ly=3lm.ype umd pm.lg=3mg.ul, folglih pm ye=38yu.lm+3mg.xl. Dad
Redted ausd der ganjen Linte und der Summe Dvr betben mittlevn Abjdynitte
it gleid) Der breifadien ©Summe and den Nedyteden, welde fth ausd dem erften
und dritfen, sweitten und viecten Abfdynitte bildbenw Lajfem

Anfgaben diber das Delfoid,

Ao Fiiv Quactanee,

1) Drei gevade Linien find dev Grofe nady qegebern, wieviel der Gieftalt wadh verfdsiedene Del=
totbe laffen fidh zefchmen, fw bemen 2 ber gegebenen infent Seiten und bdie dritte Diagonale wird?
(6; wanm weniger?)

2) Gin Deltoid ju conftruiven aud jwei ungleicdhen Seiterr wnd  eiwent Winfel, (Mnterjdyeide

3) Aud  den beiden Diagonalen und ciner Seite 3wei ber Geftalt nady verichiedene Deltoide
gu conftewiver.  (Wann Lt fid) aus ben gegebenten Stitcfen mur ¢ in Deltoid conftrufren?)

4) Gin vedhvinfliges Deltoid fo ju geidhnen, daf fein Wmfang einen halben Fuf unbd bie
eite Seite 13 Joll betrage.

5) @in vedhvinfliges Deltoid 3u confteutven, wemn von demielben der fumpfe Wintel wnd
bie Diagonale, die ihn balbivt, gegeben find.

6) Gin redytwintliges Deltoid aus feinem frigen Tinfel und ber Diagonale, die ihn nidt
balbict, g conftrufven.

7 Gin Kreis it gegeben und eine dev Grdfie nady Geftimmte Linie, ein Deltoid s zeichuen,
beffe. Gefen auf der RKreidperipberie liegen und in dem eine Diagomale gleidy ber gegebenen
Linie wird.

8) Aud feinem Nmfange ein recdytwintliges Deltoid o aut confteuiven, daf ber fpige Lintel
beffelben 40° betvage, (3t die Yufgabe geldft, fo nimm ftatt 40 « Grad.)
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9) Nus der Summe weier ungleidher Seiten und der balbivenden Diagonale ein vedhtwint
liges Deltotd 3u confrruiven.

10) Gin Deltoid aud eimem der ungleichen Winkel und dem Scentel deffelben o ju con-
jtruiven, dafi dte Diagowalen gleidh werben.

11) Ein rechbwintliged Deltoid aus einer Seite und ber DViffeveny ber ungleichen IWinfel 3u
conffruivert. (2 Falle.)

12) Die Aupermwintel etned Deltoided jind gegeben und eme Diagonale, bag Deltoid ju con=
fheutven.  (Unterjdieibe 2 Hauptfalle.)

13) Ein Deltoid, in dem ein Winfel die Halfte etned andern und dad Dobpelte eined britten
ift, o au zeidhnen, daf eime Seite eine vorgefdeicbene Lange bat. (4 Falle, jdeinbar 6.)

14) Die Summe weier anftofender und bdie Diffevens sweier gegeniiberftebender Seiten ift
gegeben, aus dem Gegebenen efn Deltoid ju jeidhnen, nw dem minbeftend e in Winkel 50° ift. (E3
atebt 9 verjdbiedene Deltoide, dte Der Aufgabe entfprechen; wer alle geichuen will, webnme ald Summe
2 Joll, als Differeny Yy Joll)

15) 2ud ber halbirenden Dingonale ein Deltoid au zeichien, in dem die Summe bder gletchen
RWinfel 200°, die Difereny der ungletchen 30° betragen.

16) Ein Delteid u conftruiven qud einem der ungleidhen Iinfel, ciner Seite, die ibm an-
[teat, wnd Der Sumime beider Diagonalen,

17) Bon einem Deltoid find gegeben eine Seite wnd die halbivenbe Diagonale, dad Deltoid
jo au confteuiven, daf die nidt aeqebene Diagonale ver nidyt gegebenen Seite gletd) werbde.

18) Die Summe bdreter Setten, die Differeny iweter gegentiberftebender und ein MWinkel
find qeqeben, dad Deltoid ju conftruiverr. (Der Anfgabe entipredien 6 Deltoide.)

19) Ein Deltotd aud der balbivten Diagonale und Dden beiden ungleichen Winteln 3u con=
{truirven,

20) Nenue die 15 Paar gleidhwintliger Dretede, die entiteben, wenn in etnem vechhointliqen

5]

Deltoid die Dingonalen gezoen werdei.

B, Fir Terlioner.

21) Gin Delteid gu conftvuiven, wenn gegeben find betbe Diagonalen und ein Winfel.
(4 FTHT“\'J

22) Aud einer Seite und dem Nadius des umjdrichenen Kreifed ein redytwintliges Deltoid
s confteuiven.

23) Dedgleichen, wenn dev Rabiud bes eingezeichneten Kreifed und der fleinfte dev vier el
toibwinfel gegeben find.

24) Nud einer Seite, der balbivten Diagonale und dem Nabdiud ded ecinbejchriebenen Kreijes
eit Deltotd zu eidmen.

25) Um einen gegebenen Kreis etn rvedyhwinfliqes Deltotd fu zeidynen, deffen balbivte Diago-
nale eine vorgefdricbene Yange bat. (Sn der fiir die Analyfis gezeichneten Figur bringe ein
Duadrat und diber der Diagenale bejfelbent et redifwinfliqes Dreted an, defjen eine Kathete
pie balbe geaebene Diagonale ift.)

26) Die balbivende Diagonale ift ber Grofre und Lage nad) geaeben, auf ihr dev Mittelyumtt
bed cinbejchrichenen Kreifesd, dber der Diagonale ein redhtwintliges Deltoid su eidmen. (Benupe
einen Bogew, der Yy N fafit) .
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27) G Deltoid s conftrutvenr qudeior :L"'n per Balbivten Diagonale- und’ der Linte,
weldye den Mittelpumlt ved einbeidriebenen Kreffes mit einer Gcfe verbinbet, in ber ywet ungleidye
@eiten sujammenftoben. (2 Fialle)

28) JAus der Differeny gweter ungletdher Setten wnd dem fumpfen Winkel et rechtwintliges
Deltotd u conftruiven,

29) Die Beiden mmgleichen Winkel wnd die Summe bder balbivten Diagonale umd weier
gleicher Seitent find gegeben, aus dem Gegebenen ein Deltoid ju confteniven. (2 Falle,)

30) Gin Deltoid zu conjtruiven, wenn gegeben ift die Summe bder hallirten Diagonale wud
einer. Seite, per infel, weldier dieje Seite und bdie thr gleidbe jum Schenfel bat, und die bal:
birenbe Diagenale.

31) Gin Deltoid 3u confteniven aud einer Seite und den beiden. Lhfew, weldie den Hal=
birungdpuntt diejer Seite mit den Halbivungspuntten der anftobenden verbimden. (2 Fille.)

32) Dte Perpendifel, welde fidh vom Schynittpuntt dex Diagonalen im Deltotd auf dbie Sei-
ten fallen laffen, find ber Grife nady befannt, bdes aleichen efne Seite, dag Delfoid i conftruiven,
(2 ®alle.)

53) Diefelben Perpenditel find gegeben und ein Winkel, das Deltoid 3u conftruiven, (Drei
T\’lfﬂi[‘\‘_)

34) 3 ein gegebened ungleidijeitiges Dreied 12 Deltoide einguzcidinent, bdie eime '~'Euiu ot
beftimmter Lange als Diagonale haben und deven Gefen insgefammit auf dem Umfange ded Drei-
ecs liegen.

30) Um ein gegebened Medited ein Deltotd fo seichnert, baf bie Gden bes Medhteds u=
gleidy Halbivungspuntte der Seiten ded Delfoides werden und bdiefed eine Seite won vorgeidriebes
ner ¥anae evbalte,

36) Der Winkel, weldyen die griferen Seiten bilden, wnd die Wnterichiche swifdyen der bals
bivten Dtagonale und jeder dev Seiten find geqeben, dad Deltotd e confivudven. (4 Falle)

37) Die Seiten eined Deltotbed find threr Gedhe nad) aumd 3 Puntie ihrer Lage nady qe-
geber, et Deltotd jo 3u seidmen, daf einer der Puntte Halbirungspuntt einer Seite werde, wib-
vend bie Diagonalen burd) die beiden anderen Punfte geben. (Sdbligt man itber der "‘ul‘mbmn"-
linte Dev beiden [egten Puntte etnen Halbtreis, fo it derfelbe der geometrijdhe Ort fir ben Schnitt-
puntt der Diagonalen.)

38) Auf den Seiten eined gegebenen Deltoived 5 Pumfte fo zu beftimmen, baf biefelben
unter einander verbumben die Gcen eined Drefed's bilden, welded feinem Snbalt nady 54, bes
Deltotdes ift.

39) Gin Delted 3u conftruiren aud einer Seite wund den beiden Linten, weldhe der einen
Gnbpuntt derjelben mit den Halbivumgdmumiten der gegenitberftehenden und der gleich grofien ver-
binben.  (Denfe an den Sdywerpimtt.)

40) Gin Deltotd aud einer Seite und Dden beiden Linien 3 confteutren, welde den Hal-
bivungSpumtt diejer Seite mit ben Gudpuntten ber i gegeniibevliegenden Lmi‘mt\n

41) Cim Deltoid 3u confteniven aus einer Diagonale und den Linfen, weldye die Enopuntte
ver Dalbivten Diagonale mit ben Halbivumng wpuntten ber Setten verbinben. (2 Falle)

42) Aus einer Seite und den {“nmn, weldhe die Gnbpuntte berfelben mit dem Halbivungs:
pntte e -gegenitberjtebenden Seite verbinben, ein Delfotd r conftruirer,
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43) Gin Deltoid aud ber Summe dreier Seiten, dem Winfel, weldyen bie betden gleidyen
Summanden einjdliefen, umd ber balbivten Diagonale 3u conftruiven.

44) Gin Deltoid ju conftruiven aus ber Summe ber balbirenden Diagonale und arofiern
eite, ber Differens der balbivten Diagonale und fleinern Seite und dem Winfel, weldhen die bei-
bent fleineren &eiten einjdilicfien.

45) Gin Deltod zu conftruiven au ecimem der ungleidhen Winfel, feinem Schenfel und dex
Differeny beiber Diagonalen.

46) Gin vollftandiged Delteid aud ber britten Diagonale und den BVerlingerungen bder Sei-
te zu conftruiven.

47) Bom Halbimmgdmmbte einer Seite aud eing Gevabe ju sichen, welthe dag Deltoid in
swet gleidye Halften thetlt,

48) Gin Deltoid in ein Pavallelogramm u vermandeln, deffen Seiten gleidy den Diagenalen
be8 Deltotded find.

49) Gin vollftandiqes mf'huinfligcs Deltoid aud ben beiden parallelen Dingonalen ju con-
fentren. (Sdlage fiber dev groferen eimen Halblreis.)

50) Gin volljtindiged Deltotd aué der griferen Seite, deren Verlingerung und der bal-
bivten Diagonale ju conftruiren.

51) Den geometriidien Ot ber britten und wievten Eden aller Deltoibe 3u beftimmen, die
eine der Grdhe und age nady gegebene Line als balbivte Diagonale gemeinjam haber.

52) Den geometrifdhen Drt ber briften wnd vievten Gden aller Deltoide amgugeben, bdie
ein und Ddiefelbe Dbalbivenbe Diagomale gemeinfam Dbaben wund i demen bie gletdhent Aeinkel
120° finb.

53) Den geometrijen Set der dritten und vierten Gden aller Deltoide anzugelen , die
bie Gnbpunfte ber balbivenden Diagonale gemeinfam und eine Seite von beftimmter Grife
baben.

54) Den geometrifdien Drt ber Hablivungdpuntte der Seiten aller Deltoibe angugeben, weldye
3 gegebene Punfte alf Gden qemeinfam baben.

53) Den geometrijdhen Ort ber Ecfent aller Deltoide angugeben, be die Geen eines gegebenen
Nedvteds alg DalE‘ITIIII.'l,L~l‘ItI‘[h‘L‘ per Eeiten gemeinjam  baben und obne einfpringende RWinfel find.
(4 begrimgte, auf 8 Parallelen liegende Stiide,)

G fir Secondaner und Primancr,

56) Gin Deltoid aud einer Seite und ben br nidt anliegenben Winkeln jo 3t cons
ftewiven, Dafy bie beiden Diagomalen gleid) werden. (Seidme suerft ein bem verlangten abnlidies
Lt u(f‘;

57) Gin Delteid ju conftruiven aus fetnen Winfeln und der Summe dreier Seiten. (Beidme
in Delteid mit ben Winteln und danm das verlangte als abnlicy legendes 3 biefent, ober beftimme
bie Seiten. 2 Flle)

58) EinDeltoid ju geichnen aud den Diagonalen und der Summe der Quabrate fimmtlidyer
Seiten.  (Gine Mittellinde ift aufyufudien)

59) Gin Deltoid gu geidmen, welded 1§ efned gegelbenen und bemfelben gleidnvinfliq ft.
(Beachte 36 —25=11 und abnliche Figuren verbalten fich wie?)

60) Gin Deltoid ju geichnen, weldyes 140mal fo grofi wie ein gegebened und diefem dbnlidy
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ift. (140 =144 — 4 =4.[36 — 1] = 100 + 36 + 4 =

wof. w)

61) Fimf verjdtedene Wege angugebenr, auf demen fidy ein gegebened Deltoid tn etn Duabdrat
vevwanbdeln [aft,

62) Der einem vecdbhwinfligen Deltoid einbefdrichene Kreis, fowie dad Verbiltnif pweter
ungleicher Seiten find gegeben, dad Deltoid ju conftruiven. Seidne juerft ein Quabrat)

63) Gin Deltoid aud jwet geqemiiberftebenben Seiten und bem Rabiug bes etrtbefdyriebenen
RKreifed au confteuiren. (Berwandlung von Figurem, dbenn der Inbalt ift befaumt)

64) Gin redytwintliges Deltoid ad einer Seite und dem Segment ber balbivenden Diago-
nale, weldyes feinen Endpunft mit der Seite gemein bat, ju conftruiren. (Die einfadie nalyfis
fibrt auf den Sas:  Legt man bie gegebeme Seite und baﬂ balbe Segment ald RKatheten zujam:
men, fo it in dem dadurdy Geftimmten Dreied die Summe der Hypotenufe und Febneren Kathete
qlnrh ur balbirenden Diagonale de§ Deltoibes.)

65) Gin rtﬁ\hmuf[im? Deltoid, deffen balbirende Diagonale gegeben ift, fo s conftruiven,
dbafy der eine durd) den Diagona uud;mttpnnft ergeugte Abjchnitt diefer Dingonale einer Seite des
Deltoided gleidy werbe.  (Golbener Sehnitt)

66) Gin Deltoid aus ciner Seite, der Linde, weldhe den Halbirungdpuntt derfelben mit dem
“ﬂ“‘iillllﬂ spuntte der gegenitberftehenden verbindet, unbd einer der Diagonalen ju confrruiven. Nt
Hitlfe bes ﬂ.‘nﬂ*agurum laft iy die aweite E:Dmgmm[c barftellen.)

67) Gin Deltoid au ¢ conftruiven aud efem ber ungleidienn MWinfel und ben Summen, die
man erbilt, wemt man je eine Seite und eine Diagonale adbdirt.

65) Gt Deltoid ju conftruiven aud einem der ungleidyen Winkel wnd den Differemsen awifden
1'c einer Seite und eiver Dingonale. (Weldyer der ungleichen Winfel mufi in dent Letden vorftehen-
pent ufgaben benutt twerden 2)

69) Gin Deltoid zu conftruiven aud eimem der ungleidhen Winkel, der Seite, welde ibm
nidt anliegt, wd der Summe ber Diagonalen. (nalyfis: Lerlingere die balbivende Diag qonale,
aber nidyt dtber den Scheitelpuntt ded gegebenen Winfeld Hinaus, um die Balbicte, conftrutve tiber
diefer lu[mtq\'rnnq mit der gegebenen Seite alé Schenfel ecin gleidhjdhentliqes Du‘:ud, danm ent-
ftebt ein vediter WWinfel, mit m[un [\Lqmm und benuge die ufgabe: Duvdy den Scnittyuntt
gweier id) fdhnetdender Kvetfe eine Cinte von gegeberter Linge fo einguttagen, dafi ibre Endpuntte
i ber Peripherie liegen.)

70) Gin Deltoid aud einem bder gleidhen Winkel, der halbivenden Dingonale wnd der Summne
dreier Seitenr ju conftruiven.  (BVerlingert man diber den Sceitel des geqebenen Winkeld die efne
©eife um die Summe der beiden anbern gleidyen und verbinbdet den Gnbdyunft ber Sevlimgerung
mit der nadyjten Deltoidecke, fo entitebt ein Drefed, i dem man einen Winfel und das Verhili-
nify gweter Seiten, 0. b, alle Wintel, fennt)

71) Gin Deltoid aus einem der ungleidhen Winfel, der Seite, weldher er nidht anlfegt, wnd
ver Diffeveny der Diagonalen s conffeniven.  Qmalyfis und Conftruction entfyrede 'nb Re. 69.)

12) Die Seiten cined Deltotded find befannt und cin Dutadvat, welded gleid der Sunime
ber Quabrate ber Dingonalen ift, dad Deltotd ju confteuiven. Begimn der Conftruction: eidhne
ein Drefet aud den Seitenr des Deltoides und der Seite ded Cuabdrates)

73) Gegelen find einer dev wmgleichen Winfel, einer feiner Zchentel wund bdab Verhalmif der

&

Diagonaler, bag Deltoid au conftruiven.
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74) ®egeben: jind - eimer der ungleidien Winfel, die Seite, welde thm gegenitberliegt, und dad
Rerhilintfy der Diagonalen, dad Deltod ju conftrniven.  (Grft ein abnlidyed Deltoid.)

75) Gine Seite, einer der gletdien infel und dad Werbilinif der Diagonalen ift gegeben;
bag Deltoid aw conftetiiven. (Um ein dém verfangten dbnlides Delfoid gu befommen, zefdme ein
beltebiged ©reied mit dem gegebenten Wintel, an ber Spige auf der Grunblinie erridite ein
Perpenditel , weldhed fidy zur Grunblinie verbalt wie bdie Halite ber halbivten Diagemale zur bal:
bivenden m. f. )

76) Ausd einem  Wintel, einer Diagonale. wnd bem Verbalinify ber Seiten fedd verjdicdene
Deltoibe 3u geichien.

77) Aus: dem Wmfang, dem Vevbalinil sweier gegenuberftebender Seiten und einem Winfel
3 verjdhiedene Deltoide i zeidhmen.

78) Gin Deltoid ju zeichuen, beffen etne Sette-einen Joll Lange bat, befien Inbalt 14 Labrat:
soll betragt und in dem jidy die, Diagomalen-wie 9+ 16 verhalten.  (Bevedme die Diagenalen, —
Verallgemeinere die Aufgabe. — 2 Falle)

79) Gin vedytwintliges Deltoid aud der halbivten Diagonale yund dem Umfange su confiruiren,
Unalyjid algebraiid=geometrijdy.)

80) Gin Deltoid ausd beiden Seiten jo au getdymen, bafi die Diagonalen gleide Lange evbalten.
(Betdne zuerft ein Delfoid mit gletden Diagonalen und. dem Verbalinif ber Seiten, inbem bu
geometrijdie Derter wnd die harmonijde Theilung benuteft.)

81) Gin Deltoid ausd einem dex Winkel, der Summe beider Diagonalen und dem Inbalt Fu
conftowiven.  (Jus der Summe [s] und. dem Jnbalt [i%] find bie Diagonalen ju. beredmen —

4B
L

1D il _;’A_m' —, bie gefundenen Yuddvitcte ju’ conftruiren wund ju Geaditenr, dafy 4 Deltoide
ver Yufgabe entjpredyen.)

82) Ein Deltotd aus etner Seite, ber Differeny betber Dingonalen und dem Jnbalt i cons
e, (Y8ie 81, ¢8 find aber mur 2 verjdiiedene Deltoide moglich.)

83) Gin Delteid 3u confteutren aud Dem beiden Diagonalem und dem Verhaltntlh jweier
gegenitberftebender Seiten. . (Veadyte die Bemerfung su 80.)

84) ©ie Grofie der einem vechtwintligen Deltoid um= 1o einbejchricbenen Kretje ift: befannt, bad
Deltotd g conftruiven.  (Der balbe Wmfang ift durd) Nedmung aufsujuden; dad NRejultat fiibrt
auf ben Gedanfen: IBad aud bdem Duvdymeffer ded umjdiricbenen und dem Nadiud ded einbe-
ichriebenen Sveifed ald Katheten cin redptwintliges Dreted gegeidhnet, jo it bie Summe der Hyho-
tenuje und fletneren Kathete gleich ber Summe 3weier ungleicher Delfoidieiten.)

85) Gin volljtindiged Deltoid aud jeinen brei Diagonalen ut confteniven. (Denfe an die
bavmonifche Theilumng.)

86) Die halbivenbe Diagonale ift ber Gudfe und Lage nady gegeben, auf ibr ber Mittel-
mmtt ded etnbejdhriebenen Kreifes und der Sdnittpunft mit der anbern Diagenale, dad Deltoid zu
conftrniven.  (Dad Verbalinils der Seiten it befannt.)

87) Gin Deltotd aud einem Winfel, bem Jnbalt und der Linie, welde bdie Halbirungs-
punfte yweier gegentiberftehender Seiten verbindet, ju conftruiren. (Sudie bie Diagonalen.)

88) Gin redhtwintliges Delteid aus der Summe beiber Diagonalen und der Differeny weier
gegenitberftebender Seiten ju conftruiven.  (Die algebraijd=geometrijde Amalyfid fithet mit Hitlfe




89) Gin vollftandiges Delteid aud der fleinern Seite, beren RVevlingerung unbd der balbiven=
3 : . :

ven Diagonale i zeidnen. (Sude bent vierten barmonijden Duntt)

90) Gin Deltoid ju zeichnen, wenn gegeben find bie betden Diagonalen wnd ber Umfang.

91) Die balbirte Diagonale ift gegeben, obue Hitlfe des JTvansportenrs um biejelbe ein Del-
foid gu geidynen, in Dem Ddie beiden ungleidhen Winfel 108° und 60° Betragen. (Denfe an bas
requldre Fiinfect)

92) Jft in einem rvecdbtwintligen, Deltoid  der frumpfe Winfel , 108% und bdie fleinere Seite
gletdy 1, fo find bie dfibrigen Stitde wie groh?

1+ Vb5 , V20603 Bz Veb E 83 5t
{1 — 5] ? T - ) e = —rh .
2 5 b

93) Aur der begransten Geraden ad find jwel Punfte b und c gegeben, efnen Punft x
swtjden b und ¢ gu beftimmen, der ad wnd be nady bemiclben Verbiltnisy theilt. (Siehe & 4)

v ) r 2 r; E 7

94) Die Summe beider Diagonalen und efwer ber wngleichen Winfel find gegeben, aud bem
Gegebenen ein Deltoid jo gu conjtvuiren, dafi der Inbalt defjelben ein Marinum werde, (Halbire
vie. Summe.)

95) Dtejelbe Aufgabe, nur nimm ffatt ber Summe ber Diagonalen die Linie. welde bdie

! * E 2 ) '

Halbmamgspuntte aweier gegeniiberftebender. Seiten vevbinbet, als gegeben am,

96) Uus bder Differeny weier ungleiher Seiten und den Fetden Diaqonalen e Deltotd

a : : : ik

s getdmen. [Aus ber Inbaltsformel de= 1 (c+a+b)(c+a—b)(c—a-t+b)(b-+atc)
lagt jidy die Summe sweier Setten leidht beftimmen.]

97) Aus der Differeny der Tuabdrate pweier qegentiberftebender Seiten und den beider Dia-

genalen etn Deltoid gu confteuiven.  (Chordale) — Statt beider Diagonalen Fame i der Aufgabe
aud) gejagt werden: Summe der Diagonalen und Inbalt, Differeny der Diagonalen unmd Inbalt,

™

Summe der Diagonalen und Diffeveny ihrer Quabdrate, Verbindungslinie ber Halbirnngspuntte der
gegemitberftehenden Seiten und Inbalt w. . w.

98) Jn einem redybwinfligen Deltoid find die Diagonalen gesoqen und bie Halbirungspuntte
Der Seifen unter einanber verbunben, wie viel Paar abnlider Drefecte find i der Figur? — 219,

99) Wenn in einem Delfoid die Seiten gleidy 3 und 4, die Summe der Diaaonalen aber
9 1, fo Jind die Diagonalen eingeln wie grof? [x(9s —x)= V(7T + (T—x)x+ 1)(x—1)
fubrt auf cine Gleidung vom  vietten Grade; bringt man in biejer jammtliche  Glieder auf
eine Seite, fo it fid) x—>5 abjonbern.)

100) Den Schwerpuntt bes Deltoides zu Leftimmen. (Am (eidteften (Bt fich bie ufgabe,
wemy man die Schwerpuntte der beiden congruenten Hlften des Delfoides auffucht, man fommt
aber aud) zum Biel, menn man die Sdwermumfte der bLetben gletdyichentliqen Dvetecte, fr bie bie
balbirte Diagonale bas Deltoid theilt, als wngleich belaftete Enbden eined Hebeld auffait; dabei er-
giebt fidy ber Sapy: Der Scwerpuntt ded Hetnern gletdbidentligen Drefects liegt ebenjo meit pom
Snittpunft der Diagonalen wie ber Sdyweryunft des arifiern vom Edhwervunft beg Deltoides
entfernt.) ;
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