Gombinationen und Rethen in den Vielechen,

T

1) Wie grof ift die Anzahl der Duvdichnittspuntte jimmtlicher Diagonalen eined Neds
innerhalh ber Figur?

Setent fvir vovaus, baf nie mehr alé jwei Diagonalen fidh in ein und demfelben Puutte
fefjueiden und dafi bas Ned feine einfpringenden Tinfel hat, jo Ennen twiv fagen: Jeber Duvd):
jchuittspuntt Geat auf zwet Diagonalen, jebe Dingonale verbindet stoei Ecen, mithin entjteht
jcber Durdyjdnittepuntt burd) BVerbindbung von vier Eden. Umgefehrt [Gft fidh dann aud) be-
baubten: Bier belicbige Cefen bes Neds geben einen Duvdhfdmittspuntt, aber nuy einen. Dom
gelit man auf bem Wmfange bed NedS entlang und nenut die vier beliebig audgewdahlten Eden
per Meihe nadh a, b, o d, jo echilt man einen Duvdijdhuittspuntt, wenn man die Diagonalen
ac und hd sieht, wilrend die Yinien ab und ed einerfeits und ad und cb anbrevfeitd entioedev
pavallel {anfen ober fid) aufierhalb bes Neds fdjueiven. Undeve Linien [afjen fidy zivifden a, b,
¢, d nidht ichen. o oft i) alfo aus den n Ecen ber Figuy bier beliebige hevausdgreife und

n.{n—1}. -2) . (n—13)
185 §. 4
bad Devaudgreifen von bier Elementen, hiey Eeen, aud einer gebfieren 3ahl unbd Fujanunenitelien
in einey beftimmien Weije ift gleichbedentend mit bem Bilden eciner Gombination bder bievten

vevbinde, crhalte id)y cinen ©dnittpuntt; dies fann id aber mal thwt, oenn

Slajfe von n Glementen; veven Anzahl betvdgt * S =l by, (fpridh nB3eiger 4),
n {n—1) (n—2)....{n—r + 1)

: : berfteDen.

1458 g
foenn wiv nad) bem Borgange von LWoljj unter n, den Ausdrud S

Bevedpet man nad) diefer Fovmel fir die Vielece mit verfdiecdency Seitengalhl die Sabl

per Diagonalenjdynitthuntte, jo erfilt man fiv basd

ded, Hed, OGed, Ted, 8Sed, Sed, 10ed, 1led, 12ed

1 ) 15:95:35 70 126 210 330 49535 iy
cine avithmetijde eibe vievter Orbnung.

Seneiben fidh in einem Bielecte, twie bied Gefonders bei ben regelmdRigen mit graber Seitens
sabl ber Fall ift, mehr alg jwei Diagonalen in eitem Puntte, jo ift cin jolder Sdmittpunit
nicht al8 ein eimyelner, fondern, iwenn r Diagonalen duvd) ihn hindurdgehen, als Erjak fiiv
r {r—1) -

o Scnittpuntte angufeben. Die exfte ihn duvdyjelende Diagonale duvdjjchnetdet nemlic) in

ihmt bie dibrigen r— 1 Diagonalen, bringt aljo wit biefen eigentlidy ebenfoviel eingelne Sdinitt-

1 ¥




punfte bervor; ecbenjo evjeugt auferdem bdie weite mit DHiilfe der r—2 folgenben eigentlid) [
1—2 @dittpuntte, die dbritte r—38, bie vievte r—4 u. §. 0., die vorlete einen und bdie lekste
feinen.  Die Sunume der Heile

r—1, r—2, r—3 ........2 1

e r {r—1)
betviigt aber “;".~ ober ra.

DBeijpiel. Jm regelmafigen Bwolfed jdneiben jid) bdie jedhd grofen Diagonalen in ehnem
Puntte, auferdent je 4 in il und je 3 in jedzig Punften, ber erjte Punit ijt aljo als
Grjats fiir 15, jeder der jweiten Slajje ald Grjat filr 6 und feder ber dritten filv 3 awzniehen.
Die Aahl ber Diagonalenjdmittpunite vebucivt fidh daber von 495 auj 495—14—H.12—2.60
ober 301.

2) Die Aabl der Diagonalenjdnittpunfte cines Neds bdurch) die Rabl ber Diagoualen felbit
w beftinumen.

Sn jedem Ned befinben fid) =5 Diagonalen und n, Diagonalenjdnitthuntte.

(n—3%) n.{n—3) (n—1) (n

= MY IR, und nenme id) bie Bafl ber Diagonalen z -

n2—3n 4 2] _ z [n {n—3) 1 gz 4 1)
[ g i i [ 2 et |

DBeifpiel. Jm Clfed ift die Bahl der Diagonalen 44, diefelben jdmeiden fidh mithin in

44 . 45 . [+ 1 |
<= ober in 330 Puntten,

"‘\

3) Wieviel Diagonalenpaare fommen tm Ned Jelbjt nicdht ;um Semitt ?

s z Diagonalen lajfen fidh z. Diagonalenpaare ober Combinationen zur wveiten Klajje
s i ]

bilben, im Ned jdneiden jid), wie wiv chen gefeben, *** 2 U Paare, denn jeder Sdinitthuntt
toird von etwem Paave hevvorgebradit, folglid) Fommren £ phey 2 & Paare

D

nidit jum Sdnitt, — Dad Lerhialtnif der fid) jchneivenden Diagonalenpaare su den jid)y micht

®

jelmeibenden it mithin 1 oder, ftatt ber nzahl ber Diagonalen die Unzahl ber Eden gejebt,

; f'::__l_"’]'zl"'['”t,”_ Ghenjo fann ich jtatt bes Ansbrnds ” “ and) den ilm gleidien & (n + 1)s (n—3),
benuen. Thue id) dies, fo evhalte i) cine avithmetijde Neihe vievter Drbmung, nemlid) fiie das
ded, Hed, Ged, Ted, Sed, Oed, 10ed. 1led, 12ed ...

0 3] 21 o6 120 22b 385 616 9861
jicdh nidit tm Nect {dhneivende Diagonalenpaare. Die Verhiltnifzahlen bder fidy im Ned
jdueidenden und nidit feneidenden Diagonalenpaare find vom Bieved bi8 Sichzehned Devedyuet:
oo, 1, % & T 3% 3% 16 D00 ¥ 3 90 o8 5

eine Neihe, die gegen L convergit.

4) Ju jieviel Punften quferhalb eined Netd jdneiden jicdh die Dingonalen defjelben?

Bon den 5 (n + 1) (n—3). Diagonalenpaaven, iwelde innexhalb bes Bieleds fich nicht
jefeivert, Haben, toenn Wiv bonr den pavallel laufenben jagen: fie fdmetven ficy in ber Unenb-
lidgfeit, alle biefenigent einen Sdmittpuntt auferhald, welde jid) nidi in ben Gden bed Neds




]
folbjt treffen. Sn jeber Gde treffen fidh aber n—3 Diagonalent, jdjueiden fid affo "=

n (n—&) (n—4)

1

Paare und in allen Ecen ; jubfrabive iy biefe bon 4 (n 4+ 1)s (n—3), odex

n 4 1).n (n—83) (n—4) ¢

g jo crbalte ih a8 Zabhl der aufierhalb bes Ned8 liegenden Sdynittpunite

nin i) (n—b} n

G s = 5 (n—3);. Aus diefer Formel evgicht fic), daf LVievedt und Finfed feinen
Sdnittpuntt auferhald bejiten, jobann fiir basd

Gedt,. Ted, SBed, 9ed, 10ed, 1led, 12e€ .. .. die Bahlen

3 14 40 90 175 308 a1 1 RPN,
oieder etne Meibe dievter Ordbuung. — Die 3wolf- und mebrjeitigen Nede haben eine grifere
Aahl dufierer Diagonalenjduittpuntte alg inneve, bei ben dibvigen finbdet do§ Umgelelrte fiatt.

5) Su ivieviel Stiide jeridmeiden jid) bic Diagonalen cined Neds gegenfeitig ?

Unter einem Stiide berftehe i) hier einen Zheil ber Diagonale jelbjt, nidit ihrer LVer-
[Angerung, ber entieder von jloel neben einaubder liegenden Sdnitthuntten auf ihy ober bon emex
Ede und bem ihr junddjtliegenden Sdnitthuntt begrenst wivd, — Yiegen mun auf einer Diagonale
x ©dnittpuntte, jo joivd fie duvd) diejelben in x 4 1 Theile getheilt, benn 3ivijden ben Sdmitt:
puntten legen x—1 Stitde und 3loijden den beiben dufierjten und den Endpuntten der Diagonale

)

nod) 3tvel. [eder Sduittpuntt legt aber auf jvei Diagonalen, mithin ift die Rabl der Diagonalen:
a3 4 Ha I

abjdnitte gleid) der doppelten Bahl bder Theilpunite plus ber Mngahl der Diagonalen
= 9n; + 200 — 2EED oher cingeln Devenet im
4eif, bHed, Ged, Ted, Bed, 9ed, 10ed . ...
4 15 39 84 160 279 Aok el
Edmeiben fid) r Diagonalen in ecinem Punfte, fo verjdpvinden in bemjelben r (r—2)

-

Diagonalenabjdinitte. Denfe i) nemlich filiv ecinen Woment eine der r Lingonalen durd) die
fibvigen r—1 fo gefdnitten, baf die r—1 ©dnittpuntte nidt auf civanber, fonbern bdidit neben
etanber fallen, fo Legen auf ber Diagonale iwijdhen denr r—1 Sdnittpuntten r—2 unenblid
tHeine Diagonalenabjdmitte, die bei dem ganzlidhen Bujammenfallen der Durd)jdmittshuntte ver
loven gehen. ©ehen abey auf ciner Diagonale r—2 Abjdnitte verloven, fo verjdiwinden auf
alfen yujammen v (r—2). Im vegelmifigen Btoilfed gehen ;. B. von den 1044 Diagonalenab-
jdinitten grade 300 verloven, otenn jeder ber 60 Punfte, in helden jid 3 Diagonalen frenzen,
lift 3 Abjdynitte verjdyivinven, jeber ber 12 KrenjungsSpuntte von 4 Dingonalen 8 unb bey Wiittel-
punft des wmjdyicbenen Kveifes, ba ihit 6 Diagonalen gemein Haben, 24 und 3.60 + 8.12 + 24
madt 300, Durd) gefdidtes Nadziahlen fann man fidy tn ber That leidyt itbevzeugen, bdaf im
vegelmifigen Svblfect die Bahl ber Diagonalenjtiicte 1044—300 aljo T44 Defvdgt; jeicdnet man
nemlich ein devartiged Bivdlfecdt mit feinen b4 Diagonalen, jo jevfalt bvafjelbe i 3iwdlf gleid
dentlige Dveiede, die mit ihren Shiken in der Mitte jujommenjtofen; in jevem Dyeied liegen
gleidybiel Stitce, in einent aber, wie wan beim Modyzdhlen finden vivd, 55, alfo in allen BH.12
ober 660, dazu die 84 Abjdnitte dev 3wwdlf Schentel, auf jebem zdhlt man 7, giedt 660 + 84
ober T44.




(5]
6) Sn ieviel Stiicte jevjdmeiven fid bie Berldngerungen fimmilider Diagonalen? &
PBefinpen Jid) auf ben beiden Vevlaugermngen einer Dingonale v Scnittpuntte, jo jerjallen

bie Werldngerungen in y + 2 Abjdynitte, 2 davon find bon den beiven Eden, tweldje die Diagounale

perbinbet, und ben nddyjtliegenden Theilpuntten begrent, y —2 pon je zwei Sdmittpuntten und

sivei Dejitsert nu einen Endpuntt, inbem fie fid auf ber anbern Seite bis in bie Unendlidfert

erftreden. Da jeder Sehnittpuntt bet der Theilung 3toeier Diagonalen mitwivtt, fo ift bie Babl
per Stitde, in teldhe die Verlingerungen dev Diagonalen jevfallen, gleid) dex doppelten Sabl
brer Sdnittpuntte plus der doppelten Bahl der Diogonalen = n (n—3); + n (n—3). Died

giebt fitv bad
ded U el Gt TR, 8ed, Y DRl 10ed die RAablen
4 10 24 a6 120 234 420,
Seihe vievter wnd itveiter Ordnung felbjt wicder eine Reife bievter Orbmung.

Seontmt cine Diagonale, wie died 3. B. beim Fimjed vev Fall ift, auferhald des Ned nicht zum
jebe ihver Berldngerungen ald ein

Sihnitt, fo muf, wenn oie Fovmel Giiltigleit bebalten foll,
abpefdmittencd Sttt angefeben mevden; faufert voei Diagonalen pavallel, jo find iwei Stiicke L

Al Sunmmte eter

i Abvedmung ju bringen; fdmeiden jid) melreve Perldngevitngen in ettent Puntte, jo Fonrmen

\oic Beim Stremsen von r Diagonalen im Ned r (r—2) Stiide i Abzug, wd lanjen endlid)
x Diagonalen parallel, fo fallt gleidhjam ein wiendlider Ferme liegender Sreuzprmft von
x Dingonalen aud; diefer [t evjtend x (x 2y Abjdnitte in fich vevjdjvinben, und imbdem er
ielbit vevfdivindet, verliert jede ber pavallelen Diagonalen nod) cinen Abjchnitt, folglid) gehen
im Gangen x (x—1) Diagonalenabjdnitte vevloven. S reqelmiRigen Sedyded vedueivt qid)

£
Sed

anf diefe Weife die Bahl ber aufenliegenden Diagonalenftiite auf bie Hilfte der fiiv bas Sed)sed
fibevhaupt Berechueten, todfrend it veguldven Bivdlfed duvd) das Havallel Giefen der Diagonalen

192 Abjdnitte verjdivinden.
7) St iwieviel weben einander legende Figuren twird ein Ned durd) das Jiehen jammilicyey
Diagonalen jevlegt?
Durdy das Bichen der Diagonalen jevfillt ein Ned in Dreiede, Bievede, Fiinfede, Sed)s:
ecfe 1. . f. Seiten derfelben werben 1) die Stiide ber Diagonalen, 2) die Seiten ded Bieleds.

etner. Die Suimme

Sedes Stiik ber Diagonalen liegt in et Figuren, jede Bielectsfeite mur iy

per Seiten jammtlicher Figuven ift mithin gleich der voppelten Anzahl ber Stiice dev Diagonalen
plug der Anzahl der Seiten de§ Ned8 = 4n; + n (n—3) +n = 4n; + 1 (n—2). NBe:
sidmen mun z, v, X, W, v, u . ... die Anzahl der Dveis, Biev=, Fimf=, @edygede . §. .,
bic i dem Nedt burd) bas Riehen der Diagonalen entjtanden find, fo ift dic Sunme der
Seiten aller biefer Figuren =

3z + 4y + hx + 6w+ Tv + 80+ ........, folglid)

4y, +n @—2) = 32 + 4y + Bx + 6w + Tv + Bu = e L.

Die Sunune der Winkel in diefen Figuren in NRediten audgedriidt ijt, da pie intel im
Dreiect, Bieved, Fiinfed, Sechded . . . . 2, 4, 6, 8 . . . . Hedyte betragen,



— 27 + 4y + 6x + 8w + 10v + 12u + . ... . Diefe Winfeljumme [Eft jid) nod)
in onberer Weije beftimmen. Die Winfel in fdmmtliden Figuren find nemlid 1) die LWinkel
bed Neds, 2) bdie Winkel, twelde wm bie Theilpuntte der Dingonalen liegen; bdie evfteven be-
tragen 2n—4 Medite, bdie lefsteven 4ny, denn ny, Scmittpuntte jind vorhamden und wmm jeden
licgen 4 Mechte, folglid)

4n; + 2n—4 = %2 + 4y + 6x 4+ 8w 4+ 10v + 12u + ... .. oder bividirt buvd) 2
2ny + -2 =12z -+ 2y 4+ 3x + 4w + By 4 6u + ... ..
Subtvahive tdy diefe Gleidung vou I, jo ijt
ony 4 (n—1) (n—2) = 2z 4+ 2y + 2x + 2w 4 v A Bu o} . o0 oaumd
o im—1)a =zi ¥ X+ W Ve = die Swmme bex durd) basd

T

Richen fammtlider Diagonalen entjtehenden Figuren. — Der Ausdrud n, + (n—1), LRt jid

feicht jo mobificiverr, baf n aus bemjelben bevaustritt und duvd) a, der Bahl der Diagonalen

bes Nedd, exfelst wird, bdenn

o (n—1) (1—=8) (h—8) ; (=1 (o=8) __ (n=1) (n=E) ll' fn—8) 4 187 __ FJ?_SH cli 1:| [“ (m—8) | 1] 1=
— I [ F ir—n

2
31.3.4 ! 2 2 2.6 2 2

rDETO  Dieje fowie die evjt gegebene Fovmel fiefern fiiv das
3et, ded, Ded, 6Ged, Ted, 8ed, ed, 10ed die Jahlen
1 -+ 11 2D 50 91 154 246.

9us denjelben, elde abevmald eine Meibe vievter Ovbnung bilden, evgiebt fidy, daf lvei
Sedisecte in ebenjoviel Figuren erfallen als cin Sichened unb daf ein Dreied, Bieved, Fiinfed,
Sediset uudb Sicbenedt duvd) dasd Bichen ber Diagnoalen jujammen nuv in 91, d. [ ebenjoviel
neben cinanber liegende Felver jerlegt toevden toie ein Udyted allein,

8) Da es dem juchenden ®etjte itherhanpt eigen ijt, fid) bon jedem gefunbenen Hejultate
w nenen Fojdungen leiten ju loffen, fo legte die aufgefundene Summe miv untillfithrlid
bie Frage nady der Grdfe ihrev eimzeluen Summanden vov. Wie grof ift die ahl der Dreiede,
bic burd) bag Hichen ber Diagonalen enfjtehen? Wie groff die der LVievede, Fiinfede 2.7 DTiied
anfsufinden war mein Beftreben.  Allein die Redmung verfapte ihre Dienfte. Welde Combi-
nationent iy aud) anfjtellte, twie i) die gefunbenen JReihen verband, nie gelang es miv, Antwovt
auf meine Frage au exhalten, und died fiihrte mid) unvilltithrlidy su bem Sdluffe, baf, wenn aud)
dic Summte der neben cinander liegenden Figuven fiiv alle Vielede mit gleidher Seitenzall cine
gleihe wnd conjtante jei, dies dod) bei den eingelten Swmmanden, d. h. der Bahl ber Dreiece
und Bievede 2., nidt der Fall jei, daf ed zwei Nede mit gleidier Ecfengalhl geben fdune, in
benen die Bafl ber bdurd) bie Diagonalen evzeugten Vievede ober Xede eine verjdhicbene fe,
inbem bieje Bafl nidht allein von bder Angahl der Ecten, fondern aud) von der Gejtalf ves
Nedd abhange. Und in der That jwei Siebenecte finnen uns leidht von der Walrheit bed auf:
neftelften Sehluffes dibersengen, Man jeidhue ein faft vegelmdfiges unb eins mit felr wngleichen
Seitenr, siche in ihnen die Diagonalen wud 3ahle die entftandenen Figuven; i beiden finden
jih 50, aber todhvend in ber Miitte ved einen fidy cin fleined Sicbened jeigt, it i bdem




anoernt feine bevavtige Figur ju fehen, umd chenjo variivt in ihnen die Sahl dev Fiinjode, Bievecke
md Dveiece.
9) Wieviel von den durd) das Riehen der Diagonalen entjtehenven Figuven berjdivinden,

wenn fid) r Diagonalen in einem Puntte jdhueiden?

Sei 7, y, X, W, ¥V . ... inieder Die Jahl bev im Ned bitrd) dad Biehen aller Dingonalen
entitandenen Dyetede, Bievede, Fiinfedte . . . ., fo ft tie in M. T aud) jebt
3z + 4y + Dx - Bw |+ Tv Lo bie Summe der Seiten jammilider Figuren
und 2z + 4y + 6x + 8w + 10v + ... bie Summe dev TWinkel jommtlidher Figuren.

Dic Summe ber Seiten ift aber andverjeits nidt mely vie dort 4n, + n (n—2), fonbern,
pa burdh basd aenteinjame Srewgen der Diagonalen r(r—2) Abjdynitte verloven gehen o jedes
! 3 a ) {

bicier Stitde tveimal als Seite in Unvedynung pebradit war, fo ijt
) g f
3z +dy <+ bx + 6w+ . oo =40y +nin- ) —2r(r
Ghenjo ift die Sunume der Winfel in Rechten vevmindert; cin Kreuzpunft von r Diagonalen

=2

ift, toie Yiv oben gefehen, als cine Gruppe von r» auf einander liegender Sdnittpuntte anju:

feben, r-—1 E'd}uimu;u[rc und 4r,—4 Jedyte gebhen aljo buvc) bad Kreuzen bder Diagonalen

verloven, folglich

92 + 4y +6x -+ 8w+ ... =dng + Zn—4—diy +4
ober z + 2y +3x + 4w + .. .. =20 + 1 —2—2n 2
md 2z + 2y - 2x 4 2w+ s = 20 + (0—1) (0—2)—2r(—2) + 2r,—2

z+y+x+wt+vt ... =m4 @—L—r- -2) + 1 —1.
Subtrahive i) diefen Uusbrud von ber in M. T gefunbenen Summe ny + m—1)s, fo
b. ald Bahl der verjdjoundenen Figuren, benn diefe allein madpen die

Diffevens in beiden Fillen aus, r (r—2)—rz + 1 ober vebueirt ™y *F = (r—1)p. Jm

bleibt af8 Diffeveny, b.

vegelmafigen Bwilfed vevjdoinden dafer in ben 60 Puntten, bie je drei Diagonalen angehoren,
60 Figuren, in den 12 vievfaden Punften 36, im Mittelpuntte 10, und die Gejammizahl ver
Figuven veducivt jic) von 550 auj 444.

10) Wieviel Figuren entftehen durd) dad Schneiven ber Vervldngerungen bdev Diagonale
eined Neds?

r in ecinem Punbte fidh jchueidende Diagonalen liefen, vie toir cben gefehen, (r—1),
Stguren verjdioinden, piefelben r Diagonalen toiivben aljo, wenu fjie fich nidy in einem Puntte
netvoffen Bdttenr, biefe (r—1), Figuren wivtlich evzeugt Haben, ober, jtatt Diagonalen Rinten’ e
fagt, v Cinien evjeugen, weun fie fid) wedyelsiveis dburd)jdineiden (r—1), Figuven. Hat bdaker
ein Bieled =" Diagonalen, fo bilden diefe, wenn tviv bon bem Fvemsen mehrever in cinem
SBuntte abiehen, [" :I;'-";:; - ll Dyeiecte, Bievede 2. Von bdiefen gehen in jeber Ede, in der
jich n—3 Diagonalen jdjueiden, (n—4)s verloven, in allen aljo n (n—4),. Beadjten lvir dagegen
die Seiten, fo fehen wir, daf fede devielben ecine duvd) 4 Diagonalabjduitte evseugte Figur in
swei Dreiecfe jevlegt, mithin alle n Seiten gleidjam n neue Figuren entjtehen [afjen, unbd




evinnern toiv ung, daf in M. T die Fahl der tm Ned durd) bie Diagonalen evjengten Figuren
it oy + (n—1); bejtimmt toav, fo ift die Bahl ber durd) die Berldngerungen ber Dingonalen

qebilbeten offenbar [ ':"'” —_ l]: +n—n @m—4)—n—@m—1) b . = bder Baht
Jantutlidier duvd) die Diagonalen mdglicdher Weife entftehender Figuven + ber burd) Hinjutveten
ber Seiten evgeugten — ber in ben Gden bed Ned® jufammenfalfenden — der in bas Ned
fallender. AWivd ber gegebene Ausdvud jujommengejogen, jo evhalt man =2 ';217"2'““ =

g R 8y, Die Berlingerungen der Diagonalen bringen mithin ebenfo-

biel Figuren als Sdhuitthuntte hervor.

11) @8 giebt 3 Bielecke, tn bdenen die Sahl ber Seiten 3 auf eimander folgende Glicher ber
gewdhnlidhen Jahlenveihe find unbd vow denen dad eine duvd) feine Diagonalen in Figuven jerlegt
cine melhr auftoeift al8 bdie beiden iibrigen in gleidjer Weife Gehandelt jufammen; ieviel Gefen
befist febed ber byei Bielece?

Die Bahl der Ecden in dem Viclet mit mittler Seitenzahl fei n, dann it fie in den beiden
andvern n—1 und n 4+ 1. Die Bahl ber dburd) die Diagonalen evhaltenen Figuven betvdgt aber
im Ned ny 4 (n— 1),, mithin im (n + 1)ed (n+ 1) + ny und im (n—1) ecf (n—1); + (n—2),.

Nad) den Fordevungen der Aufgabe muf daher folgende Gleidhung ftatthaben:

ny + (n—1) + (o—1) + (n—2); + 1 = (n + 1)y + na.

Durd) Anwendung beg Gefeed (a -+ 1),—a, = au—y geht diefelbe fiber in

(n—1); + (n—2)3 + 1 = ny + n—1 ober (n—1), + (h—2), = n3 + (M—2);.

Sdjreibt man jest die Binomialcoefficienten n aufgelofter Fovm, hebt mit n—2 und
multiplicivt mit 24, jo ift:

(n—1) (n—3) (n—4) + 12 (n—3) = 4n (n—1) + 24
n*—8n* + 19n—12 + 120—36 — 4n®—4n + 24
n*—12n? + 36m—7i2 = 0

(m—9) (n*—3n + 8§) = 0.

Jeder der beiden Factoven = O gefett mad)t die ganze Gleihung = 0, folglich geben bdie
beiven: Gleidjungen n—9 = 0 unb n*—3n + 8 = 0 bdie gefudhten LWerthe, tiv evhalten aber

84 V=

aug imen n = 9 unb n = 5——; ehenjo genitgt, ba tviv im Berlanf ber Rechning bie

urjpriingliche Gleichung durd) n—2 bdividivten, diefer der Werth n = 2. Von ben 4 erhaltenen
Werthen genitgt indef mur ber evjte n = 9 ber Aufgabe felbft, dba BVielede mit intaginiver
Gefenzahl jo twie Jtweiede nidt exiftiven. Die gefuditen Bielee find mithin das Adtect, Nemnedt
b Behned.

12) Jn tvieviel Puntten terben die bon einer Ede auspehenden Diagonalen eined Necd
buvd) bie tibrigen gejdynitten ?

Aeidynet man beim Biehen aller Diagonalen ded Vicledd eine, toelde ein Dreiedt bon ber
gangen Figur abjdneivet, bejonders ftarf, o jerlegt man babuvd) gleihjam bag Ned in ein

(1]
e
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Dreied wid ein (n—1) ed. Da die Eden des leiteren gleidyzeitip Ecen ded Netd find, jo find
beim Bichen ver Diagonalen des Neds and) die bes N—1 eds ofne Uusnahme mit gejogen.
uRerdem finden fid) in der Figur nur nod) bie fheilende unb, twenun iwiv bdiefe ald Grunblinie
ved abgejdnittencn Dreiedd betvadyten, bie Diagonalen, bie bon bder Shibe befjelben audgehen.
Die gejudten Durd)idnittspuntte, welde jidy i Ned auf diefen finben, find mithin gleid) dev
Differeny aller Diagonalenjdnittpuntte im Ned minus alfer Diagonalenjdnittpuntte im N—1Led

— n;—(n—1); obex nady ber in bev porhergehenden Jlunumer angezogenen NReael = (n—1);.
_ e bas Biered, Filnfe, Sedhsect 2. evgeben fid) im Sheciellen bie figurivten Hablen
1.4, 10, 20,85, Bb, B4 L0

o toie tm Alfgemeinen der Lehrials: Die Sahl der Seynittpunite, toeldhe auf januntliden von
einer Gdle audgehenden Diagonalen Legen, ijt gleid) der, teldye die von einer andeven Gde aus
qehenben Dingonalen bejitsen.

13) Sn toieviel Punften jdhneiven fid) bie von den Euden etn und derjelben Seite eines
Bielecds ausaehenden Diagonalen gegenfeitig ?

an benfe in cinem Ned die Diagonalen von ciner Ede a aué gegogen; 3ieht man mm
die Diagonalen von der jweiten Ede b aud, fo jdeidet die erfte, oemn iviv fo bic a am
nidften fommenbe neunet, jede ber Deveitd gejogenen, bringt alio n—3 Sdnittpuntte Herbor;

die giweite fdjueidet eine Diagonale weniger, evzeupt alfo aud) mwe n—4 Durdjjdnittspuntte, die
dritte evgeugt abevinafg einen iweniger, d. h. n—20, bie pievte n—~6 w. §. ., die leite endlid) mur
einen. Sm Gangen find mithin n—3 4+ n—4 + n—bH4+n—6+....4+2+1 Zdnitthunite

entftanden unbd dies giebt avbivt (n—2),. Die Fahl der gejudyten Punfte betvigt daher im
ded, Ded, 6ed, Ted, Ded, Qed, 10ed
1 3 G 10 15 21 2SI R
Gine Nethe veiter Ovbmumg und jugleid) die Diffevenzenveibe bev in der leften Pumnner
qeacbertenn Meihe, — Aus diefem Berhiltniffe entfpringt das Gefets: Abbivt man ju ben Sdmitt:
punften der von einer Gcle eined N—1eds ausgehenden Diagonalen bie burd) dad wedielveje
Sdyneiven ber bon bett Enbpuntten einer Seite eined Neds ausgelenben Diagonalen entjtanbenen,
fo erhilt man als Swmme bdie 3ahl aller Scnittpuntte, pie fmt Ned auf ben von eier Ede
auslaufenden Diagonalen zuiv finden ift.

Gine anbere Ybfung bev geftellten Frage iwive. — Die 3u Leobadjtenden Diagonalen des
Ned® mbgen wicber von den Guden dev Seite ab ausgeben. Dentt man die fibrigen Diagonalen
qesogen, fo find biefe mit Ausuahuie devjenigen, toeldje die beidben a und b nddtlicgenden Ecen
verbindet, die Diagonalen eines N—2eds unbd jdneiven fid) mithin in (n—2), PBuntten. Eden
biefes N—2ects find fanuntliche Gden bed Neds mit Ausd{dluf von a uud b, Die im Nec
von a ausfaufenben Diagonalen tverden ferner nady M. 12 von ben vou b fommenden ober
jonft im Ned geogenen in (n—1); Puntten gelvenst, ghenfobiel Sdjnittpuntte toevden anf bden
pon b auspehenden burd) die von a und den dibrigen Ecen foummenden Diagonalen erjeuat.
Die Summe aller dret Sehuittpunttsgruppen ift alfo (n—2)s + 2 (n—1)y, fie ijt aber aud)
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aleidy ber Swmme jammtlicher Dingonalenjdnittpuntte plug der Aahl der gejudten, benun bdie
Summe jdmmtlider Sdnittbunfte bejteht: 1) aud den Sdpnittpuntten der nidyt von a und b
fonmenben Diagonalen, 2) ben Sdmittpuntten der bon a und b fonumenben und 3) ben
Sdnittpunften bdiefer beiben Gruppen. Die Diffeveny (n—2)y + 2 (n—1);—n, ijt mithin
nleidh ber Rahl der gefuditen Puntte.

Mber (n—2)y 4+ 2 (n—1)s —ny = m—2); + (n—1)3 — [ne—(n—1)]
= (n—2); +(n—1)y—(m—1); = h—1)3—(n—2); = (n—2). ;

14) Su toieviel Puntten jdueiben fid) bdie Diagonalen, twelde von jivei beliebigen EGcfen
eines Neod audgeben ?

Sdy nenne bie Ecden ber Reihe nadh 1, 2, 5,4 .. .r—1, r,r +1 ...0n—1, n und
nehme an, die Efen 1 und r jeien die beiden belicbig ausgelwablten, Die Diagonale 1r, welde
beide berbiudet, twivd bon feiner dev iibvigen jevtheilt, theilt aber ba8 Ned felbft i ein red und
it (n—r - 2)ecE, in demen bie bom 1 und r ausgehenden Diagonalen zwar iviederuwm als
Dingonalen auftveten, inbefy nidit al8 foldje, die von beliebigen Eden fomuten, jondern von ben
Gudpuntten ein und bdevfelben Seite ausloufen. Jm red betvdgt aber, wenn wir bad in Nr, 13
getvormene Mejultat beviidjiditigen, die Bahl threr Sdpmittpuntte (r—2),, it (n—zr + 2)ed
(n—1r)s und folglichy im Ned (n—r). + (l‘— -2)a, — Beijpiel. Sm Elfed |dneiden '|_i|f|} nie
16 Diagonalen, heldje je bon den Eden

TSR BRI T B et e s G it RS o5 Dl S i i v B
Jo: 28 4 R s 185 22 23 36  Punften.

Die gegebenen Rablen bilben zivet Meilen, eine fallende und eine fteigende, Dbetde jiveiter
Oronung. Dies ift tn jedemt Net der Fall, deun ber Ausdrud (n—r)y + (r—2), ioird wmn
jo fleiner, fe gleicher bie betben ihn biloenven Swmmmanven ivevden, und widit mit dem Untey-
jdjicde bevfelben; und [t man in ihny, wihvend n vollformmen unbejtimmt bleibt, r brei beliebige,
aber auf cinanber folgende Bablentverthe ber getwdbhnliden Sablenveihe, 3. B. r—1, r und
r -+ 1, anehmen, und bilbet die Diffevenzen swijchen den jo evbaltenen Ansbriicen:

—r+ 1], + [—38]:s [n—1]: + [r—2], wnd [n—r—1]; + (r—1)a, o ergicbt fich
[n—rfy—[x—38), wd [n—r—1]; —[r—2]
pber n—2r + 3 und n—=2¢ + 1, und die Differeny dicfer betden Glicder bev erjten Diffevenzen-
vethe ift offenbor conjtant, denn fie befvdgt 2.

15) Sn cinem Bieled fei fvgend eine Diagonale gegogen; in vieviel Puuften tann biefelbe
bont ben dtbeigen Diagonalen gefcnitten werden?

RAdhit man in dem Nect, i weldent bie Diagonale gejogen ift, die Eden, welde auf dex
einen Seite devfelden liegen, unb finbet v, fo liegen auf der anbern Seite n—r—2. Bon jeder
ber v Gden fonnen mithin n—r—2 Diagonalen gesogen werben, toelde Sdnitthuntte hervor-
bringen, wnd im Gangen werben dbaher r (n—r—2) Durd)hmittspuntte evzeugt. Diefe Bahl

tird ein Diaxinmm fiiv ein und dafjelbe Ned, wemn r = §5—1 ober, o died nidt gefdhehen
fann, o toenig alé miglidh von diefem Ausbrud verfdjicden genommen tivd. Denn jele id) in

6
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bem Producte v (n—r—2) fiiv r 3 —1 £ x jo erbalte id 1“ — [ \l [" 1F xJ
unb bied niebt multiplicivt (‘,] —1)2—x2 wird alfjo um jo grifer, je fleiner x angenommen

toird, wnd ein Mayimum, fobald x verfdivindet, b. . r = §—1 it

Beifpiel. Berbindet man im 100 et duvd) eine Diagonale ztvei Eden, zlvijden denen auj
bev einen Seite vefpective 10, 30 oder 49 anbere Ecfen liegen, o twerden dieje Diagonalen durd)
bie ifbrigen in 880, 2040, 2499 Puntten gejdnitten, und in mehr als 2499 Puntten fann feine
Diagonale eines 100eds gejdinitten twevben.

16) Bon swei an den Enden ein und devjelben Seite liegenden Eden eines Neds aus find
bie Diagonalen gezogen; in wieviel Dreiecte unb Bievede jerfdimeiven biefelben bad gange Ned?

RNadh Nr. 13 fhueiden fidh die gezopenen Diagonalen in (n—2), Punften und jerlegen
fid), ba jeder Sdmitthuntt auf jvei Diagonalen legt und jebe ber 2 (n—3) Diagonalen durd)
v auf ihr liegende Senittpuntte in v 4~ 1 Theile getheilt wird, in 2 (n—2). + 2 (n—3) Stiide.

Jebes dicfer Stilde tritt in ben entftchenden Drveieden unb BVieveden — mebrfeitige Figuven
werden durd) dbas Richen ber Diagonalen gar nidit gebilbet — ziveimal ol8 Seite auf, Wwalrend
. e i e b o !

jebe Nedsieite intmer nuy einem der gebilbeten Drefecte als Seite dient. 4 (n—2), 4+ 4 (n—3) +n
ift mithin dbie Sunume aller Seiten der entjtandenen Dreiede und Bievede. Ebenjo leidyt ijt die
Summte ihrer Wintel in Redyten ausgedvitdt ju beftimmen; fie it bie Summe ber Neddtintel
und der um die (n—=2), Dingonalenidnittpuntte legenden, b. . = 2n—4 + 4 (n—2).. Jjt
nun x bie Sabl alfer in Frage fommenben Dreiece, y die aller Bievede, jo ift aud) 8x + 4y
gleid) ber Summe bder Seiten und 2x + 4y gleid) der Summe dev Winfel. E& gelten daher
bie Gleichungen:

x4+ dy =4 (n—2)p +4 m—3) +n und
9x + 4y — 4 (n—2), + 2n—4
X — Jn—D5
und baraus evgicht fid) dbuvd) Subftitution in eime bev beiven Gleidungen y = 5"
(n—38). ud x -} vy = "J_;'_t = n,—2. Aus bdiefen Formeln ergeben fich
i ded, bed, Ged, Ted, Sed, Ded, 10ed, Iled, 120 . .
Dreiede . . 4 T 10 13 16 19 22 20 280 .
Bievede . . 0 1 9 6 10 15 21 28 36 . .

Fiquren .. 4 o] 13 19 26 34 43 h3 G-

17) Bou jwei belichigen Eden eined Vieledd aus feien die Diagonalen gezogen; in tvicbiel
Dyeiecte, Bievece und Figuven iiberhaupt wivd das Vieled durd) bdiejelben jerlegt?

Die Eefen dente id) miv ber MReihe nad) buvd) die Bablen 1, 2, 3, 4 . . . . n begeidynet
und von den Eden 1 und r aus bie Dingonalen gejogen; bann theilt die Dingonale, telde biefe
beiben Gefen felbjt verbinbet, bas Ned in ein v e und ein (n—r + 2) ed, wdbrend jic jelbjt
port feiner bex itbvigen Diagonalen gefdmitten iwivd. Die im Ned erzengten Figuren jind aljo
mit den in den beiben fleineven Figuven entjtandenen identijd). Sn biefen gehen aber die ge-
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sogenen Diagonalen von ben Endpunften ein und derfelben Seite, nemlid) von ber Diagonale
1r, aué, und nehmen twiv das in ber lelsten Nummer evzielte Nejullat ju Hitlfe, o beftimmt

jid) bie Rahl ber Dreiede, DBievede und Figuren fiberhoubt
im red ju 3r—S8, (r—38)a; r—2
im (n—rzr 4 2)ed ju 3n—3r—2, (n—r-—I] (n—r + 2)%.—2
im ned ju 3n—10, (r—3)2 + (n—r—1)s, 1 + (0—1 + 2),—4

Das erfte Rejultat vev leisten Meihe ift bejonvevs beadytenstverth, o8 lehrt, baf die Fall
ber entftanbenen Trveiede von r gan unabhangig ift, und giebt ben Safi: Bieht man in einem
Ned ven joei Deliebigen Gefen aus, ieldie indef nidit bie Enden einer Seite fein biivfen, bie
Diagonalen, o ijt, welde Gden aud) gewdhlt jind, bie Jahl bev burd) dad Biehen dber Diagonalen
entitanbenen Dreiede eine conjtante, im 36ed 3. B. Jtetd 95, — Die Aahl dber Bievede unbd
Figuren diberhaupt ift dagepen fiiv jedes beftinmte Ned feine conjtante, fonbdern dnbert fid) mit
ver Bafhl r, b. b fobald fid) mehyr ober toeniger Seiten atvifdjen den beiden Haubpteden finden,
und jest man in bie beiben bon r abhingigen Fovmeln fir r bdie Bablen 3, 4, 5 u. . . bis
n—1, fo fieht man leidyt, daf man daburd) Ausbriide erhilt, twelde bie Glicber jlveier avithmetijder
Jeihen zloeiter Ovdnung find, 3. B.: it n = 10 und

r nady ettonber. 3, 4, b, 6, 7, 8, 9
fo ift bie Aahl ber Bievede 15, 10, 7, 6, 7T, 10, 156
und die Bahl der Figuren 35, 30, 27, 26, 27, 30, 3b.

18) ©ie bon einer Ede cined Nedd audgehenven Diagonalen feien gejogen; wieviel Figuven,
theild neben, theil8 auf einander liegende, find buvch diefelben im Ned evzeupnt?

Durd) dbad Sieben der n—3 Diagonalen wivd dad Ned in n—2 Dyetede jerlegt; anfier
picfen neben einanber liegenben giebt e8 fein Drefed in ber Figur. Je zhoei neben einanber
liegende Dvetecte bilden dagegen ein BVieved, folglidy betvagt die Anzalhl derjelben n—3. Ebenfo
bilben je brei meben einanber liegenbe Dreiecfe und joar e dieje ein Fimfed, jo bier ein
Secdysect, je fiinf cin Sicbenedt, je r—2 ecin Red. Die Bahl bev Fiinfede ijt mithin um 1
geringer al8 bie ber Bievede, d. h. = n—4, cbenjo bie Anzahl ver Sedyede n—5H, der
Sichenede n—06, ber Rede n—1r + 1 und endlid) ber N—1ede, b. . bder Figuren mit der
groftmogliden Seitenzahl, 2. e Figuren jujammen jind baher gleid) ber Summe der NReibpe

e T S PR i B IR T “;,_”’
ober mit andern LWorten: Die in ciner Ede cined Nedd jufammenjtofenden Diagonalen bilben
mit den Seiten des Nectd allein chenfoviel Figuvew, ald fid) Diagonalen dfibevhaupt fm Ned
sichen Tajfen.

19) Sn eitnem Ned find jammtlidie Diagonalen gejogen; toieviel nebew, in obder: auf ein:
anber fiegende Figuven find in bem Ned entjtoubden, deven Gden jugleid) Ecfen bed Neds jind?

Die vexfangten Figuren fomen Dreiede, BVievede, Fiinfede sc. fein. Die Bahl ber eingelnen
Aeten it leidht ju finden. Dentt man fe brei Eden, belicbig teldie, verbunben, fo echilt man
eit Orefed. So oft fid) alfo aug ben n Eden je 3 ju einer Gruppe ujonmmenjtellen [afjen, jo
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oft exhdlt man ein Dreiect der gewiinjdten Avt; mithin ijt die Bahl der Dreiede gleich der
Aahl der Combinationen der dritten Klaffe von n Elementen, b. §. = nyz. Ehenjo bie ahl der
miglichen Bievede gleid) der Hahl der miglichen Aujommenjtellungen jammtlicher Eden bes
Dieleds ju je 4 oder = ny, die Bahl dev Fiinfede analog = nj, die ber Sedidede — ny 1. fo Fort.
Die Anzabl jammtlider Figuven von vorgejdricbencr Bejdaffenbeit betvdgt bafer:
ng +~ny+ 0540 o vv o v ..+ Dp—s F Dgy.
Das lepte Glied biefer Reibe entjpricht ber Fabl der getviinjditen N — 1 ecfe und Figuven mit mehr
Seitent, alg biefe befiien, tonmen in ber in bev AUufgabe angedeutetenn Weife tm Ned nidyt gebilbet
terben. Die fo erlangte Neihe twdve nun nod) ju abbiven. Da fie inbef feine einfade avithmetijde
ober geometrijche Yeeihe ift, fondern ané jivei vevidiiebenen, eimer aufjteigenden und fallenden,
in benent allerdingd bie meiften Gilicder, aber bod) nicht alle gleidy find, befteht, o miijfen toir
aud) eine eigene Weife der Summivung antwenden. Wir entivideln (1 4 1)* nad) bem binomifdhen
Yefiriate wnd erhalten

=140 +ny+n; 004 0.0 Fmpes < ongg - 1, folglid
2—ny—m—2 =0 40y 05+ L. + Nues 4+ Naey
= ber Babl ber verlangten Figuven, und dbany 4+ ny = (n + 1), ift, fo Haben iviv bie Sume
per perlangten Figuren — 2" —(n + 1)%—2 zu fesen. Diefe Fovmel giebt audgevedpet fliv das

ted,l Ded,) Ged, (Ted, (8ed, 1 1Qedy 10kd;ic 11 ed

4 15 41 98 218 465 967 1930,
Die exfialtenen Bahlen laffen fid), wie jdon bas allgemeine Glied andeutet, als eine Diffevenzen:
reibe joijden einer geomefrijehen Brogrejfion uud einer avithmetijden NReibe 3oeiter Drbuung
auffajjen; abddivt man nemlid) ju den cingelner Gliedern bie entfprecdienden der NReihe

123 AL, Feripe LB a8, 47, 51, 63,
jo ehilt man eine MNeihenfolge von Grdfen, bon denen jede die Halfte der folgenden ijt. Die
Summe der Hauptveihe betvdgt fiiv n beliebige Glicder vom exften an gevedymet

on 4 4 n?® 4+ 12n? - 690 < 06
& = i s

20) Jn einent Ned jinb fimmtlide Diagonalen gezogen; ticviel Dreiece und Bievede ent
jtehent, deven eiten ofne Ausnahme Diagonalen jind und beven Eden in ben Eeen bes Neds
liegen ?

Dente die Eden der Neife nad) mit ben Bahlen 1, 2, 3, 4. ... n—1, n begeichnet
und beadyte juecrjt bie Diagonalen, tvelde von 1 ausdgehen, alfo 1.3, 1.4, 1.5 . j. . fort.
Die Linie 1.3 fanm in n—5 Dreieden der vevlangten vt al8 Seite auftveten, demn jebe bex
Gcen ded Bielectd mit Ausjdhluf ver 5Cden 1, 2, 3, 4 und n giebt mit 1 und 3 verbunden ein
Dreted ber getwiinfdten Avt.  Chenjo erideint die Diagonale 1.4 in n—6 Dreieden, deven
eiten nur Diagonalen find, al§ eine dicfer Seiten, denn jelt fann aufer den H oben ausge:
idhlofjenen Eden die Gde 5 nidt jur Bilbung cined Dreieds benupt werden. Die Diagonale
1.5 mufy toieder in einem Dreied weniger al8 Seite auftveten, bdenn ihre Gden fonnen mit
ber bi8 daber Benubten Gde 6 nidit verbunben twerben unb bie bei 1.4 ausgejdlofienen Geen
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mitfjen aud) jest andgejdloffen bleiben, benn twenn aud) 1.5 mit 3 berbunben ein Diagonalendreied
giebt, fo giebt e8 bod) fein newesd, joudern eing, weldes beveitd bei Betvadytung ver Diagonale 1.3
i Anvedpung  pebradt tourde; Dingenale 1.5 exfdjeint mithin in n—7 neuen Dreiecten als
Seite, Diagonale 1.6 analog in n—8 neen, 1.7 in n—9 wu. |, w., big endlich die Diagonale
swifdien dben Gden 1 wnd n—3 mur jur Bilbung eine§ newen Drelects nody beitragen Ffamn.

Jn Summa erjdjeinen dem ju Folge bie von Gde 1 ausgehenben Diagonalen in

n—H+n—6+n—74+n—8+4+......4+42+1=(n 4),
Dreieden dev verlangten Avt al8 Seiten und 1 felbft ift in diefen (n—4); Dreiecen eine der
3 Gden. Daffelbe gilt von ben Gden 2, 3, 4 . . . n, alfe jujammen jind daher gleichjom

n (n—4), verjdiiedbene Dreiectdecten ober, ba febed Dreted 3 Gden hat, die Efen von 5 (n—4)
T
B

ingonalenbrefecten, deven Zahl in ber Anfgabe gefordevt tourde. Mady biefer Formel finven fich
feine Diagonalendreiede im Vieved unb Fitnfeck, fodann im

Ged, Ted, Sed,” Jed, 10ed, 1led, 12ed, 13ed ...

2 7 16 30 Gl i) 112 166 .. .
Gine avithmetijde Meifje britter Ordnung. ;

Die Aafhl der nur von pangen Diagounalen gebilveten Bicvede giebt eine dhnlidie Be-
tradjtung der bon 1 ausgehenden Diagonalen. Die Yinde 1.3 liefert mit 1, 2, 3, 4 oder n ber-
bunvden fein BVieved; nimmt man aber von ben andern n—>5 Eden ded Ned8 irgend jhvei, bie
nidit ugleid) Gndpuntte ein und berfelben Seite find, bevbindet fie fowobhl mit einander ald mit
1 und 3, fo getvinnt man eing ber gewilinidten Vievede. Au8 n—5 Gden laffen fich aber
(n—>5), Edenpaare, b. . Combinationen juv 3hoeiten flajje n bilden und n—5bH Ecfen find anbderer-
jeit8 bie Endpuntte bon n—6 Seiten im Ned. (n—5).— (n—6) ift alfo die Zahl der Diago-
nalenvievecte, in benen Diagonale 1.3 eine Seite ift. Gine analoge Vehandlung ber Cinte 1.4,
mit der fe jwet ber Eden 6, 7, 8 . . . . bi8 n—1, jedoch nicht jtvei unmittelbar anf einander
folgende , ju einem Bieved veveint rwerben miifjen, piebt (n—6) — (n—"7) neue Vievece, in
benen fie al8 eite evfdeint. Ebenjo bdie Diagonale 1.5 (n—T)o— (n—8) neue Vievede,
1.6 (n—8)—m—9 w f. . Sdmmilidie von 1 fomumenbe ober nad) 1 gehende Dingonalen
tragen aljo jur Bildbung von
(n—>5)—@m—6) + @—6—m—T7) + a—T)po—m—8) + (n

8)a — (n—9),

+ ...+ 2,—1 Biereden bei, und addivt man die Glicder mit gleichemn Jndex nad) der Fovmel:
n, -+ {n + 1}“ -+ (I]—|—2),, e T TR e e e {il. r 1}11 F 1y

jo erhdlt man (n—4);— (n—5): = (n—>5); al8 Simme alley Diagonalenvievede, in benen
Ede 1 Sdeitel eined Winfels ift. Jebe ber iibrigen Ecen bed Neds ift natitelid) in ehenjoviel
Bievecen al8 Ede gelegen oder mit anbern Worten, fimmtlide nEcfen leijten die Dienfjte von

n (n—>5); Vieved§eden. Je 4 devjelben beftimmen ein Diagonalenvieved, deren ahl dem ju
dolge T (n—5); ift. — Jn ben Bieleen, tweldhe tveniger als 8 Seiten haben, fonnen, ivie

aud) die Formel andeutet, feine Diagonalenbievede gebildet tverben, dagegen exiftiven im
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Sed, Qed, 10ed, 1led, 12ed; 13ed, 1ded .l
2 9 25 b 106 182 20400 0
Fine NReibe vievter Ordnung.

Boeite ofung. Die Rabl der eben aufgefundenen Diagonalendreiecte und Vievede fann
nod) in andever Weife Geftimmt werben. Die Figuven miiffen jroei Bebingungen exfiillen: 1) Jhre
Eten miiffen Ecden bed Bielects jein, 2) ihre Seiten Diagonalen. Die Zahl der Figuven, weldpe

bie erfte Bedinqung evfitllten, ift unsd befannut, jie betvagt fiiv die Dreiecte ny, filv die Bievede n, ;
jtriden twir bou biefer Babhl biejenigen, iveldje bie jweite Vebingung nidyt evfitllen, b. b bie
Dreiecte ober Bievede, toeldie jtoet unmittelbay auf einander folgende Eden bed Ned8 als Winfel:
fbiten Defiten, jo iwiivben bie vevlangten iibrig bleiben. Unfeve Anfgabe modificivt fid) aljo babin,
bort ben m; oder ny CGombinationen bder Aaflen 1, 2, 3 .. . n — mit diefen benfe idy bie
Gden begeidinet — bie audjwmerien, welde soei auf einanbder folgende Saflen zeigen. n und 1
gelten gleidifalld al8 et bdevavtige Baflen. Unter den Combinationen ber bdritten Rlafje be-
finben fich aber n—2, tweldje die Glemente x und x + 1 befilien, deun jeded bdev iibrigen
n—2 Glemente fann, um eine dbey Combinationen 3u bilden, x und x 4 1 ugejellt werben;
joldher Glementenpaave wie x und x -+ 1 giebt ed aber in unferm Falle n, nemlidy 1.2, 2.3,
3.4....n.1, wir haben alfo, fWnnte man leidit jdliefen, n (n—2) Combinationen ju jireiden
wm bie getwitnjdhten ju Dehalten. Died barf inbef nidht gefdhehen, tweil twir mehreve Combinationen
jo eben doppelt gevedinet Haben. Alle Combimationen von ber Form x, x + 1, x + 2 evhielten
toir nemlid), fubem wiv et x + 2 ben Eden x wnd x + 1 uud bann x den Gden x + 1
wid x 4+ 2 jugefellten. Combinafionen twie x, x -+ 1, x + 2 giebt e8 aber unter den aufge
jtelten n, mithin find nidjt n (n—2), fondern nur n (n—=3) ber ng Combinationen ju jtreiden,
um die Bahl ber Diagonalendreiede ju crlangen, und ng—n (n—3) = § [n*—9% + 20]
=g in—4)s

Unter den n; Combinationen der n Elemente jur vievten Klafje giebt e, wm ju den Bieveden
itbersugehen, (n—2)., weldie bie Bahlen x und x + 1 enthalten. Bilbe id) nemlid) aus den
n— 2 Elementen, die nidt x und x -+ 1 beifen, ivgend eine Combination 3wy jweiten flajje unbd
jefreibe fie neben x unb x -+ 1, jo habe idy eine jener (n—2), Combinationen. Elementenpaare wie x
und x 4 1 gicbt e8 aber, iie tir jdon faben, n, aljo Haben iviv n (n—2), Combinationen ju
jtrefdien, twenmn toiv nicht toieder bei Bujanmtenjtellung devjelben eingelne melrfad) exhalten Haben.
Died it aber ber Fall, jeve der Combinationen, Ywelde drei Elemtente bon ber Form x, x 4 1,
x + 2 enthilt, ift wie oben auf jwiefache TWeije entftanden, ihre Bahl betvigt aber jefst nidt n,
fondern n (n—3), denn die beftimmte Gruppex, x 4 1, x + 2 fann allein in n—3 bevartigen
Gombinationen auftreten. Kommen diefe n (n—3) Verbindumger bon den n (n—2), in Abvednung,
fo fommen Gombinationen wie x, x + 1, x + 2, x + 3 nidt nody befonbers in Abjug gefeist
terben, bdenn twenn fie audy beim evjten Gombiniven 3 mal evgeugt wurden, fo entjtanben fie
pod) bei Bilbung ber n (n—3) Combinationen gleidifalls auf boppelte LWeije und fommen baber
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in genfigenber LWeife in Redpung.,  Bevbinbungen von der Form x, x + 1, v, y+ 1, in
penen ¥y uwidt = x + 2, miifjen odagegen nod) bejonders Deadptet tverben. &ie finben fid)

unter dben n (n—2), Combinationen weimal, miifjerr alfo etnmal ald nidht ju jiveidhende auf-

gefithet wevben.  Jhre Wnzahl it 5 (n—D0), tenn x, x 4+ 1 famn mit n—5 beridjicbenen y,

vy - 1 3u einer Gombination veveint tverden und n Glemente fefern n Elementenpaave ivie x,
x + 1. Der Divifor 2 muf endlich) beigefligt weroen, tweil bie Combinationen x, x 4+ 1, ¥,
y+ 1 und y, v+ 1, x, x + 1 identifch find. Die Bafhl ber ju ftreidjenden Combinationen

betviat mithin n (n—=2)s—n (n—3)— 3 m—>) ober n (n—3);— 3 (n—>). Biehe idy
pied Mejultat ab von ny, fo exhalte ich

3): + 5 (n—b) = 2 [n®—18n2 + 1070 —210] = T (n—5);.

n,—n (n ;

21) Wieviel Figuren von belichiger, aber beftimmter Seitengall laffen fid) in ein gegebenes
Ned fo eingeidnen, bafi thre Gden in ben Ecen ded Ned$ [iegen und ifjre Seiten Diagonalen
jino ?

Jeber ber it ber lesten Mummer cingejdylagenen Wege founte benubt werbden, wn die Balhl
ber Diagonalenfiinfede, Sedydede oder iibevhaupt Rede ju beftimmen, tiv fiberlajjen inbef die
Serfolgung beiber dem Yefer und fdhlagen einen neumen cin. — Die Ecden bded Ned8 heifien
wicder 1, 2, 3, 4 . ... n und bie Diagonale 1.3 it befouders mavkivt gesogen. Seht benfe
man fanmtliche Diagonalenvievede, in denen Diagonale 1.3 Seite ijt, gejeidmet, und fobald bied
geidehen ift, laffe man Diagonale 1.3 im Gevanten fleiner und fleiney twerben, enblid) vers
jdywinden. Mt the verjdivindet Dreted 1.2.3, wibrend aud dbem Ned ein N—2ed wird unb
jebed Diagonalenvieved in ein Diagonalendreied ibergeht. Die fo erfaltenen Dyeiede finbd
jimmtlidie Diagonalenbreiece des N—2 ect8, bdie die Gcfe 1 felbjt alé Ede benuen, und ivi
haben babier den &abi: Die Aabl dev Diagonalenvievede cineg Nedd, twelde eine Deftimmte,
ein. Dreiedt von dem Ned abjdneidende Diagonale jur Seite habew, ift gleid)y der Fabl ber
Dingonalendreiede eined N—2 eds, die etne gemeinjome Ece befitten.s Hitten toiv beim Beginn
oer Betvadytung ftatt dber Diagonalenvievede die Vingonalenzr EGde mit dber Seite 1.3 gejeidynet
gedacdit uud baun jeme Yinie verjdivinden laffen, fo iviivde al8 Enbrejultat offenbar ein
Saty jid) exgeben haben, ber fidh von bem aufgejtellten nur dabuvd) unterjdeiven tinnte und
ntiifite, daf in ihm die Worte Diagonalenvieved und Dreied Dingonalen-r Ed und R—1 ek lauten.
Die Aahl der Diagonalenfiinfecte, toelde tm Ned bie Dingonale 1.3 ald Seite Haben, ift mithin

ftofen, inie toiv wijjen, in einer Gde eine8 N—2 ect8
sufarmmen.  Dingonale 1.4 it in (n—8); Dingonalenfiinfeden Seite, benn lajfen toiv im

o 2}

urjpriinglid) gegebenen Ned bie @eiten 1.2 und 2.3 mit dber Diagonale 1.3 jujammenfallen,

jo fpielt in bem daduvd) entjtanpenen N—1 ed Dingonale 1.4 biefelbe Nolle, bie 1.3 im Nede

felbjt fpiefte. @benjo exjdieint Diagonale 1.5 i (n

m—10); u. §. w. Gde 1 ift alfo in

h—T)y + n—8); + (n—9)% + (n—10)s + ....+ 1 ober (n—06), Fiinjecter Vinkel-
3

g
~

= (n—T7);, denn foviel Diagonalenvievede

9); Fiinfecen ol Seite, 1.6 in




1S

i
L

ingo-

fpite. Sm gangen Ned finden fidy alfo n (n—06), Eden filr Fiinfecte ober 7 (n—06),
nalenfiinfecte. —

3t (n—6); die Bahl der eine gemeinjome Ede befisenden Diagonalenfiinfece, fo ijt
Diagonale 1.8 in (n—=8), Diagonalenfedhdeden Seite, 1.4 in (n—9), 1.5 in (n—10),
und Ede 1 in (n—8) + (0—9% + (n—10) + ..... 41, b b in (n—T); Diagonalen
jedyseden eine ber G Wintelfpiken, = (n—7T)5 baher bie Fahl fhmmtlider Sedisece tm Ned.
Auf bicjelbe Weife finbet man als Bahl ber Dingonalenjiebenede 5 (n—8)g, bev Adptedte | (n—9),
und fann baljer [dylicfen baf l "Ln r—1],; bie Aahl jEmumtlidper Diagonalensr Ede und

(n—1r—1),_; bie Anzabl derjenigen unter ihuen ift, welde eine gemeinjame Ede haben, Jjt

bied abev ber Foll, jo befinbet iy aud) bie Diagonale 1.3 in (n—r—3)—y R + 1eden,
Diagonale 1.4 in (n—r—4)r—y, 1.5 it (m—r—>5)—y und Ede 1 in
m—r—3) +m—r—4), ; + (n—r—>5)s +.....+ 1R + 1 eden al8 Ldinfel

fpige. Die Summe bder Reihe betrdgt aber (n—r—2),, folglihy ", [n—r—2]. bdie Bal

ber Diagonalen=r + lede, iwelde diberhaupt in ein Ned eingeseichnet werben fhumen, ober,
tas bafjelbe bebeutet, bie aud Unalogie aufgeftellte Fovmel fiir die Dingonalensr Ede tm Nede ijt
purd) ben Sdylug bon n auf n 4+ 1 ald walr evioiejen.

DBeijpiel, Jm B6ed ijt die Aahl ber Diagonalenbvreiede 5952, ber
712530, bver Aditede 3996135, der Aditzelunede 2, der Fmwangigede O, vie e denn iiberhoupt

=y

)
%

ingonalenjedsece

nicht mdglich ift, ein Diagonalenvieled mit mehr ald Eden in ein Polygon ecinjuzeidmen. Jm
Awilfed betrigt die Anzahl fammtlider Diagonalenfiguren 255.
22) Wieviel Dreiecte entftehen im Juuern cined Neds, deven &eiten Diagonalen unb deven
Ecten Duvd)jcnitispuntte ber Diagonalen jind, venn leitere obne Ansnabme gezogen twerben ?
Jeved ber begeidhneten Dreiede wivd buvdy 3 Diagonalen gebiloet, die in 6 verfdyicdenen
Eefenr endigen.  Je 6 Gden fiheinen alio geeignet, eind ber vevlangten Dreiecte hervorgubringen,
und fie thun bies aud), tvenn man die exfte mit ber viecten, bie tveite mit der Flinfen und bie
britte mit dev fediften verbinbet. Eine anbdere Lerbindbungsiveije ber 6 Gefen gieht fein Dreiect
it den in ber Aujgabe geforbevten Gigenjdaften. Je 6 Eden geben alfo eind, aber audy muw
cing bev vevlangten Drefecte. Die Anzall berfelben ift mithin gleidh ber Rabl dber Combinationen
per fedjften Klaffe von n Glementen ober gleid) ng.  Daher finben fid) im
Ged, Ted, - Sed, 19cd, 10ek, Iled, 12ed, 15 ect
1 7 25 84 210 462 024 1716
Eine NReibe fedyfter Ordnung.
23) LWiebiel Drelede entftehen itberhaupt duvd) bag Durd)jdneiden der Dingonalen im Neet?
Die burdy das Biehen der Diagonalen entjtehenben Dreiede laffon ficdh i 4 Klaffen theilen,
ie nachoem nemlidy feine, eine, el oder alle drei Gefen ber Drefecte jugleid) Ecden ded Neds
jind, Die Angahl der Dreiede, Wwelde der evften Gruppe angehven, hoben wiv cben ju ng
bejtimmt, ebenfo die bev legsten jdjon friifer ju ny, e8 wdven mithin nur nod) die entjpredienden
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Aallen fiiv die beiben andexn Stlaffen aufsujuchen. Jn ven Dreiecten, tveldie zivei Winfelipien
mit dem Ned gemeinfam haben, ift bie britte Gde ber Duvdjfnittspuntt jtoeier Diagonalen.
Wotradhten twiv aber einen foldhen, fo feben wiv, baf ev nidt die Spike cines Dreiedts allein,
fonbevit die 4 verfdiedency ift.  Seder jveite Diagonalenjdinittpuntt ift Ede von 4 nenen Drei:
ecfenr, my Dingonalenfduittpuntte exiftiven im Ned, folglich 4n, bdie Babl dev Dreiece bdev britten
Qlafie. Daffelbe Refultat hitte fid) ergeben, wenn twiv gejagt hitten: ny ift die Jahl fammtlider
Biovecte, tn denen alle Ecden ugleid) Eefen ded Nectd find, jedes bicfer Bievecte toird burd) jeine
beiven Diagonalen, die aund) Diagonalen ded Neds jind, i 4 ber verlangten Dveiede getheilt,
aljo 4n, beven Mmzalhl, — Ut endlich 3ut evfabren, tvicviel Dyeiecte nur cine Ede mit dem Ned
qemeinjam faben, benfe idy twicder fdmmtliche Gcfen der Reihe nad) mit den Zahlen 1, 2, 3,
4 . .. n beyeidhnet und bie von 1 ausgebenden Diagonalen 1.3, 1.4 w. f. 1. ofme Audnabme
gesogen. Fange i) jeit an, die von 2 auslaufenden Diagonalen gleidyjalls ju jeichnen, wnd be
ainne mit 2.0, jo {dneidet dieje die n—3 von 1 fommenden Dingonalen in ebenjoviel Puntten,
j¢ stoei berfelben confjtituiven mit @cfe 1 zufonmuen cin vevlangtes Dreiect. n— 3 Bunfte geben aber
(n—3)s Bunttenpaave, folglid) giedt ed im Ned aud) (n—3); Dreiece, die Ece 1 jur Spitse
und ein nicht in ciner Gde endinendes Stitd der Diagonale 2.1 al8 Grundlinie haben. Diago:
nale 2.n— 1 werde nun gesogen, jie fdneivet bie von 1 auSgebenden in n—4 Punften und
wingt daher (n—4), Dreiede dev verlangten Avt mit Ede 1 jujammen hervor. GEbenfo [dft
i

-

—
]

endlidy Diagonale 2.5, weldje nur nod) jtoet von 1 fommenbve trifft, 1. Sdmmtlide in den
Ecten 1 und 2 endigende Diagonalen erjengen aljo
(n—38) + m—4)y + (n—5)s + (n—6)2 4 . ...+ 1 ober (n—2)

agonale 2.1 —2 (n—5). DOreiede mit 1 entftehen, Diagonale 2.1—3 (n—6), 1. f. W,

Dreecte der sweiten Klajje.  Veadhten wiv nun die bon 3 ausgehenden Dingomalen; bdie erfie
3.0 fdineibet bie von 1 fommenden mit Ausuabhue vou 1.8 janumtlichy, bringt alfo n—4 Scnitt-
puntte und (n —4), nene Dreiede ju den gefunbenen hingu. Diagonale 3.n—1 [t analog
(n—D): Dveiecte mit Ecfe 1 entftehen, Diagonale 3.1 —2 (n—~6),, und da
(n—4) + (n—58) + (n—6) + ...+ 1 = (n—3)s ijt, o ift aud) dies bie Aafl ber
Dreiece bder zloeiten Rlajfe, deven Spite 1 ift und beven Seiten Ubjdnitte der von 1 und 3
fonmmenden Diogonalen find. Ebenfo geben die Diogonalen, deven einer Enbdhuutt 4, b, 6 ... v
ift, mit ben Yon 1 fommenden (n—4);, (n—>5)s, (n—06)s, (n—1)y Dreiede devjelben Art.
Abdivt man aber bie NReibe
(h—2) + (n—38) + m—4) + (n

fo ift (n—1); bie Summe alfer bev Dreiede ber jiveiten Klajfe, die in Ede 1 jujanmmentrefren.
Ghenjoviel jtofen in jeder anbeven Ecfe bed Nedt® jujammen, folglid) n (n—1), oder, was
bafjelbe bedeutet, bns bie Babl ber geiviinfdjten Dreiecte.

Sdmeller liefe fih dajjelbe Refultat in folgender LWeife finden. Bieht man in einem Fitnfed
3 Diagonalen, fo entjteht ein Dretet mit den Gigenthimlichleiten vev im Ned gefudjten; jieht
man afle 5 Diagonalen, jo entftehen b devavtige Dveiecte. Umgefehrt, betvadytet man ¢ing ber

o ik
s B

By vk Ity skl
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veiedfe im Ned, jo endigen feine Seiten in 5 Gden bdes Nedd:; diefe find buvd) Seiten obey

2 o)

Diogonalen u einem JFiinfed verbunden und jeded ber verlangten Dreiece (Rt fidh alfo als
ein burd) drei Diagonalen eined jener Flinfede evzeugted anfehen. Die Aahl ber Finfede betrdnt
aber, toie twiv ifjen, ng, in jebem jind 5 verlangte Dreiece, alfo tn allen oder im Ned Hns.
Addiven wiv jdlieflich die filr die vievte Klaffe von Dreieden gelwonuenen Grifen, jo evaicht jid)
bie Babl jammtliher im Ned durd) das Hiehen bder Diagonalen entjtehenber Dreiece

ny + 4n; -+ by - ng. Wethin finden fidh im

ded, Hed,  Ged;  Ted, oAl Yed, 10ec, 11ed

0, B, 30, 105, 280, G630, 1260, 2310 Dreiede 3toeiter Klafie,
8, iE sl i 287, 644, 1302, 2430, 4257 Dvefede iiberhmupt.

Atvei avithmetijde Reiben fiinfter und fedjter Ovbmumg.

24) Wieniel Eden Dot ein Vieledt, i dem jid) 210 Dreiede finden, deren Ecden ohue
Ausnahme Sdmittpunite von Diagonalen jind ?

Die Aabl der Dretece, in benen feine Ede wgleid)y Gde des Nedé ift, betvaat ng, folglich

n.{n—1} (n=2} (n—=3) m—4) (n—h

e = 210. Maultiplicive i) bdie beiben dufexn, die Deiden mittleven und
die beiden anbeven Factoren bes Ansdbrudd mit einander und die ganze Gleidhung mit 90, fo wird

(ni=5m) (n*=0im - 4) (n:=5n )

: . s 18900,
‘f — z gefet, piebt z (z + 2) (z + 3) = 18900
z? 4 bz? - 6z — 18900
zg3—2bz? L 3022—TH0z 4+ 756z — 18900 = O
(z—25) (22 4+ 80z + T66) = 0.
Jeder der beiben Factoren = O gejetst, Lift die Hauptgleidiung O werden, aljo
zZ = 20 ober 2 = — 15 4 )/ =431
und n mit Beviidfichtigung der Hitlisgleidiung n2—in — 2z
— 10 = —5 = 2= V=86 Lvim

Bon dieferr 6 verfdyiedencn ber anfpefteliten ['\ilcidn:uﬂ-mlliim‘nbm Wevthen entipridht unjevex
Aufgabe nur der erfte n = 10. Dad Behue ijt aljo das gefudhie BVieled.

25) Wie grof ift im Ned die Angahl dev Bievede, tweldhe drei unmittelbar auf einander
folgende Gden des Nedts unb einen Diagonalenjdynitthuntt als Eden Haben ?

Deifen die Ecden be8 Neds 1, 2, 8, 4 . . . n und bejtinmmen toiv juerjt die Aabl ber
Bievede, twelde bie Seiten 1.2 und 2.3 bejigen. Aufer 1.2 und 2.3 Laben diefe Bievede
offenbav nod) 2 von 1 und 3 ausgehende Diagonalen u Seiten, und fo oft fidh 2 biefer
Otagonalen jdineiben, o oft entjteht cin Bieved ber verfangten Avt. Diagonale 1.3 fommt
nidt jum Sdnitt, dagegen tivd 1.4 von allen itbrigen in 3 endigenven Diagonalen gejdmitten
und bilvet daher mit 1.2 und 2.8 n—4 BVievede. 1.5 exbilt durd) die vom 3 fonumenden

L.

Diagonalen n—5H Sdnittpunfte, 1.6 n—6, 1.7 n—7, . . . 1.n=—1 cinen. 8§ finden jid
aljo 1 Ned
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n—4 +n—> +n—64n—T+4...4 1 ober (n—3), Bievecte, die die Gefen 1.2.3
und einen Diagonalenjdynittpuntt als Winfelfpien haben. Edengruppen von dev Fovm r, r + 1,
r + 2, beven eine 1.2.3 twav, giebt ¢8 aber im Ned n, folgli) n (n—3), die Zahl ber ver:
langten Bievece.

26) Wie grof ift tm Ned die Ball dev Figuven fiberfaupt, weldhe r auf einanbder folgende
Gefen de§ Neds und einen Diagonalenjdnittpuntt ju Ecen Haben ?

Wir forjdhen juerft mad) ber Anzahl der R + 1 ede, bdie die Gden 1, 2, 3 . . . r des
Nedd mitbejiben. Die fehlende Cife tivd duvd) jwel von 1 und r auslaufende Diagonalen
evjeugt.  Aber micht jeded diefer Diagonalenpaare evzeugt eine derartige Ede. Diagomale 1.r
theilt nemlich das Nedt in ein Redt und ein (n—r + 2) edf, und 3ieht man jivei der genamuten
Diagonalen, die jugleidy im r e Diagonalen find, o durdjdmeiven jidy diefelben star miglider
Weile, geben dann aud) ein R 4 1 e, aber eing mit einem einfpringenden Winfel, wnd diefe
baben twiv, um Vertvivvitmgen ju vevrmeiden, ein= fitv alfemal aus wnfern Betvadtungen ausge:
jdloffen. Die im N—r + 2ed von den Endpuniten ber Seite 1r auslaufenden und fidh
jdneidenden Diagonalenpaave allein geben uné alfo mit jedem Sdnittpuntte eind bder bver
langten R + lede. Der Sdinittpuntie jind aber nody Mummer 13 und 14 (m—1)s, alfo
n (n—r)y bie Auzahl der verlangten R 4 Lede, denn Gengruppen wie 1, 2, 3 .. . r giebt
¢ it Ned n verfdicbene, fede Gfe famn jo bdie erfte einer foldien Gheuppe fein. us diefem
allgemeinen Refultate folgt, daf in febem Ned n (n—2), Dreiede, n (n
n (n—>5), Sedsecte u. . . der verlangten Avt exiftiven. Figuren von der getulinjditen Be-
jhaffenbeit mit wefr ald n—2 Seiten tommen nidt vor, bie Aabl ber lefsteven betvdgt gevade
n und bdie fammtlider Figuren:

D (n—2) +n M—3p+nm—4s+....+0=n1n @m—1); = 4n,,
ift aljo gleich bex Bahl der Dreiecte bie et beliebige Eden bes Neds und einen Diagonalenjdnitt
puntt ju Gefen haben. Ditten tviv diefes Uebeveinjtimmen, weldes fidh and) aus dex DBetradtung
jeved Bieledts crgiebt, benubt, fo Bitten toir unjere drage natiivlich femneller peldft, aber bie
Anzahl ber Dveiede, Finfede, SediSece u. . f., weldhe den gejtellten Bebinguugen geniigen,
iyt fennen gelernt.

27) Bon den n Ecen eines Vieleds feien brei beliebige a, b, ¢ befonders bexcidet. Wiebiel
Bicvede entjtehen, wenn jammtlide Diagonalen gezogen find, von denen je drei Geen in a. b
und ¢ fallen, odhrend die vievie ein Diagonalenjdnittpuntt ift ?

Die vierte Ccde jebes bdiejer Vievede entjteht, indem 3ivei von den Eden a, b. ¢ ausgehende
ingonalen fid) jdmeiden. Wie oft ijt dies mdglidh? Gieht jeder Schnitthuntt cin BVieved? —
Bivifden a und b migen «, shoijden b und ¢ B und zwifden ¢ unmd ay Eden im Ned ltegen.
Denfe ab und be geogen und e entjteht ein v + 3 ed; feine Eden find abe unb bdie
sioifthen ¢ und a liegenden Geben be§ Neds. Sebes in biefem y 4+ 3o durd) dag Aeidyuen
ber Diagonalen entjtehende Vieved, weldes die in ihm unmittelbar auf cinander jolgenden Ecfen
a, b, ¢ als Wintelipiten benubt, und bdeven e nad) Mummer 25 ¥a giebt, gendigt aud) unfever

4), Fiinjede,

S




Nufgabe. Rieht man fevner die Yinien be und ca, fo evhilt man cin (o + 3) e und mit 1hn
s newe Bievede, wibhrend dad durd) ca und ab bejtimmte (F + 3) ed nod) Fa BVievede liefert.
ndere den geftellten Bebingungen geniigende Lievede giebt ed nidht, denn bdie nody nidt be
nubten, bou a, b, ¢ audgehenven Diagonalen jdueiden jid) entiveder nidyt im Ned ober bringen
Bievece mit diberftumpfen Winteln hevvor; die Sunune ber verlangten Bievede betvigt aljo
ty + f2 + 7.

Beijpiel. Frage ich, wieviel BVievede o8 in einem 36Ged piebt, beven Ecden jugleid) bie 1jte,
Ote unh 27jte Gefe bes 36eds find, jo ift bdic Untwort 7o 4 17, + 9., bemn hvifden ber
1iten unb 9ten Ede liegen 7, oifdien ber Oten und 2Tften 17 und jhvifden der 2Tjten und Iiten 9.
Ta + 17 + 9, aber = 193.

28) Weldhe r Ecfen cines Lielects miiffen getwdhlt toevben, bamit die Bafl ber R 4 1ede,
die etmen Dbeliebigen Diagonalenjdmittpunft und jene r Gfen  als Winkelfpiten benuben, ein
Meagimum oder ein Wininnun wevbe ?

Die Rabl ber Geternr, weldhe sivijden den anfangd beliebiy ausgeivihiten r Eden a, b, e, d ...

lieqen minen, fei dev Teibe nady o, f 9 o . . . . Dentt man nun jimmtlide r Eden in dev

Weife, in ver fie im Ned auf eimanbder folgen, verbumben, jdjliefit indef betm Lerbinden bie
beiven Glent aus, svijden tweldien fid) e Eden finden, jo entjteht ein (@ + r) ed unbd in biejem
it bie Bahl ber R 4 Lede, weldie die r gewdhlten Puntte als Eefen bejitien und jonjt den
Bedingungen unjever Aufgabe gemiigen, nad) Nummer 26 @, Auj dhnlide Weife Hnnen toiv
nady einanver ein (8 ryed, ein (y L r)ed, ein (0 + r)ed 2. vor wnjern ugen fid)

biloen faffen, und jedes Ddiefer Polygone giebt und bann auch vefp. Mo, g2, & . . . . neME

R + 1ede ber verlangten Avt. Die Summe aller unfever Frage entjpredyenven Figuven ift aljo

e 4 fo 9 b on o s
Wann ijt diefe Gréfe ein Marimun? Wann ein WMinimum? — Die eingige Bedingungs
pleidiung, telde goifden den r Gvifen o, 8 y . erijtivt, fjt

e Y 0 .. idmp = n—=n

Selie n—r = m, baun ijt

Pl I— == — R e =
und entioicfelt man in dem Ansdrud wx -+ o + 92 4oy (M—a—f—y .. — )y
pie eimzelnen Glicber, fo miifite entjdjieden tverven, wann
1 [rr."l—u + fR—f + gt —y + 4 mt—g + m:—2um 4+ o« —2mg -+ 20 + 52
—2my + Zuy + 28y + 42 ... 2o + 2o, . . Fw—mtat+gt+y+...+ 7
et Martnmnn odver Miindmum fei.  Fener Ausdvud veducivt jid) aber auf
m: Sl b e Ly —em 2 Sy = L

—my - .. . Fort—ma

—my—a(m—u—pF—y. ... —a)—pFm—pF—y—d .. )—y(p—d...)...—x(m—z).

DBeadten wir, daf m ftetd grifer ald e - & + ¢ Fd.... + =« {jt, aljo alle n ben Paventhefen
auftretenben Grifen pojitiv find, fo ijt tar, daff der Ausdbrud ein Waxinume wivd, fobald «,
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A R R T R 7 indgefammt gleid) O twerben; ober: Die Bahl der R -+ lede witd fo grof
ald miglid), wenn bie » audgelodhlten Gden wimittelbay auf einander folgenbe find.

Um augsumittelun, toann dev julest oufgeftellte Ansdrud ein Wiinimum wevde, nehme man
7> & .. .. 7 cinjthoeilen beliebig Deftimmt an und unterfude nur, ivie a und o fidh in die
itbrig bleibenben Eden theilen miiffen, damit jo wenig R+ 1ede tvie miglid)y fidy biloen [affen,
ober, wagd dafjelbe fopt, toann dev Ausvrud in BVejug auf e allein ein Winiunum werbe. Dies
hingt aber eingig von bem ®liede « (m—a—pF—y . ... . —n) ab, e in den itbrigen
fonmt e gar nidt vov. Jjt iudef bdiejes Gilied ein Marimum, fo ift der gonge Ausdvud in
B—y. ... —n) itd aber fo grof tie moglid,

o
by

Besug auf e ein Wimimum, e (m—o

wenn id) « MTPTYT s ST foe, benn banm geft das ganze Gilied fiber in
[m—f—y ....—= it m—f—y...—a 5 £ T iy

: i *, Todalrend, loennt o« — 5 - X gejeBt loied eg bdie Gheftalf
Mm—f—p 0 —na]? 2 ; e m— 'y i 7 i

AL U —x? gunimmt. Qft « = Lt =, fo ijt aud) o = &, benn
beide jind jo jufammen = m —gF—y ... —a Hat man alfo r—1 Eden in cinem Polygon

beliebig ausgelvdllt und nur nod) iiber bie rte Ede 3u disponiven, fo muff man, um die Zafh
ver in unfever Yufgabe djavacterifivten R + 1ede jo Hein ald mdglid) ju madjen, bdie rte Gde
jo legen, baf bie sivijden der Iletten und evjten Delichig audgetdhiten Gefe legenben Wintels
fhiten in jhoei gleidie oder, tvemn dies nidyt moglich ift, in et moglidit aleidhe Grubpen ge:
theilt toevden; thut man dies nidit, fo Wddft mit der Diffeveny der Gruppen die Sahl ber
R + lede. Und nun, da man dies ieifi, fefre man nod) einmal zu ben anfangs belichin
auggervdhlten v Eden a, b, ¢ . . . juviid und fese, Wwo ivgend cine Gde nidt in der Miitte
swifdjen den beiben Machbavedten ftelhit, fie dovt hin. Duvch jede diefer BVerfeungen wivd die
Aabl ber B -+ 1ede vermindert, und famn: mwan enblidy feine Berfelrung tn dem angedenteten
Sinne mely ausfithven, finden fid) alfo swijden den ausgewdhiten Wintelipitten die andern in
miglichjt gleidher Weife vevtheilt, Jo ift bad Winimum evveicht, denn fede 1ewe Berfesung toiivde
entiveder die Fahl der R -k 1ede ungedudert [afjen oder vergrifern.

Jm 36 ed toivd dafer fitr die Vievede ein Minimum cintveten, wenn zivijden ben ausges
todhlten Gden a, b, ¢ je 11 anbere liegen, Es betvdgt .11, ober 165, wdbvend bdas Marimum
332 ober 528 ift. Jm 33 ed it fiir die Sedsecte Winimum, twenm 3ivifchen dbrei Paar ber 6
audgetvahlten Cden je 5, jioifden den dibvigen je 4 legen. Bwijdhen welden Paaven fe H oder
je 4 liegen, ift gleichgitltig, bie Babl berfelben Belduft fich tmmer auf 48.

29) 3ieht man in einemr BViclecke bie Diagonalen, fo entftehen neben andern Diguren aud)
bolljitindige Vievede, beren 4 getifhulicdhe Eden Diagonalenfduittpuntte und deven beide aufer
oroentlidhe jugleid) Cden bed Vicleds find; twieviel folder Bierede gielt es?
~eded diefer bolljtandigen Bievede befitt al8 Seiten 4 Diagonalen bes Neds. Se jwei
vevjelben enden in etner Ede, wibhvend fie von jwei vevjdiebenen audgegangen find, 6 Gen
jind aljo ndthig, wm ein volljtindiges Vieved entjtehen ju lafjen. Aber 6 Eefen geniigen aud,
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wm widit nue ein deravtines Lievect, fondern um 6 Hervovyubringen. Fajfe nur von 6 beliebip
getodbiten Gefen je 2 unmittelbar auf einander folgende al8 die auf, in bdenen fid) bie Seiten
bes volfftindigen Bievedtd frenzen, und dbu tivjt didy von ber Vehauptung iberzeugen. Yiefert
aber fede Gombination der fedijten flafje der n Eden 6 volljtinbige Bievede, fo it die Cejanunt-
safl berjelben 6Gng, 3. B. im Elfed 2772.

30) Wicbiel Figuven, in denen 3tvei, aber aud) muv jwei Diagonalenjdmittpuntte als Eden
auftveten, finden fidhy tn jebem Polygon, fobald in demjelben Jammtliche Diagonalen aezopen find ?

Betm Betvaditen einer der begeidyneten Figuven bemertt man ofort, daf die beiden Diago
nalenfdhnittpuntte, twelde jie al8 Gen befiben mufi, auf e und derjelben Diagonale liegen,
und ninmmt man ivgend jwei auj einer Diagonale gelegenen Sehnittpuntte und gehit von ihnen
aué auf ben Diagonalen, weldhe fie hervorbringen felfen, bi§ ju den 4 Eden, in weldpen dieje
miinden, fo exhilt man zhoei ber bevlangten Figuvenw, twenn nidt etiva die ald TWea benubten
Dingonalen fid) freugen, che jie bie Eden evveiden. S biefem Falle ehalt man nue eine dex
getoiinfdyten. Figurerr, wabrend jtatt ber andeven fid) em Dreiedt bilbet, defjen Gcen obne Aus:
nahme Diagonalenfdmittpunite find. Ja wo ein joldes Dreied fid) fm Junern eine§ Neds
finbet, ba vernidytet e8 pleichjom brei der gefudhten Figuven, tveil drei Paav Diagonalen, von
denen iedes eine dritte Diagonale o eben in 3ivei verjdjiebenen Puntten gefreuzt hat, feine Cclen
bilben. Wehersigt man dies und bie Anbeutung, dafi man jede bder in bev Aujgabe gejudyten
Figuven auf dem eben gegeigten Wege entfehen lafjen famu, jo merft man jopleid), bof Ddie
Summe alfer diefer Figuven gleid) ijt dex doppelten Wnzahl aller Diagonalenabidymtte, die nidyt
in Gden enbigen, minus bder oreifadien Zahl der Drejede, bdeven Eden mr Diagonalenjdynitt
punfte find, Der Subtralend diejer Difjereny ift beveits befannt Bng, dev Weinuend aber nod)
aufaufinden.  BVerjudhen iwir dies.

Yuf Diagonale 1r befinden fid), twie tir wiffen, (r—2) (n—r) Sduittpumtte und, da
je swet derjelben einen der gejuditen Diagonalenabidhnitte begrinzen, [(*—2) (n—r)]» bevartige
Adjdmitte. Ao fpeciell anf 1.3 (n—3), auf 1.4 2n—8),, auf 1.5 (3n—15)., auf
1.6 (4n—24),, auf 1.7 (bn—=385)s, auf 1.8 (6n—48). u. j. . Um bdiefe den n—3 bon
1 ausgehenden Dingonalen entfpredjenden Givifen yu abbiven, entwidle ich bi