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Die Vertheilune der Wirme in der Kugel

Nach dem Vortrage von B. Riemann bearbeitet von K. Godecker.

Dir folmenden Zeilen verdanken ihve Entstehungz dem Vortrage Riemann's, eines fritheren
Sechiilers unseres Johanmeums.®) Unsere Anstalt darf nm 50 mehr stolz darauf sein, dass ein 8o
hedentender Mathematiker aus ibr hervorgegangen ist, als feststeht, dass besonders der friithere
Mathematik - Lehrer des Johanneums, der kiirzlich verstorhene Sehulrath Schmalfuss, von Kinfluss anf
seinen Schiiler Riem ann gewesen ist. — Ich habe es um =o lieber ihernommen diese Zeilen zu schrei
hen, da ich meinen Lehrer Riemann den Sehiilern des Johannenms als Musfer empfehlen michte,
einmal wegen seiner grossen Bescheidenheit und zweitens wegen seines wissenschaftlichen Strebens,

das trotz aller kirperlichen Leiden und aller Hindernisse nicht cher aufhirte, als bis Gott ihn abrief.

Ich habe im Winter 1860/, Riemann's Vorlesungen iiber partielle Differential-Gleichungen
gehirt; den Aunfreichnungen, die ich damals gemacht, habe ich die folgende Arbeit entlehnt.
Herr Dr. Hattendorff in Aachen, der gleichzeitig mit mir Riemann’s Vorlesungen hirte, hat
allerdings hereits vor etwa 3 Jahren, mit Benutzung des Nachlasses, Riemann’s Vorlesungen iiher

partielle Differential - Gleichungen heransgegeben. ™) Diese Ausgahe hat nicht allein sonstige Mingel,
sondern sie ist anch wnvollstindig; denn zie gibt nicht nur Riemann’s Vorlesungen vom Winter
18600 unvollstiindig wicder, sondern sie nimmt auf die jiingsten Riemann’schen Vorlesungen auns
dem Jahre 1862 keine Riicksicht, obgleich diese bedentend von den friheren abweichen. (Siche
Zeitschrift £, Math. und Physik von Sehloemileh, Kahl n. Cantor. Jahrgang 1870.)

Statt des obigen Problemes wiirde ich noch lieher ,die Bewegung eines Ringes in emer
unendlichen Flissigkeit* behandelt haben, wenn sich Herr Hattendorff die Heransgabe jener
Riemann'schen Arbeit nicht vorbehalten hiitte.

# Bernhard Riemann wurde am 17, Sept. 1826 zu Breselens im Liincburgischen geboren, Von Ostern
|- Abtheilung unserer Ans

talt

1842 his Ostern 1546 besuchte derselbe die beiden obersten Klassen der Gymnas

und ging dann, mit den besten :"‘.L".l:_'.':li.‘-:"l.'h verschen, nach |:II[|i|I![|']|: nm Mathematik und Theologie zu  studiren
Seine mathematisechen Studien setzte Riemann von Ostern 1847 —1849 in Berlin fort und kam dann nach Gist
tingen zuriiek, wo ¢r sich ausser mit mathematischen, auch mit psyehologischen, metaphysischen und plidagogi-
gehen Studien heschiifticte. Seit dem Beginn der Universitifs-Studien verfolgte ihn schon eine Krankheit, der
Riemann endlich am 20, Jali 1866 in Selasca am Laro margiore erlag, (Nidheres liber Riemann's Leben und
Wirken findet man in den Nachrichten der Kimigl, Gesellschaft der Wissenschaften za Gittingen vom Jahre 1367
von Prof. Schering, der anch als Schiiler ungerem Josanneum angehiivt hat,)

##) Die partiellen Differential - Gleichungen und deren Anwendung anf physikalisehe Fragen. Vorlesungen
von B. Riemann. Fiir den Druck bearbeitet und herausgegeben von H, Hattendorff Braunschweig 1860,




In den folzenden Zeilen halte ich den Gang inne, den Riemann eingeschlagen hat; nur
um dem Leser nicht unverstiindlich zu bleiben, der das Hattendorff'sche Buch nicht zur
Hand hat, werde ich aus den fritheren Vorlegsungen Riemann’s eciniges hinzofiizen miiszen. —
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Zum Sechluss lasse ich dann, nach Riemann’'s Vorgange, Fourier’'s Untersuchungen iiber die

Temperatur der Erde folgen.

Fourier sicht in seinen Untersuchungen die Wirme als ein Fluidum an, welches der
wiarmere Kirper dem Kiilteren mittheilt.  Obgleich wir hente wissen, dass diese Theorie nicht
richtiz ist, so kinnen wir sie dennoch zur Erklirunz mancher Erscheinungen sehr gut anwenden,
wie wir auch heute die Emanations-Theorie noch gebranchen, uwm manche Erscheinungen des
Lichts anf einfache Weise zu erkliren. Den folegenden Untersuchungen liegt naech Fourier's
Voreange diese Emanations -Theorie zn Grunde.

Zwei Kirper haben gleiche Temperatur, wenn weder der eine von dem andern Wiirme
empfiingt, noch an denselben Wirme abgibt. — Die Wirmemenge, welche die Masseneinheit eines
i enthiilf, als bei der ‘Temperatur des

Kirpers bei der Temperatnr des siedenden Wassers me

schmelzenden Eises, nennt man seine specifische Wirme. — Wirmeeginheit izt die Wirmemenge,
welche nithig ist, um die Gewichtzeinheit (1 Kilogr.) Wasser von der Temperatur des schmelzenden
Eises in siedendes zu verwandeln bei mittlerem Barometerstande (= 0™,35). Hat ein fester Kdrper,

der die Temperatur des schmelzenden Eises hatte, die Wirmemenge ¢-© aufgenommen und ist
dessen specifische Wiirme — ¢, 80 ist © dessen Temperatur; ist aber die Masse dieses kirpers
— M, s0 muss die Wirmemenge

M.c.-©
in ihn dringen, damit seine Temperatur von Null bis auf © erhéhet wird.

Wir nehmen nun ferner mit Newton an, dass der unmittelbare Wirmeaustansch zwischen
zgwei Theilchen nur dann stattfindet, wenn ihre Entfernung selhr klein ist im Vergleich zu den
Dimensionen des Kirpers; ferner, dass der Wirmeaustansch proportional sei dem Temperatur-
unterschiede beider Kirper unter sonst gleichen Verhiltnissen.

Denken wir uns einen Korper, dessen Temperatur so beschaffen ist, dass sie in einer he-
lichigen Ebene parallel der YZ-Ebene fiherall dieselbe ist, so wird die Temperatur irgend cines
Punktes desselben nur von x abhingen. Es mige ferner die Temperatur mit wachsendem x ab-
nehmen und es bestehe zwischen n und x eine lineare Gleichung, so wird man sehreiben kdnnen

=6 —aX
Ist x; ein Puonkt, der sehr nahe an x liegt, so dass ein Wirmeanstansch zwischen den beiden

Punkten stattfinden kann, so wird dieser dem Werthe
o (X3 — %)
proportional sein. — Es sei ferner a-k. die Wirmemenge, welche hei der Temperatur u durch

die Flicheneinheit in der Zeiteinheit hindurchgeht, so ist
koo, dt
die Wirmemenge, welche bei der Temperatnr u durch das Flichenelement w in der Zeit dt
hindurchgeht.
Setzt man aber voraus, die Temperatur eines Korpers sei von x ganz unabhiingig, sie sei
also in allen Graden parallel der X-Achse dieselbe; aber sie sei von y und z abhiingig, so findet
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durch eine Ebene abed parallel der YZ-Ebene kein Ausstromen statt. — Offenbar ist auch in
diesem Falle die Temperatur des Kfrpers eineé Funetion des Ortes, folglich
= %, 7, 2):
[n einem Punkte x-|-x!, y-}-y', z 1-=! ist also die Temperatur u' zn derselben Zeit bestimmt
durch die Gleichung
] al = f (x4-x1, 7+ ¥, 4 &b

.

Nimmt man x!, y!, 2! klein genug an, so kann man die Function nach dem Taylor’schen

Lehrsatze entwickeln und die hiheren Potenzen von x', y! und z' vernachlissigen und man erhilt
daher in Bezug auf x!, y! und #! die lineare Gleichung

S d e tlu.\;l 4 4 Lo

o g

Vorhin ist erwiihnt, dass durch ein Flichenstiick parallel der YZ-Ehene kein Ausstromen von

Wirme stattfing

stiick w parallel der Y Z - Ebene, so kann die Wirmemenge, die hindurchgeht, nar von

ef, wenn u nur von y und z abhiingig ist; liegt daher ein unendlich kleines Flichen-

{
lu o
il x
abbiingig sein. — Nach der fritheren Anpahme ist die lineare Gleichung fiir die Temperatur
e ey

ar idn

also ist jefzt o :
i x

Die Wirmemenge, welche in der Zeit dit durch das vorhin genannte Flichenstiick o hindoreh-
gzeht, 1st

du
— —k =— w-df
dx
Den Faetor von m.dt, das ist die Wirmemenge, welche in der Zeiteinheit durch die Flachen-
PR 3% s . o du
einheit hindurchgeht, diese Grisse — k o nennt man den Wirmefiuss.
At T

Es sei ein fester, homogener Kirper gegeben, welcher den ganzen unendlichen Raum
erfiille, und es sei die Temperatur irgend eines Punktes zn irgend einer Zeit zn hestimmen.
[8t nun

u= 9o (x¥zt),
so ergibt sich fiir ein Parallelepiped, dessen Kanten dx, dy und dz sind und dessen eine Hcke im
Punkte x, y, z liegt, dass durch das Rechteck dy-dz die Wiarmemenge
du

k cdy dz-df
i x -

ansstrimt, dagegen durch das gegeniiberliegende Rechteck dy -dz die Wirmemenge

k ({l “)“ : ”Hwt_\'-tl:{ 8

ix
ginstromt, mithin erhilt das Parallelepiped in der Richtung der X-Achse einen Warmezufinss

7

l{l{d "Jx g g..n{d” 11]}' dz . dt

d x dx |
in der Zeit dt. Oder die Wirmezunahme betriigt
12
el cdx-dy-dz. dt.

dx?
Der ganze Wirmezufluss, den das Parallelepiped in allen drei Richtungen erhilt, wird also sein
f din |, d2n 1 e )

5 Cdy? ' oda?

ld <2 dx.dy.dz.dt



In den folgenden Zeilen halte ich den Gang imne, den Riemann eingeschlagen hat; nur
um dem Leser nicht unverstindlich zu bleiben, der das Hattendorff’sche Buch nicht zur
Hand hat, werde ich aus den fritheren Vorlesungen Riemann's einiges hinzufiigen miissen. —
Zum Schluss lasse ieh dann, nach Riemann’s Yorgange, Fourier's Untersuchungen iiber die

Temperatur der Erde folgen.

FPonrier sieht in semen Untersuchungen die Wirme als ein Fluidum an, welches der
wirmere Kirper dem Kiilteren mittheilt. Obgleich wir heute wissen, dass diese Theorie nicht
richtiz izt, so kinnen wir sie dennoch zur Erklarung mancher Erscheinungen sehr gut anwenden,
wie wir aueh heute die Kmanations-Theorie noch gebranchen, um manche Erscheinungen des
Lichts auf einfache Weise zu erkliren. Den folgenden Untersuchungen liegt nach Fourier’s
Vorganee diese Emanations -Theorie zn Grunde.

Zwei Korper haben gleiche Temperatur, wenn weder der eine von dem andern Wiirme

empfingt, noch an denselben Wirme abgibt. — Die Wirmemenge, welche die Massencinheit eines
Kirpers bei der Temperatur des siedenden Wassers mehr enthiilt, als bei der Temperatur des
schmelzenden Eiseg, nennt man seine specifische Wirme. — Wiirmeeinheit ist die Wirmemenge,
welehe nothig ist, um die Gewichtseinheit (1 Kilogr.) Wasser von der Temperatur des schmelzenden
Fises in siedendes zu verwandeln bei mittlerem Barometerstande (= 0™,34). Haf ein fester Korper,
der die Temperatur des schmelzenden Eises hatte, die Wirmemenge e.© aufgenommen und ist
dessen speeifische Wirme — ¢, so ist © dessen Temperatur; ist aber die Masse dieses Kiirpers

— M, =0 muss die Wirmemenge
M-¢-D
in ihn dringen, damit seine Temperatnr von Null bis anf © erhéhet wird.

Wir nehmen nun ferner mit Newton an, dass der unmittelbare Wirmeanstansch zwischen
zwel Theilchen nur dann stattfindet, wenn ihre Entfernung sehr klein ist im Vergleich zuo den
Dimensionen des Kirpers; ferner, dass der Wirmeaustansch proportional sei dem Temperatur-
unterschiede beider Korper unter sonst gleiehen Verhiiltnissen.

Denken wir uns einen Korper, dessen Temperatur so beschaffen ist, dass sie in einer he-

lichizen Ebene parallel der Y Z-Ehbene iiberall dieselbe ist, so wird die Temperatur il'gtfllfl eines
Punktes desselben nur von x abhingen. Es mige ferner die Temperatur mit wachsendem x ab-
nehmen und es hestehe zwischen o und x eine lineare Gleichune, so wird man schreiben kinnen
1t G e X.
Ist x; ein Punkt, der schr nahe an x liegt, so dass ein Warmeaunstausch zwischen den beiden
Ponkten stattfinden kann, so wird dieser dem Werthe
a (X — X)
proportional sein. — Es sei ferner «-k. die Wirmemenge, welche bei der Temperatur u durch
die Flicheneinheit in der Zeiteinheit hindurchgeht, so ist
ek, dt
die Wirmemenge, welche bei der Temperator u durch das Flichenelement w in der Zeit dt
hindurehgeht.
Setzt man aber voraus, die Temperatur eines Korpers sei von x ganz unabhingig, sie sei
also in allen Graden parallel der X-Achse dieselbe; aber sie sei von y und z abhiingig, so findet
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durch eine Ehene abed parallel der YZ-Lbene kein Ausstromen statt. — Offenbar ist auch in
diesemt Falle die Temperatur des Kirpers eine Funetion des Ortes, folglich

W =T, 7 Z)-
In einem Punkte x }-x!, y - y!, z -1 2! ist also die Temperatur u' zu derselben Zeit bestimmt
durch die Gleichung

al = f (x+x1, y+ 31, 229,

Nimmt man x!, y!, z! klein genug an, so kann man die Function nach dem Taylor schen
Lehrsatze entwickeln und die hoheren Potenzen von x!, y!' und z! vernachlissigen und man erhiilt
daher in Bezug auf x!, y! und z! die lineare Gleichung

. du ST dn iohse du
ndxs LT 15 bR
Vorhin ist erwiihnt, dass durch ein Flichenstiick parallel der YZ-Ebene kein Ansstrimen von
Wirme stattfindet, wenn u nur von y und z abhiingig ist; liegt daher ein unendlich kleines Flichen-
sliick m ]1;11‘;;t]|;] der Y 7 - Ebene, s0 kann die \‘L‘Iiil‘ull"l]l.l,?il?l:i':, die |Ii||cllll'|'|l:_'_':1‘hf:, nur von

nl = u 7l

dn et
d x
abbiingic sein. — Nach der fritheren Annahme izt die lineare Gleichung fiir die Temperatur
Ii— & — aX,
e du
also 1st jetzt » ’
i x

Die Wirmemenge, welche in der Zeit dt durch das vorhin genannte Flichenstiick w hindurch-
geht, is

du
= —k — ~w-df,
d x
Den Faetor von o-dt, das ist die Wirmemenge, welche in der Zeiteinheit durch die Flichen-
T AT ; " du
einheit hindurehgeht, diese Grisse — k =) nennt man den Wirmefluss.
: %

Es sei ein fester, homogener Kirper gegeben, welcher den ganzen unendlichen Ranm
erfiille, und es sei die Temperatur irgend eines Punktes zn iI'g;'tElltL einer Yeit zn hestimmen,
Ist nun

= o (X ¥, % £,
s0 ergibt sich fiir ein Parallelepiped, dessen Kanten dx, dy und dz sind und dessen eine Ecke im
Punkte x, v, z liegt, dass dureh das Rechteck dy-dz die Wirmemenge
du
dx

k dy - da-dt

ausstromt, dagegen durch das gegeniiberliegende Rechteck dy-dz die Warmemenge

du i :
> (rlx)“.x : IH-f]} B B

einstrémt, mithin erhilt das Parallelepiped in der Richtung der X-Achse einen Wirmezufluss
dun du
I{{(-- ) ldy.dz- dt
| My - Edx|
in der Zeit dt. Oder die Wiarmezunahme betrigt
d%u
k- +dx-dy-dz.dt.
dx® :
Der ganze Wirmezufluss, den das Parallelepiped in allen drei Richtungen erhiilt, wird also sein
d*n d*u d=u
o[ @ )
jdxz = dye dz? |

—&

dx . dy-dz.dt.




Ist die Dichte des Kirpers = p, ¢ dessen specifische Wiirme und u dessen Temperatur zur Zeit t,
g0 ist die Wirmemenge in dem vorhin erwidhnten Kirper

= n-c-n-dx-dy-da
folglich ist die Wirmemenge, welche dieser Kérper withrend der Zeit dt anfgenommen hat

u u - du
pee |( ] | : dx -dy-dz = p-¢- cdx dy dz . di.
L=t di

: | it

Aus den obigen Untersuchungen folgt

dn X dn |, d?n | din
p e g -dy.dz-dt = k | 2 = _,]-[lx-ilj.'-dx-n[!
S ; | dx2 dy? dz* |
oder
dn d%n d2n. , d=m]
! = T :
it {dx3dyd dz* |
wenn man = aa Betzl.
c-p
Wir haben eben angenommen, dass constant ist. Streng genommen ist es nicht der

¢on
Fall, weil die Dichte eines Kirpers sich mit der Temperatur dndert; wollte man aber darauf Riick-
sicht nehmen, so wiirde man auch beriicksichtizen miissen, dass ein Theil der Wirme sieh in
Druek, oder Zog umwandelt nnd dadureh die Volumen-Aendernng hervorbringt.  Wollte man die
gen Umstand beachten, so wiirde die Emanations-Theorie nicht mehr ausreichen. — Hieraus folgt,

dass dic obige Gleichung fiir die Temperatur im Innern eines Kirpers nur so lange gilt, als die
Temperatur - Aenderungen nicht bedentend sind.
Fithrt man statt der obigen rvechtwinklizen Coordinaten Kugel-Coordinaten ein, indem
man schreibt
X=rsinbeoso; y=rsinBsing, s=r-c0s0
g0 pewinnt man statt der vorigen eine nene Differential - Gleichung.  Wir ziehen es jedoch vor,
die Gleichung fiir diese Coordinaten anf’s nene abzuleiten. Wichst © um de, so durchliuft der
Endpunkt des Radinsvectors einen Bogen
r.sin @ . ll*.l',;
geht aber 8 in 8 - d8 iiber, so beschreibt der Radiusvector den Bogen
r d .
ks gind also dr, reinHde und r-dB die drei Kanten eines |':n'}t||(-|vlri1u“1h‘r'~, dessen Inhalt
— r2ginB.do.dedr
i5t, Rechtwinkliz zu r liegen 2 Flichen von der Grisse
r2ginBd6- de.
Der Wirmefluss in der Richtong v ist
du
e
daher ist die Wirmemenge, welche dem Kiorperchen in dieser Richtung wiibhrend der Zeit df zn-
gefithrt wird, gleich

q (”_ rlu]
k dr/ sinB - de . de.dt.
AT
In der Richiung des Radiusvectors liegen zwei Seitenflichen von der Grisse
rde.-dr.
Aus der ersten strimt




——t

dun d o
: sak] crdB - dr.dt
ll'; reosindd s

and in die zweite

.k (‘l“) -de.dr-dt;
gin\dglo =05 do

die Wirmezunahme betriigt daher
k diu
8ma d ns ;
Jede Fliche des dritten Paares hat die Grisse
rsin e dr - des,

g -d6-dr-dt.

Durch erste strimt aos
5 .
k Ilu- a8 -r-sin B de-dr-dt
e r.de !

und durch die zweite ein

< i s ;
k (JH-HILH)H -I-1-|-|1|~4.l17‘.‘1|.(“1

die Zunahme betriigt daher

d {:: EI_: + 8in H)
de
Nun betrigt die im Kirperelemente zur Zeit t enthaltende Wiirme
G-c-n-r2sin®-de-de-dr

k -:]-I:-4|H-t]]'-i|1-

folglich betriigt die Wirmezunahme wihrvend der Zeit df
du

i e

Hieraus ergibt sich die Gleichung

du__ a? lt!{!'!':}:) i 1 d2u |1(:1:-.\-i1|H1

b dt = 2 " gin2 9 do®

ré-ginB - d6.-do. dr.dt.

ir sind-d8 |

fir die Vertheilung der Wiirme im Innern der Kugel. Wir wollen nuu die Temperatur n in einem
belichizen Punkte bestimmen, wenn die Anfangstemperatur und die Temperatur an der Oberfliche
gegeben sind, Die Bedingungs- Gleichungen sind:

1} Wenn t=0, n=1~F (r, 8, =)

2 Wenn r=¢, u="(, 8, o)

Um zuniichst die Differential - Gleichung zu liisen, schlagen wir den von Euler in seiner

Integral- Rechnung  vorgeschrichenen Weg ein, die Methode der Zerlegung der Differential
Gleichung,  Wir setzen

a2r d*u
3) da2 el = 0,
worin o von g unabhiingig. — Ferner
. odu
) d (."mt* o1 :
1) ie) — -2 —pu,
- gin?g !
ging-de
worin # von 8 unabhingiz. — Und
T du)
2 2|l Ln- J
a) du as dr/ |, q
dt r? By




Ist u= eine particulare Lisung der Gleichung 3, so ist aunch, wenn v von O unabhiingig ist
v - eine Lisung.
[st also @ eine Lisung der Gleichung 4), so geniigt
{ VIR

den beiden Gleichungen 3 und 4. Ist aber w eine Lisung der Gleichung 5, so wird
U=um-0-f
der Gleichung I geniigen,
Offenbar wird der Gleichung 3) geniigt, wenn man schreibt
h—=A, -cosmeg B
Da @ denselben Werth wieder annehmen muss, wenn ¢ siech um 2 = findert, so muss m eine ganze
Zahl sein, ja man darf hinzusetzen: eine positive; da man die Werthe von &, welche einem

sin m .

positiven und einem gleich grossen megativen m angehiren, sich vereinigt denken kann in obiger
Form oder in der Gleichung
Dy = a,; 005 m o - by, sinm .
Setzt man diesen Werth fiir u in die Gleichung 3), so erhilt man die Beziehung
= 11121
Die Gleichung 4) geht nun iiber in

lu
| (r.:iu g )
j de mm:.u

sinB-de gin® & =}

Da © alle Werthe von Null bis = annehmen kaon, 50 muss die gesuchte Function fiir alle
Werthe von 8, welche zwischen Null und = liegen, endlich bleihen. Da ferner m alle Zahlen-
werthe zwischen Null und o~ annehmen muss, so wird § diese Eigenschaft haben, wenn man
unter der Bedingung n=m

= —mn(n--1) setzt.

Die Gleichung 4 geht nun iiber in

du

d ( sin H )
43 d e I 1 TARLLE
; = T win-+ 1)-u
sindd & sin®8 ¢
Ist # = P . eine Lisung dieser Gleichung 4*, so geniigt den beiden Gleichungen 3 und 4
mom n/ I
= 2 \:‘. i-jlli'l_.l;" 'tu L, Th) COE I o + bl_l.'l, 1} Sl m -'1?_:"' '
o n=ao
Oder es ist
n— «
. | -
1= > X, , Wenn
; )
nxsao

o { a0, €08 2o~ by ny 8In 2 o }

I-Jl |'.,:|l': H n,n) Cos n o - Ej:u,ll_:-\‘-:iﬂ :? b F
Dieser Werth X, heisst eine Kugelfunction n*» Ranges von @ und -
Die in X, vorkommenden 2 n - 1 willkiirlichen Constanten miissen als Funetionen von r




und t nan so bestimmt werden, dass sie der Gleichung 5 geniigen, danu wird der obige Werth u
auch die Gleichung 1 erfiillen. — Gehen die Werthe von
P ng * fge my IR b
fiir £ = o iiber in
o nnd b w,
s0 gewinnt man als Nebenbedingung die Gleichung

M= N—=w

S (e 008 M - hp 80 I g),
PR} Pra— % ¥ b
=0 =

Da nun Diviehlet im 17. Bande des Crelle’sechen Jourpals nachgewiesen hat, dass eine

(1, 8, =)

Funetion sich nur auf eine Weise nach Kuogelfunctionen entwickeln ldsst, so ist also, wenno

B {x; By o) =2 iy
m ."[ |
\I b : \\ L (08 rl]’;} -T-h m, |-'-‘"[!l-||] % |

e

Geniigt mithin X, der [ﬁlirl']'vmi:il—{.”;it'illln;_','

o By
d X, at | d (r— dr ] |

ll1 :|‘-r‘ ll'lI b o :-l;x.:lll

und geht der Werth von X, in Y. iiber, wenn =0, g0 geniigt der vorhin genannte Werth yvon
n der Differential - Gleichune [ und apsserdem der Bedingungs-Gleichung 1. u muss nuh ausser

dem noch der zweiten Bedingungs-Gleichung geniigen, €8 muss

n= Y (i, 9, o) sein, wenn r=—4c.
Statt dieses alleemeinen Falles wollen wir znndichst den speeiellen untersuchen
l=—0, wWénn r=¢.

In diesem speciellen Falle muss also offenbar
Fie.8.5)=10 sein.
Um zuniichst der Differential - Gleichung zu zeniigen, setzen wir
) R
.\-;, }_1* %
mit der Annalme, dass z eine Function von r ist und unabhiingig von t. Setzt man diesen Werth
fiir Xqy ein, so erhiillt man zur Bestimmung von z die Gleichung
oz
d [ 1 }

L, -1 (n L) FhhE=0D
rrdr rr
Denkt man sich #z nach Potenzen von r entwickelt, so gewinnt man die Gleichung
) Y
=2 0"

Es 1st also

dr —
und
dz . 1
Il — Qv el
dr =
und

)y
i (L'r i }
ar 1 i A &
-“\.“[lw"J'l'J L1yr” .
rrdr —
Die obige Differential-Gleichung fiir z geht nun tiber in

) > quewlv )Y “—n(n4 I'-?“':!-.-r’ Sk Qv =0
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Ist o der kleinste Werth von v, s0 ist w — 2 der niedrigste Exponent in dieser Gleichung.
Damit fiir jeden Werth von r diese Gleichung giiltiz ist, ist nothwendig, dass
Wi :!J.l:.l -1 n:(n - I-ll 0
Hierans folgt einmal p —n, oder auch, da man statt der obizen Gleichung
) (e =) (- 1 i =0
gehreiben kann 4
h= (I~ 13-
Oftenbar kamm p nur den ersten Werth annehmen: denn da v alle Werthe von Null bis
unendlich annelmen darf, so wirde z fiir r = o unendlich werden, d. h. dic Temperatur im
Mittelpunkte der Kugel wiirde nnendlich werden. Dieser Fall ist von unserer Untersuchuong offen- 4§
bar ausgeschlossen durch die Art der Herleitung der Differential- Gleichung, Aus der Gleichung b)
folgt ferner, dass die anl einander folgenden Werthe von v immer um 2 wachsen miissen; da opur
die Potenzen rv—=2 und rv vorhanden sind. Hieraus gelt hervor, dass
Qe (v—m) (v -0 1) A k- qo 2 =03
und da der Kleinste Werth von v gleich n ist,
Qo AAFQuen-22n-F+3)=0
Q) A A
L
Qo) k4
Qe +4) " 2.4.(21n =5) (2n-+5)
Hieraus ergiebt sich nun der Werth S
F [l.” SRR N | o o s il 3 O
3 7 | 22013 2+4&(2n--3) (2n o [ Tl
Die Grisse q, bleibt vollstiindig willkiirlich. Der Werth von z lisst sich aumeh duoreh ein
Euler’sches Integral ansdriicken. Substituiren wir
(s boedn, g0 wird
L et b 4 ik
Hr:llih.' = - 22037 2.4.2n Faifen=Eny T | bsstikier)
Dadurch geht der Werth von X, iiber in
= l.!-_:l}"' 1 (k1)
Ist dieser Werth von X, nun so beschaffen, dass derselbe fiir r ¢ gleich Nuoll wird, so wird
n= > Xu i
der zweiten Bedingung geniigen und der Differential -Gleichung.  Da die Werthe von » willkiirlich
sind, so kamn man die Werthe so wiihlen, dass (1) gleich Null wird, wenn r=¢ ist. Sind
By Say Hy-o0 8y .- (die Worzeln der Gleichune :
5 : ; : 52 . i gl : {?
nd l_‘_’!‘_’n -3) ! 2.4.20L-3)(2nt5) T 5 .
und ist |
Bl : B 5 By [
i =81 5 i — Ay - - o i
s0 erfiillt
X l bigy . & Mo ki Ep e ) '\\h.,”-n;" A hin) + & (84)
die zweite Bedingung, W
Damit die erste Bedingungs - Gleichung auch erfiillt wird, ist nothwendig, dass
(8
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"
g Yooy =hay - F by - 1) - - by o £ (i - 1) 4=+ <« =} by Bl my el

1 Mit Hiilfe dieser Gleichung kann man nun den Werth der willkiirlichen Grissen by , bz, -

4 bestimmen, in dalmlicher Weise. wie man die willkiirlichen Constanten der Fourier’schen Reihe

rr-dr und integrivt zwisehen o und e, so geht

findet. Multiplicirt man die Reihe mit £ (A . 1)+
die Gleichung iiber in
m |I"|",,,_. Ty BT dr = ! by T (b = 1) = 1 (b - 1) T AL
i — f o

Es lisst sich non zeigen, dass alle Glieder der Summe verschwinden bis anf das eine, fiir welches
Il == 111.
Da f{x-1) eine Lisung der Differential-Gleichung

d (l'l‘ :H)

e :
: -—m (n--1) - hkz=—0, B0ISL
rr

rrdr ; .
d [I‘I' ; f:ir- ﬁ}.

rribhf(her)=nn-1)-0[(h-1) —

ir
Hieraus folgzt ] o
A) A lre-f(h-r)-f(A. 1) dr =n(n--1) |i' hex)oL(nte)dr
. (e d flx._-r'n)
b = M (ALr) - - = <dlr.
o idr
Da nun AL s
I3 g (N- ilr. ) : df(l.n)
y fr-n i f(Aler)orr
. dr ; dr
4:.' df .ty df(l-r)
iy v 2L dr 1
und ferner
: " q f-ry df(iter) . ; 3 A eT) |
. 2 ik g ar=] £ SR |
: df(il -ﬂ)
| 1[ - ir
& — |t (k1) ~dr
1 dr
; 80 ist
: Dy A fref(er)-f(A-r)-dr=n(n- 1) .r'-:L-r)-i'-‘k.frritlr
= df (Lt-r)
e i (11 T ) £
. HER dr P
s
[




Weil die eingeklammerten Ausdriieke gleich Null werden, wenn r

r = o, voransgesetzl, dass el und e ! Wuorzeln der Gleichung 7 sin
Vertanscht man auf der rechien Seite der Gleichung (A) & mit A7,

rechte Seite der Gleichung D, folglich ist

c

W ey (b ) adr =R (G -2) - (0 -1) dr,

So lange & und A' von einander verschieden sind, muss also

E) |re-f(iL-r)-f(A'-1)dr—=o0 =sein.

Ane diesen Untersuchungen folgt

-~

f1-e) ce- [‘J | 'i-’-l. 'I'i—|
_]-|-.-_['I_},.r'___j'l.j.|_r.rlr : di |

> AR — X

0

Ist W=}, g0 nimmt das Integral der rechten Seite den Werth

¢, als anch, wenn

g0 gewinnt man die

I | Yy £ oy s D) rrdr = by | { £ 0. 292 redr
Verbindet man die Gleichungen B und C mit der Gleichang A, so findet man fiir heliehige Werthe
von b nnd A! die Gleichung
R [ref(h-n)-F(A-mde=n(n4-1) [f(r-r)-L (- -dr
[ (R 1 1 T i
i [l"f‘ 0 }
: s dr
f(hl.r). = dr
i (LT
n(n --I||I-Jl )L (V) dr
, df (1]
- [1 A.r)orr ]
i e
odfer) dfpr.n)
+ |rr - . dr
: dr dr
Hieraus folgt, wenn man ) mit 3! vertanscht und die zweite Gleichung von der ersten
gnbtrahirt
L A ; et o dfin-1)
(Ah—ibay ey f(dh-1)-f(AL-1)dr f{xl.c)-co
24, dr
g |l!‘!}\1-1']'”
: i
Ist L einer von den Werthen, der der Gleichung 7 geniigt, so ist £ -¢) 0, folglich ist

an, folglich finden wir den Werth
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dicses Ausdrnekes, wenn wir Zihler und Nenner nach 3! differenziren und dann i = L' setzen.

Wir crhalten alsdann
fim df(h!c) e L 1'I,;'.-|‘|—|'
. A . 1 ar .
1

rr - f(h-1) £ (hL-r)dr -

2
IIU
Offenhar 1st
df(=) ds £k -
; - — =g {1 (§)
ds  da d ;
oG dffs) ds df-r) T
. — = ).+ 1(8)
ds dr dr
filhrt man diese Werthe ein, so wird
Pl 3 (ot e 2
() |[|‘-I|_}.-1'.} i _){r'._r..i'!]

Setzl man diesen Werth in die Gleichung F, so wird
O N e ey o 1) I T

H) _l 4 fite)
h

e3 {1 (R - ) |

Da b und & non vollstindig hestimmt sind, so ist der Werth von

1) Xy == > Dys e 22N (00 L p
anch vollstandig bestimmt. — Der Werth von u also eshenfalls, da
I11) U = Xy + Xy vene - - X

151

Soll die Temperatur in der Oberfliche nicht gleich Null sein, sondern gleieh einer Con-
stanten O, so kann man auch die voripe Losung henutzen, wie folzende Uebherlegung zeigt: Da
man den Nullpunkt auf der Skala belichiz withlen kann, so0 kann man ein Thermometer so wiihlen,
dass dieses die Temperatur Null zeigt, wenn ein aideres die Temperatur C angibt. Die Bedin
gungseleichung, die zu erfillen isf, 18t dann natiirlich

y=F(r,8,¢ —C, wenn t=0
oder wy=F(r,68,c) —F(¢,8,z) wenn t=0

Dem Werthe von n;, den man auf die vorhin angegebene Weise findet, hat man alsdann nur den
Werth O hinznzufiigen, wenn man die Temperatur nach dem ersten Thermomefer angeben will.
[st die Temperatur in der Oberfliiche aber nicht constant, sondern von & und 5 abhingig,

aber unabhiingig von t; ist also

=" (8, o, welll 1=1¢,
50 TMSS
d s :
i —© sein.

Diese Bedingung wird erfiilll, wenn ) den Werth Null annimmt. Oder
Xy = A= 1% {n
ist eine partienliare Lisung der Gleichung I. Ist nun

V(8 8)=yet 312t ot
g0 1st
Yimy = C"+ (in
| i
o) =G * ¥ (ol mithin
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Fiigen wir diesen Werth unseren fritheren fiir X, hinzu, so haben wir

o 1 =i A At
Xy I T e T T{)

gl o e T,

T

Hierans folet

=5

o) o«

A P B i rl,

U||_I'|' = . ' s
‘.Il:l_ = * ¥in) = ~ |||..-'1'|'.-.|‘|".
( o =
Um den Werth von b, zn bestimmen, haben wir also in die Gleichung H fiix Yio 2zn setzen
r*

\-.n-'_ “I'n-.l

damit

—
Ty | S

”"'_.xlll ‘\:I E_\-_u,..--. :.x|.|....

o

beiden Bedingungs- Gleichunzen zeniigt. "
Soll die Temperatur in der Oberfliche periodiseh sein nach der Zeit, so 1sl
: i 21 : mmt 1
¥it,e,s) ky -k, cos b ky ecos bvoni k. EOB v 5
i it y T
0 LA 4 ..o Mmx v
Iy sin— -1y 8in—— 4 -+ -« |- I, 8in —— |

Setzt man
K == pum . CO8 v UM by = py - 8iN1 ¥y .:.

so erhiilt man, wenn man der Abkiirzung wegen
m ;

= oy, schreibt,

W A ‘T_‘.: 1\'“‘-:'-':u-n""“"'-f|||.1 v :n_::I
Oier

Wit,0,0)="1 S
25 fm e j

\;~ 1 Ca—¥m.i am. it L weg . 1 am.i.b |
._3 i L @ 5 f,l.lﬂ f I

Der Werth
R A 1 [y

ceniigf bekanntlich der Differential-Gleichung I, daher wird auch

it LI, PO P T A Ry — Ak, Afays boa
sl 1 VL {Xia o ! PR (3] ") Y s
Rim) == Y(q)E I (e y TF =1 |'|-;‘-Z = ¢ -jl-'-,:__{nl:l
der Differential - Gleichung senfigen, — Setzen wir nun 2
. |- = my " i 3 f Zim) [ s
Ma) = l' und gy = V % . 8O ist
i ] H ] [

fiir r=¢

il

Yon=+ £ TR i-f') e (s -£( JE S

setzen wir also 1 v .1 1 wm i

__Jir‘ll.ll"l 5] Om © v

)= —— und qigy = = < > i
A V= : : By I

i (1i D 1') 1 ( A ']!:_'.) :

x i il



|
|
¢

2 o

o

so wird

Xim)

/s
e

ey
Aol
t(Jtnl, o)

Dieser Werth geniigt der zweiten Bedingungs-Gleichung und der Differential - Gleichung. Iiigen
dem fritheren Werthe X, hingn und bezeichnen wir diesen neuen Werth

: { B ](l r')!.,,_,.g!r') o !{l ;'r_.l,-l- .]_] T !
|

Kin = Py € - B e Vaw i . @ [
- e (R s

- ~ i-’.nl'l' & Afn) An ‘:'i. -;'-n.l- r)

wir nun den Werth x
mit X, 80 wird

Wird t =0, so0 geht der Werth von X fiber in

. o ; et |-(l_- :rl,-__..,,i 'J st t'{I a;_i..-.-l \|') ]|
T ERAy T ()

S5 By« £ (g + 1)

Damit also der ersten Bedingungs-Gleichung geniigt wird, braucht man mit Hiilfe der Gleichung
H den Werth von by, nur so zu bestimmmen, dass man in derselben Y, mit

: N AV ai
\.-_H" Fis -]J B j ¢ e 'i l ( r G I " ll) ! l'l..lhll-i : [ 2 I E ] i
) e
vertanscht,
T e R "ot IR 5 Pt

wird dann der Differential - Gleichung und beiden Bedingnngs- Gleichungen gentigen

Man kann drei Ursachen unterscheiden, von denen die Temperatur der Erde herriibrt:
1) dig innere Erdwiirme (urspriingliche Wiirme der Lrde);
2) die Wirmeeinwirkung der Sonne
und
3) die Einwirkung des iibrizen Weltalls.
Man kamn daher u, die Temperatur der Erde betrachten als eine Summe von 3 Functionen
n=nu; -y - U3,
wenn vy die Temperatur des Weltalls ohne die Sonnenwiirme bezeichmet; ferner wenn g die
Temperatur bezeichuet, die die Hrde allein dureh die Scinenwirme annehmen wiirde; und wenn

u(z) die Temperatur bezeichnet, die die Erde haben wiirde, wenn weder die Sonne noch das iibrige
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Weltall vorhanden wire, — Nehmen wir die Temperatur des Weltalls znm Nullpnukt unnserer
Skala an, so ist
0=l = 1,

Die Temperatur u, ist periodisch nach der Zeit, und zwar gibt es hier eine jilrliche und eine
tigliche Periode {in der Nihe des Aequators cine halbjihrliche und eine tigliche). — Da dureh
Versuche festgestellt ist, dass die jilrlichen periodischen Temperaturschwankungen in der Erde
nur bis zu einer Tiefe von ungefiihr 50 dringen, so muss w, in grizsserer Tiefe econstant sein.
Die Erfa

ring zeigt ferner, dass ungefithr mit 116¢ Tiefe die 'I'|-|u|u-:'.'|1e|r der Erde wm 10

; T ; L i Bt e 1 G
zunimmt. s lisst sieh daher der Werth !|'1 anuihernd bestimmen. Es ist
du  du, | duy
B | dr
Da aber ., wie vorhin gesagt, in Tiefen iiber 50 eonstant, so ist dort

du dug ]
Lil'_l.it' TR 2 116
Annédhernd ist mithin auch in der Nihe der Oberfliche
d gy 1
dr ~ 11600
Nun ist
k™M 1L Huy—o, *
o 5 =

wenn k den inneren Leitungscoefficienten nnd H den funsseren Leitungseoefficienten einer
Kugel bezeichnet, die Wirme ausstromt.  Hierans folgt, dass
I L
1l . S
= H 116000

oetzt man fir k den erissten Werth und fiir H den kleinsten, den die Versuche tiber die
i

|
“'.:i,]':||-.'.-'-'.-[LII.'T{?~3.I|:i._'_;'!x-';'; |||,-|' [':I'I||' L'!'%'.'L'lll‘l.l. 20 1

ndet man mit Fourier, da k ungefilir { H,
|
{15 — {3,
S ]
Es 18t also ]IL'l]1l' an dex 1i|'lll||ll.'t'”.:]|'.|!l' l[iu,' _|-l'[II|IL'J':I1{II'_, 11,'L_-!|.-]_|L- Vil I.|.I.‘I' -;"|5'_'|'-,_'j|.|,'||_ “r;'ipmu
der Erde herriihrt, hochstens a0 i B Zu einer Zeit, wo diese Temperatur z. B. 49 €. betrug,
¥ 2

musste die Temperatur mit der Tiefe mindestens 120 Mal schueller wachsen als jetzt; mithin
musste die Temperatur mit je einem Fuss Tiefe om mindestens je einen Grad zunehmen. Diese
Thatsache scheint von Geologen nicht genug beachtet zu werden.

£

) Befindet sich eine Kuogel in einem lufileeren Ranme oder in einem (Gase, so wird die WHrmemense.

welche dieselbe anssendet, proportional sein dem Werthe
n— U,
wenn U die Temperatur des Mediums bezeichnet, das die Kugel

umgieht, nnd u die Temperator der Kugel ist.

Ist die Wirmemenge H, welche in der Zeiteinheit durch die Flicheneinheit dringt, wenn der Temperaturunter
schied u—U=1(=1002, C), so ist H (n — U) die Wirmemenge, welche in der Zeiteinheit durch die Flicheneinheit
in der Kugeloberfliiche hindurchgeht. — Im Inneren der Kupzel dringt durch die Flicheneinheit in der Zeiteinheit
in der Richtung des Halbmessers ein Quantum = — k 5 folelich wird in der Oberfliiche
i
iu
i . e
* dr I|.-\|.E MN==o0

sein miissen.

?‘i

B

em———

-
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