
Dte reine iBerüljnutg öes feiten (Smtks.

SBerben gtoei auf baffelöe Soorbinatenftjftem Belogene Functionen f (x) unb <p (x) für einen
fieftimmten 3Bertfj Don x nicfjt nur fetbft gleich, fonbern nehmen audj für biefeit SSJertE} bon x bie
n erften Slbteitungeu ber Functionen gleite ©eftalt an, fo fjabeu bie beiben Surben, toelcfje bie
Functionen f(x) unb cp(x) berftmtlicfjeu, befanntficf) in bem fünfte, beffeit Drbiuateu jenes x unb
bag baburcf) beftimmte y fiitb, eine iBerüljrung beg nten ©rabeg. ©iefe SSerüfjrung fann
unferer Infidjt nacfj eine reine ober eine unreine fein. SEBir nennen fie eine reine, toetttt bei
einer ber beiben Functionen bie nte Slbleititng conftant ift, eine unreine, toenn bieg bei feiner
berfelben ber Faß ift; benn in bem letzteren Foüe offenbart feine ber ben Functionen eittfprecfienbeH
Surben burdj i£)re äußere F ol'm etlnaS über bag 33eftreben, toefcfjeg ber bie anbere Surbe bnrcf)
feine 33etoegung erjeugenbe ^ßunft im äJfomeut ber SerüEjrung Ijat, toäfjrenb bie Surbe, toelcfje f(x)
entf)oricE)t unb einen conftanten nten ©ifferentialquotienten befi^t, boit ber 33eriit)runggftelfe ab in
reinfter SBeife un8 barftetlt, toie ber bie Snrbe </>(x) erjeugenbe ^ßuuft bon jener ©teüe aug
forteilen toitrbe, toenn bie Intentionen, bie er bort fjat, feine Sleuberung erlitten.

9Iuf ben SJÖertf] ber reinen Berührungen für bie Sefjre ber Functionen int Slügemeiuen uttb
bie Senntnifj ber Surben im SBefonberen ift fcfjon oft unb mit 9Jacfjbrucf fjingetoiefen unb bie reine
33erüfjrung beg erften ©rabeS ift aucf) grüttblidf) ffubirt, aber bon ben reinen Serüfjrungen eines
f)öl)ereu ©rabeS fann bieg meine« Sßiffettg nicfjt betjauptet to erben, bielmefjr ift fcfjon bie beg
jtoeiteit ©rabeg burdj bag Problem bom Srüntutunggfreig bodftänbig in ben ©djatten gefteüt; mit
Vtnredfjt, benn fo bebeutfam ber $riimmitng8freig für bie gau3e Surbenleljre ift,
bie 33 e t r a dj t u n g ber reinen 23 e r ii fj r u n g b e 8 jtoeiten © r a b e g i ft n i dj t m i n b e r
b e b e u t f a nt.

@g giebt nur eine Slrt bon öinien, toefdje mit auberen eine reine 23erüfjrung Reiten ©rabeg
Ijaben fann, bie ber ©feidjmtg y —a + bx + cx 2 entfpredjenbe ©ruppe, benn fie allein Ijat, toenn
x alg 33ariabele aufgefaßt toirb, einen conftanten jtoeiten ÜDifferentiafquotienten, 2c. 9iuu
tefjrt bie anafljtifdje ©eometrie, baß y = a + bx + cx 2 bie ©leidjung ber Parabel ift, bereit
Slcfjfe parallel mit ber Y*2Idjfe beg redjttoinfligen Soorbiuatenftjftemg tauft, auf toefdjeg bie ©(eidjung
belogen ift, toäfjrettb ber Orbinatenurfprung ein beliebiger ^ßunft ift; babei entfpridjt ber Soefficient
c bent reciprofeu Sffiertfje beg ^Jarameterg, ber toieberunt gfeidj bem 4fadjen ber Entfernung beg
©djeitelg unb 23rennpunfteS ber Parabel ift. £)ieS gilt bon bem abfofuten Sßertfje beg c; iit
©ejug auf bag 23orjeidjen ift ttodj 31t bemerfen, baß c negatib toirb, toenn bie Orbinate beg (Scfjet*
telg größer a(g bie beg 23retttifutnfteg ift unb pofitib, toenn itt Sejug auf bie Orbinaten bag um*
gefeljrte ©rößetiberljältuiß ftattftnbet.
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35a bie (Steigung y = a + bx + cx 2 nur brei Sonftahte enthält unb eine im jtoeiteu ©rabe

Serüljrenbe brei 33ebtngungen ju erfüllen tjat, nemltdj burdj einen beftimmten $nnft gefjen unb

für benfelben bie beibef erften Ableitungen mit ber berührten Surbe gleid) Ijaben muß, fo loffen

fid) für bie Sonftanlen ber 23erüI)rutigSfmvabel 23eftimmung§gleidmngen auffteßen. — 3ftY = c/i(X)

bie ©leidjung ber Surbe, bie in bem fünfte XY berührt toerben foll, fo ift:

Y = a + bX + cX 2

dY x = b + 2cX

d 2 Y x = 2c

1

-Xd Y x + ^cl 2 Y x X 2.folglidj c=.^d 2 Y x , b = dY x —d 2 Y x X, a =

S§ ejiftirt mithin für Jeben $unft irgenb toe|§er auf redjttoinflige Soorbinaten begogenen Surbe

eine, unb fo lange x als 33erän'berltdje aufgefaßt toirb unb bie SUtSbrücfe dY x unb d 2 Y x tticfjt

mefjrbeutig toerben, attdj nur eine flarobel, toeldje mit ber Stabe in jenem fünfte eine reine iöe=

rüljritng §Vdeiter Orbnung Ijat. SBirb biefelbe mit ber §>auptcurbe pgletdj gegeicfjnet, fo geigt fie

toeldje ©er ättb erung bte ©tärfe beS SßadjfettS ber abhängigen ©eranberltdjeit im ©er«

Ijältniß ju ber gleichmäßig toadjfenbett, unabhängigen ©eränberlidjen im 33erüt)rung8f3uufte er«

(eibet. Um fid) über biefe ©eränberuttg unb ihre Söirfuttg ja orienttreu ift e§ inbeß ttidjt not||

toenbig bte oöÄirenbe Parabel gu jeictjuen, e§ genügt ihren Parameter fo toie bie Sage beS ©djei*

tel§ unb 53rennpuniteS gu 6eftinmten ober ifjre ©leicffung angugeben. — 5)a§ eigentlidje 5!)?aß für

bie ©rßße ber' SSeränberung, toetcEje bie ©tärfe beä 2Bad|fen§ ber Crbinate int ©erührung^.uufte
- - 2

Y erleibet, ift ber Parameter ober , , ber bop^elte reciprofe 23ertl) ber ätoeiteit Ableitung; ift er
Ü _/x

groß, bie 'parabel ttt ber ©djeitelgegenb atfo toenig gefrümmt, fo ift bie ©erättberung beS ©Sadjfettg

gering, ift er Hein, fo ift bie SSeränberung, berfittnlicht burch bie fdjarfe Beugung ber Parabel am
2

©djeitel, eine fräftige. gitr bie logarithntifdie Sinie ift ber Parameter . 2V „. = •—2x 2 , b. I).
U jfx

1) bie ©djeitel fämmttid)er ©erührungSbaraM" ber logaritfjmifdjett Surbe liegen in ber Dichtung

ber pofitibeu y über ben gugeljörigett ©rennbunfteu, 2) bie ©eränberuttg, toeldje baö 2öad)fen ber

0rbinaten erleibet, toirb forttoäljrenb fdjtoädjer, anfangs uneubtid) groß toirb fie fchließlid) tttt«

ettblid) Hein unb bte ©erührung§barabeltt burc^Iattfett in Sejug auf Krümmung afte formen, bte

fie überhaupt Ijaben tonnen, tljre guerft auf eiitaitber fallenben 3toetge — e$ gefd)iel)t bteS immer,

toenn d 2 y x =oo toirb — breiten ftd) enblidj fo au£, baß fie bon einem geftrecften SBinfel nidjt

mehr gu unterfdjeiben finb.

©eijt man bie oben für bie Souftanten a, b unb c gegebenen Sßertlje in bie allgemeine

^3ara6elgteicf)ung y = a + bx + cx 2 ein, fo erhält man

y = Y-XdY x +* d 2 Y x X 2 + x(dY x -d 2 Y x X) + i d 2 Y x x 2

ober
y _ Y = d Y x (x — X) + 2 d 2 Y x (x - X) 2

als ©leidjuttg aller ©eriifjrungSbarabeln. — gür jebe eittgelne finb natürlidj Y, X bie Soorbinaten

beS ©erühruuggfmnfteg fotoie bie babon abhängigen Ableitungen conftant. — AnbrerfeitS folgt:

jebe beftimmte Suroe i)at i^re befonbere ©rnbfje bon S9erü£)ruttgö)3arabeln. ®ie ber ©teidjung
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Y —X 3 entfyvetfjenbe Euvbe f)at j. ©. Serü^rutigSjDaraBeln bon bev govm y —X 3 = 3Xx(x —X)
3 2x

ober y = x 3 — (x — X) 3 , bie logavitljmifcfye Euvbe folcfie bon bev gorm y = lnX— 9 + x

— , toäljvenb bie Sevitfjvungöpavabeln bev ©inuSlinie nad) bev ©leidjung y — sin X =2 X 2

cosX(x — X) — )2 sinX(x — X) 2 enttyvedEjen.

©ie Sage, lreldje bie Sangente unb Sevfitjvung^avabel eines fünftes $u einanbev Uitb in

33ejug auf bie berührte Euvbe in bev sJiäI)e be8 23erüljrung8)junfte8 einnehmen, ift natüvltdE) bon

ben beiben evften Ableitungen bev ©leidjung bev §ait|>tcurbe, sunt Sfjeil aber audj bon bev bvitten

abhängig, 33ie Tangente bev Euvbe ift jugleid) Sangeute bev 33erüf)vung§!pavabel unb beibe, ^ßa*

vabet unb ^auptcuvbe, liegen ftetS auf bevfelben ©eite bev Sangente, beim bie SSevänbevung bev

©tövfe beS 2Bad)fen6 toäljrenb bev ©evüljrung ift beiben gieidj, bie auf bie Ovbinaten beS 33e*

viil )vuug«!puu{teg unmittelbav folgenben Ovbinatcn bev Euvbe unb ^ßavaftel toevben mittjin gvöfjer

als bie Drbinaten bev Saugente, toenn bie SSevänbevung eine gunafjme gleid^jeitig tteinev,

toenn bie SSevättbevung eine Abnahme ift. 2ttan tonnte aud) fagen: alte bvei Sinien, Sangeute,

ar ab et unb Euvbe haften jtoei fünfte gemeinfatn, bie beiben lefcteven nodj einen bvitten,

toäfjvenb fid) atfo bie evfteve bon ben beiben lefeteren trennt, bleiben biefe nodj einen Content gu»

faramen unb in biefem üßomente finb fie alfo nidjt auf bevfdjiebenen, fonbevn auf bevfelben

©eite bev Saugente. — ©djneibet bie Sangente bie Spaufitcuvbe bei einer Snfleyion, fo nimmt bie

Sßavabel bie ©eftalt einer ©evaben au unb fällt ifjvev ganzen Sänge nad) auf bie Sangeute, bie

t}iev mit bev Euvbe eine reine 23eritl)vung jtoeiten ©rabeS l}at. — Ob in bev SRälje beö 23e*

vüfjvungSfmnfteS fid) bie ^avaftel obev bie §>auptcuvbe bev Sangeute näljev anfdimiegt, entfdjeibet

bie bvitte Ableitung; I)at fie mit bev jtoeiten gleiches SSovgeid^en, fo bevftärft fie nad) ber 23e*

viifjvung bie buvd) bie jtoeite SIbleituug Ijevbovgerufene ©iffevenj bev ©vbinateu ber §att]ptcuvbe

ititb Sangente, fjat fie entgegengefefcteö SSorjetdjen, fo minbevt fie biefelbe. ©inb alfo bie Sßov»

geidjen bev bvitten unb jtoeiten Ableitung gieidj, fo liegt bie öeviiljvung^avabel uacf) bev ©eviiljvung

jtoifdjen ber §>au)3tcuvbe unb bev Sangente, toäfjvenb bor ber S3eriil)ruug ba§ llmge!el)vte ftattfanb,

finb bie S3orgeidjen ungleidj, fo liegt bie £>äuptcuvbe nad) bev Seviiljvuug in bev SO^ttte, im Sin»

gemeinen fdjneiben ftd) alfo ^ßavabel unb ipaufjtcuvbe toäljvenb bev ©eviiffeung; nuv Wenn cl 3 y x

0 toivb unb jugleid^ d 4 y x einen enblicEjeu Söevtl) behält, bleibt bie Parabel bov unb nad) bev 53e*

rüljrung auf bevfelben ©eite ber §auptcurbe.

Sir toiffen: bic Acfjfen ber berüljvenbeu Parabeln fielen fenfvedjt auf bev X-Adjfe beS Eoovbi«

natenftjftemeS; toivb alfo bie X-Adjfe ober eine ^3avaHeIe mit iljv in ben Wulften r unb s bon eiuev

bev §3evüljvung8pavabeln gefcEjuitten, fo liegen ©djeitel unb Svennfntnft biefev Parabel auf bev im

§albivungSpunft bon rs evvid)teten ©enfvedjten unb baS £ beö ©djeitelS fo toie beS ffivenupuufteö

ift baö avitljmetifdje SDxittel 'bev Aftfciffen bev fünfte r unb s, biefe toevben abev, toenn toiv r unb

s snnärf}ft auf bev X-2ld)fe felbft gelegen berifen, gefunben, fobalb toiv in bie ©leidjnng bev S3e=

völ)vung§foavabel

y - Y = d Y x (x-X) + |f*Y x ( x -X)a

füv y 9?ull einfetten unb fobaun x beftimmen.
l*
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(x — X) 2 + (x — X) = (1

, _ x +Ai--=+ 2 Y +r- Y o
1 d»Y, ' d'Y, ' V,|-Y 7

SDie Slbfciffen bou r unb s finb alfo:

d Yx

d 2 Y
d Y x , r-2Y , /'"dY x ~\ 2 . „ dY x Y— 2Y , rdY s V

j.«v +1 d 2 Y x + Cd 2 Y x J d 2 Y x ' d 2 Y x + Cd 2 Y x 3

unb bie 2Ib|~ciffe be6 ©Heitels j; = X—f, y X • ©e§t man biefen 9Bertt] toieberum für x in bieCl" l x

©letcfjung ber Serüfjrung§)3arabel, fo toirb fie:

y-Y = dY x (x-- X) + ld 2 Y x (x--^— xj"
(dY ) 2

unb y = Y—2d 2lT = l'' b ' e ^^inate ©djneibet bie JBerfiI)rung6)javabeI,

toaS tool)I borfommen !ann unb ficf) burd) ba§ Smagiuairtoerben bei' SBur^elgröße ber 9?edjmtng

offenbart, bie X-2ld)fe nid)t, fo fetje man y nidjt =0, fonbern gleid) einer beliebigen ®röße, in

bereu 2lbftanb bie Parabel bou einer parallele mit ber X-2ldfjfe totrflid) gefdjnitten toirb, unb redjue

toie oben, bantt toirb nur bie SEurjelgröjje mobificirt nidjt aber baS aritljmetifdje bittet unb toir

erhalten mithin für örbinate unb Slbfciffe beS ©djeitetS biefelben ÜBerttje. 2lu§ ber ©efdjaffeuljeit

biefer Orbinate t) = Y—9^^'; ergießt fid), baß bie oSculirenbe Parabel nur in ben fünften

mit ifjrent ©djeitel berührt, für toeldje dY x — 0 toirb, toäfyrenb d 2 Y x enttoeber einen eublidjen

SBertf) beljält ober, toenn bieg nid)t ber galt fein follte, bocf) ber fcfjeinbar unbeftimmte 3IuSbrucf
d Y

rPYj to ' v!3' ^ ' n ^ utt ^ en ' ' n toeldjen ßurbe felbft Sftajima unb Minima erreicht.—

3m Allgemeinen tjabeu ©djeitel unb Serüt)rung§f.muft eine enblidje Entfernung unb biefe beftimmt

fid) nacf) ber formet

e=V(J— y) 2 + (X — x) 2 3u ^4^2yj)2 + (d 2 Yx ) 2 ° ber 2d 2 Y x ^ d Yl) 2 + 4 >
bie Tangente beS SBinfelS aber, tneld^en biefe Sinie mit ber X-2td)fe bilbet, ift, ba bei jeber $a=

dY

rabel ber ©Reitet bie $rojection ber Staugente auf bie Sidjfe fyalbirt, = - ^ x , toorauS al§ ©lei=

djung ber 33erü[]rung§)junft unb ©djeitel irgenb toeldjer 23erü£)runggf]arabe( 23 e r b i übe üben

unmittelbar folgt:
rl Y

y—Y=- (x—X).

©ud)t man je|t eine 93erbinbung§gleid)ung gtoifcfjen ben Soorbinateu be§ ©djeitelS

dY x h _ Y _(dYJ_ 2
¥ d' 2 Y x m ^ 2d 2 Y x

d Y

tjerjufteHen, inbem man in bie le^tere ©leidjung für , 2Y X =X—y einfe|t, fo ertjält man alsCl X x

©leidjung ber Cinie, toeldje ber geometrifdje Ort aller ©dfjeitel ber ©erüfyrunggfiarabeln einer be*
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,1 v
liebigen Curve ? —5 (X) ist , wiederum y — V — ——X). Die Gleichung dieser Linie stimmt

also der äußeren Forin nach mit der für die Verbindungslinie des Scheitels und Berührungs¬
punktes gefundenen vollkommen überein, ist aber darum keiuesweges identisch mit derselben, denn
in der Gleichungder Verbindungslinie sind die Größen X, ? und constant, in der Gleichung

, des geometrischen Ortes der Scheitel, den wir fortan Scheitelcurve nennen werden, find da-
' gegen dieselben Größen, obwohl sie nicht die laufenden Coordinatender Curve sind, variabel. Die

äußere Couformität der Gleichungendeutet aber auf eiue innigere Beziehung der Verbindungslinie
des Scheitels und Berührungspunktes mit der Scheitelcurve und diese Beziehung offenbart sich
auch, sobald wir mehrere der Verbindungslinien, die von dicht uebeu einander liegenden Punkten
der Hauptcurve ausgehen, betrachten und sehen, wo sie sich schneiden, oder, was dasselbe bedeutet,
untersuchen, wie ihre Umhüllungscnrvebeschaffen sei. Wir nehmen zu dem Ende in der Gleichung

ä?
der Verbindungslinie — X) und x für einen Moment als Constanteund lassen

den sonst für die Linie constanteuParameter X uud die von ihm abhängigen^ und um ein

unendlich Kleines wachsen, dann ergiebt sich ——^cI2?x(x —X) —
cl V

oder 0——X)ä?x, folglich die Absciste der Umhülluugscnrvex —X— und mit

Hülfe der Hauptgleichungder Verbiuduugsliuie die Ordinate —^ . Dieselben Größen

hatten wir aber eben als Coordinaten der Scheitelcurve gefunden und erkennen daher: die Scheitel¬
curve ist die Umhüllnugscurve aller der Linien, welche die Berührungspunkte
und Scheitel der osculireuden Parabeln verbinden, auf ihr schneiden sich je zwei
dieser Linien, wenn sie von unendlich nahe bei einander gelegenen Punkten der Hauptcurve aus¬
gehen, uud umgekehrt sind diese Verbindungslinien die Tangenten der Scheitel-
curv e.

Da die Taugente des Winkels, welchen eine an die Scheitelcurvegezogene Tangente mit der
X-Achse bildet, bekannt ist, so lassen sich die Snbtangenten, Subnormalen, Tangenten und Nor¬
malen der Scheitelcurveleicht bestimmen. Die Subnormale ist gleich der Ordinate

y —V—^2^ dividirt durch ^ ^ ^ Gleichung 5 — x° ent¬
sprechenden Curven nimmt dieser Ausdruck eine sehr einfache Gestalt an und zeigt, daß die Sub-

^ " taugeute eines Punktes der Scheitelcnrve direct proportional mit der Abscisse des Punktes der
Hauptcurve ist, iu welchem die Berührungsparabel, die den ersten Punkt zum Scheitel hat, die
Hauptcurve berührt. Es ist nämlich in diesem Falle

2x" nx"^' (n — 2)x ,
srwt — ^ , ^ n-s ^ für 7 — x^vx" ' — 1)x" ^ ^
x

also sudt —Die Subnormale wird im Allgemeinen ^ — 4^? gemäß bei der

gleichseitigen Hyperbel, x?—1, ; die Normales- — 1^4-I- und die Tan-

gente (cl^x?.
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Für manche Curven ist die Gleichung der Scheitelcurve ohne Mühe aufzustellen, z, B> bei

z,- —xs. Es ist 6)^ — 3x2, —6x; nennen wir daher die laufenden Coordinaten der Scheitel¬

curve y und x, so folgt

(cl vx)2 9x^ x^ v > . 3 x^ x

^^ 2" 2,6x^4^4 ^^ csi ^^^ 6 x ^ 2 '

mithin y —2x^ die gesuchte Gleichung der Scheitelcurve. — Dasselbe Resultat gewinnen wir na¬

türlich auch, wenn wir die Scheitelcurve als Umhüllungscurve der Liuie y———x)oder

H x^

y-—x^ — ^2 ' (k— suchen, denn disserenziren wir diese Gleichung, y und x als Coustante neh-
g

mend, nach x, so erhalten wir —-3x2—3xx —^ x2, woraus unmittelbar x —2x uud dann mit

Hülfe der differeuzirten Gleichung y —2x^ entspringt.

g 3 x^

Untersuchen wir zweitens die Linie, welche die Gleichung 7 —x? darstellt; ci)^—^ ,

—^ ' also y —— ^x^ —— x ——x, y—die Gleichung der Scheitelcurve. Ist

2 2x ^ 2x ^

drittens 7 -^x^, —g- , x-^4x, so ist h^'

Besonderes Interesse bietet die logarithmische Linie 7 — In x. Für sie ist

ä- ^ ^ ^2^ ' folglich Y —7 ^ ^ und x — 2 x, also 7 — In ^ und h — In x — In 2 Die

Scheitel sämmtlicher Parabeln, die mit einer logarithmischen Curve eine reine

Berührung zweiter Ordnung haben, bilden wiederum eine logarithmische
Linie.

Etwas mehr Rechnung erfordert die Darstellung der Scheitelcurve der Siuusliuie. 7 —sinx,

^ - > , oos2x siu2x-t-1 v2->-1 . ,
Ä7^eo8x, ä^^-smx, , folglich

7 —Y^^Y2—1. Für den ersten Quadranten muß das negative Vorzeichen genommen werden,

weil 7 kleiner als y ist.

, 008X , ^ 1—72 . . .
x —x ^^— — x , x — Äre lsin —v),
^ SlllX v ' ^ "

also x — Äi-o (sin — y — — 1) -I- ^ ^ ^ ^y—

oder, wenn man den letzten Bruch im Zähler und Neuner mit y > ^ —1 multiplicirt,

x AI'L (sin — y — ^Y2 — ^ >^2 ^ ^

die Gleichung der Scheitelcurve.
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Ein ähnliches Verhältniß wie die Scheitel zeigen auch die Brennpunkte
der Berührungsparabeln. Die Ordinaten derselben x,
Gleichungder Hauptcurve und x, x der Berührungspunkt ist,

und yi sind, wenn ^ — 5 (x) die

x — ' und v —^^ 2ä^Vx oder z?- (ä^)2 —1
""" ^ 2ä^x ^ ^ 2 6^ '

denn Scheitel und Brennpunkt jeder Parabel haben gleiche Abscissen und die Ordinate des Brenn¬

punktes ist um ein Viertel des Parameters, das ist um größer als die Ordinate des Schei->! ci
tels. Die Gleichungder Linie, welche irgend einen Berührungspunkt x, z? mit dem zugehörigen

Brennpunkt x, h, verbindet, ist mithin ^

s-I-i., (X-

(X—x) oder für y, x, ihre Werthe ein-

? X sind natürlich die laufenden Coordiuaten, x 7 und

äz^x für jede bestimmte Verbindungslinie constant. Bringt man aber die Gleichungauf die Form:
2ä7x? —2clz-x - 7 —(ä^^X —X—(ä^xx,

denkt wieder ? und X für einen Moment constant, den sonst constanten Parameter x und das
davon Abhängigevariabel und differenzirt nach x, so erhält man:

2^6^-2 —2^ ä2z^ — 2Xcl 7x6^ —2xä7xä27x^(cl?x)2-i- 1
oder 2 ä- 7x (? - 7) ^ 2 62 ^ (X - x) 4- (c^x)' ^ 1

und nehme ich die ursprüngliche Gleichung2cl^x(?—7) — ^7x)2 —(X—x) zu Hülfe, eli-

minire ? —7 und. bestimme X —x, so wird dieses woraus sich dann

, mithin X ^ x - ^ ^ x, und ^ ^ z. — ^^ ' ^ie

Coordiuaten des Durchschnittspunktes zweier Amen, die in zwei Parabeln, welche die Hauptcurve
in zwei unmittelbar auf einander folgendenPunkten berühren, Berührnngspunkt uud Brennpunkt
verbinden, sind zugleich die Coordiuaten des Brennpunktes. Der geometrische Ort aller
Brennpunkte der Parabeln, welche eine beliebige Curve im zweiten Grade
rein berühren, ist also zugleich der geometrische Ort der auf einander fol¬
genden Durchschnitte der Linien, die in diesen Parabeln Berührungspunkt
und Brennpunkt verbinden d. h, Umhülluugscurve für diese Linien, die umgekehrt für sie
Tangenten sind. Existirt daher von einer Curve die Scheitelcurve und der geometrische Ort
der Brennpunkte, während die Hauptcurve selbst verloren gegangenist, so läßt sich diese mit Leichtig¬
keit mechanischwieder herstellen, man braucht nur an beliebige Punkte der Scheitelcurve und der
Curve der Brennpunkte, die gleiche Abscissen haben, Tangenten zu ziehen; die Schnittpunkteder¬
selben sind die Punkte der Hauptcurve; auch erhellt, daß aus den Gleichungender Scheitelcurve
und der der Brennpunkte die Gleichung der Hauptcurve abgeleitet werden kann. Ist nämlich
7 —f(x) die Scheitelcurvengleicknng, — ^(x) die der Brennpunkte, so ist ? — —i"sx) (X — x)
die Gleichungder Tangeute der ersten und —^—^(x)(X,—x) die Tangentengleichung der
zweite Curve, für den Durchschnittspunktder Taugenten sind V und V,, X und X> gleich, also

k (x) -P (x) ' k'(x) —s/(x)'7-^7 — (k' (x) — c/ (x)) (X — x), X ^



die Coordinaten der Hauptcurve. Elimiuire ich aber aus den beidm letzten Gleichungen x nebst
den von x Abhängigen und stelle dadurch eine Gleichung zwischen ? und X her, so habe ich die
Gleichung der Hauptcurve.

Für die auf ihre Asymptoten als Achsen bezogene Hhperbel bestimmt sich der geometrische
— 1 _2 ^.3

Ort der Brennpunkte leicht. Es ist hier 7 —x , <1^—^x , —2x , y, —
(ä5x)^1 3 xl> 3 2 . 9 ^2x, ^ ^

— ^ — x—— ^-x, x— -x,, y, — 4- , die Gleichung der2 ä-75 ^4x'4'^^" ä2)^2^ "^3"' 27
Curve der Brennpunkte. — Gehen wir umgekehrtvon dieser Gleichung als einer für den geo¬
metrischen Ort der Brennpunkte osculireuder Parabeln gegebenen aus und sagen: die Scheitel
dieser Parabeln entsprechen der Gleichung8yx —9, die auf dasselbe Coordinatensystemwie die
erstere bezogen ist, in Folge dessen der Index bei x, fortgelassenwerden kann, so werden die
Coordinatender Hauptcurve nach dem Obigen

2x°
27 2 9 r 9 3 2 3

>"» Ich«« zx-'.

die Gleichung der Linie, welche von den oscnlirendenParabeln berührt wird. —- Wir bestimmen
noch für einige Linien die Curve der Brennpunkte, zunächst für die Sinuslinie ^ —sinx. Es ist
1^1? - , oosx ^ . vosx^—-1 , sinx sinx

z - 2'-

sivx —^ X—Are (sill — ), x,^avL (sin — 2y,)->- ^ ^ ^ , die ge-

suchte Curve. Zweitens für den Kreis —(i^—x^)^ , — ^x(i-2 — x 2) —
2^2 x(l-2^.x2) x° t. ^ x2(l'2^x2)-' — 1-1'2(r2-x2) x. 1-2, ^

r ^ 2l'2(l-2^x2)-?
— 1°^ V ^ 1'2 ^ 7^2 ^-^2 >

^-1— ^2 ^ 2^2 —-also dieCurde der Brennpunkte desKreises
3^ 3

hi — ^ ^2i- ^ ^ ^ Drittens für die logarithmische Linie y — und
11 4^2

endlich für die Cosinusliniex — aro (oos — 2 h) . — Bei vielen Curven läßt sich
die Gleichung des geometrischen Ortes der Brennpunkte nicht angeben, weil es nicht möglich ist
aus den Werthen von y, und x, die Größen x uud z-- zu eliminiren, man muß sich bei ihnen
mit einer unentwickelten Gleichung oder der Bestimmung einzelnerPunkte der Curve der Brenn¬
punkte begnügen. Dagegen ist die Entfernung des Berührungspunktes und Brennpunktes irgend
einer der osculireudenParabeln stets leicht zu bestimmen, denn es ist

d, h, -M-. °d.r-<M '
Ein ebenso einfacher Ausdruck ergiebt sich für die Dreiecke, deren Ecken Berührungspunkt, Scheitel
und Brennpunkt einer Berührungsparabel sind, denn als Grundlinie läßt sich in denselbendie
Entfernung des Scheitels und Brennpunktes, als zugehörige Höhe die Differenz der Abfciffen des



und der Jn-Berühruugspunktes und Scheitels auffassen, erstere ist mithin ^ . letztere ^

^ ^ ^, . Nennen wir die Grundlinie des Dreiecks s und behalten für die beiden an-
4(Z'7x)-halt

deren Seiten die Benennungen e nnd bei, so ist

2) IZ2->-A2.

262)-.'
(Ä^)^2(ä^)^ 1 __ 1 / ^2

" 2 V.lu v, / '^ 4(^2^)2 4(ä2^)^ ^

^^ist aber die Höhe des Dreiecks, wir haben mithin auch s2^_»2 — ^2^^ ig^j
ä^7x 2
ihre Asymptotenals Achsen bezogenen Hyperbel ist die Entfernung des Berührungspunktes und

1 !'
Brennpunktes — Größe des Berührungsdreiecks,so möchte ich das eben betrachtete

nennen, , dasselbe wächst also im biquadratischen Verhältniß zur Abscisse des Berühruugs-
1

Punktes. Bei der logarithmischen Linie ist die entsprechende Entfernung und der Inhalt

4'des Dreiecks wächst im cubischeu Verhältniß zur Abscisse des Berührungspunktes, denn er ist

Bei der die Function z-' —x^ versinnlichenden Curve ist der Inhalt des Berührungsdreiecksconstant,

2
bei der Neil'schen Parabel-^—, also direct proportional der Ordinate des Berührungspunktes, wäh¬
rend er bei ^ —im umgekehrten Verhältniß zu dieser Ordinate steht. Ferner ist für

oosx ^ ^ ^ sinxev8x^
z^ —sinx das Berührungsdreieck

— cosx

— tZx

— eotZ x

— -s-

4 81Q
siux

4<zvsx2'
cosx^LotAx^

16

siax^tgx^
ll! '

z? —sse das Berührungsdreieck:

1^v2 — ^
4? -

— kl.1'0 (sin — x) —

— aro (tA — x) —

für die Ellipse —

f. dieTractoria vonHnyghens—

4(1 -l- siii^x)^'
( 1 — x 2)s

'4x2 '
(1^ x2)»

16x2 '

(g.2 — X2)^x
4da^ '

4^4^2

Es kann vorkommen, daß bei Berechnung des Berührungsdreieckesdas Resultat ein negatives
wird; forscht mau dem Ursprung dieses negativen Zeichens nach, so wird man immer finden, daß
es etwas über die Lage des BerühruugSdreieckes andeutet, für den Inhalt aber der absolute Werth
des gefundenen Resultates genommen werden muß. Dasselbe gilt von dem Parabelsegment,welches
in einer beliebigen osculirendeu Parabel durch die Sehue abgeschnitten wird, welche vom Be¬
rührungspunkte aus und parallel mit der X-Achse des Hanptcoordinatensystemesläuft; die Länge

dieser Sehne ist und die Höhe des Raumes, der durch diese Sehne und die betreffende
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Berührungsparabel begrenzt wird, ^ Raum selbst also ^2- ^ verhält sich

zum Berührungsdreieck wie 8(äz^)2 zu 3 und ist demnach für
2 1

z? —6- das Parabelsegment — ^ s", für ^ —cotgx das Parabelsegment — 6^ösx2

^Inx ^ Z X, ^arcz(tA^x) ^

<, ^ t ^ 2(1—x-)Z
— x° " ? ^ ' — ai-o(siii —x) — — ^2

1 c" 3K lg,2-—x2)?x^
fmdl. «chl. ^

und für die auf ihre Asymptoten bezogene gleichseitige Hyperbel constant

Geht mau von der allgemeinen Gleichung der Berührungsparabel z?— ^ —ä?x(x— X)-i-

-j- ^ ä?x(x —X)^ aus und sieht zu, in welchen Punkten sich zwei Parabeln schneiden, die eine

beliebige Curve in zwei unmittelbar auf einander folgenden Punkten im zweiten Grade rein be¬

rühren, so findet man dies, indem man die allgemeine Gleichung in Bezug auf den sonst constanteu

Parameter X disserenzirt. Man erhält-

- 6 V. ^ ä^(x - X) - -l- y (x - X)- - ä^(x - X)

oder 0 ^ (x - X), x X, 7 ^

d. h. die Berührungsparabeln schneiden oder berühren sich nur auf der Hauptcurve, die für sie die

gemeinschaftliche Umhüllende ist, haben aber sonst keinen Punkt gemein. Auch mittelst der Be-

rührnngsparabeln läßt sich daher die Hauptcurve reconstrniren. Nehmen wir um diese Sache zu

verfolgen und zugleich die Bedingung festzustellen, welche zwei Curven erfüllen müssen, wenn sie

Scheitelcurve und Curve der Brennpunkte für ein und dieselbe Curve sein wollen, zwei auf dasselbe

Coordiuatensystem bezogene beliebige Linien und bezeichnen mit ^ die Ordinateu der einen, auf

welcher die Scheitel, mit die Ordinaten der anderen, auf welcher die Brennpunkte liegen, so ist

4(^-—^) der Parameter und X2 —die Gleichung der Parabel für die der Punkt

z', x Scheitel und die Ordinate ^ Achse ist; bezieht man dieselbe aber auf das Hauptcoordinaten-

system, so geht sie über in (X —x)2 —4(z'>—z-) und durch Differenziren nach x er¬

giebt sich:

— 2(X—x) —4(^ — 7) (cl^x-ä^)-4cl)'x(^ -7); folglich

(X - x)^ ^ 6 ^(7, — ^) X —x
4 (l> ^ 7) 67,5 — ch'x 2 (67, x — <Z?x)

(X - s <x -
ä^ix-clz'x

(671X —äz^x)^ 67.x —cl^xl- ä^x —

Aus der Gleichung entspringen für X zwei verschiedene Werthe. Zwei Parabeln, deren Scheitel
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und Brennpunkte auf zwei beliebigen Curven, aber paarweis unendlich nahe und außerdem so
liegen, daß je ein Scheitel und zugehörigerBrennpunkt dieselbe Abscisse haben, schneiden sich mit¬
hin in zwei verschiedenen Punkten, haben also eine gemeinschaftlicheSecante. Die beiden Schnitt¬
punkte kommen einander indeß um so näher, je kleiner die rechte Seite der letzten Gleichungwird
und fallen auf einander, d. h. lassen aus der Secante eine Tangente werden, wenn diese Seite
gleich 0 wird. Dann existirt aber auch für alle Parabeln, die den beiden betrachteten entsprechen,
eine Umhüllungscurve. Da ^ nach der Voraussetzungnicht — sein kann, so wird für diesen

Fall ^ ^oder was dasselbe ist 4cl^x(cl^x— clz^x) —1 und wir haben hier-

mit die Bedingung, die zwei Curven zu erfüllen haben, wenn sie Scheitel- und Brenn-
punktscnrve für ein und dieselbe Hauptcurve sein sollen. Wird dieser Bedingnng

aber Genüge geleistet, so ergiebt sich aus der letzten quadratischenGleichuug X —x-j- , ^

und ersetze ich in der Hauptgleichungder Parabel (X—x)^ dnrch ' so wird die¬

ses zunächst —(^ —^), multiplicirt man dies aber mit der Bedingungsgleichung

4ä^x(cl^x — äy,x) —1, so erhält man ?—^ Die Coordinaten der Umhüllungs-cl^ix — ct^x
curve der eben betrachteten Parabeln stimmen also vollständig mit den Coordinaten der Durch¬
schnittspunkte der Tangenten, welche an Punkte der Scheitel- und Brennpunktscurve gezogen sind,
die gleiche Abscisseu haben.

Die Bedingungsgleichung4cl^x(ä^x^ cl yx) —1 — wir gebrauchen h für d. h. als Zeichen
für die Ordinaten den Brennpunkte — zeigt nicht allein die wechselweise Abhängigkeit des geo¬
metrischen Orts der Brennpunkte der osculirendenParabeln von dem der Scheitel, indem aus ihr

clyx —ä^x —. ^ folgt, sondern führt zm etwas ganz Neuem, sobald wir aus ihr cl^x

durch <Zyx bestimmen. Es ist (äz^^-clz-x äyx —(clz^ —cl)^ äyx-i-^ (clyx)^ —

^, cl^x—^ äyx-i- ^ 1 nnd wenn wir beide Seiten integriren —

^ ^^(ci yx)^-i-1. Das Integral von ^(äyx)2^1 ist aber der Bogen der Curve der

Brennpunkte; nennen wir diesen L, so folgt: z^-j-cz —ein ebenso leicht erreichtes
als schönes Resultat, denn es lehrt uns:

1) schreitet auf einer beliebigen Curve ein Punkt und mit ihm zugleich der Scheitel und
Brennpunkt der osculirenden Parabel vorwärts, so ist nach beliebiger Zeit die Ordinate
des Scheitels halb so viel gewachsen als das Wachsen der Ordinate des Brenn-
pnnktes und der von diesem zurückgelegte Weg zusammen beträgt;

2) die Curve der Brennpunkte ist, gleichgültig welcher Hauptcurvesie angehört, recti-
ficabel, sobald die Gleichungder Hauptcurve bekannt ist.

Unser Resultat läßt sich auch in anderer Weise begründen. Die Ordinaten des geometrischen
Ortes der Brennpunkte sind:

2*
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' , m.thm

(->Uv.)' ^ (6-^)2 "

,1., ...i.. l4cl7x(ä^x)2—2ä^^(ä7^)2-1>^ä^^(ä7.^)2—1-j

^ 4(62^)2 - 2(ä'^)2
das Bogenelement 6 8 ist aber — ^äx2->äy2, folglich

und 8 der Bogen ^ ^ — ^2ü^ ^ ^ ^

Der Bogen der Brennpunktscurve kann also direct aus der Gleichung der Hauptcurve abgeleitet

werden und ist selbst dann seiner Lauge nach zu bestimmen, wenn die Gleichung

der Curve der Brennpunkte nicht darstellbar ist. — Für die Linie der natürlichen
x^ 1

Logarithmen ist die Länge des Bremipunktbogeus lax^— ^ -s- o oder genauer zwischen den

X X 2 ^ 2
Grenzen x, und xz gleich In-j- ', und dem entsprechend für die Linie der künstlichen

Xz ^

Logarithmen mit der Basis k>—Ic>Z^' Ina, wo wiederum X2 die untere nnd x, dieXZ ^

obere Grenze andeutet. — Lassen wir, um ein Zahlenbeispiel zu geben, die Abscisse der Linie

der briggischen Logarithmen von 1 bis 10 wachsen, was bekanntlich ein Wachsen der Ordinaten

von 0 bis 1 zur Folge hat, so legt der Brennpunkt der osculirenden Parabel inzwischen

1 -j- ^2 2 ,3025351 zurück. Die Ordinate des Scheitels ist

1 X2 slll 1 M2
sie wächst in jenem Intervalle um eins, die Ordinate des Brennpunktes

> — xi^ 99Ill10 ^

gen um -i 2 .m10 —1— 2^—^112,3773625, die Summe des Zu¬

wachses des Bogeus und der Ordinate der Curve der Brennpunkte ist also 114,3773625 —

112,3773625 — 2, d. h. gleich dem doppelten Zuwachs der Ordinate des Scheitels. Da endlich

die Abscisse des Brennpunktes jeder logarithmischen Linie im Allgemeinen — 2x ist, beim Beginn

unserer Bewegung also 2 war und am Schluß 20 wurde, so beträgt die directe Entfernung des

Anfangs- und Schlußpunktes 1/^182-j- 112,37736252—114,4. Der betrachtete Bogen der Brenn¬

punktscurve ist mithin ein sehr gestreckter, von der geraden Linie nur wenig abweichender.

Durch die Beziehung z?—^ ew Mittel gegeben die Scheitelcurve zu einer be¬

liebigen Brennpunktscurve mechanisch zu construiren, wenn man nur einen Punkt besitzt, der sich

zum Anfangspunkt der Coustruction eignet, für den z. B. der Bogen und die Constante v sind,

die Ordinate des Scheitels also die Hälfte der Ordinate des Brennpunktes ist. Ein solcher Pnnkt

ist aber gegeben, wenn die Brennpunktscurve eine mit der I^-Achse Parallele Tangente hat, denn

diese Tangente zeigt nach dem Berührungspunkte und Scheitel der Berührungsparabel zugleich,

der Punkt, in welchem diese Tangente die Brennpunktscurve berührt, läßt sich daher auch als



Scheitel der osculirenden Parabel auffassen,deren Zweige, gerade Linien werdend, zusammenfallen.
Wickelt man nun von diesem Punkte ausgehend den Bogen der Brennpunkts -
curve ab und spannt ihn zugleich in der Richtung der Ordinate der Breuu-
punktscurve aus, so beschreibt das Ende des ausgespannten Fadens eine
Curve, deren Ordinate» das Doppelte der Ordiuaten der Scheitelcurve sind.

Auch zu der Entfernung des Brennpunktes uud Berührungspunktes der osculireudenParabel
hat die Länge des Bogens der Brennpunktscurve eine höchst einfache Beziehung, denn die Größe

jener Entfernung ist - Bogen und Entfernung sind mithin — abgesehen von

der Eonstanten — gleich der Ordinate der Hauptcurve für den Punkt, in welchem
die Parabel die Hauptcurve osculirt. Die Relation, L-i-L —kann man ferner
wiederum zur Zeichnungder Hauptcurve benutzen, falls der geometrische Ort der Brennpunkte be¬
kannt, die Scheitelcurve aber noch nicht conftruirt ist. Sei g. ein beliebigerPunkt der Brenu-
pnnktscnrve, « der Winkel, welchen die Tangente dieser Curve in a mit der positiven Abscissen-
achse bildet, so wickle mau von dem Punkte aus, der für die Coustructionder Scheitelcurvevorhin
als Anfangspunktcharacterisirt wurde, die Brennpnuktscurve bis a ab und spaune den abgewickelten
Bogen auf der durch k>. gezogenen Tangente aus in der Richtung, in welcher der Punkt n. — wenn
er als der durch seine Bewegung die Brennpunktscurve beschreibende aufgefaßt wird — weiter zu
fliegen das Bestreben hat, lege im Endpunkt des ausgespanntenBogens an die Tangente einen

Winkel von 45—^ ^ad, verlängere den zweiten Schenkel des Winkels, M er die X-Achse
schneidet, errichte im Schnittpunkt auf der X-Achse eiu Loth, verlängere die Tangente der Be¬
rührungscurve rückwärts, dann schneidet sie das eben errichtete Loth in einem Punkte der Haupt¬
curve. Mau könnte daher auch sagen: die Haupt curve ist der geometrische Ort der
Mittelpunkte der Kreise, die die X-Achse berühren, deren Mittelpunkte auf
den Taugenten der Brennpunkts curve liegen uud die durch Punkte dieser
Tangenten gehen, welche nm die Länge des abgewickelten Bogens der Brenn-
pnnktscnrve von dem Berührungspnukte bis zu dem dieAbwicklnng vorgenom¬
men ist, entfernt sind. — Auch hier ist natürlich vorausgesetzt: ein Ansangspnnkt der Ab¬
wicklung sei bekannt.

Der Bogen der Scheitelcurveist im Allgemeinen nicht rectificabel; nennen wir ihn s, so ist

cls — ^"<Zx--j-äy^, ist aber wie bei der Brennpunktscurve — weil

2(ä2^)2 ' '""M

^ (ck'vo ' l ^ ( 2 -) ""d 5-/ -

Man sieht, der Bogen der Scheitelcurve steht in naher Beziehung zu dem der Hauptcurve. In
einzelnen Fällen ist das Integral leicht gefunden,setzt man z. B. ^ —x^, so wird

16^
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Das Minuszeichendeutet auf die Lage der Scheitelcurve: während die Punkte der Hauptcurve, in
denen die osculirenden Parabeln sich berühren, nach rechts gehen, rücken die Scheitel nach links. —

Der unter dem Integralzeichenvorkommende Ausdruck )2 ' was dasselbe ist: das äx-
der Brennpunkts- und Scheitelcurvewird nicht allein bei z—x^ constant, sondern bei ganzen Grup¬
pen von Curven und deutet dadurch an, daß diese Gruppen vor anderen ein vorzugsweiseregel¬
mäßiges Wachsenbesitzen. Dieses Constantwerden tritt aber ein bei 7 —valoZx, 7 —und

H — 2
bei 7 —nix" — bei letzterem wird z. B. «Vr^—^ — und wir können daher von allen
diesen Curven behaupten: der Zuwachs der Abscissen der Hauptcurve steht mit dem Zuwachs der
Abscisse der Scheitel- und Brennpunktscurve in constantemVerhältniß. Außerdemist leicht zu er¬
kennen, daß bei allen Curven sich das clx der Scheitelcurve zu dem äx der Hauptcurve verhält
wie : (ä2z^)2; bei der gewöhnlichen Cycloide ist dies Verhältniß 2r^^x:4r— Zx,
bei der Cissoide des Diocles (3r — x)(3x— i'):3r^, bei der Sinuslinie —oos^x: siii^x,

Vergleicht man die Bogenelemente der Scheitel- und Brennpuuktscurve, so verhalten sie sich

wie äz^4 ^ (ä?x)2 : (ä^)" ^ 1, also auch wie ' 4 -i- (ä^)^ : ^ ^2^ ^ ' d- h- wie
die Längen der Linien, welche vom Berührungspunkt der osculirenden Parabel nach dem Scheitel
und BrennpunktDerselben gehen; und dies Verhältniß ist auch ein ganz natürliches, da die Bogen¬
elemente zugleich unendlich kleine Abschnitte dieser geraden Linien sind. Betrachten wir die für diese
Linien, die Bogenelementeund deren Verhältniß gegebenen Formeln noch einen Augenblick, so sehen
wir auch: die Bogenelemente sind von den drei erste n Ableitungen der Hauptcurve, die bezeichneten
Linien von den beiden ersten und das Verhältniß dieser Linien sowie der Bogenelementenur
von der ersten abhängig. Der Winkel, den die verlängertenBogenelementeoder, was dasselbe
sagt, die entsprechenden Tangenten der Scheitel- und Brennpunktscurvebilden, ist gleichfalls nur

2
von der ersten Ableitungder Hauptcurve abhängig, seine Tangente

Sind y und x die Ordinaten der Scheitelcurve,so ist der von der X-Achse und der Scheitel¬
curve begrenzte Raum gleich /yäx oder für y und äx die durch die Ordinaten der Hauptcurve
bestimmten Werthe gesetzt

/ Mix)- ././ 2(ä-7)- '
Wendet man nun auf Minuendus und Subtrahendus die theilweise Integration an, so wird der
gesuchte Flächenraum

7^7- (ä^) ° 3 /
ä^Vx ä^Vx ./ ^ 4(ä2vx)2 4^/

2

ä^x ä^x ./ 4(ä2^)^ 4^/

(ä7x)° —4z'ä 7x c!2^x ^ 1 / ^äz^
4(c^7x)2 ^ 4./ ä^^x ./

Die Quadratur der Scheitelcurveist also abhängig von der Quadratur der Hauptcurve und einem
in vielen Fällen leicht auffindbarenIntegral. — Für die Linie der natürlichenLogarithmen wird
der Ausdruck:
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-4- 41ux x'

-2 /lnx-^ ^ (1 4Inx) — ^ -^- xlnx —x4x^^

— 2x1nx— x. Will man die Fläche bestimmen, welche von der logarithmischen Linie, ihrer

Scheitelcurde und zwei Ordinaten umschlossen wird, so muß beachtet werden, daß die Abscisse der

Scheitelcurve nicht mit der der Hauptcurve identisch, sondern für die vorliegende Curve das Dop¬

pelte derselben ist; wenn also das Integral der Scheitelcurve zwischen den Grenzen x, und X2 ge¬

nommen wird, so ist das abzuziehende Integral der Hanptcurve zwischen den Grenzen 2x, und

2xz zu uehmen; es ist aber / 'lux — 2x, lux, —2xz luxz ^ (2 In 2 — 2) (x> — X2) und
2 Xz ^

das entsprechende, von X2 bis x, genommene Integral der Scheitelcurve 2x, Inx, — 2X2IUX2--

x,-j-X2, der Unterschied beider also (21n2— 1) (x,—X2), ein Resultat, welches wir allerdings

auch ohne alles Jntegriren hätten erhalten können, wenn wir uns daran erinnert hätten, daß 1) die

Scheitelcurve der logarithmischen Linie selbst eine derartige Linie ist, 2) die Ordinate derselben

stets — In x2' 3) die Ordinate der Hauptcurve, welche mit jener gleiche Abscisse hat,

Iux-i-In2, der Unterschied beider also constant In2 — ^ ist, denn multiplicirt man mit dieser

constanten Größe die Differenz der Abscissen des Anfangs- und Schlußpunktes 2x,—2x2, so hat

man die gesuchte Fläche gleichfalls.

Da die Ordinate des Brennpunktes um ^ größer ist als die des Scheitels, so ist die

Quadratur der Brennpunktscurve gefunden, sobald zu dem für die Scheitelcurve berechneten Aus¬

drucke noch

/' °der
./ 2ä^ 2(ä2^)°

addirt wird, und wendet man wieder die theilweise Integration an, so geht dies über in
1 /" äx

4./ cl^'4(62^)2^ 4^

Die von dem geometrischen Orte der Brennpunkte, zwei Ordinaten und der X-Achse umschlossene

Ebene ist also gleich dem zwischen bestimmten Grenzen zu nehmenden Ausdrucke

(ä^)s —4 7 cl^5 ^ 1 /'l.kv.)- - 1 ^4,/

den man auch
4(62^)2

^ —Yi cl^ ^ ^^ ^

setzen kann, wenn y, die Ordinate der Brennpunktscurve und 6 die Entfernung des Berührungs¬

punktes und Brennpunktes einer osculirenden Parabel bedeutet. — Liegen Scheitel- und Brenn¬

punktscurve für eine bestimmte Abfcissenstrecke auf derselben Seite der X-Achse, so ist das in

Bezng auf diese Strecke bestimmte Integral

-^äz^ ^ 6x

4(cI2z^)2 4^/

der Werth der zwischen den beiden Curven und den beiden im Anfang und Schlußpunkt der Ab-

scissenstrecke senkrecht stehenden Ordinaten liegenden Ebene.
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Wir haben bis jetzt in der Gleichung der Hauptcurve 7 —^>(x) stets x als die will-
kührlich Veränderliche betrachtet, es stand uns aber beim Beginn der Rechnung offenbar
auch frei 7 als die willkührlich Veränderliche und x als die davon Abhängige anzusehen
uud bei der Discussiou der Curve von der Gleichung x —auszugehen. Holen wir dies jetzt
nach, so bekommen wir nicht wie bei der reinen Berührung des ersten Grades dieselben Be¬
rührungslinien, sondern eiue neue Parabelgruppe, deren Achsen mit der X-Achse des Coordinaten-
systemes, auf welches die Hauptcnrve bezogen ist, parallel laufen, also auf den Achsen der bisher
betrachtetenoscnlirenden Parabeln senkrecht stehen. Für jeden Punkt der Hauptcnrve
existireu mithin 2 Parabeln, die mit ihr eine reine Berührung zweiten Gra¬
des haben, die eine deutet die Veränderung, welche das Wachsen der Ordinate der Hauptcurve
in jenem Punkte erleidet, an, während die Abscisse gleichmäßig wächst, die andere die Veränderung
des Wachsens der Abscisse, wenn die Ordinate gleichmäßig zuuimmt; wir nennen von jetzt ab diese
Parabeln zwei entsprechende Parabeln oder die Parabeln desselben Punktes,
außerdem die früher betrachtete Parabelgrnppe: die X-Parabeln oder die der ersten Gruppe,
im Gegensatz zu deu jetzt in die Betrachtung hineingezogenen,welche ^-Parabeln oder Parabeln
der zweiten Gruppe genannt werden sollen. — Da wir gesehen haben, daß Hauptcurve und
oscnlirende Parabel stets auf derselben Seite der beiden gemeinsamen Tangente liegen, so ist auch
klar, daß die osculirenden Parabeln desselben Punktes nicht auf verschiedenen Seiten der Taugeute
zu suchen sind, ja sie können selbst auf derselben Seite der Hauptcurve liegen und brauchen diese
keinesweges zwischen sich zu nehmen. Wir zeigten z. B. früher: die oscnlirende Parabel liegt nach
der Berührung zwischen der Tangente nnd der Hauptcurve, wenn die zweite und dritte Ableitung
der letzteren gleiche Vorzeichen haben, sind aber und negativ während clz^ positiv ist,
so sind ä^x^ und ä^Xz. gleichzeitig positiv, in diesem Falle befinden sich also nach der Berührung
die beiden entsprechenden Parabeln anf derselben Seite der Hauptcurve.

Die Formeln und Bestimmungen für die Parabeln der zweiten Gruppe folgen unmittelbar
aus den für die erste Gruppe gegebenem Ihre allgemeine Gleichung ist x — X —äX^(^—

-1-^62X7(7-^)2, die Coordinateudes Scheitels ^2—^
(IX.

der Linie, welche Scheitel und Berührungspunkt verbindet ^ ^(äX>.)24, die Entfernung

des Brennpunktes und Berührungspunktes ^ Parameter Will man diese

Bestimmungenmit den entsprechenden der ersten Gruppe in Beziehung treten lassen, so setze man
in ihnen, — in den Ableitungendie Veränderlichen vertauschend —

clx.-^, x.- x,- .

Der Parameter der ^-Parabeln wird dann z. B. ^ -, verhält sich mithin in absoluter Be-cl
ziehuug zu dem Parameter der Parabeln der ersten Gruppe wie (cl^x)^ : 1. Die beiden Parabeln
eines Punktes werden also congrnent, wenn die Tangente der Hauptcnrve mit der X-Achse einen
Winkel von 45° bildet, denn dann ist —1- — Die Coordinaten des Scheitels werden durch

die angedeutete Substitution —7 -I- ' und x ^ ^ Coordinaten des Scheitels der ent-
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ß

sprechenden osculirenden X-Parabel waren aber ^ 5^.^ und x — wir finden daher

mit Hülfe der Formel ? — y— ^ (X— x) für die Linie, welche durch die Scheitel der beiden

Parabeln eines Punktes geht, zunächst die Gleichung

(ä^)' 26'7. 6'7.

x —
cl' 7x

ä)'x

2ä2^

Der Coefficieut vor X zieht sich aber sofort in clz'x zusammen uud es erhellt: die Linie,

welche die Scheitel zweier entsprechender Parabeln verbindet, ist der Tangente

des Berührungspunktes parallel. — Die Gleichung der Linie, welche vom Scheitel einer
d x

^-Parabel uach dem Berührungspunkte geht, ist zunächst x—x — ^'(h—z'), verwandelt sich in

y — z? —2clz^(x— x) und lehrt: zieht man von einem beliebigen Punkte irgend welcher Curve

Linien nach den Scheiteln der beiden Berührungsparabeln dieses Puuktes, so ist das Prodnct der

Tangenten der Winkel, welche diese Linien mit der positiven X-Achse bilden, gleich dem Quadrat

der Tangente des Winkels, welchen die Tangente der Curve in entsprechender Weise bildet, oder

genauer, die 3 trigonometrischen Tangenten stehen im Verhältniß von 1:2:4. — Aus dem Vor¬

stehenden ist gleichfalls leicht zn ersehen, daß die Differenz der Ordinaten der Scheitel der ent¬

sprechenden Parabeln und die der Abscissen ^ beträgt. Aus diesen Differenzen folgt

mit Anwendung der Formel s—— xi)- : die Entfernung der Scheitel ist

^12^ (^5)' - Nimmt man hinzu, daß nach derselben Formel die Entfernung des Scheitels^ cl z?x

der ^-Parabeln von ihrem Berührungspunkte sich zu ^^A^x)^^1 bestimmt und die ent-
tt ' )'x

sprechende Entfernung für die erste Gruppe der osculirenden Parabeln zu > ^ ^ (ä^x)^^4
^ cl- ^

bestimmt war, so zeigt sich: 1) die Seiten des Dreiecks, dessen Ecken ein beliebiger Curvenpnnkt

und die Scheitel der beiden Berühuugsparabeln eben dieses Puuktes sind, haben das Verhältniß von

3^1-j-(äz?x)2 ' 1^4(Äz^)2-1-1^.' ^(äz^x)' -j-4, 2) dieses Verhältniß ist nur von der ersten Ab¬

leitung der Hauptcurve abhängig, 3) in diesem Dreieck ist die Summe der Quadrate
h

der beiden kleinern Seiten ^ vom Quadrat der größern uud das Dreieck daher stets

stumpfwinkelig. Der Cosinus des stumpfen Winkels bestimmt sich mit Hülfe der Formel

k?— g.s ^ —2 (1(äz^)2)cos «:
2de

folglich SIN tt —

zu

3ä^

1 ^,1vx>'" I, - 4 '

lz . 0 . sin «

^4(ä7x)'^-1 . ^(ä7x)^-i-4

3

nnd

3 ^

oder der Inhalt des Dreiecks .. . , d. i. ^ vom Product der Parameter der entsprechenden



18

Parabeln. Der Inhalt des Dreiecks hätte sich natürlich noch schneller mit Hülfe der Höhe auf
die größte Seite, die zugleich der Abstand zwischen der Tangente der Hauptcurve und der Ver-

bindungslinie der Scheitel ist, berechnen lassen, ihre Länge beträgt während
die Mittellinie, welche von dem Scheitelpunkt des stumpfen Winkels ausgeht,

-i-(äz^ , d.h. genau eiu Sechstel von der Entfernung der beiden
Scheitel ist.

Das betrachtete Dreieck zeigte nicht wenig merkwürdige Eigenschaften, wir wenden uns — in¬
dem wir noch hervorheben, daß die Scheitel entsprechender Parabeln nur in Ansnahmefällen zu¬
sammenfallen,nämlich wenn cl^x Null oder wird — zn dem Dreieck, dessen Spitze wie¬
derum der Berührungspunkt, dessen Grundlinie aber die Verbindungslinie der Brennpunkte zweier
entsprechender Parabeln ist. Die Ordiuateu des Breuupunktes einer ^-Parabel sind

und die einer X-Parabel waren früher gleich

^2 ^UN0) 2^

aufgefunden;nennen wir die letzeren x,, y>, so folgt

^—3(6^)2-^-1 ___ (ä^)»
Y.-Yz-- 2^

und 62, die Entfernung der beiden Brennpunkte, 3
^9(äz^-6(c>7.)2 ^ 1 ^ 9^^)-^

gleich der Hälfte des Krümmungshalbmessers der Hauptcurve, andererseits ist die
Entfernung des Berührungspunktes von dem Brennpunkte einer Parabel der zweiten Gruppe

^ des Berührungspunktes von dem Brennpunkte einer X-Pa-
^ ci.- ^

rabel, wie wir wissen, ^2 ^2 ^ ^ Seiten des Dreiecks, dessen Ecken die Brennpunkte
zweier entsprechender Parabeln und der gemeinschaftliche Berührungspunkt sind, stehen daher in
dem merkwürdig einfachen Verhältniß 1 ^l-^(ciz^)' zu einander, d. h. sie haben das¬
selbe Verhältniß wie das Jncrement der Abseisse, der Ordinate und des Bo¬
gens der Hauptcurve im Berührungspunkte, das Dreieck selbst aber ist rechtwin¬
kelig. — Die letztere Eigenschaft ist keine unserem Dreieck besonders eigenthümliche, denn hat man
überhaupt zwei Parabeln, die von einer Tangente in demselben Punkte berührt werden und deren
Achsen senkrecht auf einander stehen, so bilden die von den Brennpunkten nach dem gemeinsamen
Berührungspunkte gehenden Graden stets einen Rechten. — Der Inhalt des Dreiecks beträgt
(IV - IV(1V ^ ^ 1 ^ ^
—" , der Inhalt des Berührungsdreiecksder?-Parabel, dessen Ecken Berührungs-

<5^ Ix)

Punkt, Scheitel und Brennpunkt dieser Parabel sind, ist , denn der Inhalt des entsprecheu--
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den Dreiecks der X-Parabel war ^- Addirt man jetzt die Hälften dieser bei-

den BerührungSdreiecke und fügt zu der g e w o u u e u e u S u m m e das Rechteck aus
den Entfernungen, welche Scheitel und Brennpunkt sowohl in der X-Parabel

als in der zugehörige» ?-Parabel habeu, — sie sind ^ und — so er¬
hält man wiederum den Inhalt des Dreiecks, welches den Berührungspunkt
und die Brennpunkte zu Ecken hat und erkennt zugleich, dieses Dreieck ist auch stets

z
gleich ^ von dem Triangel, dessen Ecken derselbe Berührungspunkt nnd die
beiden Scheitel sind, Plus der halben Summe der beiden Berühr ungsdreiecke.

Denkt man ferner durch den Berührungspunkt parallel mit der ?-Achse in einer ^-Parabel
eine Sehne gezogen, so ist das Segment, welches von der Parabel und jener
Sehne umschlossen wird, gleich dem entsprechenden Segmente der X-Parabel

desselben Punktes, denn dieses war früher zu ^ ^ ^ z bestimmt, mithin ist das Segment

der?-Parabel
2(äx,)- ^ 2 . 3(ä-7x)° ^ 2 (ä^) '

3(c^x^)" (6^)2 ' (ä^x)° (Aä^x)^'
Das negative Vorzeichenist bei der Berechnung absichtlichvernachlässigt,da es Wohl Einfluß auf
die Lage nicht aber auf die Größe des Segmentes hat. — Auch das Produkt der die Segmente
abschneidenden Sehnen ist bemerkenswerth, es stimmt an Größe mit dem Rechteck der Parameter
überein.

Die Größe der Tangente des Winkels, welchen die die Brennpunkte entsprechender Parabeln

Verbindendemit der positiven X-Achse bildet, ist ^ — oder und hieraus be-x>(az^^-oclz-'x
rechnet sich der Cosinus des Winkels, uuter welchem dieselbe Linie die Verbindungslinieder Scheitel

- lZtzz»-

Da die allgemeine Gleichung einer X-Parabel —6?x(x—X)-s-^ä^?x(x— X)?
lautet, so wird die der entsprechenden ^-Parabel

i , ^ a-?x
2(ä?x)-'

und die Schnittpunktebeider werden gefunden, so bald man x, und ^ gleich x und ^ setzt, beide
Gleichungen als coexistirende betrachtet und durch sie x und als Eoordinaten der Schnittpunkte
bestimmt. Zwei Parabeln mit senkrecht auf einander stehenden Achsen haben im Allgemeinen
4 Schnittpunkteund bestimmt man aus der zweiten Gleichung

^ ... (ä?x)- , 2(ä?x)^.. ^
) zu ^2^ ä'?x

combinirt diesen mit dem durch die erste Gleichung gegebenen Werthe von ^so erhält man
auch im vorliegenden Falle für x — X eine Gleichung vom vierten Grade, aber dieselbe gewinnt
dnrch einfaches Rednciren sofort die Form

3*
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^ (x —X)° .

ist also durch und (x—X)° ohne Rest theilbar und deutet dadurch erstens an, daß bei einer
Jnflexion vom Schneiden der entsprechenden Parabeln des Jnflexionspnnktes eigentlich nicht die
Rede sein kann und daß zweitens drei von den 4 Schnittpunkten— wie allerdings nicht anders
zu erwarten war, da jede der Parabeln mit der Hauptcurve 3 unendlich nahe bei einander liegende
Punkte gemein hat — in dem Berührungspunktezusammenfallen. Für den 4ten Schnittpunkt be-

— 4cl? 4scl?
stimmt sich das x— X zu >. ^ in Folge dessen 7 —^ wird, woraus wie¬
derum für die Länge der Linie, welche diesen Schnittpunkt mit dem Berührungspunkt verbindet sich

1 ergiebt, sie ist also ^ der Graden, welche die Scheitel derselben
beiden entsprechenden Parabeln verbindet und das Sechszehnfache der Linie,
welche vom Halbirnngspnnkt dieser Graden nach dem Berührungspunkte führt.
Auch der Winkel, welchen unsere Schnitt- und Berührungspunkt Verbindende mit der positiven
X-Achse bildet, ist ein uns bekannter, denn seine Tangente bestimmt sich zu —und wir können
sagen: Die Tangente der Hauptcurve, die v om B erüh run g s p u ukt e uach dem an¬
der e n Scheitelpunkt der b e id en B erühr nng sp ara b eln Gehende und dieX - Achse
des Co ordina tensy stemes bilden, wie die Hauptcurve auch beschaffen sei, stets
ein gleichschenkeliges Dreieck. Ohne Schwierigkeit sind ferner die vier Verbindnugslinien
des Schnittpunktes mit den Scheitel- und Brennpunkten aufzufinden. Um sie und anderes kurz
bezeichnen zu können, nenne ich den Schnittpunkt t, die Scheitel s und 8, die Brenn¬
punkte K, L, den Berührungspunkt u uud betrachte 3 und L als der X-Parabel, s
und d als der entsprechenden Parabel angehörig. Es ist

Sämmtliche 4 Größen haben den Divisor und ihr Verhältniß zu einander ist daher nur von
der ersten Ableitung der Hanptcnrve abhängig, diese Eigenthümlichkeit kommt ihnen indeß nicht
allein zu, sondern überhaupt den 15 Linien, welche die Scheitel, die Brennpunkte, den Berührungs¬
punkt und den Schnittpunkt zweier entsprechender Parabeln, d. h. die Puukte k, L, s, 8, r>, t,
verbinden.

Wir haben von diesen Linien nur zwei sL und KL noch nicht berechnet,die Werthe für die¬
selben ergeben sich indeß sofort zu

2^ ^ ^ 8 K und 3(ä^)'-j-1 L 5.
Bildet man die Quadrate beider Linien und vergleicht dieselben mit den Quadraten von KL und
s8, so ergiebt sich der Satz: 8d-L — dL--j-g 8^, mit Worten: verbindet mau
in zwei entsprechenden Parabeln erst Scheitel mit Scheitel, Brennpunkt mit
Brennpunkt und dann den Scheitel der einen je mit dem Brennpunkt der an¬
deren, so sind die Summen der Quadrate dieser Verbindungslinien gleich.

Von den 4 Linien sL, 8d, KL und s8 sind 2 Seiten und die beiden andern Diagonalen
des Vierecks s8LK, dessen beide noch nicht erwähnte Seiten Viertel der Parameter der ent¬
sprechenden Parabeln sind; wendet man auf dieses Viereck den Satz an: die Summe der Quadrate
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der Seiten eines Bierecks ist gleich der Summe der Quadrate der Diagonalen plus 4mal dem
Quadrat der Verbindungslinie der Halbiruugspunkteder Diagonalen, so erkennt man leicht,
daß das Achtfache dieser Verbindungslinie Hypotenusedes rechtwinkeligen Dreiecks ist, für welches
die Parameter der entsprechenden Parabeln Katheten sind.

Um das Vorstehendein klareres Licht zu setzen und weil es uns überhaupt von Interesse
scheint, auch zu nenen Folgerungen führt, stellen wir die Quadrate der 15 Verbindungsliniender
6 Punkte t, s, 8, d, L, u zusammen, schreiben aber der Kürze halber « für und /S statt

es ist dann
^ 16 «4-s-16 «2 ^ ^ 81->-36 «4 ^2 36 c«^81

^ A2 ' ^ >

-j-18«^81^^2 81 18«^-j-1 <^2 39
4^2 , - 4^2 ' 4^2

^, «8-^ 4/?- 4^

—, 1^8^ — ——, 110^ —4/?2 ' 4/?^ ' 4/I2

Daß sich aus den gegebenen Werthen und andern, die wir, sobald noch neue Punkte wie der
Schnittpunkt der Parabelachfen, die Durchschnittedieser Achsen und der Parabeln :c. in die Be¬
trachtung gezogen würden, leicht erhalten könnten, eine Menge von Gleichungenableiten läßt, liegt
auf der Haud, wir heben von denselben nur zwei hervor: -j-k -j-L8-—-i-
-s- 2s8' UNd tS^ -j- _^.^2 1)Z2 ^.^2
-j-2uZ2-s-2ns2 —5tu2vsd^-i-58L-; Gleichungenthält sämmtliche 15 Quadrate,
sie läßt sich, wenn man auf beiden Seiten noch ti^-s--j-8V^ addirt folgender Maaßen aus¬
sprechen: die doppelte Summe der Quadrate der Verbindungslinien des Berührungspunktes mit
den beiden Scheiteln, Brennpunkten nnd dem Schnittpunktevermehrt um die Summe der Quadrate
der 10 Linien, welche die letzten 5 Pnnkte verbinden, ist sechsmal so groß wie das um die Quadrate
der vierten Theile der Parameter vermehrte Quadrat der Schnittpunkt und Berührungspunkt Ver¬
bindenden.

Die Gleichnng der Linie tu ist y — z? — — cllx(x — x). Lausen die verschiedenen ein und
derselben Curve augehörigentu Parallel mit einander oder schneiden sie sich und besitzen sie eine
Umhüllungscurve? Ich dissereuzire nach x, y uud x als Coustante betrachtend. Es ist

2-^ 2(äz'^
— äz^ —--ä'7x(x —x)-j-folglich x —x-^--^^ und ^ 2 .

Die Linien tn haben also eine Umhüllungscurve, aber dieselbe ist nicht der geometrische der
Schnittpunkteder entsprechenden Parabeln, vielmehr divergiren die Linien, die von zwei dicht neben
einander liegenden Punkten der Hauptcurve nach den Schnittpunktender ihnen zugehörigen oscu-
lirenden Parabelpaare gehen; ihren Durchschnittund damit zugleich einen Punkt der Umhüllungs¬
curve findet man erst, wenn man sie über den Berührungspunkt verlängert; die Durchschnitte liegen
halb so weit von den Berührungspunkten als die Schnittpunkteder Parabeln von diesen Punkten
entfernt sind, denn
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In jedem Curveupuukte schneiden sich demnach, wenn wir die Normale mitzählen, die Tangen¬
ten sechs verschiedener Umhüllungscurven. — Die neu gefundene Umhüllungscurve
hat Tangenten, welche mit der negativen X-Achse dieselben Winkel bilden, die die von entsprechenden
Punkten der Hauptcurve ausgehendenmit der positiven machen, trotzdem sind beide Curven nicht
congrnent, sondern werden es nur dauu, weuu ihre Abscisseu gleichmäßig wachsen. Das ist
aber im Allgemeinen nicht der Fall, während das x der Hauptcurve um äx wächst, nimmt das x

der Umhüllungscurve um ! 3 — ! äx zu, ist ihm also nur gleich, wenn ^I— —I cl
wie bei y —oder Inx, 1 oder 2 und in Folge dessen die Parenthese wird. Nur in diesen
wenigen Fällen ist die Umhüllungscurve ein Abbild der Hauptcurve, in allen übrigen ist sie ein
Zerrbild derselben, ähnlich dem, welches man zu sehen bekäme, wenn man die Hauptcurve in
einem nicht Plan geschliffenenSpiegel betrachtete. Die Richtigkeit dieser Behauptung tritt klar zu

2(ä^)-Tage, sobald wir das Bogeuelemeut der Umhüllungscnrve beachten; ihr y war —

äy also — — cl v^3—und das Element

Nun ist ^1-^(ä)^)'äx das Bogenelement der Hauptcurve und für —x^ die Parenthese 2,
der Bogen der Umhüllungscnrvedieser Linie ist also das Doppelte des entsprechenden Bogens der
Linie selbst und haben wir einen passenden Anfangspunkt, so können wir die Umhüllungscurve
sehr Wohl durch Abwicklung erhalten, wir brauchen nur im Momente der Abwicklung den Faden
so zu dehnen, daß er nach der Abwicklung doppelt so lang wird als er vor der Abwicklung war.

Aehnliches läßt sich von den Seite 14 aufgeführtenLiniengruppeu, für welche : /—^ coustant

ist, aussagen; ist jener Bruch aber, wie bei sin x, variabel, so ist die Dehnung, welche der die
Umhüllungscurve erzeugende Faden im Moment der Abwicklung zu erleiden hat, allerdings ver¬
änderlich, jedoch immer einem bestimmten Gesetze unterworfen. — Bemerkenswerthist gleichfalls

für die Umhüllungscurve,daß die Ordinate» derselben x -i- und ^ wechsel¬

weis wieder erzeugen, sobald wir in ihnen die Variabel» vertauschen; es ist dies eine natürliche
Folge der Entstehungsweiseder Umhüllungscnrve, die Lage der von ihr umhüllten Graden hängt
in gleichmäßiger Weise von je einer X- und einer ^-Parabel ab. — Aus derselben Quelle ent¬
springt das außerordentlich symmetrische Verhalten der umhüllten Linie tu zu ihreu beiden
Parabeln: die Lothe vou 8 und s, den Scheiteln der X- und ^-Parabel, auf sie
siud gleich — sie bestimmen sich mit Hülfe der bekannten Formel

^ —g,x'-j-b , 3(ävx)21^— leicht zu ^ ;

ferner sind gleich die Segmente, welche die Bogen und Sehnen ns nnd nL um¬
schließen, gleich die Segmente, welche von den Sehnen und Bogen ts nnd
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umschlossen werden, gleich die Dreiecke ust und uLt, die Linie tu also Halbirungs-
linie der von den Parabeln des Punktes u umgebenen Ebene. Die erstgenannten

Segmente sind je —^z, die zweiten die Dreieckedie ganze von den
32 (6 v

Parabeln umfaßte Ebene ^sz , die beiden Segmente, das Dreieck und die Hälfte der letzten^ ^x)
Ebene Verhalten sich mithin wie 1 : 3^: 6" : 2°, nnd ziehe ich noch das oben erwähnte Segment
herbei, welches in der X- oder?-Parabel durch eine vom Berührungspunkt ausgehende und die
Achse der Parabel senkrecht treffende Sehne abgeschnitten wird, so kann ich sagen: die von us,
der eben genannten Sehne, st und ut gebildeten Segmente irgend einer Be¬
ruh ruugsp arabel Verhalten sich wie die Cnben der Zahlen 1, 2, 3 und 4. Auch
der Durchschnitts Punkt der Achsen der entsprechenden Parabeln liegt auf der
Linie tu und theilt sie im Verhältniß von 1 : 3, ist also der Mittelpunkt der
Tangente der Umh ül ln n g s cnrv e, wenn diese von t bis zn ihrem Berührungspunkte ge¬
rechnet wird. Durch diesen MittelPnnkt geht außerdem die Linie, welche dieEnd -
Punkte der dnrch den Berührungspunkt mit den Achsen parallel gezogenen
Sehnen verbindet, auch sie, die gleich ein Halb tu ist, wird von tu halbirt;
verbindet man daher t mit den Endpunkten der von der Berührungsstelle der Hauptcurve aus¬
gehenden Sehnen und diese Endpunkte wiederum mit dem Punkte, in welchem die verlängerte tu
die Umhüllungscurve berührt, so entsteht ein Parallelogramm.

Da die Eoordinaten der Umhüllungscurve—x-l-und v - " ^d, so ist die

Quadratur dieser Linie gegeben durch

^ ^ (ä^x)/(
mithin

und wenn man auf die beiden letzten Ausdrücke die theilweise Integration anwendet und zu¬
sammenzieht

Das zwischen bestimmten Grenzen zu nehmende Integral hat große Ähnlichkeit mit dem früher
für die Quadratur der Scheitelcurve der X-Parabeln gegebene, es hieß:

—- cl^x ^ 1 /" ^
4(ä-7x)'

multipliciren wir dasselbe mit 8 und addiren das Product zu dem der Quadratur der Umhütluugs-

curve entsprechenden Ausdrucke, so erhalten wir als Summe 9/^ — > ein Resultat, welches

uns den innigen Zusammenhang der Quadraturen der Haupt-, der Scheitel- und Umhüllungscurve
der Linien tu offenbart, es sagt: schreitet auf einer beliebigen Curve ein Punkt von N, nach k und
geht indeß der Scheitel seiner X-Parabel von e nach 6, der die Umhüllungscurve erzeugende Punkt
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von e nach t und berechnet man die Räume, die von den Bogen ad, oc!, den Ordinaten ihrer

Anfangs- und Schlußpunkte und der X-Achse begrenzt sind, so ist das 9fache des Raumes, welcher

die Hauptcurve als Grenze hat, vermindert um den entsprechenden Raum der Umhüllungscurve

und das 8fache des von der Scheitelcurve mitbegrenzten Raumes gleich der Differenz zweier Recht¬

ecke, von denen das eine die Ordinate des Schlußpunktes der Hauptcurve und das öfache Ver¬

hältniß der ersten und zweiten Ableitung dieser Ordinate zu Seiten hat und das andere in ent¬

sprechender Weise durch die Ordinate des Anfangspunktes bestimmt wird.

Der Gegenstand ist nicht erschöpft, aber das Gesagte zeigt, wie wir glauben, bereits: daß

die eine beliebige Curve im zweiten Grade in reiner Weise osculir enden Pa¬

rabeln eine seltene Fülle von Beziehungen zu einander sowie zu ihrer Haupt¬

curve aufweisen.
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