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Untersuchung

I. der Kurve ‘( d:?) 2 : [\':IJ ] ¢ o
0. der Flsche (£)* + ()%t (2)f =12

Lage und Gestalt der Kurve,?)

Bei der Untersuchung der auf ein rechtwinkliges Koordinatenss stem bezogenen Kurve

kann man sich auf positive Werte der KKonstanten beschrinken, da die Ausdriicke @t und
& i unabhingig vom Vorzeichen der Grossen a und & sind. Fiir reslle Warts. dar TTalas
kannten haben die Glieder der linken Seite der Gleichung stets positives Zeichen: da nun
zufolgre der Kurvengleichung keines der (Glieder den Wert - 1 iiberschreiten kann, so
unterliegen die Koordinaten aller Kurvenpunkte den Ungleichungen
fed _:-'--‘ A= - £,
0= =0
Jedem Werte der einen Unbekannten entsprechen entgegengesetzt gleiche Werte
der anderen. Sonach liegt die Kurve symmetrisch zu den Koordinatenachsen. hbesteht

also aus vier kongruenten Quadranten und besitzt einen mit dem Koordinatenanfang
zusammenfallenden Mittelpunkt. Durch Substitution der Werte y — o, » ¢ in die
G]f:{chung 1) ergeben sich als Achsenabschnitte ¥ — + a. y = -+ 4 die zugleich Maximal-

und Minimalwerte der Kurvenkoordinaten darstellen. Threr geometrischen Bedeutung ent-
sprechend kdnnen die Konstanten a und & als Halbachsen der Kurve bezeichnet werden.
Differenziert man die Gleichung 1) nach 2, so erhilt man bei Weglassung kon-

stanter Faktoren

und bei Auflésung nach yp'

1 rum Studinom der hiheren

musfiithrlicher skizziert,
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Differenziert man nochmals nach z, so ergiebt sich

| (.r"ﬂ 1 e T | 1] i
— = 2 4 ]
3az? \ .r:) 2k 2 b 4 & (; b ) -

und bei der Auflosung nach p°
; [ s D s e
v o= —— |:|"l?4 x§ + ag yE)
Sat yh 2t
oder bei Ausheben des Faktors af &3 unter Beriicksichtigung der Kurvengleichung

ix

y =

3at x& 3

Da allen Kurvenpunkten innerhalb des von den positiven Seiten der Koordinaten-
achsen eingeschlossenen 1. Quadranten positive Werte der Koordinaten zukommen, so ist
fiir diesen Quadranten y' < o, ' > ¢, Woraus folgt, dass die Kurve im 1. Quadranten mit

i - S o : = =yt e
konvexer Krimmung fallt. Fiir die auf den Achsen gelegenen Grenzpunkte und =t
wird 3 = o bez. — ©o; die Kurve beriihrt daher die Achsen in den genannten Punkten.

Unter Beriicksichtigung der symmetrischen Lage der Kurvenpunkte zu den Achsen ergiebt
sich dann, dass die Kurve 1) in allen Ouadranten ihre konvexe Seite der x - Achse zukehrt
und in den Achsenschnittpunkten Spitzen bildet.

Behufs Konstruktion der Kurve ersetze man die Kurvengleichung unter Eintuhrong
einer neuen unabhingigen Variablen ¢ durch die Gleichungen
2) x = @ e0s® s

g = & sin® @,
wobei ¢ der Winkel eines vom Koordinatenanfang ausgehenden Strahles mit der positiven
Seite der x-Achse sei, der zur Erzeugung der geschlossenen Kurve von ¢ bis 27 zu
variieren ist.

Schneidet der Strahl die um den Koordinatenanfang O mit @ und & gelegten Kreise
in A4 und B, so projiziere man O A dreimal nacheinander auf 0X, 04 und OJX, ebenso
OB dreimal auf OV, 05, (0 ¥: die letzterhaltenen Projektionen OC und O sind dann
a cos® ¢ und & sin® ¢, der Schnittpunkt P der letzten Projizierenden ist daher ein Punkt

der Kurve. (Figur siehe nebenstehend.)

Tangenten.

Bezeichnen £ und y die laufenden Koordinaten der Tangente im Kurvenpunkt x y,

so hat man als Gleichung der Tangente:

5 ; - ;
da) e e A e P E=—1
i =—is =4 1 )
Bei Einfithrung von ¢ wird hieraus
3b) SO e

acosq & sin rlrl
Die Tangente schneidet sonach auf den Koordinatenachsen die Abschnitte a cos ¢
und & sin ¢ ab, woraus mit Riicksicht auf die zur Auffindung der Kurvenpunkte benutzte
Konstruktion folgt, dass die Verbindungslinie der durch einmalige Projektion der Kreis-
schnittpunkte 4 und B auf die x- bez. y- Achse erhaltenen Punkte Tangente im Kurven-



Konstruktion

3
punkt ¢ ist. Diese Eigenschaft der Tangente erméglicht eine bequeme
derselben. Beachtet man weiter, dass
X = a cos g, 3 & sin i
die Gleichungen einer konzentrischen Ellipse mit den Halbachsen ¢ und & sind, so ergiebt
sich noch, dass die Kurve 1) Einhiillende derjenigen Geraden ist, die durch die Projektionen
der Punkte dieser ]';]li])ﬁl-' auf die Koordinatenachsen ]1i|;-_|1.1:'(_-]1.-_:|-.-51pn,
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) bestimmt ist, und

ipsen fithrt eine vergleichende Betrachtung iiber Tangenten dieser Kurve
wird dargestellt unter der Form

Zu Fundamentalbezichungen zwischen der Kurve, die durch 1
Die Normale einer Kurve
B
- (& — z2).
.i-

&, sin y die Gleichungen einer mit der Kurve 1)

n Ellipse, so erhdlt man als Normalengleichung der Ellipse
1.

i}.

konzentrischen El

und Ellipsennormalen.
;

cos 1y und

1

Sind x = 4
auf dasselbe System bezogene
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Die Achsenabschnitte der Ellipsennormalen werden identisch mit den Achsenab-
schnitten der Tangenten der Kurve 1}, wenn die Bedingungen erfullt sind

b 5o
. rapl s ;
& COS (f = cos 1l,
r?’i
n .
5 = i -
i sin g 1 L sin
&
1
Damit dies eintrete, muss sein
a b2 ; a2 b
ih S - iy (Eq =— — - g Bq = -
/ a2 h2 [ R g

wobei @, und &, ihrem absoluten Betrage nach in die Ellipsengleichung eingesetzt werden
diirfen. Somit erkennt man, dass die Kurve 1) auch aufgefasst werden kann als Ein-
hiillende der Normalen einer konzentrischen Ellipse mit den Halbachsen a; und #&,. Un-
endlich benachbarte Normalen einer Kurve schneiden sich nun im Kriimmungsmittelpunkt.
Damit gelangt man zu dem bekannten Satze:

B

e = | _|" fp\8 2 : F 2 2 _ ol K., ;
Die Kurve [ ] AL L } - 1 ist geometrischer Ort fir die K riimmungsmittelpunkte
L@ ) L& '
der Ellipse fr =% i ' y !
a b® a?t & : :
a? —h?  a? — &2
Erwihnt sei noch, dass der Forderung ¢ zufolge zugeordnete Punkte

beider Kurven auf entgegengesetzten Seiten der - Achse und zwar in benachbarten
Quadranten liegen.

Entwickelt man die Differentiale fiir den Bogen s der Kurve 1) und den Krimmungs-

radius ¢ der zugeordneten Ellipse ¥+ = a; cos i, J b, sin i, so erhilt man
ds I da® - d£3® = 3 sin ¢ cos g Va® cos®p - h* sin n’r; £
e 1
dl? — —_——— = - d |lags 2 Lohybh et

¥ ‘:II |'l-'i'|' | ) |

— B sin w cos 1 Ja® cos Ty + bEsin®y duy.

Fiir w = — ¢ werden die erhaltenen Ausdriicke identisch. Daraus folgt ein
zweiter bekannter Satz:

Ein beliebiger Bogen auf der Kurve 1) ist gleich der Differenz der Kriimmungs-
radien der seinen Endpunkten zugeordneten Ellipsenpunkte.

Dieser — iiberdies fiir geometrische Orter von Kriimmungsmittelpunkten ganz
allpemein geltende — Satz ermoglicht, die zugeordnete Ellipse durch die Bewegung des
Endpunktes eines Fadens zu erzeugen, der gespannt von der Kurve 1) abrewickelt wird,
und rechtfertigt die Bezeichnungen ,Ellipsenevolute* fir die Kurve 1), . Evolvente® fiir
die erzeugte Ellipse.

Zur Prifung der Tangentengleichung der Kurve 1) folge noch die Losung der
Aufgabe, von einem im Inneren der Kurve auf der «- Achse gelegenen Punkt & = m
die Tangenten an die Kurve zu legen. Geht man, um keine Werte der zu bestimmenden
Unbekannten zu verlieren, von der auf die Form @ % cos @ - bEsing = a b sin ¢ cos @

gebrachten Tangentengleichung aus, so erciebt sich beim Einsetzen von E=m g =10

sin ¢ (m — a cos @) = 0.

S




Dieser Gleichung wird genligt durch die Werte
SN oy — ¢y P o und s¢;
L
COSs {fia y Pg = al'C CoSs
o o

wobei zu beachten ist, dass die Wurzel ¢, im Variationsbereich o bis 2 7 doppeldeutig ist.
Es lassen sich mithin, wie vorauszusehen war, von jedem auf der x- Achse im Inneren
der Kurve gewihlten Punkt 4 Tangenten an die Kurve legen, von denen 2 in die @ - Achse

fallen, die anderen unter gleichen Winkeln gegen die - Achse geneigt sind.

Fiir alle iibrigen auf der #- Achse gelegenen Punkte wiirden die Tangenten
letzter Art in Wegfall kommen, da die Gleichung wm @ COS (pa o fir m = a andere
Whurzeln als die aus der Gleichung sin ¢, = ¢ folgenden nicht liefert, wihrend ihr fiir
7 o 1 i = AR . 4 . .

alle Werte m — durch reelle Werte von ¢, tiberhaupt nicht mehr entsprochen wird.

Zur Bestimmung der Subtangente S¢ hat man

Siti— = a sin? @ cos g,
”
also unabhingig von &, mithin ist die Subtangente negativ im 1. und 4., positiv im 2. und
3. Quadranten. Fur Maximal- und Minimalwerte muss sein
St a sin ¢ (3 sin? g )
Dieser Bedingung kann geniigt werden durch

sin g &, (i o und s

und sin g + V5 @ arc sin

Den Werten ¢, entsprechen die Maximal- und Minin ¢. Da weiter fiir ¢,
S8 = acos g (9 sm? p — )

im 1. und 4. Quadranten positiv, im 2. und 3. negativ ist, so sind hierdurch angezeigt

Minimalwerte gleich 2 @ cos 540 44" 8", 02 fiir o, — 54944’ 87,02 und 3 15" B1", 9¢
Maximalwerte gleich § @ cos 540 44" 8", 02 fiir ¢, 1260 15 517, 98 und 2340 44’ 87, 02

Die Maximal- und Minimalwerte der Subtansente der zu untersuchenden Kurve treten
also ganz unal‘:hﬁngig vonn der Grosse der Kurvenachsen stets fiir konstante Werte des
Argumentes ¢ auf.

Weiter bestimmt sich 7, die Linge der Tangente vom Berithrungspunkte bis zum
.‘.'-ichnil-tgmnl\;!rr mit der x- Achse, durch die Gleichung

v i ¥ i/ - sl T
=" - sin? ¢ [ a? cos® ¢ + 46° sin? q.
Um den Abstand ¢ einer Kurventangente vom Koordinatenanfang als Funktion

von ¢ darzustellen, ermittle man zunidchst die Koordinaten # und ¢ fiir den Fusspunkt des

=5 = 2 o o B sin if _
[Lotes, &Sie genugen der lEln',;'r-u!u-n;_g.--1:'|'||i:|_-,1-' i, © - 0 sin if
@& COS
4 L . . I COS
und der Gleichung der Normalen &

b sin ¢’

% . i b _n.Zl'| = | COS [
woraus sich ergiebt It - ‘r_ ey ’r,, )
Q5" () —— f° 8N g

a< b sin i cos = i
a2

i L:{J:a""r; + &F
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Wegen ¢ = Ju® -+ v? ist dann
afh sin ¢ cos ¢

e
fiat cos2 g - #? sin? g
Da a ¢ ab (a? cosi i h2 sind .r]r'l
a V(a® cos? ¢ | 62 sin? g "
mit a® cost g b? sint ¢ gleichzeitiy zu Null wird, so erreicht fiir
i
tan =
2 i
: . [V ]
SEINen Miixlnlﬂ'.“'r'ri:
A fi

Der Winkel ¢, des L. Quadranten kann als Winkel am j!}'I,IlJtl-'l'l'\].-ﬁl‘.t‘:é'Ll}ﬂ:hIllﬂ.'t &
sines rechtwinkligen Dreiecks, dessen anderer I‘]}'[}DifrﬂL]HH.I].’i'I.')Fuf.‘l‘lTlitl a ist, aufeefasst und
Man konstruiere den Halb-

— a) schneidet,

T

der Kurvenzeichnung in folgender Weise eingefigt werden.
kreis iiber der x- Achse, der diese in den Punkten M (x = #) und & (2 =
verbinde seinen Schnittpunkt mit der y-Achse: £ mit M und schneide die
gerade durch die Mittelsenkrechte von O 0 in S, so ist < SOM = g
Bezeichnet man die Winkel zwischen der x-Achse und den Radiivektoren fir

den Kurvenpunkt g, und den zugeordneten Tangentenpunkt % v mit @ und @,, so oilt

Verbindungs-

b osin® ¢ /

; £ 1 7

tan & = P i
a cos® gy =3 b
@ COS | =

tan @, = e L
i f sin 1 ma

R 4 A 5 i g
+ |/ — fallen somit der Radiusvektor des Kurvenpunktes ¢, und

¥

Fiir tan ¢,

die aus dem Koordinatenanfang auf die Tangente herabgelassene Senkrechte in Richtung

des Strahles 04, der fiir die Konstruktion der Kurve benutzt wird. Da weiter

@)

dr 3 sin ¢ cos g (h* sint ¢ a® cos?

dff - ¥ a? cos’ Ui 'Il' b= =in’ i

gy za Null wird und hierdurch ein Minimalwert des Radiusvektor angezeigt wird,
= a b

<o erkennt man noch, dass der um den Koordinatenanfang mit dem Radius ——
a =t

fiir i =

gelegte

Kreis ein beschriebener Kreis der Kurve 1) ist.

Normalen.

Die Normalengleichung der Kurve 1)

45 1 = af zt (2
&=t T {&— &) = E— o)
) ! 2 i [ R v
lisst sich unter Einfithrung von ¢ auf die Form bringen
& 4
4b) 5 i3 ) % : 1
a® cost g 6 sind g a? cost ¢ — b7 sind g

a cos ¢ b sin ¢




Die Konstruktion der Normale aus ihren Achsenabschnitten bietet keine Schwierig-
keit, doch kommt man mit Benutzung der Tangente rascher zum Ziele. Aus der fiir den
Winkel w der Normale mit der x- Achse geltenden Gleichung
& COS i

tan :
b sin g

erkennt man, dass die Normalen durch die Riickkehrpunkte der Kurve, wie auch aus der

Lage der Tangenten erschlossen werden kann, den Koordinatenachsen parallel laufen.

Die Gleichung der durch den Koordinatenanfang gehenden Normale

@ COS5
7 T -
& b sin i
wird erfiillt fir y = b sin? ¢, & = a coss gp; hieraus ergiebt sich
" R
tan ¢ B I 7 = fan o,

ein bereits bei anderer Gelegenheit abgeleitetes Resultat, welches unter anderem aussagt,
dass vom Koordinatenanfang 4 auf 2 Gerade fallende Normalen auf die Kurve herabe
gelassen werden kénnen. Hieran anschliessend sei bemerkt, dass die Bestimmung der
Normalen aus einem Punkte auf die Kurve 1) nur fiir solche Punkte gelingen wird, fiir die
die Bestimmungsgleichung, die im allgemeinen vom 8. Grade fiir sin ¢ ist, in threm Grade
hinreichend erniedrigt werden kann. Dies ist beispielsweise der Fall, wenn als Au
en der Riickkehrpunkt auf der positiven Seite der y- Achse gewihlt

LT rs-

punkt der Norma
wird, Die Gleichung der Normale geht unter dieser Voraussetzung iiber in

. 2 sind ¢ a* cost g )
b sin g
[hr wird zundchst geniigt durch sin i 1, wodurch angezeigt ist, dass eine der

gesuchten Normalen parallel zur 1 - Achse lduft. Fiithrt man zur Abkiirzung ein £ = sin ,

so kann die umgeformte Bestimmungsgleichung
(¥ — B9 26 — B0t g® L BV E L 2% —
durch Division mit 2 1 in fhrem Grad erniedrigt werden. Man erhilt bei Ausfiihrung

der Division
) L) =st st —p s — L (p+ 1) =,

. - . ke (4 T - - . - .
wobei # zur Abkiirzung dient fiir . Zur Vereinfachung der weiteren Behandlung
7 : B X = g
£f - — rl

mache man noch die Annahme « =46, Da /f (2) im Intervall — oo bis L oo dreimal das
Zeichen wechselt {.-’ (— o) =—="— oo F 1) ="18% F (o) = — a2 Ffil) = 3 he
f (06) = o0), so hat die kubische Gleichung 7 (2) = ¢ 3 reelle Wurzeln, von denen aber,
der Bedingung 2?2 = 1 halber, nur die im Intervall ¢ bis 1 liegende zuoldssig ist. So-
mit kénnen von dem Riickkehrpunkte ausser der bereits erwéihnten noch 2 unter gleichen
Winkeln gegen die - Achse geneigte Normalen auf die Kurve herabgelassen werden.
Zur ndheren Ermittlung ihrer Lage ist die kubische Gleichung nach ihren Wurzeln aufzuldsen.

Fir Subnormale S#, Linge der Normale & und Abstand s derselben vom Koordi-

natenanfang hat man




C i b® sin® g tan g
a
E —— bsin® g .
N y ¥ 1d-ye= / | a? cos® g b2 sin? g
T a Cos 1]’
z -+ ¥ a® cost ¢ — b2 sint g
) |'I 1= 2 ¥V at I':‘(JH'-' i 52 sin? iy i
Krimmungskrels.
Die Formel des Kriimmungsradius
||'. (1 -+ gt 28
g e
geht fiir die Kurve 1) tber in
3 sin ¢ cos g | (a® cos® g b2 sin? q)*

P — j

Wie fiir Riickkehrpunkte erforderlich, wird p
Hp[']{lliLﬁ,‘-iif‘T‘I' man < b, so wird einfacher

i
fil 4+ 3 a sin

in den Achsenschnittpunkten gleich o.

i COS5 rf.

Untersuchung der

Der absolute Wert dieses KK riimmungsradius wird, wie die
Differentialquotienten ergiebt, ein Maximum, wenn tan® g 1 ist. Die Kurvenpunkte,
die dieser Gleichung entsprechen, liegen auf den Normalen durch den K oordinatenantang.

die schwachste Kriimmung in den auf

Die Kurve 1) zeigt also bei gleichen Halbachsen

den Winkelhalbierenden
Fiir die Koordinaten # und

N

3 sin? ¢ cos @ (@ 2 cos? g

3 sin ¢ cos® g (® cos?

b sind if =

welche Formeln f.u_s_z_’h--i{:h

der einzelnen Quadranten liegenden Kurvenpun
' des Krimmungsmittelpunktes erhidlt man enc

als Gleichung der Evolute der

Kten.

llich

52 sin® g
1

el

fi2 sin? )
{s i
Kurve 1) gelten konnen.

Quadratur.?)

Die Bestimmung
positiven . Ordinaten und der Kurve 1),

~

eines Flichenteiles, der begrenzt ist von der
geschieht nach der Formel

Abscissenachse, zwei

T ’ y da - Const.,

die nach Einfilhrung des Winkels g iibergeht in

= — 3 ab I sint @ cos® ¢ a @ 1 Const.

=

1} Quadratur der Kurve for den Spezialfall o = b

Obungsbuch, 11, 62



Die Integration des Differentiales kann auspefiihrt werden durch Zuriickfithren auf

einfachere i1||-‘_u'-:l1'ium-;|. Unter [’st-][u‘.zun_Lr der ](u-l\'[:|'-\'i_||”_-..1'¢;|-|_\|.-'_|| 1)

- L S .
: 1 ; 51n i Cos 7 i if ] . - . 7] .
’ sin / i Cos ! i ol i / / - = ; sin f { COos / S apd i
; r i, o e
S I i COS8 T ! if i 1 a ’
; =11 I'l .lll- COs ! .-Ill i
! ! Vs b
:'i's;{it'lll sich
( Bt 0 ORI oI A G Gl (i e O ool = NI e
t 24 16 16/
. : = N e } a b i h
sin ¢ cos ¢ [.«tm tp — '|'] (sin 2 |- } : Const,
S * 16
oder bei Restitution rechtwinklicer Koordinaten durch die Formeln
{h I 1
vy ~ L- ok .\_'. ] L i
COs ¢ ( = |5 . 31N i =
f ik { | \ o 7 i (T
F el ) g y 3 7 e i 5 4 !
{ - s fai — w§ {-1 Eh—a ] [J H 3 J arc cos r J Const.
|6 \ \ 1 G \ ¢z |
Soll die Fliche von der y-Achse aus gerechnet werden, so wird fir » — o /¢ 0!
man hat daher fir die Konstante
: i
LConst. .
o2
L 7\ ¢\
Weil ferner - arc cos f ) ars sin t : ) " ist, so resultiert schliesslich
:e o | y £F
b J o\ _ \
&) ; da? arc sin |I ] — % Jai — =3 [-1 Tt —a J |-,£ ah — 3wl
16 | \ T | LA |

|
begrenzt ist von der positiven
Seite der - Achse und dem Radiusvektor elnes Kurvenpunktes,

Soll die Fliche des Sektors berechnet werden, der

so geht die der Integration
dienende Formel
AL I; (xdy — yda) -+ Const,
nach Einfilhrung von ¢ iiber in
: Fal ¥ p
= = ,‘ sin ® ¢ cos ? g d p -+ Const.
Die oben bereits benutzten Rekursionsformeln ergeben
X : : sin 4 if i
510 2 o cos 2ol g | i
’I ! f / a4 el
Nach Bestimmung der [ntegrationskonstanten Const
,‘1 (X 2

o erhilt man schliesslich

T s (4 ¢ - sin 4 @),
Die Gesamtfliche der Kurve wird hieraus erhalten durch Einsetzen von i 2
. Babd.n o - S .
und ist o Das ndmliche Resultat kann aus der Formel fiir U abgeleitet werden.

'} Schldmileh, Compendium der hoheren Analysis, I 857
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Rektifikation.?)

Die Bogenformel

a ; Vele? - dy? + Const.

nimmt bei Einfiihrung von g die Gestalt an

3 ’ sin i |2 (a2 RN e e ¢ (sIn ) Const.
Fiir die weitere Behandlung sind 2u unterscheiden die Fille « b und & == 0,
Eiir o & wird
8 3 u J sin ¢ d (sin ¢) Const.

Basiniy Const

)
R echnet man die Bogenlinge von der - Achse aus, so wird = o fur 03
die Konstante ist daher o, und es resultiert
: 3 e sI0 2
8) & f
. =
. [st ferner a / und bezeichnet man zur Abkirzung a® bt mit 1, so ergiebt
sich zundchst
3 f | ; filpes
a@* S o (Sin = gk
by 1] Il

Substituiert man sin * g = #, S0 wird weiter

] ; -
3 | e Lo du
3 2 :
— | (@ 2o} Const.
- 3 A )
bt L sinm o) s
: / Lonst.
A
. x &e . ) " . tan A
Fiir o o wird Lonst . Damit kommt dann g, Wenn gleichzeitig fir A
A ;
wicder a* 2 pinoefithrt wird, auf die Form
at e cosi=an= b2 osin 2 i ) #

i 2

Als Gesamtlinge der Kurve 1) erhilt man schliesslich
&




LI

Lage und Gestalt der Fliche.

Durch Ubertr

rent fritherer Schlussweisen auf die Untersuchung der durch recht-

winkliere Koordinaren und 1'1,-1i|i'\“ Konstante dargestellten Flache

HERE SR el e e

ergiebt sich, dass die Unbekannten an die Grenzgleichungen

i = I, " @ .
1 - fi

gebunden sind und dass die Fliche die Achsenabschnitte + o, + 4, -+ ¢ hildet. Denkt

man sich vom |{r1||t'|lzlti|Ef-|:;n|f'.-n!-_:' aus emen Strahl mit den Richtuno

zogen und versteht man unter » den Radiusvektor eines auf dem Strahle gelegenen

Flichenpunktes, so gelten fiir die Koordinaten dieses Punktes ausser 1) noch die (il &n
rCOS ¢, i roCOs ;‘ R 5 1o ,L
b L L

Nach Einsetzen dieser Werte geht die Gleichung 1) iiber in

\ i | \ ! ! '
|
Dieser neuen (rleichung wird bel ungeidndertem » auch geniigt, wenn man fiir o, 4. ¥
ihre Supplemente setzt. Daher liegt auf der Verlingerung des Strahles im Abstande

ebenfalls ein FI
Flache 1),

Weitere Aufschliisse iiber die Gestalt der Fliche und damit die Mittel

dchenpunkt; der Koordinatenanfangspunkt ist sonach Mittelpunkt des

Konstruktion geben ebene Schnitte der Fliche. Als Gleichungen der Durchsch

den Koordinatenebenen hat man zunichst

das sind die Gleichungen von I‘-.]“]3"""‘-”'“‘\"'|'.|‘-'-:| mit den Halbachsen #und s, 2 und ¢, & und

1

Durch Verbindung der Gleichungen 1) und - i, welche letztere eine Paralle

ebene zur xy-Ebene im Abstande / kennzeichnet, ergiebt sich ferner fiir die Durch-
schnittslinie




und wenn zur Abkiirzung gesetzt wird

@ : = h , e
ay - ] o e I (68 — ng)®
2 \E | y\ 2 ¥
[ @y ) W )
Das ist abermals die Gleichung einer Ellipsenevolute so lange zwar, als ¢ = h ist,
wahrend fiir ¢ = & die Evolute in einen Punkt degeneriert, fir ¢ i aber durch reelle

Werte von « und y iiberhaupt nicht mehr erfiillt wird, Zugleich erkennt man, dass die
len. Die
Halbachsen as, b, und ag, &y der Evoluten, die dhnlicher Ableitung zufolge von darallel-

Riickkehrpunkte der Schnittevolute in die @z~ und y z- Spuren der Fliche 1) fa

schnitten zur y z- und zur =z - Ebene gebildet werden, kinnen durch cyklische Vertauschung
aus den fiir @, und 0, aufgestellten Ausdriicken erhalten werden.

Auf die soeben entwickelten Eigenschaften der Parallelschnitte griindet sich ein
Verfahren zur BErzeugung der Fliche 1) durch >arallelverschiebung einer sich stetig
indernden Ellipsenevolute, wodurch zugleich ein anschauliches Bild von ihrer Gestalt ge-

%

B




bene der erzen

wonnen wird.,. W man die E

gleiten wihrend der Parallelverschiebung ihr M telpunkt langs der =-Achse. ihre Riick.

kehrpunkte lings Evoluten, die in den w=- bez 3= Ebenen mit den Halbachsen (7.1
ti—='¢, bez. OF b, O¢ ¢ konstruiert sind. Die entstehende Fliche liuft in 6 Spitzen
aus, die auf den Koordinatenachsen in den Abstinden + «, + 5, + ¢ liegen

Soll dber die Natur eines Achsenschnittes, z B. d

h die z- Achse, entschieden
werden und bezeichnet man den Winkel der :|w|'5.x.--.'|-:1§~5_u.-|- dir Gehneidbnien Fhene mit
der positiven Seite der x- Achse mit w, die auf die Horizontalspur und die =- Achse
bezogenen ebenen Koordinaten der Schnittlinie mit #, =, s0 bestehen fiir den Ubergang

von den urspringlichen zu den neuen Koordinaten die Grleichungen

pii g @€ COs g, ¥ £ BIN

Nach Einsetzen der rechts stehenden Ausdriicke in die Gleichung 1) geht diese

uber in

)+ (=) =

B \ ¥L
wobei zur Abkiirzung gesetzt worden ist
ab i .
r - tan om I3,
b (% + ad Bi)s

Die Schnittkurve ist also eine E lipsenevolute.
die Werte der Evolutenhal

Cyklische Vertauschung fihrt aud

A1

achsen a’ und ¢* bei den ubrigen Klassen von Achsenschnitten.

Nach dem vorauscehenden kann die Flache 1) nunmehr auch erzeust werden durch

Rotation einer verdnderlichen Ellipsenevolute um eine ihrer Achsen ¢ 2 e, die mit
der z- Achse zusammenfallend gedacht werde, Die Endpunkte der verinderlichen Achse
gleiten wihrend der Rotation lings einer in der ¢ - Ebene mit den Halbachsen (1A
und ¢/ 5 — & konstruierten Ellipsenevolute,

Fiir die Untersuchung des Schnittes einer Ebene ganz allgemeiner Lage

da - By - { 12

mit der Fliche 1) bringe man die Gleichung der letzteren auf rationale Form durch

fihrung neuer Variablen. Substituiert man

akts, 4 by - (i

so geniigen die Punkte der Schnittlinie gleichzeitig den Gleichungen
Cialet e i I;

Aa oI n¥ Cels £,

Die Grleichung ihrer Horizontalprojektion ergiebt sich daraus durch Elimination
von { und lautet

(A2 g2 (12 ) :' | (B2 he 2 49y 7 t g3 (22 o= L (&2 1 |
= ESNy Boa hiEaiay . f {ra aa kg | i — 3 {2 a9 ko @ = B o EE
- 24 85a i 3 & = %) b 55y QA ak

AR ;f-’ —— G2t (En ) 8y | [ — (2t

Die Horizontalprojektion der Schnittlinie. somit auch diese selbst, sind hiernach

Lale

komplizierte Formen der Kurven 6. Grades.
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Die vorstehend eingefilhrten neuen Variablen kinnen geometrisch gedeutet werden.
: i i
=i S

so gilt das Gleiche auch fir die Variablen £, g, (, die nunmehr auch als Cosinus dreier

Winkel ¢, 1, z aufgefasst werden konnen Die Summe der Cosinus-Quadrate muss, der

Da die absoluten Werte der Quotienten den Wert 1 nicht uberschreiten konnen,

Dies wird eintreten, wenn man i, ., ; definlert
I i

Flichengleichung 1) zufolge, gleich 1 el _
als Richtungswinkel eines vom K oordinatenanfang ausgehenden Strahles. Damit ist aber
gin drittes Verfahren gewonnen zur IKonstruktion der Fliche 1) aus einzelnen Punkten,

das dem bei Konstruktion der Ellipsenevolute geiibten entspricht: Man lege um den

Kuwelfldchen mit den Radien «, & und ¢; die

Mittelpunkt des Koordinatensystems dre
Schnittpunkte dieser Flachen mit einem vom Koordinatenanfang ausgehenden Strahl
dessen Richtungswinkel ¢, 1y, 3 seien - projiziere man dreimal nacheinander auf die
Achsen: dann sind die letzterhaltenen Projektionen der auf dem Strahl gelegenen Radien

die rechtwinkligen Koordinaten des Flichenpunktes ¢ it .

Tangentialebenen,

Sehreibt man die Flichengleichung 1) in der Form

pso= e =

L [}
so eilt bekanntlich fir die I'angentialebene des Punktes & p =, wenn man die laufenden

Koordinaten dieser Ebene mit £, R I bezeichnet,

i (£ — &) = (y e (L TE—tT,
Substituiert man
 F 2 A
o 3 ¥ Ja cos I
& 2 2
&3 3 0 pi 3 b cos 1
& I 2 )

= '
& = 3 ed =% 3 ¢ cos ¥

<o kommt die Gleichung der Tangentialebene auf die einfache Form

= !
9 = S i i et = 1
G COSErH b cos 1l ¢ COS %

Nach den Regeln der analytischen Geometrie folgt hieraus fiir die Cosinus ihrer

Stellungswinkel » ¢

L I’,"

b ¢ cos iy COS ¥
-

COSs ¥
r 21
i1 COSs i COS
cCos 1, / 4 :
: n
a b cos ¢ cos b
COS " ¥ - -

1L
wobei zur Abkiirzung gesetzt worden ist

n = Jab cos @ cos ap)® 4 (ac cos i COS y)® -+ (be cos i cos )2
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Uber die Lage der Tangentialebene an Punkten eines Hauptschnittes ka

Nnn ent=
schieden werden aus der Lage

der Tangenten, die durch diese Punkte an die Evoluten-
schnitte der F

dche 1) gelegt werden konnen. Man findet hiernach, dass
eines Hauptschnittes unendlich

an Achsenpunkte
viele Tangentialebenen gelegt werden kénnen, deren
gemeinsame Durchschnittslinie die Achse selbst ist: dass ferner jedem anderen Punkte des
“Elll|'}l:~'t'.|:]nit1‘l‘5 nur eine 'I_'.'_|_|:]§_|;'|-:n1'[;l||-'|1-.-[]|~ zukommt, die mit der
zusammentillt,

‘bene des [E:ll;|:t='.l'|:1:il1|~~
Fiir die Konstruktion der Tangentialebene an einem F ldachenpunkt allgpemeiner
Lage beachte man, dass sie der Gleichung 2) zufolge die Achsenabschnitte a cos ip, b cos
det, die bei der Konstruktion des Flichenpunktes durch
Kugelradien mit gewonnen werden.

¢ cos ¥ bi dreimalice Projektion von

Zur Bestimmung des Maximalwertes der Dreiecksfliche, die von den Spuren der
‘Tangentialebene eingeschlossen wird,?) schreibt man cweckmissigs die Gleichung der
Fliche 1) und die Achsenabschnitte der Tangentialebene in der Form

IHE= Axi =L 5B L r"_-; == 1

R e if " s -
A 3 {
Die Seiten der durch die Achsenschnittpunkte der Beriihrungsebene

bestimmten
Dreiecksfliche A sind dann

wl
1 : I
|
’{,!_';_"L':“
2 1 Ve by 4+ ey) | (g by 4 eq) (2 — b, ) ety by — ]
I a .
_II,Er.-H, 2a,? e, 20,2 ¢ .4 b4 ;
I
A2 (y2)yd - B (z2)8 - C2{zy)t.
248 :

Soll A ein Maximum werden, so muss das Gleiche gelten fiir

Fo— A% (y2)§ L B (za)} L @2 (e y) i,

wozu erforderlich ist, dass «, ¥, = den Gleichungen

gentigen, die nach Einsetzen der Werte der partiellen Ableitungen tibergehen in

rd — B2 =%

(B8 — C3) } A° Byt

I b L

man hinzu die Flichengleichung
Aas 4+ By = o 5 1

so kénnen nunmehr @3, ¥&, =%, somit auch . ¥, = ermittelt werden.

Yy Schlomileh, Obungsbuch, T. 242 und 248




Unter Ber ung der Abkirzungen

erhalt man

@3 T (Gl 12 f3 ) G2 &
: N \ < I:-f [} ] il (\ I )

und nach Substitution dieser Ausdriicke in die Flachenformel:
- 1 ]
A | l £y | .'II-"

[ ehrt man zu den urspringlichen Konstanten «, &, ¢ zurick, so resultiert schliess-
lich fiir das Maximum der durch die Achsenschnittpunkte

Dreiecksflache

der Bertthrungsebene bestimmiten

a® e e
0 [ T R TR e o I {ed fi al el - bt ety
Fir « A ¢ wird hieraus einfacher
o
; T

d. i. 2 der Fliche gines gleichseitigen Dreiecks von der Seitenlinge o
Da die Gleichungen
{0 @ coOSs g W% L cos i, w £ocos ¥

ein Ellipsoid mit den Halbachsen «, b ¢ charakterisieren. so kann die Flache 1) auch
angesehen werden als Einhiillende der Ebenen, die durch die Projektionen der Punkte

dieses Ellipsoides auf die Achsen bestimmt sind. Soll dieses Resultat durch Entwicklung

der Gleichung der Einhiillenden, die dann identisch sein muss mit der Gleichung 1), veri-
friert werden, so kann dies in folgender Weise geschehen.i)

Als Gleichung der durch die Projektionen des Ellipsoidpunktes w ¢ w auf die Achsen
bestimmten Ebene hat man zundchst
ol 7

fley zuvw A = i

T r I w

Hierzu tritt die Ellipsoidgleichung

Betrachtet man u und » als unabhingige Parameter der Ebene o, so erhilt

man die Gleichung der einhiillenden Fliche. die einer stetigen Anderung der Parameter

entspricht, durch Elimination von u, v, w aus den Gleichungen [

f1 = o und den

Differentialgleichungen

ot : .

o R o F ¥ Iy
4 < A

a o & & &

g 5

f &1 & | & I

&1 I & w oL




ey

die nach Ausfithrung der Differentiation iibergehen in
c2 2 oyl =-a? 5 ws,

¢l 2 p8 — H9 gy we,

Ihre Auflésung nach « und v ergiebt

aGi 2y

Durch Einsetzen dieser Werte kommen die |“r|(-'l|_‘hu]g‘:‘r|-;1 Ji=o Fy=—= o auf

die Form sy / 5 \ o
1' i } g |i 1 I|I T |' Zz ]"'I.' 1
\ ) h/ o [} .
B & Y £ 4
=) + £ + (&)
a / \ &/ f wa
Durch Division erhilt man hieraus
=Y 2% J

welcher Wert die vorausgehenden (Gleichungen dberfithrt in

- 1 o 8 ) I s o '] -
[ ) l: e L,
das ist aber die Flichengleichung 1).

Es ertubrigt noch zu bemerken, dass eine auf Grund von Analogieschliissen etwa
erwartete Zuordnung der Fliche 1) zu einem konzentrischen Ellipsoid, derart, dass die
Fliche 1) aufgefasst werden kénnte als geometrischer Ort der Krimmungsmittelpunkte

aus Achsenschnitten oder Parallelschnitten zu den Koordinatenebenen, nic besteht. Die

Evoluten der Achsenschnitte eines Ellipsoides zeigen namlich nicht die Achsenschnitten der
Fliche 1) zukommende Ubereinstimmung in einer Achse: die Achsen der Evoluten auf-
einander folgender Parallelschnitte des Ellipsoides dndern sich ferner in einem anderen

Verhidltnis als die Achsen :u;Fu,-i]mt]{‘.--rh-Ei_i"'mln-r Parallelschnitte der Fliche 1).

Normalen.

Die allgemeine Normalengleichung

E— i ¥ L — =
NG e R T af
& x a1 -

nimmt fiir die zur Untersuchung stehende Fliche die Form an
d) acos (5§ — acos?® ) = b cos -"rJ - i cos 8 1)) = ¢ cos % (L — ¢ cos by,

Wie aus der Lage der Tangentialebenen an Punkten ein

s Hauptschnittes bereits

he unendlich viele, durch alle anderen

hervorgeht, lassen sich durch Achsenpunkte der Flic
Punkte eines Hauptschnittes nur je eine Normale ziehen. Die Normalen der ersten Art
stehen senkrecht zur Achse, die der zweiten Art senkrecht zur Ebene des Hauptschnittes.

Zur Ermittlung der Anzahl und der Lage der Normalen, die vom Koordinaten-

anfang auf die Fliche 1) herabgelassen werden kénnen, beachte man, dass der Radius-
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vektor fiir Flichenpunkte solcher Normalen Maximal- bez. Minimalwerte annehmen muss.
Die Koordinaten &, i, = dieser Flichenpunkte genugen daher gleichzeitig den Gleichungen

& & o & i
aF aF, s P 3 F,
- B
o T a = &2 & i
worin F, zur Abkiirzung fir «® + y® -+ 52 dient. Nach Einsetzen der Werte der par-

tiellen Ableitungen gehen die Differentialgleichungen iiber in
i i ch =4 iy
bi y4 — ef 28 — 0
aus denen dann in Verbindung mit /= ¢ fiir die Koordinaten der auf den Normalen

liegenden Flichenpunkte die Werte

TR g 8
=T ¢ l {_q bt+ac—+ b \' i
i 7 a C :

& ] ' ab -t ao= b ') I

Wy a b

gefunden werden. Der Radiusvektor hat fiir alle diese Flichenpunkte den Minimalwert

| _!__

!

a 06

ab 4+ ac - be

s kénnen demnach vom Koordinatenanfang 8 Normalen auf die Fliche 1) herab-
: - 3] = : : ab e
gelassen werden. Die um den Koordinatenanfang mit dem Radms — 5 7 ge
o 4 T L [ 1 i

Kugelfliche wird von der Fliche 1) umhiillend in 8 Punkten berithrt. Fiir a
" . - an T . L8 o o - . “
wird der Radius der Kugelfliche einfacher gleich . Die Fliche des regelmissigen Sechs-
)

ecks, welches einem grissten Kreise auf dieser Kugelfliiche sinbeschrieben werden kann,
[? lll . ¥ . . El vy s ' %
betriagt vy ist also gleich dem Maximalwert der Dreiecksfliche, die von den Spuren

der Tangentialebene der Fliche 1) eingeschlossen wird.

Hauptkrimmungshalbmesser.

Zur Bestimmung der Hauptkrimmungshalbmesser g, und g, hat man

1 4ol r—2pg 5 = | AW
e Sy e ik A g (L F 2D p
& rit — s

On—0% == = T
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worin 5 &g £ COS y d 2 £ COS ¥
4 - = " =y & i == e = '
x @ COS (p &y £ Ccos
" [cos 2o - cos g ar z :
& ¢ = Lo e EEhd, = g =5 : £ il
dx2 3 2% cos “(p COS ¥ ax d y da b cos (f COS s COS ¥
e cl'— =z = i tf:t}.'_ﬁ Sl _l‘,nH /l
& ye 3 6% cos 4y cos 4 |
g £
- — Va*d?cos?pcos 3y - a2 o8 COS “m CcoS 2y =1- 42 ¢% cpg 241 cos 2
) i I ] g9 fu o fi—— 'Ir I X T ¥z

a & cos i COS

N

@ b cos ¢ cos
zu setzen ist. Fihrt man zur weiteren Abkilirzung

Ny = (a2 cos o 4 f% cos 23) cos 2 g Cos i - (a? cos "'J,r - c* cos Ty) cos fip cos ®
(£* cos Y1y - ¢? cos ®x) cos *y cos 2y
ein, so erhidlt man schliesslich
3 N, N,

01 T Qa T Tt
3 ad 0 ¢ Ccos @ COS il cos ¥y

, am
(.3 My

g1 geit== |.[ ! -
\ & & ¢

ap

L

Die quadratische Form des fir g1 03 erhaltenen Ausdruckes giebt zu erkennen,

dass sdmtliche Normalschnitte eines Flichenpunktes ihre konvexe Seite derselben Gegend

des Raumes zuwenden.

Kubatur. 1)
Unter Anwendung der Kubaturformel
(g iy
' = Z dr dy

ergiebt sich fiir das zwischen den positiven Teilen der Koordinatenebenen und

Fliche 1) enthaltene Volumen

aal eyl — [": _|.§".I=3

= | =Gl =2 e .

Fithrt man neue Variable X1, ¥; ein mittels der Substitution

= aax® y=1by8,

r]r-['




so geht das Integral iiber in

a 11— ()i
" — 8 F' &

il
{
ad

o ¥ 0
s
— Babe [ |l\ | — 78— _) Yoy 2y dryodyy
voad o \ !

d. i. ein Integral mit kreisformigem [ntegrationsbereich. Fiihrt man zur Erzielung kon-
stanter Integrationsgrenzen Polarkoordinaten 7, @ ein, wobei bekanntlich » dr 46 an die

Stelle von & x; 4y, tritt, so erhilt man weiter
1 |

1 T

o~ Pl =

V= Qabec I I (1 —r9) T p5gin®@ cos O dr d6.

} 0 W0

dem Integralzeichen rational zu machen, substituiere man

Um den Ausdruck unter

|>.l‘1|3|.:.<.,"]'|
g w?,

wodurch das Integral auf die Form kommt
'
0

M= 9abc¢ ’ I = e 12)? sin? @ cos ® @ du ac)
L

[ k'

— B abc l sin®@ cos:@ 40 . l ut (1 —

0

e

2] du.

Ja
lisst sich die Integration nach # leicht aus-

Nach FEntwickelung von 24
" gunacht ergiebt

(1 — u?)?

fiihren, wonach sich fiir 5%

14
; . (3
8 abc : :
r—289¢ | (sn*@ — sini@) 20.
35 /

Da endlich
. : } e :
f::m 1@ dBE = 5 @ — N sin 2 B,

] . D= B ’ il
{.«-m ipdeo = —06 — sin 26 4 - sin 4 @
8 4 © B2
ist, so resultiert
e 7 abca
o) P e e R
0
- " " . o 4 a I'r’ & 7E A 3
Das gesamte von der Fliche 1) eingeschlossene Volumen betragt ar A 35
: ] o e ; . 4adg Y 3 oy
des Volumens des umbeschriebenen Ellipsoides. Fiir 2 = b =¢ wird [ T d. 1. a7 des
: 35 45

Volumens der umbeschriebenen oder des Volumens der einbeschriebenen Kugel.
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Complanation.?)

Die Complanation der Fliche 1) g

r zwischen Kurven isokliner

Normalen. Hierzu ist erforderlich, dass in die alleemeine ( omplanationsformel

(o : Bt I|I a8 '|| ¥ ] |' ol 'I:. gy Adu
- \ 8.4 ] \ a f aal L

die Winkel eingefithrt werden, durch die die Richtung einer Normale dieser Fliche he-
stimmt ist. Bezeichnet ¢ den Neigungswinkel der Normale gegen die i - Ebene, ¥ den
Winkel threr I[:':1'LzunLal;u:-ujra!:tie.n mit der 2 - Achse. =g

gesetzt worden ist. Aus der ersten erhilt man

B3y cotd ¥

Betrachtet man z als die fiir y eintretende neue Unhekannte, so ist

: 3 B8apcos®

@Y = -— B a vy .

J _._|' 3 sin ] .‘f r”

Durch Substitution dieses Wertes

geht die Complanationsformel unter Beachtung
der Relation

)i

iber in gl 3 h.l:: ’, ’ & Cos 2y

o - o & -";.r,
SNy Sy

Aus der Gleichung fiir cot * » ergiebt sich ferner beim Einsetzen des fiir y ermit-
telten Wertes

¢ ALl [
v A" 8in 0

(A% sin?y 4 Hcos ? i E8sin 2 v cos: S r.cot ® ¥l

und durch Differentiation, wobei » als die neue fiir « eintretende Variable anzusehen ist
3 A°C% sin s ¥ cos *y cos ydy

xdr = — = e : L = o

sindy (A%sin*y 4 Blcos®y - (Psin®y cos 2y cot ® 4

Substituiert man diesen Wert in die Formel fiir .S, so wird nun

s 9 A5 B3 I sindy cos ptand y dody
| Iﬂ i3 tan *» 4 B8) sin *v - C¥sin ? y cos ¢ f:|'

1y Schla
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sollen durch die Integration alle zwischen zwei Kurven isokliner Normalen mit

den Neig

so sind als Integration:

swinkeln ¢ und ¥ i 1 o :"'__f'l":'ll':'l Flichenelemente zfll‘-!lll'l|i'|d.'[]j_l\'--il;{Hf.I werden,

nzen ¢ und 2y far », »y und »_ fiir v zu wihlen. Fithrt man

zu weiterer Vereinfachung die V;:

ablen # und # ein mittels der Gleichungen

sin p = e tan y feid r\ii] Y — % &in Yy = H4

L

und bes:

chtet ausserdem,

der zwischen den Integrationskurven e

altene

der symmetrischen Lage der Fl

he zu den Koordinatenebenen das

des in einem Oktanten liegenden Ringteiles sein muss, so kommt S schliesslicl

Form

wiiy § L o S i [ B __eﬂl:: i

|.-'-=- w2 L8 (48 L B8 '8y :.r*l p? L A8 p
u | | |

Das lr!I?'tEIE.J"I'H' nach ¢ kann auf einfachere |g]:4lﬂ'r,‘.l!p zuriickeefithrt werden. Schreibt
man dasselbe in der Form

gho] =8 di

J = a & G a0y
3 0 1 11 13 B
I" |ty dq & 1=E

so geht es durch Entwicklung im Zihler iiber in

S ,’ % ;I,- |= ) 3 )‘ : ;r:: o _ -|_': I ;I: ] f o .“I

worin {/ zur Abkiirzung

Differenz 4, — 4 't &

fur @y - &, t* 4 ¢, 4. Bezeichnet man die stets positive

¢; mit 1;% so kommen durch Anwendung der Rekursionsformeln 1)

o+l e

f| { A | iz B ,:.I.'.I'

g 2 - e Fx S i f Pr fan 1 l
i danc, f (i i ,I.f"‘:: dyre, U7

Einzelintegrale zuriick

f die Integrale

T I — und J; = I — d,
i {

0 S0

deren Wert leicht ermittelt werden kann. Man erhilt zunichst fiir J; durch Partialbruch-
zerlegung

1) Rekursionsformeln 1)

fi, Ubungsbuch, II, 17,




=)

worin "':"5 2 Va,c gesetzt worden 1st. Auf dhnliche Weise --|’_:__i| bt sich
f A1 ' / di i by I
A (B Li) + 2 {2 J (f 1)
il i
r | 1 GE by . |
Dl | e T, 2l ity —ide} |

JhrEE T 6 ii =

F 2417 2¢

‘\."‘-I'In den \'I\rl‘Tt-'-:I‘.. .."l, und .-"l: ausgrehend L"l‘-.:”'I:L:: man ||Ii]'.::--'| r untet _I\i:"\.'3|"_.|‘|_-

‘ der Rekursionsformeln durch allmihliches Aufsteigen in der Integralreihe !

I

| o pa Fd J " ;
i’.f J‘J' t :J'-' I/.f'ﬂ‘ 'J: F If u'i i |I'.' auf die W
fd f _"'ll"i b : L 15 i
2 ]
/" { b4 ] a2qd h ’ { 12 ¥ a
L5 16 71 : [ b ]
: /“ L4 * 3R Ve fey f { 64 | i

Beachtet man bei der Zusammenfassung dieser Einzelintegrale, dass
'| T Iy Bb, I a (/, B Vare:)

fi ist, so findet man schliesslich

Itl 32 ay PR 32 \Vea,* * Yo, VA,®

Beil der Rickkehr zu den Konstanten ., £, € und unter gleichzei

der Abklrzungen

- Einfithrung

M = (Y A48 Y B%)® yAs Bs, N Ay L ¥ B

1) Schlomilch, Obungsbuch, II, 141,




wird nun eintacher

it ¥

Qm C8 I ; 1 D M Nau

8 YAsHs | “ J (C 1 uT Vi6eEd- tu '-‘_','.

Um die Integration nach u ausfithren zu konnen, benutze man die Rekursionsformel?)

f' i I 1 . m— 1 I_U.-' ]_I 1"_--:" I i {41 3 )
: 5 l..’ n ffaal)

| (2n=-m=-1)32 Fn—-1 (2a-m=-1) %

worin I zur Abkiirzung fiir €2 - 1 #® steht. Hiernach erhalt man

f 7 1.
)(l e = 2 s
Tl ] 32 7% 1542 7%
und damit kommt die Complanationsformel, wenn noch
Vi = a2 = YO8 44 sin? 3y — Mo,
| {a == A Uy - | (L. 1 i sn*® Py — M4
gesetzt wird, auf die Form
= \ Y
5 i (s i lga0 1 3 \II : = L - 302N ( : - — 1) !
a ; !\ o 158 | ito fa® I

Soll sich die Complanation auf die gesamte Fliche 1) erstrecken, so integriere

man bez, » zwischen den Grenzen o und o wodurch alle Flichenelemente mit positivem =

,-1|.--;1i]_i‘i'|!'|]lf__'"--'i;.-_x-c[ werden, und .L:'{"TJL' dem entstehenden Resultate noch den Faktor 2 Die

Riuckkehr zu den urspringlichen Konstanten der Fliche erfolgt zweckmissig unter Be-
nutzung von Hilfskonstanten e, 8, Py die definiert sind durch
1 : ] . 1 1 1

A3 et y J38 E L= i = i = =g = = .
{ o 2 3 3 ! ¥, =H £ o] T

Fir die (Gesamtfliche 2 erhidlt man dann zunachst

oo 53 Dap? L (A e D e )
I A e g @y —af) e rly 2 ap)
& (e T ey e i ety
und beim Zuriickgehen auf «, &, ¢
3 abhd - g?al hE el - Dy hhg |a_:"’ (bl b2 le—+—a)Fedla—t+b) =ab |

6) £ = : s L i
j 4 (ald -+ ¢ - )

I =

. ; ; 7 vh b :
Bur & =— b =iaowird -5 = —, d. 1. der umbeschriebenen, — der einbe-
48 16

schriebenen Kugelfliche.
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wird nun einfacher

N u l
— =ty

)

Um die Integrati atze man die Rekursionsformelt)
i m— 4

) Cs
, T I H’?"r—'

hilt man

worin 7 zur Abkiirzung

rle' '

und damit kommt die €

gesetzt wird, auf die B

3 lY
g2y As 8

{ 1
r_*E_U( S --—_jl :

fo” fia? I
Soll sich die C he 1) erstrecken, so integriere

man bez. v zwischen de Flichenelemente mit positivem z

Gray Scale

zusammengefasst werde sultate noch den Faktor 2. Die

Riickkehr zu den urspi erfolgt zweckmassig unter Be-

nutzung von Hilfskonst} lurch

I-- ) ol J' 1
P bR . E s -+ f = - - -
# : [ f
Fir die Gesam }
- vy —dcp
Iy

bile=a) -+~ e(atb) +alb |

{ ¢) 2
¥ ] . | .
Fir ¢ = & umbeschriebenen, 16 der einbe-

schriebenen Kugelflich
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