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Eine Aufgabe aus der analytischen Geometrie der Kegelschnitte.

Aufgabe:

__Ein Biischel von Kreisen und ein einzelner Kreis sind gegeben: man stelle jeden IKreis des
Biischels mit diesem Kreise zusammen, konstruiere je die beiden Ahnlichkeitspunkie A, J: die

Potenzlinie p und den Fusspunkt Q der letzteven auf der Centrale: welche Kurven werden von
A, J, Q erzeugt und von p eingehiillt?”
1. Koordinatensystem,

Aus den Gleichungen zweier gegebenen Kreise K und I kann die Gleichune eines dritten
Kreises in folgender Weise abgeleitet werden:

K., iy G = i K.

Giiebt man dem Verhiiltnis n; : np alle realen Werte von 0 bis -+ ©O, 80 erhilt man
eine unendliche Anzahl von Kreisen K.  Eine solche Gruppe von Kreisen nennt man ein Kreis-
biischel, Die Mittelpunkte aller Kreise eines Biischels liegen auf einer Graden, der Bischel-
cenfralen, Die Kreise desselben Biischels haben eine gemeinsame Potenzlinie, die Biischelehordale,

Beide durch das Biischel bestimmte Graden stehen auf einander senkrecht und sollen hier
als Koordinatenaxen genommen werden, Die Centrale sei Abseissenaxe.

Die Gleichungen der beiden das Biischel bestimmenden Kreise erceben sich dann in foleen-
der Form:

Ki=x+yv—2ax+ ¢ =0,
K = x= + y* 2 a; x + e, =0
Die Gleichung der Biischelchordalen ist danach:
[ I IKa 2 {8 1) x — (e — ¢ 0.
Soll diese Grade mit der Ordinatenaxe zusammenfallen, so muss:
% 0 und ¢ ¢y sein.
Das Absolutglied in den Gleichungen sidmitlicher Biischelkreise ist somit das gleiche,  Die

Bedeutung dieser Konstanten ergiebt sich einfach,

Jeder Punkt der Chordale eines Biischels hat fiir alle Kreise desselben gleiche Potenz. Der
hier gewihlte Nullpunke hat also auch die genannte Figenschaft. Die Potenz eines Punktes in
Hw;m.:_'; auf den Kreis ist der Wert, den die Funktion K (x, y) annimmt, wenn man in dieselbe
die Koordinaten des Punktes einsetzt.  Der Nullpunkt hat demmach fiir jeden Kreis des Biischels
die Potenz e,

Ist diese Potenz positiv, so liegt der Nullpunkt ausserhalb der Biischelkreise. Letztere ha-
ben dann nur imaginirve Schnittpunkte. Konstruiert man mit 7. als Radius einen Kreis um
den Anfangspunkt der Koordinaten, so trifft derselbe die Biischelkreise normal. Mittelpunkte von
Biischelkreisen ziebt es dann nur ausserhalb desselben. Seine beiden Gegenpunkte, die auf der

Centrale liegen, sind als Biischelkreise mit verschwindend kleinem Radius zu betrachten. ' Er
heisse im folgenden einfach der Nullkreis.

[st die Potenz negativ, so liegt der Nullpunkt inverhalb der Biischelkreise. Letziere haben
mwel reale ﬂl'JIHiH}‘Jlllllill' selbstveratindlich anf der Biischelehordalen Der Nullkreis ahirt
zgum Biischel und ist von allen der kleinste,




It o 0. so beriihren sich alle Kreise des Biischels im Nullpunkte
Die Gleichung des gecehenen festen Kreises sei

{ x2 - y= — 2mx 2uy m- n® — 1% = (O,

Die Koordinaten seines Centrums sind also: m und n, sein Radins ist v

9. Aufstellung der Gleichungen fiir die durch die Ahnlichkeitspunkte A und J er-
zeugten Kurven.

Der dinssere und der imnere .'ilun[iu-hl;--i|~'|nmlc| (A und J) zweier Kreise teilen die Strecke
zwischen den Centren aussen und innen im Verhidlinis der Kreiseadien. Beide Puunkte liegen so-
mit bei stetiger .";\11+h-,|'11|1_l_; der Centralen anf ein und derselben Kurve. Insbesondere beschreibf
J denjenigen Teil derselben, der zwisehen der Biischelcentralen und einer zu dieser parallel durch
den I'{.|'||]:~|||i|ii-][||4r||»\t vezocenen Uraden sich befindet.

Aus den Koordinaten des Mittelpunkies P des gegebenen festen Kreises und denjenigen des
Centrums P; im Biisehelkreise K; sind die Koordinaten jedes Punktes der Graden PP bestimmt. Ist
péimlich v : v das Verhiltnis, in welchem der Centralabstand PPy durch den Kurvenpunkt geteilt
wird, wobei ein positives Teilverhiiltnis den Punkten zwischen P und Py ein negatives den iibri-
oen Punkten der Graden I'Pi zukommt, so hat man:

1
- und y
I+ 1 ! i 4 T

Die (ileichung der Cenfralen PP ergiebt sich aus den Koordinaten (m, n) von I und denen

(%, y) eines Kurvenpunlktes:

(n—y)is — (M —a) p -k Iy — Tx) h
| R/ : : nx 1y
Wird hierin 0. so wird £ ai und a 3
! 1) biemet i

Weiterhin ist:

/ =
i P S—== S TL Y £
oy~ G " { s ) &

n y
Setzt man diesen Wert in die Gleichung fiir y ein, so erhilt man die Kurvengleichung:
n l (i my ) o
n T :
v - . , oder:
3 5 \ &
I l [ nx 1) } 4
I L !
E Iy
(n v ! [k Y, ocler:
] 3 o ]
I. (nx my) = (n G vl oder:
II. n2x® — 2mnxy -+ (m2 ¢ — %) y° 4 Z2ney — nte 0,

Da diese Gleichune fiir die beiden Unbekannten vom zweiten Grade isf, so ist die zn unter-
suchende Kurve ein Kegelschnift.

3

3. Schnittpunkte der Kurve mit den Koordinatenaxen.

4. Setzen wir, um die Durchschnittspunkte mit der X-axe zu hestimmen, y 0, =0 liefert
unsere (Gleichunge zur Bestimmung der Abscissen die (leichung:

B
Schneiden sich die Biischelkreise in reellen Punkten, ist also ¢ negativ, so wird der Kegel-
sehnitt von der X-axe in zwei imacindren Poankten cetroffen.




Haben die Biischelkreise keine reellen Sehnittpunkte, ist ¢ positiv, so wird die Kuryve yon
der Abscissenaxe in zwei zum _\'llllpmllu symmerrisch liegenden Punkten seschnitten.

serithren sich die Diischelkreise im Nullpunkte, ist ¢ = 0, so ist der Nullpunkt Doppelpunlt
des Keoelschnitts: derselbe zerfillt dann in zwei durch den Anfangspunkt gehende Graden:

(NX=—ny)ei— ys = == [nx (m -+ 1) yl.[ox — (m - ¢) y] i),

Diese Graden sind real. Sie fallen mit der X-axe in eine Linie zusammen. wenn n 0,
wenn also das Centrum des gegebenen Kreises auf derselben Axe liegt. Sie liegen symmetrisch
zi den Axen, wenn m 0, wenn der Kreismittelpunkt auf der Y-axe liegt.

h, Um die Schnittpunkte der Korve mit der Ordinatenaxe zu erhalten, setzen wir in der
Kegelschnittsgleichung x = 0 und erhalten so:

(mn® ¢ — )y Boey-—nc =0

Aus dieser Gleichung bekommen wir fiiv die beiden Wurzeln die Werte:
11 ; i
m Bt ,.-.-‘ o B T e )

Beide Worzeln sind reell, wenn m > .

sie sind reell und gleich, wenn . 11 I
Sie werden imag

wenn M= I

Schneidet also die Biischelchordale den gecebenen Kreis, so trifft sie den Kegelschnitt nicht:
berithrt sie den Kreis, so beriihet sie auch den Kegelschnitt: trifft sie den Kreis nicht in reellen
Punkten, so hat sic mit dem Kegelschnitt zwei reale Punlkte.

4. Schnittpunkte der Kurve und des Kreises.

Die vier realen oder komplexen Schnittpunkte beider Kurven zweiten Grades sind zu je
aweien auf ciner realen Graden enthalten. Ein Paar rvealer Schnittpunkte lisst sich sofort he-
stimmen. Von allen moglichen Centralen fallen die beiden in eine Grade zusammen, die nach
den beiden unendlich fernen Centren der Biischelkreise gezogen sind. Diese Grade, die durch
die Gleichung: y — n 0 bestimmt ist, wird durch die Kreisperipherie in dem Verhiltnis r:
o0 weteilt, Da dieses Verhiltnis den .\||I'(ll'ill-r'm:lu;:‘]] -e-nt:~|||'i-'||]'_ s0 sind die heiden “f‘.;:'l‘r![iltllklﬂ
gemeinschaftliche Punkie der Kurve und des Kreises, Bringen wir die Gleichungen beider Kur-
ven auf folgende Form

K=(@x—m?+ (y nj - e u,

v - = = -\-'..'
L ' i | 8l ] - (n—v) 3 [ Ll
. n y 1l it

20 erkennen wir sofort die Wahrheit obizer Behauptung.  Zwei ree
chungen sind demnach:

les \\‘III"}'_!'][I:.‘.'II'I‘ heider (ilej-

Xy r -+ m und ¥ I,
Xa i m und ys 1.
Die beiden andern Sehnittpunkte lassen sich, so lange sie reell sind. leicht konstruieren.
I

Beriihrer

b Innerer {lGJI'l'

sich zwei Kreise von aussen oder innen, so ist der |'H'I'fihl'll|I_'_;'.~»i|||?]
dusserer .liIHtl-It'h|-il'i[r~il||1.11.\],

Unsere fraglichen Schnittpunkte sind also gefunden, sobald es gelingt, diejenigen Biischel-
kreise zu zichen, die den gegebenen Kreis beriihren. Zu dem Zweck zeichne man die Chordale
Py des gegebenen Kreises und des. Biischelkreises IK,.

P, K, Iy 2(m— a)x + Zny —m? —n® 12 + ¢ = (.
Durchschneide damit die Biischelehordale: (x 0), so erhiilt man den Chordalpunkt C und
als dessen Ordinate 0 m= + n- (¢ + 1)
! Zn
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Dureh diesen Schnittpunkt gehen die gemeinsamen Tancenten des wecebenen Kreises K
und der il beriibvenden Biischelkreise. Legt man von C aus die beiden Tangenten an den ge-
crehenen Kreis, so sind ihre jerithrungspunkte unsere gesuchten Schnittpunkte.

Liegt € ausserhalb des gegebenen Kreises, so giebt es zwei reelle Schnittpunkte. [st O auf
K welewen, dann erhalten wir nur einen Beriihrungskreis und nur einen reellen gemeinschaftli-
chen Punkt. Befindei sich C im Innern yon K, so sind die Schnittpunkte imaginiir,

Die reale Girade. auf welcher die beiden reellen oder konjugiert komplexen Schnittpunlte
enthalten sind, habe die Gleichung:

ax + by = d 0,
worin a. b und d hestimmte, sogleich zu ermittelnde Werte haben.
Die (Heichung irgend eines Kegelschnitts nun, welcher dureh die vier Schnittpunkte unserer

[Kurve mit den beiden Graden: y n (0 und
ax -+ by + d 0 welegt ist, wird dann lauten:
n? x* — 2nm xy - (m* — ¢ rs) ¥2 4+ Zeny nf o + (y —n) (ax + by + d) =0
oder:
n2x® — (Bmn —a)xy 4 (m=—¢ r2+h) v2 — anx 4 (2ne — bn+ d)y — n*¢ — nd (.

Das Produkt der beiden linearen Ausdriicke braucht nicht noch mit einem Faktor verselien
su werden, da wir annehmen kinnen, derselbe sei hereits in die Kooffizienten a, b, d eingegangen.
Soll die erhaltene Kurvengleichung einen Kreis vorstellen, so ergeben sich die Bedingungen:

n= m= ¢ > + b und daraus: b n- m -+ ¢ 4 17
2mn i {l = i i 2mn.
Qotzen wir diese Werte ein, so lautet die Kreisgleichung:
nx= e 1 b ) (e B i T i nrt 4+ dj ¥y — n% nd ]
Der durch diese Gleichune dargestellte Kreis wird mit dem gegebenen Kreis:
nex® -+ nEys 9mn?x — 2oy + n'm? 4 n! nrs {)
identisch, wenn n - (rs m- n ) wesetzt wird, Die gesuchte Grade hat hiernach

ende Gleichung
dmnx -+ (n? mpee 4 1Yy +n {2 — m? n- o) (.
Aus ihr in Verhindung mit derjenigen des gegebenen festen Kreises ergeben sich fiir die
Koordinaten der gesuchten Schnittpunlkte der Kurye und des Kreises die Werte:

(n? m -+ ¢ -+ 1 * 4 p? r? 4 4 n? m*
X M 5 5 et A
; (n® 1 Fte TR R o 4 n= m=
(n* m: 4+ ¢ 4+ 1¥) 1 4 n® 2
- : { 1 jlmul
[ 2 T Ly ] Bl o P 2 me & | UL e Rl | ]
" nt—m?+e+r3) 2+ 4n2me (n m? = ¢ =12 2 + 4 n? m?
4 mEn®—(n2 — m=4- o -— ¢ -F i — n®
Vg, n ) 5 R
. (n= i He 4 n= ms
2mnr l

V m2—m?-+ e 132 -4n-m*

Beide Wurzeln sind reell, wenn der Subtrahend des Radikanden kleiner als 1 ist. Der
Nenner des Subtrahenden ist aber — wie eine einfache Rechnung zeigt -— gleich dem (Quadrat
der Entfernung des Chordalpunktes ¢ vom Kreismittelpunkt multipliziert mit 4 n® e Bedin-
gung fir Reellitit der Schnittpunkte lautet demnach:

re P2, wenn P Mittelpunkt des Kreises. Wie oben erhalten wir hier wieder das Fr-
eabnis: e H;-Imirrpun]u'- beider Keeelschnitte sind veell, wenn der ‘.‘-hl11‘t|=l|.[:l|ill|{l (' ausserhalb

des gegebenen Kreises liegt,




Weil PC* = m? -+ (7 — n)? ist, so heisst die Bedingung:
pEEanat iyl n) =,
Dieser Ungleichheit wird immer geniigt, wenn m I
Setzen wir fiir y' den frither ermittelten Wert ein, so nimmt die Bedingung folgende Form an:
(m* 4+ n? ¢ — 19 % - 4nt g 0.

[st o positiv, s0 wird dieser Ausdruck immer = 0. Wenn dageren ¢ negativ ist, so setze
man ¢ = — k% worin k cine absolute Zahl bedeutet, dann gestaltet sich die Ungleichheit fol-
cendermassen :

m* -+ n- -+ k2 2 = 4 9nk  ader
m? - n* + k2 + 2nk (),
Diese Funktion wird annulliert fiir v* = m* + (kK + n) 2, tolglich hat sie fiie alle Werte von

1%, die unterhalb der kleineren Wurzel und oberhallh der sviisseren Wurzel liegen, das gleiche
Vorzeichen.

m= -+ (k—mn)*= ist aber das Quadrat iiber der |':]]H'1'.1'||uull_{ des ]{r'u-ismi[||-J||||:;|gn-.-1- von dem-
jenigen Schnittpunkte der Biischelkreise, welcher mit ihm auf derselben Seite der Abscissenaxe
liegt, also die kleinere Wurzel: wihrend m?® -+ (k -+ n)? das Quadrat iiber der Streeke vom

Kreismittelpunkte bis zu demjenigen Schnittpunkte der Biischelkreise ist, der auf der andern
Seite der Abscissenaxe liegt, also die grissere Wurzel,
Fiiv Werte von r% die kleiner sind als m*® | (k — n)? ist nun obiger Ausdruck positiv,
also aueh fiir Werte von 1%, die grisser sind als m* - (k -+ n) 2
Der r'll?l’d:tl“l!llkf (B |E['_}_'\'I also ausserhalb des :I_J:'(-.u|\.|:-1'|||;|| |~;r'|-i,ur-_-; n i'tJ|l;l"1']]||i't| Einzelfillen:
1) wenn m = v ist,
2) wenn ¢ positiv,
3) wenn der Radius des gegebenen Kreises kleiner ist als die Entfernung des Mittelpunk-
nden Schpittpunkte der Biischelkreise,
4) wenn derselbe grisser ist, als der Abstand des Centrums vom weiterliegenden Schnitt-
punkte der Biischelkreise.

tes vom nfichstlicre

Daraus folgt: der dritte und der vierte Schnittpunkt des Kegelschnittes mit dem Kreise sind
recll, wenn der gzégebene feste Kreis die Biischelchordale nicht schneidet, ferner wenn die Kreise
des Biischels keine realen H|‘1|I|il1']111]1[{tf~ haben und endlich wenn der serehene Kreis die Biischel-
chordale ausserhalb des zum Biischel gehivigen Nullkreises trifft.

Die Schnittpunkte sind reell und fallen zusammen, wenn der cerchene Kreis durch einen
der realen Schnittpunkte des Diischels geht.

Die Schnittpunkte sind imaginiir, wenn der gegebene Kreis die Biischelehordale innerhalb
des Biischelnullkreises sehneidet.

5. Untersuchung iiber die Natur des gefundenen Kegelschnitts.

oy + ag = 0 irgend ein Kegelschnitt, so hiinget
ks

A" — Ay
ab. Je nachdem némlich dieser Ausdruck negativ, Null oder positiv ist, erscheint jener Keg
schuitt als Bllipse, Parabel oder Hyperbel. Die characteristische Formel lautet fiir unszern Ke
gelschnitt:

[st: a;x? 4+ 2a.xy 4+ 8.y? 4+ 2a3x - 2
die Natur desselben von der Grosse des Ausdm

-'[u: = Hypden n? (¢ + ro.
Auf das Vorzeichen dieses Ausdruckes ist der Faktor n® ohne Einfluss,




I 2 wird nur unter der Bedingung negativ, dass ¢ negativ und grisser als 7 ist.
Qohneiden sich die Biischelkreise in veellen: Punkten und ist der Radius des Nullkrei-

o5 erosser als derjenige des gegebenen Kreises, so beschreiben der finssere und innere

Ahnlichkeitspunkt eine Ellipse.

n%e -+ 1) wird Null, wenn n 0. oder ¢ newativ und gleich 1= ist.
a) Ist n 0. so reduciert sich die Gleichung des Kegelschnitts auf' folgende Form:

(m= ¢ . (: also auch y= (),
Die Kurve zerfillt dann in zwel mit der Abseissenaxe susammentallende Crraden.
Lieot also der Mittelpunkt des wegcbenen Kreises auf der Biischeleentralen, so
liegen wie nicht anders zu erwarten war die _\|ln|il'|]lil‘il‘$[)lll1|~21‘1' auch auf ihr.
b} Ist ¢ negativ und eleich = so folgt:
Haben die Biischelkreise reale Durchschnittspunkte, und ist der Radius des ge-
vobenen Kreises gleich dem Radius des Nullkreises, der zum Biischel gehdrt, so be-
schreiben die beiden Ahnlichkeitspunkte eine Parabel

Der Ausdruck ¢ - r2 wird positiv, wenn ¢ gleich Null, oder ¢ positiv, oder wenn ¢ nega-

tiv und kleiner als v? ist,

a) Ist ¢ (. so beriihren sich alle Kreise im Nullpunkie. Der Kegelschniit hesteht
dann, wie schon No. 8 wezeigt, aus zwei sich schueidenden Graden.

by Ist ¢ positiv, sind also die Schuittpunkte der Biischellreise imaginir, so ist der Ke-
celsehnitt eine Hyperbel

o) Ist endlich ¢ neeativ und kleiner als 1% so folgt: Treffen sich die Biischelkreise in
coellen Punkten. und ist der Radius des Biischelnullkreises kleiner als der des ge-
aebenen Kreises, so erscheint der Kegelschnitt als ein Hyperbel.

/u denselben Ergzebnissen gelangt man auch ohne Beriicksichtigung der Kurvengleichung

durch folrende DBetrac

itnng:

Auf jeder Centralen liegen nur zwei Punkte der Kurve, also kann diese nur ein Kegel-
sehnitt seimn.

Die Kurvenpunkte teilen die Centralabstinde innen und aussen nach dem Verhiilinisse der
|

Kreisradien. Der Quotient r: ri ist aber veriinderlich. Fiir jeden Wert desselben kann zwar der
innere Ahnlichkeitspunkt angegeben werden, nicht aber der dussere. Dieser liegt unendlich fern,
sobald das Verhiltnis vz v den Wert eins annimmt, wenn also r ri wird,

. Schneiden sich die Biischelkreise in reellen Punkten, so ist der Halbmesser des Null-

lireises die untere Grenze der Werte, die v annehmen kann.

Ist nun von vornherein der Radius des Nullkreises grosser als der des gegebenen
Kreises, so ist der Bruch v: r immer ein echter. Der dussere _li||1'|l'|1-Hkl'i[:n']JlEIlL'T keann
jetzt niemals nnendlich fern liegend werden: Der Kegelschnitt hat nur endliche Punlkte,
ist also eine Ellipse.

[st aber der Radius des Nullkreises kleinev als der des gegebenen Kreises, so giebi

es zwei zum Nullpunkte symmetrisch liegende Biischellreise, die dem gegebenen an

opn vorhanden, auf denen unendlich
ferne Punkte des Kegelschnittes liegen, derselbe ist also eine Hyperbel. — Da die bei-

(Grisse _._-|-[.-i.-|| sind. BEs sind somit zweil Richfu

den Centralen nach den Mittelpunkten der angegebenen Biischelkreise die Hyperbel in
einem endlichen und in einem unendlich entfernten Punkte treffen, so sind sie den
Asymtoten parallel.

[st endlich der Halbmesser des Nullkreises gleich dem des gegebenen ICreises, so kann
nur fiir ihn der Quotient r: ri gleich der Einheit werden: Es giebt dann auch nur auf
einer Richtung unendlich entfernte Punkte des Kegelschnittes, dicser ist somit eine Pa-
rabel, — Die Centrale durch den Nullpunkt ist der Parabelaxe parallel.




iy
2. Sehneiden sich die Bischelkreise in Nullpnukte, so wivd fiiv diesen r: v r: 0: inne-
rer und dnsserer .'\]I|t|i¢'|l]ir."l|-|aLr|||‘| fallen in ithn zusammen; er selbst st Doppelpunki
der Kurve: diese zerfillt in zwei sich schoeidende Graden. Die Bischelkreise nm die
Punkte a; + r haben den Halbmesser r: auf den dureh sie bestimmten Centralen
liegen je cin endlicher und ein unendlich entfernter Schnittpunkt. Diese Centralen sind
also den gefundenen Graden parallel

3. Haben die Biischelkreise Lkeine realen Schniftpunkte, so kann 1 von 0 bis OO0 wachsen.

Iis sind demnach wieder zwei Biischellreise vorhanden. deren Radien denen des covebe-
nen Wreises gleich =ind,  Dadurch ist der Kegelschuitt als Hyperbel bestimme,  Fiir die
beiden kleinsten Biischelkreise. deren Radien Null sind, fallen A und J zu
men, alse beriihren die dureh die Punkte x £ V¢ gezogenen Centralen die Hyperbel,
Die beiden Biischellireise, deren Mittelpunkisahseissen « e o sind gleich
dem gepebenen Kreise. Die durch sie bestimmiten Centralen sind den Asymptoten der
||_\]H-:'|u-| parallel.

Obige Betrachtung eiebt noch Anl: %1 cender Bemerkung: Der Mittelpunke des ge-
gebenen Kreises und der auf der Bischeleentreale liegende Mittelpunkt des Biischelkreises sind
mit den beiden Ahnlichkeitspunkten harmonisch gels heleentrale ist folelich Polare
des gegebenen Kreismittelpunktes in Bezug auf den gefundenen Kegelschunitt.

6. Das Centrum des Kegelschnittes.

| Die Koordinaten des Mittelpunkres einer Kurve zweiter Ovdnung sind bekanntlich dargestellt
dureh die beiden Ausdricke:
- 2z B L by ik Lig gl
= o 3 ) ¥

o ;|_|.I::! £ I iy oo
Nach Einsetzung der betreffenden Werte erfialten wir hier:
= ::Il._l, ingl i e :
@ 2 e e

Das Centrum der Kurve ist unendlich fern, wenn ¢ - O, m und n aber 0 sind,
In diesem Falle ist, wie schon oben eefunden, der Kegelschnitt eine Parabel.  Dividiert man die
Mittelpunktskoordinaten duvch einander, so erhiilt man L folglich sind der Nullpunlkt

i 11
tJi'I' :‘llil1l'|]lllll1u'.,l {ll‘-- Il_l~.:'f'|:1'|||'|| l'\'!'r_: w1l tas Centrum s |'\:|"_;-- '-="':Ii-'||'- auf lil'l'.--<'|||-"|| Lira-
Iit'il l'III|IH|II'ti. i;-ll also -(ll'." Hi-‘.ll- |-‘.l::|\l los L _:--]lt':|+'|| l{rl"lal"-» ant lil';" i';a'i-q-_‘..-:_.-!'.-;'\|;g].- |.|||-1'
-centrale, so legt auch der Mittelpunkt der Kurve auf diesen Linien,

Das Centrum flli in den Nullpunkt des Koordinatensystems, wenn e 0. wenn also die
Kurve in zwei (iraden entartet,

Der Mitrelpunkt der Kurve befindet sich im Centram des gegebenen Kreis wenn 12— (),
[er l;;ulg'r-]_u-m- Kreis ist dann our noch ein Punlt Vin \|:|||i|-||1.|-|.-.|r|||||.'||-|| i dann  nicht
mehr die Rede sein.  Unsere (Gleichunge zertillt dann in die beiden linearen Produkte:

(nx frtyis= i — e | nx 111 Ve ot e ¢ el
[T 1l Vi) 3y n el 0

e dadureh definierten Ciraden sind real oder i(illllili:il'l'r |x-|.;||'!|'5.. || nachdem o !un:i|il.
oder negativ ist: je nachdem sich die Biischelkreise in imaginiven oder in veellen Punkten schnei-
den. Ihr Schnittpunkt ist der Punkt (m, nj, also in jedem Falle real. In ihm sind bei negati-
vem ¢ alle dusseren und inneren '[‘:-'|||':|1|||\||- vereint,  Die Abscissenaxe wird von ihnen, so lange
sie selbst nichi komplex sind, in den beiden |ir--_'_‘n-|||:l||||\I|'!: des Nullkreises eetroffon Diese

! sind aber als Biischelkreise mit unendlich kleinem Halbmesser zu betrachten. Ohice Graden
2
i




1)

und sind somit die innersien Centralen. Weil fir sie das

vorbinden sie mit dem Punkte (m, n
0 annimmt. so kann auf ihnen kein bestimmter Teil-

Verhiiltnis r: v den unbesthmmicn Wert 0
|.|||||;| :rll:;'l'_:l-]lr-‘. ‘.\.-'1'-il'||.
7. Umwandlung der Parabelgleichung in die Scheitelgleichung.

0. also ¢ neeativ, ist die Kurve der ,‘;L|I1|!.i|‘|l::u'i‘|-|HI||‘|i’.i-.

Unter der Yoraussetzung: ¢
sine Parabel und hat folgends (iletchunge:
(nx my) S - Zncey K2 (),

das Koordinatensvstem um den Nullpunkt, so dass der Klammerinhalt nx L
orsetat wird, =, B, dureh ein Multsiplum  von i

en Winkel w, so gelten vorerst folgende

Drehen wii
Vielfaches einer Koordinate allein

dureh ein
der Drehune auspedriickt durvelr «

[st die (irisse

Formeln :
X (RN '\.'-\l ‘-iII '-\_\. I|II|| I'\ .‘-i:| “\. 1 s \\.\'-,
Dann wird:
(nx — my) (T ERY m sinw) X (e sinw I ;
v', wenn der Koeffizient von ' verschwindet, wenn also:

(R RS ".'.

Dies wird ein Vieltaches von

darvaus foleo:

N GOS8 W M 4N W (]
5 Ll
SIT0 W COE W,
(11}
Setzt man diesen Wert in die Gleichung cos*w 4 sin=w I ein, 50 echiilt man :
m ! 11
oS W | = o und sin W Ve =
¥Fom 1 i By et e

Do uns ein Winkel w eeniiet, so kinnen wir den positiven Wert der Chadvatwurzel anneh-

e Der Klammerinhalt nimmt dann die” Fokm an;

nx I ¥ om s
and die Parabelgleichung lantet nun:
e 200 ' 2imne t
- =) \ - =X o5 — n= ¢ ]
RESTH n= 1 Il e 1 b
“n<e ; 2mne : n=c¢
der; ¥:7 - | . i X = 5 o =
; s 1 0= |r (I = —=]1%) m 11
. i e . 2n=c / m-c -+ (m? - n=) =
oder: v 5 i B T 21 2
e Vim2 4 n=) ) I {m? - n2®\ 2V (m? i }

Verschiebt man den Anfangspunkt in den Punlkt 3t welchen :

5 e S 40 mae - (m? n?) 2
Y ' - = = nnd X & 5] a1, . sind.
J . 1- S ¢ e == nsE
s erhilt die Scheifeleleichung der Parabel folgende (festalt:
206
i S e & 0,
/ I (m= -+ n3)# -
“iv |;\'|.|:-!'|:<i||:!n'-:] II_(','\: |':II'-‘I|IL'|.- 'i‘.l-ill'l'- ;III f\- .'\.I H.".-Il'IIL “-'::Illi.'
: e -k (=== n=) : mne
& o ST ey - ; o
[ (m2 - n%s 3 Fim2+ n3)*?
eineesotzt in die Transformationsformeln:
iy’ ny l nx’ my’
X o s ey - = A
' ik n= y I~ m =




iefert die Koordinaten des Scheitels tin wesprimelichen Svstem:
lin lie | linater Scheitels 1 urs) liel 1

1 me (- Zn=) | 1 TL=H G
% = ; und ; 5 y
2 2 (m= - n=)* 3 & 2 (m =)=
[Yer Scheirel der Parabel kann niemals in den l\-l||!'I|i!';ll|'I|_'|||i';|||:‘-\[|:;||||"| tes '_5|'n]||'|'i||-_-"|i.-|_|~:;
Svatomr noch 1 den |‘;|':-E:-.I||'1|tr-][|ull|.| fallen, es miisste denn m n 0 werden, dann aber ist
unsere Kueve keine Parabel mehr
. : : Y : F : : ; 2 1=
Die Koordinaten des Brennpunktes sind i =, » System: s —
'_‘{ - n=)
also im X' ¥ System:
G = ns) —+— (m= -+ n-j° : e
bt = a N
LF B il i = ERTY
<4 (m=-+ n=p* I fm- 1=
folglich im ursprimglichen System:
T G A R G ; o fm 1= ¢
X == 5 — | und oy ) e
& = n- X ey Frie—=—ry /

e Axe der Parabel hildet mit dder Biischeleentralen den Winkel w. fitlr welchen

aln W il ! - ; Y B . . s y
tane W 1st: somit haben wiv den Beweis fiie die No. 5 aufeestellte Behauntune:
L s W 11 L 1

Die Centrale durch den Nullpunkt ist parallel der Parabelaxe

Aus ihrem Richtungskoeffizienten und den Roordinaten des Brennpunktes erhiilt man nach

einieen Umformuneen als Gleichune der Parabelaxe:
e

Centenm  des eecehenen Kreises

Ist 1m besonderen Falle m (), v X
eaxe I' ]‘H!':Il'l'l J]il' ':"|t'i|'?lI|I|:' der Kuarve st alsdann:

go winrd die Biischelehordale Svn

1 1l
X2 -2y = ] (),
11 % e
T s R AN T I ;
1!“- 1\u|||'-:||!:;|||'|| es sehneitels s l|4'|.-f|2 Y (] II:::| _\ a - \l-‘l'_ji'lll'_'_'l'll ||I"- lFl'I'_'_|||I|I|||\4
1 nE— @ Aot ¥ o e e e :
tes: X 0 und v = , .owird dann noch ¢ n®, 15t also der segebene Kreis nm einen
; 20

der reellen Sehnitipunkte der Biisclhelkreise besehrieben, so filli der Brennpunkt der |
tlen [{|'-=':.xu|i':||=!|a|u||{| und die Biischeleentrale wird Direltrix der Parabel,
Als Gleichune der Centralen durveh den Parvabelseheitel erhiilt man:

3 Dnda
1 1 Bl B e ) 1 T

1 I e \ m I .
(5 + 5 - ) X == S i ; =t
2 2 (1= - n=)=J L o (m n=): : = — 1
: : REAT . - 2me L 1=
Diese Grade schneidet die Abseissenaxe im Punkfe x ! i
m=¢ 111* -

Der Biischelkreis um diesen Punkt bestimmft also mit dem gegebenen Kreise den Scheifel

|:l|-l' |J;|I';I|J|'|_
8. Transformation der Ellipsen- und Hyperbelgleichung auf die Mittelpunktsgleichung.
¥ 11 III'--i.ll'lul'=:_'|i"||"ll '!I=|!:||1i-'|-'= l'\.lllll'-|_'

Liegen wir durch das Centrum der Kurve ein neues den
und ¥ mit den alten dureh die Gleichungen

natensystem ., so hineen die neuen Koordinaten x°

ALLSETITINEIY ¢

. 1 : T
X e = i s 3
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Satzen wir diese Werte ein, so bekommen wir die neue Gleichung:

i 2nme & n® mee= ; T Znfme x 2oy
M= — - e 2mnxy ;
L e o s Sy et ] i ' = L ]l ot Bt i

. BE Imn ey Iney’ 2ner=y’

{m= (F Ji ] tne s 2 G ]

¢ 1 [ ¢

e n-eor- Sl 2n-c= 3
S o Sney’ - : e =0
(¢~ =)= (c = 1*)= : (o o

Die Glieder mit % und v’ heben sich, wie das ja notwendig st und man erhilt nach

ichung:

Vereinicung der Absolutglieder dann die (le
NEx omnx’y 4 (m2—c—1r% y=2 S =0
Suchen wir durch Drehung des Koordinatensystems um den neuen Antfangspunkt eine
weitere Vereinfachung, so dass der Koeffizient von x'y’ verschwindet, und somit die Koordinaten-
axen zu Svmmetricaxen werden. Bezeichnen wir die Koordinaten des neuen Systems durch 2, o,

g0 ist: X cos WS BIL Wobh YOS ain w £ | eos W
Nach dem Finsetzen dieser Werte erhalten wir eine (Heichune von der Form:
Mg 12 N Ea Ky + L =10, wenn
M nteostw -— 2mi ., cosav . Sinw {m= = Py Sincw,
N N2COSW . S0 W mn (cos*w g w) - (= — o 1) Cos W . SI W,
Ix ! sin’ 2min cosw . sinw - (m? 0 12 postw
| st
P [
Setzt man. damit das Glied mit £z verschwinde, N = 0 und sinw. cosw , 8in 2w und
e ginfw = cos 2w, so folgt daraus:
g
Z21mn
tane 2w 5 5 5
: m= n: ¢ e

Durch Addition und Subtraktion der ersten und dritten Bedingunge ergiebi sich:
M+ K n? - m- 0 p
und nach einigen Umformungen:
M Ix I"(n? + m? 3 )2 L dn® (e - pf).

Daraus erhiilt man die Koeffizienten:

M 1 | m - m= i eV O s e B L oy L i

: 1 -
I [ n= —— m= ¢ — I f (m= == m-= o — ro)e a—dn? (e 2= 19 }*

Die Gleichung des Kegelsehnitts kinnen wir nun schreiben:
M i
e FE 1 L
L I

al e 1% = 0.

Auf Grund dieser Voraussetzung ist ¢ negativ und sein absoluter Wert grisser als 1%
ferner ist L. neeativ, aber M und K sind beide, weil 4n? (¢ - 1% negativ und die positiv ge-

pommene Wurzel kleiner ist als: (n® m* o %), positiv.
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: o M 1 KK 1 - . shpy
Substituiert man deshally: l 5 und l ,uy S0 erhilt man als die Mittel-

4 [ 4 A 4 F i
: S 2 e
punktsgleichung der Ellipse: =, L ] 0.
6= fie
Die eine Halbaxe hat die Lince o E ( mit der leentralen
einen Winlkel w, fiir welchen
e) \
A LA
tange 2w 5 i
' m* n# o
: o / L
Die andere lalbaxe hat die Linge 3 = ! ( K ).
; )
Die Axen werden einander gleich und die Ellipse wird zu einem Kreise, wenn M IK,
oder wenn: (n® -+ m? ¢ i Al =L pEji= )
Daraus folgt: ¢ s - (n - mi)2

FHiir reelle ¢ und r ]{.‘it!ll Ifil‘m' ‘I']!-'Zii‘hllll.;.[ nnr :|:|;;|| bestehen. wenn ihr illl.l;_'illi.ilt'l.'l' |,.||

verschwindet, wenun m 0 ast. Soll demnach die Ellipse zum Ireise werden, so muss der Mittel-

punkt des pegelbenen Kreises und somit auch derjenige der Ellipse (No. 6) auf die Ordinatenaxe

des urspriinglichen Systems zu liegen kommen, Dann nimmt obige Bedingung

Form an: ¢ -} »? n® oder r# -4 n¥ = ¢. Das heisst: Der Mittelpunkt des ge
ses liegt innerhally des zum Biischel gehirigen Nullkreises und die gemeinschaftliche Schne beider

ist ein Durchmesser des gegebenen Kreises

Die Kurvengleichung lauter jetzt: x2 L y21 2"y o=
g : <

ey [':l-lg'nlial'hllil'l st unter diesen ‘\.(II'!IIIE-‘M-|:,r:||'||."_l"u"j| emn Ioreis, dessen Centrum die IKoordi-

: e : . i I
naten &= 0, » = und dessen Radius die Linge o l ¢ hat,
i i = 1
iIJ ¢ — re = ).
und zwar 1) ¢ negativ und seinem absolen Werte nach — 12
Unter diesen Bedingungen wird: 1. positiv, M positiv und K negativ. Deshalb setze man
: M 1 KK 1 3 : :
hiers — T nnd [~ gz1 59 erhiilt man als Mittelpunktsgleichung der Hyperbel :
i [ ¥ o d = 1
Bl =
5 L — 1=,
o 1

Pl Halbsxen: hben, die- Litzeia = ) ‘“ e ]

I
Ist dagegen 2) ¢ positiv, so wird L negativ, M positiv. und I negativ, darum brauche
: T i M 1 I 1 : :
man hier die Substitution: e i T oy flann launtet die Mittelpunkis-
4 (e @ 4 I'J_
c e nt
gleichung der Hyperbel: =, — b= 1= 0,
G 3=
Im erstern Falle liegt die ||::t[[lf-|}»'.l' der Hyperbel auf der Ordinaten : andern auf
der Abscissenaxe,
9. Asymptoten der Hyperbel.
Zichen wir durch den Nullpunkt Parallelen y = tx zu den Asymptoten der Kurve, so tref-

ten diesclben die Hyperbel in einem unendlich fernen Punkte. Wir evhalten daher die zuwehiri-
gen Werte des Richtungskoeeffizienten t, wenn wir in der Kurvengleichung v durch tx ersetzen;




die nene Gleichung dureh x= dividieren und zur Grenze fur ein unendlich grosses x iibereehen.
Auf diese Weise ergiebt sich Sonit:

| 2mn n- . 1

b= 5 sl 5 3 (0 und daraus:

1= [ & gl 1= (& K 1L i | "=

Die heiden Asymptoten bilden also mit der Abseissenaxe je einen Winkel, dessen trigono-
metrische Tangente jo einem dieser Ausdriicke gleich ist.

Verbindet man den Mittelpunkt des gegebenen Kreises mit den Mittelpunkten derjenigen
haiden Biischellkreise, die dem gegebenen an (irisse gleich sind, deren Mittelpunktskoordinaten

also: x t l g1t und y =V sind, so heisst die (ileichung dieser beiden Centralen:
1% (e 3 I ¢ 1= ¥ 1 1 ¢ - L= (.
: AL : ; > S il
ler Richtuneskoesthzient dieser beiden (Gpaden 1st demunach; :
' m e F

Die Asvim
hehauptet worden. Die Gleichungen der Asymptoten ereeben sich folgendermassen.

stoten der H*.|u-\_-|.1-| sind also diesen Centralen parallel, wie schon oben No.

Unter der Bedingung @ agq fae = O st die Zerlegung der allgemeinen Kecelsehnibis-
asleichung in das Produkt zweier linearen Ausdriicke vermehrt um eine Konstante immer mig-
lich. Die linearen Faktoren sind cleich Null gesetzt je die Gleichung einer Asymptote, withrend
durch das Vorzeichen der Konstanten hestimmt ist, in welehen der durch die Asymptoten ent-
standenen vier Felder die Hyperbeliste zu liegen kommen, Fiihren wir an unserer Gleichung

die Yerleruane aus, 50 wird: nx- I mnxy ik o— 1) oy ey — nEe

R TR et [t o BT o o
!\ () I m 2 J !\. v ! 1 ¥ — J — ),
i n Yo — o 11 Vip 3= 1 oL =

Die Gleichungen der heiden Asymptoten lauten demnach:
L = 1 L l ] | &
i S ey : I i
! Mol i 0 und x4 : oy 0.
n i e o it I R
Die Bedingune fiiv normale Lage dieser beiden Graden heisst:
( I 1Tl ; { 1 1l - (). oder o I m= - n-,
o e

i ein positives ¢ fritt letzteres pin. sobald der gegebene Kreis: den Nullkreis orthogonal

schneidet. In diesem Falle stehen die Asymptoten anf einander senkrecht und unsere Hyperbel
141 .'_;|I-i:-='.:—.-'-lz_li_ Sie 15t darerestellt dureh ie ‘i]e'-|1'|lllllj_-'; X~ 2= .'{'- - A ' ().

Wenn aber die Biischelkreise sich in reellen Punkien schneiden, ¢ somit negativ ist, so

wird cenannter Bedingung
nullkreis in der Weise schnetdet, dass die zemeinschaftliche Sehne pin Durehmesser des Null-

loichune nur dann geniigt, wenn der gegebene Kreis den Biischel-
kH'-'.‘.-»e'-‘ i~| Hiu- |;ll'i~'|!|lll;_=' L|I'I' '_!'%!;'ic'll.-f‘::l;-_'_'g'1| |.'|l\|_ll'l'lll'1 ||'|1-'jh1 L]il' lll"i_El'.

10. Zusammenstellung der gewonnenen Resultate.

Der innere und fdussere Ahnlichkeitspunkt konnen tolgende Kurven erzeugen:

1. Lieet der ?|1-I[I|'|||I||||-;‘| des cesehenen Kreises ant der Biischeleentrale, so hefinden sich
auch alle Ahnlichkeitspunkte auf dieser Graden.

9 Sehneiden sich die Biischelkreise in vealen Punleten und 1si

) der Radius des Biischelnullkreises grosser als derjenige des gegebenen Kreises, so0
st die Kurve der Ahnlichkeitspunkte eimne Ellipse: diese wird zu einem Kreise; wenn das

itschelchordalen inunerhalb des Nullkreises

Centrim des cesebenen Kreises auf der




sich belindet und die gemeinschattliche Sehne beider Kreise ein Durchmesser  des
rerehenen ist:

by der Radius des Biischelnullkreizses kleiner als der des cocehenen, dann  beschreiben

die fraglichen Punkte sine J|_\'i||-|'|w|: diese wird ..;||'i|'i".-~=i-§|i.:, wenn der feste Irels

den Nullkreis so schneidet, dass die cemeinschafiliche sehne heidor ein Durchmesser

des Nulllkreises ist: sie zerfillt in zwei im Nullpunkte sich sehneidende Graden. wenn
der Radins des Nullkreises verschwindend klein ist. . h wenn die Biischellkreise
sich int Nullpunkte treffen:

¢) der Radius des Nullkreises eleich demjenigen des wegebenen ist, dann liewen die

-.';lllll|E¢'|I|~."-!|'-|u£|||\||' aut einer Parabel.

3. Haben die Biischelkreise nur imaeinive "i|-||||ir|J|||_!1i;r.-, so erzenzen  die Ahulichkeits-
punkte eine Hyperbel: diese wird eleichseitio, wenn Nullkreis und geoehener Kreis
sich normal schneiden

11. Welche Kurve wird von den Potenzlinien p eingehiillt?

Konstruiert man die Potenzlinien py und pi des gewehenen Kreises K mit den Biischelkrei-
sen W und K, so schneiden sich die Graden  (Potenzlinie von K und K;) und p (Chordale
von K und Ki) und pi (Potenzlinie. von K und K) in einem Punlkte pi trifft also p in dem
Punkte, in welchem p von p, geschnitten wird: dieser Punkt bleibt unverinderi derselbe, wenn
man fiir [ der Reihe nach alle Kreise des Biischels setzt. Wir haben daher: ~Die Chordalen
welehe ein |ll'|j1‘|?i:;'|'!' fester Wreis mit allen den einzelnen Kreisen eines K reishiischels hestimmt.
rreffen die Biischelchordale in demselben Punkte.® ®)

Die Potenzlinien . bilden ein Strahlenbiischel, dessen Triver ant der |'-|'im-'r--~:-|-|||-'||>'.:.i1~.i|- liewrt.

Der analvtische Beweis des aufrestellten Satzes zestaltet sich etwa so:

Wenn K e Iy = nei 1 = 0, dann wird P Ik K= n;i K; + i K, — K = 0.

Die Verhiltniszahlen ny und ny kbénnen immer in der Weise wowi werden, dass ihre
Sumime gleich 1, oder dass n, 1 Ngi 18t

Setzt man diesen Wert in die letzte (tleichung ein: [ I, It nai (I8 X5 i)

Weil ferner I, I p = @ die Gleichung der Biischelpotenzlinie und K, I\ pp =10

die Gleichung der Potenzlinie von K und K, ist, so hat man: P I nsi p = 0 und erkennt

)
Yon diesem hiermii bewiesenen Satze wurde schon i No. 4 Anwendune ecemacht: ehen-

darvans, dass pi durch den Schnittpunkt p und p, gehp, #*

daselbst wurde die Ordinate des |'al'i:-r.l:c-|rI';'F_'_:r-J':- des l'|||=|'|];|E[|un|({t-n { n und die
Bedingungen ermittelt, unter welchen dieser Punki ansserhally auf’ oder innerhalt der Peri-
pherie des gegebenen Kreises liegt, Aus dem Werte fiir seine Ordinte:
m= ns — (¢ 4 1°)
=
: 2n

lassen sich noch folgende besondere Lagzen erkennen.

1. Ist n 0, sowird y 0, das heisst: die Potenzlinien aller Kreise um die Punkte siner
“I'Jt'li*rt, :-il||| l'j[!.‘llllll"l' Fl:d!':l”!".
2y (), wenn m* -+ n2 0 r2 wird, Wenn folelich (No. 9) hei positivem o den

.'—'"'l”'”" Kreis den Nullkreis normal schneidet, bhei negativen o |J;|Il_s'i‘-_['c:1| beide Kreise sich
in der Weise treffen, dass die gemeinschaftliche Sehne ein Durchmesser des Nullkreises

ist, dann erseheint der schuittpunkt der Biischel-chordalen und -centralen als Triiger

des Strahlenbiischels.

3. Wennm =0 unid ¢

== n= werden sollte, dann hat tiie v foleende Gleiehune statf: y=u.,

Handbuch der Mathematik vor Schltmilel, S No
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In No, 8 ist ermittelt worden, dass disser Fall bei negativem ¢ nur dann eintritt, wenn
der Mittelpunkt des gegebenen [Kreises innerhalb des Nullkreises liegt und die cemeinschaftliche
Sehne ein Durchmesser des gegehenen Kreises wird. Unter dieser Bedingung fillt also der Bii-

seheltriger in das Centrum des segebenen Kreises.

19. Welche Kurve enthiilt die Fusspunkie ( der Potenzlinien p auf den Centralen?

Alle Potenglinien, die in Frage kommen, wehen doveh den Chordalpunkt ¢ auf der Biischel-
1'|Ill‘.li-‘l|l'|l.

Alle Centralen gehen durch den Mittelpunkt P des gegebenen Kreises.

Jedes Paar zusammengehiriger Potenzlinic und Centrale sclineidet sich unter rochtem
Winkel im Fusspunkte Q. Die Seheitel O liegen somit alle auf einem Kreise, der iiber der Yer-
hindungslinie des Mittelpunktes im cecebenen Kreise und des {'||n|'|l;||]nn|1;l|-.~' als Durehmesser
]ll"‘l‘llf'il'hl‘ll ihf.

Die Gleichung dieses Kreises lisst sich folrendermassen entwicleln:

Potenalinie pi I I 2 (a m) x 2y -k —c =10,
Centrale: (K, Ki) : nx —+ (& m) ¥y — na = O
Eliminiert man aus beiden ai, so folet:
Smx ——2ny k¢ 1y X 5 o le=—ren Je=t
v - : oder: x=—+ ¥ mx— |n v = (.
i ¥—T : 2n : 2

(Mfenbar geniigen ihe die Wertepaare: x=m, §=1 mnd: x =1
Als Koordinaten seines Centrums ergeben sich sofort die Werte:
I ; i

o] {
& 5 und 7

( ms - n (¢ 1 ],
e 2n

Die Linie PC ist also wirklich ein Durchmesser des gefundencn K reises,

Fiit x = 0. nimmt v noch den zweiten Wort v = 1 an. Die zu diesem Fusspunlte zuge-
Centrale wird der Bischelcentralen parallel, selneidet sie somit unendlich fern, Der um

son Schnittpunkt mit unendlich grossem Radius beschriebene Biischelkreis ist die Biischel-
hordale selbst. Peripherie und Potenzlinie fallen fiir ihn in eine Grade zusamimen.
Bezeichnet man die Entfernung des Kreismittelpunktes (m, 1) vom Chordalpunlkte (0, ¥°)

it 2 o, so folgt sofort: 4 o= =1m= - (N-—} Jioderp=45 ¥ M- (D= s

Der Radikand ist fiie roelle m und n 1mmer |:H.‘Illi\'. der Radius des gefundenen Kreises
kann niemals imaginiy werden d. I der Kreis der Fusspunkte ist immer reell.
g wird Null mnd der gefundene Kreis zieht sich in einen Punlkt zusammen, wenn 11 =

(n ) = (0 werden sollte, oder wenn P und C sich decken. Unter welehen Umstinden sich
diese DBedingungen erfiillen. ist schon in voriger No. fostoestellt worden.
0 ~ und der Kreis der Fusspunkte ist gleichfalls unendlich gross, sobald n = 0,

weil ja dann sidmtliche Potenzlinien parallel werden und der Chordalpunkt in die unendliche

Ferne rviickt.
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