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;)'P}ic cigentiimlidien Sdpvievigieitenr, die dev evjte Unfevvidt in
ver affgemeinen Avithmedtt aupweift, Daben die Vehrendem zu den
perjdhiedenften Miitteln, ja Mittelhen, queijen lafjerr, umr bev
Scwievigetten Hove e werder.  Nean it cinerjeits o et
gegaitgent — und Lehubiiher, die in gahlveidhen Anjtalten gebraudyt
ober dod) als |, cingefiihrt” begeidhnet wevven, find Beweis dafiiv
~ fofort vou nfang aus Umfovmumgen von Gleidungen, oft
dev gewaltomiten Art, die avithimetijhen Yehridte zu gewinmen;
audererjeitd Dat man fid), am Crfolge eines wijjenjchaftlichen U
teyvichts vergmeifelnd, damit Gegnilgt, mit Jugvundlegung ciner
angefehenerr  BVeifpicanumlung bie Vehridte wnd Negehr, ohnue
devent Beweis qu gebert, suwy prateijd) ben 3u lafjeit und daduvd)
alfenfal(s eine vt Nadpoeis ihrer Nidtigteit e lieferr; vielfad)
und wobl meiftentheils geht man Gald den cinen, Dald den andevit
Weg: au Mnfang, chwa jo lange es Addiven wnd ubtrafiven
qilt, wixd der vom Lehrer oder efnem dlteven Eddiiler vorge
fprodjene Lehrjat muy an Haufer von Beifpiclen cinge—ibt; fpiter,
fo choa Geim Multipliciven von Swmmen und Diffevenzen, wird
ber Yehvfaks evjt Deviefen, und dann danad) gevedyet.

Daf alfes dies weder Yefrer nod) Sdiiler Dbefriedigt, wivd
fidd miemand verfehlen. Dod) midte ja der Weg immerhin
mithiam fein, wenn ev m Frudt fdajjte!  Damit aber fieht's
betviibt aus. Uufidherheit in den Elementen, die dod) eine Folge
der gejdyildevten Bevfahrumgsweifen mit Nothoendigeit ijt, wird
auf Tpiteven Stufen des Unteveidyts immey fich als henumend eviveifer.
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®ewif it e foldent verfeplten Untervidite aud) zuzujdireiber,
wertt die Arithmetit als weniger getjtbildend hinter der Geometric
auviictteht, und eher zu einem banaujijden Avbeiten fithrt als u
einent tibevlegter, weldes fid) bei jebem Sdhvitt vovivdrts des
AWeges und des Jieled Lewupt bleibt,

€5 follte nidht aljo fein. Gine fo vovziiglich geqlicdevte wd
purdyjichtige Disciplin iwie die Avithmetif jollte vor allen Dingen
aumt geftigen, nidht blof umt gedddgtnismépigen Cigentim gemadt
werden, follte auf wifjenjdajtlichen Sdulen nidit fo jehr dex be-
veitvillig fid) davbietenden mvendingen wegen, als vichnehyr wm
threv felbjt willen und wm der von ihr davgereichten Bilbug
bev geiftigent Stvaft wilfert gepflegt wevden.  Nantentlic) ftellt e
fid) als nothwendig Hevaus, bes Jmeinaubdergreifens bver vevidie
pentent Disctplinen einer und verfelben Wifjenjhaft auch beforders
beim Untevvid)t in der Avithmetit fich beruft zu Oleiben, und, fo
jehr es umevlaplic) ift, jeber Discivlin den Chavafter eines in
jich abgefdhlofjeren Gamgen 3w wahven, anderntheils bdie Hilfe

nidyt ju verjchmabher, weldhe die Disciplinen einandey zu leijten
im Stande {ind.

Nidtige, aus der Sache felbjt fich evgebende, nidt um Jwed
per Beweisfiihrung evdachte, Defirtitionen find von vovihevein i
evlipliche diothwendigleit. €8 ift fehlevhaft — wenn aue) bdev
aehler nod) jo et verbreitet 1t — Ddie Diffeveny (um das
auerft fid) bietende Beifpiel zu wibhlen) als die Sabl au ,evfldven’,
welde zum Subtrahend addivt ben Mimiend evgiebt. Devavtige
Crtldvimgen find Hodjtens dagu fauglidh, bdie Ridtigleit cines
anfgejtelften Yehriates a posteriori zu eviveijen, nimmterntely aber
et Yehriab Fu fien: ein gejunder Veweis aber muf den Weg
er ufiindung enthalten, jonjt ift er micht viel mebhy afs eine
brobe.  AWentt man fevner das Puoduct ald diejenige Babl ev-
thivt, weldge fid) aug dem Winleiplicand evgiebt, iie der NViulti
plicator aus ber €ins, fo ift man fider damit nidt im Stande
et Berjtinonis des Multiplicivens Hevvovgurufen, gang abgefehern
pavor, dap man int Veftreben die Multiplicationsgejete iiber
natiivlidge Jablen auf die Brlidhe 3u iGevtvagen — bdenn dies
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Bejtrebent Hat jere Definition evzeugt — bden Jujammenfang
swijden Addiven und Meultipliciven vollig verwifcdht. Wian evin-
neve fich, wm die vidtigen Definitionen u finder, att den alfey:
evjtert Clementavuntevvidt inm Redhnen: wie wird 2 von 5 jub
trabivt? mwie witd 6 duvd) 2 bdividivt? Was auf jener Stuje
ped Unterrichts den Anfangern im Jiffernyedhnen zur Gewinnitng
bes Verftanduijfes vevbalf, dasfelbe ift aud) allein im Stande,
ifreen 31 diemen, wenn fie das Hedmen mit allgemeinent Sabhlen
peginrten: demt ift aud) ibve geijtige Sraft in dev Jwifdenseit
gewadyien, o (gt fidh nidht leugnen, daf ihment nun, da fie die
allgenteine Avithmetit beginmen follenm, die Bud)jtaben eher nod)
frember entgegentveten, als s Anjang die Biffevit odev die Heden-
funft diberhanpt.  AuRerdem evfordevt die Cinheit des Untevvidis,
paf man auf fpiteren ©tufen das bisher Gelevnte, namtentlid)
jo teit es grimbdlegend ijt, Denube, fo wie auf fviheven Stufen
nidts lehre, was fpdter vevworfen werden miipte.

Aus gejunden Definitionen wivd der Untevvidt aud) gefube
- Verfahrimgsweifen fidh bilden. Fitv den Untevricht in dev Avith
metif ift et Deadptensmervther Fingevielg in den entjprechertoen
Gebieten der Planinetvie gegeben. Died zu entwickelr, wid 3mway
aundchit i dev BVejhvinfung auf veelle Bablew, ijt die ALjicht
pes vovliegendent duffakes. Die Davjtelhung wivd fid) nad) aus:
fithrlicher Crijvtevung des ju Gvumde liegenden Gedanfens in dey
Amwenbdung auf die etmgelnen Yehriake muy ausivdhlend verhalten.
Die Beritctiichtiqunag der tmagindven Sahlen bleibt einer jpdteven
Weonographie vovbehalten

I.

i ©p wie die allgemeine Avithutetif jich vevanlaft jteht, Beidyen
fitv allgemteine Bablemverthe fejtufeisen, und mitteljt derjelber
und der jhon vom Bifjernvedhuen hev befannten {ibvigen Seiden
eite ©pvade i) qebildet Hat, welde an Kitvze und Vejtinmt:
heit uniibevtrojfen da fteht: fo ift e3 firv die Cniwidlung d. .
dent Beweis der. avithutetifden Gefetse nothvendigq ein Jetden
fity die ,allgemeine Ginfheit” zu wihlen, weldes leidt
gefdhrieben und mit anbern jeinesgleihen letdht vevbunden ywevden




fonnen mufl, (€3 mag bier ceviodbnt, aber aud) muv evmdhnt
werden, dag wifdhen einev Sabl mit dev allgemetnen Benenmung
Ginhett 1nd etner unbenamten Sabl, wie beijpielswetie awifden
a Einbeiten wnd a, cin gewaltiger Unterjdied ijt.) A SBetden
iy die allgemeine Ginbeit”, weldes den vben aufgejtellten Be-
pingligen entjpridyt, bietet fich ein gevader — vertical odev — fo
vigontal gezogener @tvid) von mapiger Yange, alfo eine fletne
fovizontale Strede, am pajjenditen dar.  Wie man jicd) iuntey
et Buchftaben dex I“IL‘m'vinhmft nach ,,jede Delicbige Deftimmite
Jahl” denft, 1o moge eine Jolde Strede | jede beliebige beftimmie
Ginbeit” bedeuten, jei jie mm Mavf, over Meeter, oder Tag, oder
®Grad 1w ). w. Dret Cinheiten derfelben Axt werdert jomit durd)
pret gletd) lange ©trecden davgejtellt werden, und das Bild von
einter drei Einfeiten dexfelben Avt Haltenden Sahl wivd eine
preimal fo lange @tvede jein. Wie zeichnet man eine Jahl von
o Einbeiten? Die nadjte Antwort ift fdnell gegeber: als ctne
Gtrede von beliebiger Yinge. Wovan aber evfennt man alsdarm,
pafy jie 2 Ciubeiten falten foll? Es wivd aljo daritber e Ab
fonunten getyoffen werden miijfert.  Fie den Anfang wird es fidh
empjehlen, auf der Stvecte, weldhe die (allgenteinn) Lenamte Sabl
a barjtellen foll, vort Anfang drei ober vier, und ebenjo vom Enbde
ein ober et Theile gleidh) bdev fliv die Cinheit vorgejtellten
©trece ju marfiven, und dibev den [ebten Theil den , Jidexr” a
s jjvetben — Ddie Jmoices 1, 2, 3, 4, . .. ... , a—1 Dleiben
als felbjtverjtandlid) weg. (Fig. 1) S dert metjten Fillen wird
e8 genitgen eine &tvedte von beliebigey Linge 3u seichmen 1md
dazu ben Vucbjtaben (a) i fdveiben. (Fig. 2.)

@omit fann nidt blof eine Stvede jur Verjinnbildlidnmg
etner (allgenteirén) Babl dienen, nod) weniger finden it folgenden
die Strecten als fhecielle BVeifpicle fiiv Bahlgrofen BVeroen
dung, fondern fie {ind die natuvgemdp fich davbictenden Beiden
fitv alfgemetnn benannte Babien. Daber finden fie atch ihren
Plags bei allen Gefesen der erften und zweiten Stufe (Addiren
und Subtrafiven, Multipliciven 1ind Dividiven): die dritte Stufe
(Potenziven, Logarithmiven, Rabiciven) entbehrt, weil jie von un-
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feranmtent Aablen Handelt, im aflgemeinen bdev graphijden Dar-

jtellung.

Die BVerwendung der Stede zur Davitellung  pev Gefete
ser Apdition wd Subtvaction jeigt mum unddhit, wie awijden
et Aufgaben a 4 ¢ ud a — © feit andever Untevjdied be
jteft, als dafk bei dev evjten vic ¢ Ginbeiten it demijelben Sinne
wie die o Ginbeiten, et dev ambern in entgegengefefstent Sinne
qeziblt wevden.’) €8 ijt aljo aud) von pornhereint nothroendig
an ber Strece a nidyt nuy bie Ldnge fonbevn ugletd
bie Midtung (Fig. 1.) in Betradt 3 ziehen: bie dev auerit
qezelchneten Strede peigelegte Rty bejtinmmt die alfer itbrvigei.

Die Gejete a 4 ¢ = Llasa e - —d -+ n
S e e T wie die Anfgaben a —+
(¢ = m)3), ferner namentlid bie Beztehungen amijden I(dditton

b Subtraction®), werden duvd) die qraphijdhe Darftethmg jofort
pewiefert tefp. gelbjt. A8 Beijpiel it Nig. 3. der Lehrial
i (v ) e i davgeftellt. Fapt mai dent in
vy Beichnung davgeftellten Povgang in Wovte, fo ijt dev Reweis
vefp. die Yjung gefumderr

Die Crfldnng desProductes a . ¢ als elier Snmune aus
¢ Apderden a ?) wird durdh) eine Jetdung wie Fig. 1. vevfint
bilplicht: manr Dat dovt jeden etngelnen Theil als a, ftatt als
Ginbeit angufehen und den Judexr ¢ ftatt a 3u nennen. (Nebenbet
aejagt, findet fo aud) die oben als mindev vortheilhaft beeichnete
Definition des Productes ihre Davitellung.) Fiiv vas Probuct
yweier Factoven a . ¢ DLedient man fidy indes als guapbijder

1y Lehrbudh ber Avithmetifund NAlgebravon Dr, §.9. Lerfemanit. 5 1.3)u.84.3)
©3 mige bHier gleihzeitig erwdfnt werven, bafi pex Bufammnenhang
awijben Arithmetit und Geometvie gebietet, pie — fei ¢8 avbitiven,
fei ¢ fubtractiven — Abfchunitte einer Gtredte AB mif pem Theilpunite
C nicht, wie ¢3 gewdhulid) gefhieht, AC und BC, fondern vielnehr

AC und CB zu lefen.

2 § 3
5 § 9
1) § 6.

§ 10.
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Darjtellung mit beferem Erfolge eines Redteds mit ber Grimd-
linie a und der Hihe c. Den BVeweis fiiv die Midtigkett biefer
LVevivendintg  desd Nedteds liefevt die Planimetrie. Es beruht
oies ftreng geromien ‘mrauf,' paf man — wosn man  ebenio
bevedytigt ift — bdie allgemeine Ginbeit (nidyt duvd) eine Strecte
fortberat) duveh) ein Quadvat bildlidh darftellt: a joldher Quabvate
binteveinanber bilden einen (vedtectigen) Streifenr, und ¢ folder
Streifen fiber etnander bilden bHas Jtedited von a . ¢ Quadraten
Subalt; deffenn Gvundlinie Hilt a wnd feine Hohe ¢ Cinheiten des
vingermnages, {iber weldem als Seite Has quadratijde Redteds:
mafy conftvuivt {jt.  (Fg. 4.) DHiernad ijt die Richtigteit dev Gefetse
aiCESC et a0l =t i eei i) fofort exfichtlid),
fowte dbag ein Broduct multiplicivt wivd, wenn man mir einen
Factor multiplicivt®); ferney firdet man ebenjo leidht bie Yijung
ver Aujgaben iiber Multiplication eines Binoms mit einer Jahl®),
als audy mit einem Vinom'0), Gin Beifpiel bietet Fig. 5.
(@4+¢.Mm—1r)=a.n = a i — gl iy

Was endlid) die Divifion betvifft, o moge hier unddit
pavauf hingewiejen werden, wie es purd) pen Pavallelismus dey
Avithmetif mit dev Geometrie ebenfalls geveditfertigt witd, dag
Deeffen vor dem Theilen s evivdgen; die Aufgabe eine Styede
i eine beftimmte Anzabl gleicher Lheile su theilen wird ebenio
ourd) Subilfenahme efner Meeffungsanfgabe geldjt, wie in bdex
Arithmetit jede Theilung auf eine Mejlung suviicgefithrt wivd12):
ver Verfdhiebung der Benemmumg in ey vithmetit entfpridt die
lnlbert'mgung mitteljt Pavallelen in der Geometrie, Somit ift
aud) bie am unten angegebenen rte'3) aufgejtellte Definition
oes Mieffens jugleidh) die Hes Dividirens tiberhaupt '), indent bie
Theilungsaufgabe ihre YOjung dlieflich jtets in einer Nieffung
findet'®): entwivft man fih dagu eine Figur, fo rird fie ioie-

8 7 § 14. 11y

§ 20. 2)
§) § 22 %) § 15. b, Tebrfas und Regel.
9. §19. 13 8§ 15, a 1)
10) 8 500 %) §16. 1)




bevumt die Figur 1. fein mit den bet Grovterung bes Productes
(pg. 7. Feile 16 v. 1) angegebenen Abdnderimgen — sugleidh
ijit daburcy dev Jufamumenbang zwijdhen Wenltipliciven md Divi
bivenn'®) gefunden.

Die Davftellimg der Divifionsgefetie, weldhe Numctionen®)
betveffen, moge an dem evjten devielben (a - ¢) :n = a':n
4= ¢ © n'®) gezeigt wevden. (Fig. 6.) Wian vergleide damit
dert ait bent angegebenent Ovte '®) nicdergelegtent Beweis: Aetdyming
und BVeweis entfpredien cinander Schvitt fiiv Schritt.

Y devjelben Figur mige auch gezeigt werden, wie gevedt
jevtigt es tjt, die Gefelie itber tnverfe RNmctionen i dev vt
ait beweifen, dap man bdie fiber die entfprechenden divecten Nuic:
tionen in die Spradie dev inverfen itbertragt!”). @oll man
nimlidy den Quotienmten (m — &) : n'®) finden, o wird mar
eite Stvedte m (in JFig. 6. a - ) jeidnen, aufj devjelben cine
Strede s () vitdwirts aujtvagen, wobduvd) man die Diffeveny

m — s (a) erdalt: wie oft nun bdie Strede oder das Maf n
i der Diffeveny m — s enthalten ijt, finbet man offenbay,
mbem mart m o ound s mift wnd  die  gefunmdenen Mafzahlen
m o onound s ono jubtvabive — der gange Vovgang enthalt

alfo nidhts andeves als eine Ubertraqung aus der Svrade der
Sunte in die der Differens.

Gany ebenfo Lift fich der llbevgang von der Divifion einer
mebrthetligen Summe jur Divijion eined Productes'®) durd eine
Seidmumg nadyweijen.

Bon den Gefeten bes Potenzivens bieten einige ebenfalls
wiflfommene und nidt u unteridisende Amvenbdimg des Princips,
weld)es im Loranjtehenden auseinandevgefeit ijt. Selbftveritind
fi) find e3 muv diejenigen, weldye fiber den Grponenten 3 nicht

15 8 16 u. 17.

#)  Ginl. 1. allg. Vem. 1V.; vgl. Bovwort pe. IV. 3. 17 v. 0.

1) g 21, 1)
1) Einl. 1. allg. Bem. VIIL 1)
]B) |b. Y

1) Ginl. u. allg. Bem. VIIL 2)
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hinausdgehen. (x 4= a)2, (x -+ a)® loffen jidh mit Hilfe bdes
sSmavvates vefp. Subus vovtvefflid anfdaulid naden, wie nament
lidy audh), daf es 3ur Botenzivimg eines BVinoms nid)t gentigt, die
(Slieder ju poterziven, und dafy man wmgefehrt gleichhohe Potenzen
nicht addiven odev fubtvahiven famm, indent mair bdiefe Hedymmngen
an ifren Grinpzablen ausfihve; and) daf { J' )' UIo “1 2 atweterlet tit.

it Yogavithmus wmd :)iaoig'\liif;t pie grabbijde Dar
ftelhmg volljtandig im Sticdh: doch ift, weit entjernt, daf bdies
e Schotiche wive, davin vielmehy eine cinfadhe Conjequeny des
Umitandes ju fehen, daf die Recdhmmaen ney dritten Stufe nidt
mehr ein Juviickgehen auf die Bevlegung der Sahlen i ihre Cine
heiten exforbevn, wie bod) die dev erjten Stufe durchaus und die
bev aweiten in ihven nfingen: die graphijdhe Darftellung bajivt
ja aber gevape auf bdem Gsedanfen, bdie allgemeine Cinfeit mit
einem Handlihen Seicdhen 3u verjehen.

i 1 8

Wenn  fomit die grapbijche Davjtelhmg jdhon im Gebiete
ver natiivlidhen Bablen etne wiltfomumene Untexftitbung duxd
ihve njdhaulichfeit bietet, ja eiqentlich mebr nod), wenn fie nidt
blofy die Gefelse felbev, jomdevn fiiv den ber's verfteht aud) den
Beweis der Gefetse giebt — fo ijt diefe Homdveidhung nod) weit
hoher fiiv die Davjtellhmg dev analytifden®?) Bahlen anzujdlagen.

©ie gebvodenen Sablen vornmweg nehmend fei Hiev me
pavauj DHingewiejen, daR felbjt der Elementav-llntevvidt jidh) mit
Bortheil der Theilung von Stvectent bebient, unt den Veguiff des
Brudes jowie die alleverften Opevationen an Byiichen den An
fangeyn daduyd) flav ju maden; es evgiebt fid) zugleid), dafy die
Levivendung der gqraphifden Davjtellung i diejem Giebiete fo
jebr von jelbft fidh davbietet, dafi Hiev daviiber Dhimweggegangen
werden famm.  Die mit den Vrithen jufanmmmenhingende Yehve
vort den Bevhaltniffen und Proportionen!) gewinnt exjt

20)  Ginl. u. allg. BVem. IX,

2L E DT T
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purd) etne an der Haud geometrifher Grundgedanfen einfjer-
fchreitende Befarblimg* ') Klavheit umd Duvdyicdytiglett; vod) famn
auc bies hier fibevgangen werdem, imbem bie i dent Yehrbiidern
per Planimetvie der Yebhre von dev :"'llm'.td_wt\'it' gewdhnlic) vovans:
gehende Lehre vou dev , Propovtionalitdt gevader Yirien" inm Grunpe
nichts anveres ijt, afls die grapbifde Davjtellimg dev Yehve von
ven Berhaltniffen wnd Proportionen.

Auch fitr die negativen, tvrationalen wnd tmagindren Sablen
jindet man i neueven Yefrbiichevrt dev Avithuretif auj bie gra
phifche Darvjtelhung vevwiefen, je nady dev Anlage des Dbetreffennen
Budyes mur in Grundziigen?) odber ausfithrlicher. Da, wie oben
qefagt, die hmaginaven Bablen einey fpdteven Abhandlintg vorbe
falten Dleibert, jo evitbrigt biev nod) vor den negativen und irva
tionalen i Handeln.  Dabei wivd es allerbings bei weitenr ntehy
pavauf anfommen, diejfert Gebilbenr dev Arvithnrertt thven Plaly in
ber Geometvie anguwetfen, als jeves dev fjie behandelndert avithnte
tifden Giejeke geomtetvijdh i Deweifen.  Demn wennt eimmal hre
Bervedtiqung 3ur Crifteny2?) joiwie die Avt wnd Wetfe, wie jie fidh
e natiivlidgen Bablen an- odev einfligen, davaelegt ift, wivd jid) von
jelbjt die Vevedtiqung sur Ausdehmung dev Gejesse iiber natitvlide
Jaflen auf diefe Letden rewen vter vor Sabhlen Herausjtellen.

Wag sunadjt die negativen Fahlem Oetvifit, welde die
Aufldfung der Subtractionsaufqabe a — o fiiv den Fall a < ¢
gebert, o crfordert die gravhijhe Davitelhmyg bdiefer Anfgabe
alferdings, daf der Stvabl, auf welden bisher (1) jimmtlide
Stvedien aufgetvagen wuvben, fiber jeinen Anfangspuntt Hinaus,
alfo i centgegengefetster Nidhtung verlangert 1werbe. Das ijt
aber -im Grvumde qenommen nidt eine Eviveiteving einey Hishe-
vigen Injdaummgsweije, fondern viel eher die Vejeitigung einev
dpuvdiaus nidht in der Sadhe Degrimdefen, v um der ge
vingent Fafjfungstraft der Anfinger willen evvidhteten Schranfe.
Denn die grapvhifde Tavjtellung der Diffeven a — o exfordevt

22) Ginl. 1. allg. Bem. IX, pg. 9.
I e e S B R e
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qan nirgcmcin a Cinbeitenn auf einer Deliebigen Gevabert von
cinem in ihy Deliebig gewdblten Punfte ans nad) einey Deliebig
angenommenen hidtung Hinteveinander anfzutragen, und von dem
vaduvd) evhaltenen Gnopmmfte aus e ebenjolche Cinbeiten in dex
bev exftent Hidtumg entgegengejeliten: dann aber die jammtlichen
Cinbeiten u 3dblen, wie o8 fdon oben (pg. 7. Beile 7 v. 0.)29)
auseinandergejest ijt.  Sollten mm fiiv den Fall a << ¢ die
itbevichicendenr Einbeitenn des ¢ durch Das Subtvabhiven exjt ge-
jdaffert werden, fo witvde Ddamit allevdings ein ewes qefetst
werden, defjen Vevedytiqung fomit anud Sweifel evivecten fommte:
jie jid aber Deveits vovhanden, und bdas Newe Lefteht 1y bavtn,
fie a0 adblen, Jum Bdblen  bev Cinbeiten pes 2 DOVIDATES
uno - ebenjo vieler Cinfeiten des ¢ viidwivts Bedient man {id)
i oer natiivlichen Bablen als subices: aum Bdblen dev iibers
|dhicenden Einbeiten des ¢, welde threm Wefen nad gletd:
artig (wenn aud) nicht glethuamiq) den Dishevigen (ind,
bedtent tman fid) devjelben Aomdices mit dem Miinus Saetchen vovan:
warum mit demt Minuszeidhen. dies s evhavten, ijt ©adje dex
Avithmetit i fann biey fliglidh fibevgangen werden,
Somit it ohie Weiteyes abzulefen, dafi wenn a < ¢, a

C = (¢ a)2%)s fermer auch, daf — n — 0 - nic)
joiie was unglanblidermeije mandent nod verbovgen 3u fein
jchetnt Dag jelbjt \u grijfte negative Bafhl Feiner als die

a

fleinjte pofitive®?), und daf eine negative Sabl bejto Heiner ift,
ie grofer ihr abjoluter LWertd ijt28); namentlid) abey ergiebt
jid), was negatiye andices29) Lebeut en, namlid) daf man die da-
mit vevjehenen Ginbeiten in der einer uripriinglich gemwdhlten Kid-
tung entgeqengejelsten au 3iblen Hat,




i5

Diejer Gegenjas dev Widtung weift auf einen Geadhtens-
wevthen Jujamumenhang swifdert negativen Jablen und yme-
metrifden Figuren hin. Die Symmetrie follte nidt eyt in
ver ©teveometvie, fondern Dbeveits in der Planimetrie von dov
Congrvueny (ebenfo die fomumetvijde Ionlichteit von der Hbomlich
feit) untevidicden werden.  Dev Cehrer, welder Gewidht pavauf
legt, Daj feirte Sdhitler in der Geometrie genaue Wjdhanmegen
gewtrert wd fid) nicht mit unanjhanlicdhen Syllogismen Degmiiger,
wird fid) jenev Fovdevung midt entiichen, aud) wemn b nich
bas Bewuftiein von den Anjpriicherr der Wiijenidaft Dagi dudngt.

~
Dic B

1c

™

eriendung dev Jeidinung jur Davjtellung der avithutetiiden
Gefete wird einen newen ntvied dazu geben. et Figuven
(3 BD. awel redbwintlige Dreiede) welde efne Dimenfion (die
Dihe) gemeinjdaftlich, die andeve (bie Grundlinie) entaeqengefetst
gleid) haben, find fymmetvifd, und ihre Nlddeninbalte entgegen
gejeist gleid). (Cntjprediend Gei dei Dimenjionen, 3. B. die O
tanten eines Oftaeders.)

JNad) diefen Auseinanderietungen lajfen fih durrdh qraphijdye
Darjtellung jimmtlige Gefete iiber negative Jablern fofort von

bert Figuren ablefenr. Daf a 4 (——¢) = a — ¢, a — |

€) = a + ¢*%) exgiebt fid) wmittelbar aus dem Begrifi des
Gegenjatses der Ridtung; ja cigentlich flicfen diefe beidben Gefese
daber, baf die Jahl — ¢, weldhe der Babl a allerdings gleidy
avtig ift, iy gleidnamig gemadt wivd — wie 03 die Aufgabe
der dbition vefp. Subtraction evfordevt. Gbenjo leicht ijt 2u
jebert, Daf — a — ¢ = — (a + ¢)3"), ferner — a + ¢
— — (a—¢)®") = ¢ — a?2) je naddent a > ¢ pder a =%

Was bie Multiplication anbetrifft, jo bedient man fich aud
hier amr vovtheilhafteften bdev oben (pg. 8. eile 1 . 9. )
ausetnandergefetsten Davitellung.  Nean fieht mun leicht, dafi Has
Redhted (— a) . ¢ joroofl als das Nedted a . (— ¢) deny Shedytect

SN SED 5
NS 9 M4
3‘2)
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a . ¢ fymmetrijd), dagegen das MRedted (— a) . (— ¢) dem

Jedited a . ¢ congruent ift. Somit ijt (—a) . ¢ = — a . ¢,
AN TS e el e e N R R

giiv die Divifion endlid) evgicht fid) aumdcdhit am leidhteften
aff (— a) : (— ¢) = a : ) und 3war deshalb amr leicdh-

feftert, tweil Dier Dividend wd Divifor (nicht blof gleidartig,
jondern fogav) gleidnamig jind.  ©3 bedeutet aber jenes Ghefess,
daf man mm von — a durd) wiedevholte Subtvaction der Strece

¢ 018 gunt Nullpuntee 3u fommen, ebenjo vieler Subtvactionen
Dedarf, als mm die Strede a duvd) wicdevholte Subtvaction Her

Strede ¢ auf Jll zu Ovingen.

Daf fever ((— a) : 6 = — a : ¢3%) folgt wie die 2
jung dev ufgabe (m — s) : n (vgl. pg. 9. 3eile 14 v. o)
mittelft der Definition — a = 0 — a.

Die Aufgabe a ;| (— c) endlid) witd dburd) chenjo viele
Subfractionen geljt wie die Aufgabe (— a) ; ¢, daes fiir die An

3ahl dev Subtractionen offendar nidt davauf anfomumt, welde

der Deiden in Gegenjats tvetenden Nightungen als die urfpriinglice

angejehenn wivd, ob die des Dividenden oder die des Divijors.

€3 1yt fomit a ; (—¢) = (—a) : ¢ b h — — a:c38)
oum Sdlujje diejes ALjdnittes jei nod) davauj hHingewiejen,

™

Dap es aud) aus dey Veviwendung der grapbhijden Davjtelung
jolgt, wie war die negativen Jablerr eine aus dev Natur dex
Sadye mit Nothroendigleit jic) crgebeinde Eriveitering des uripriing
lihen Bablenbegriffes®”), bie pojitiven dagegen nidts anderes jimd
als bie abjoluten®®), baher aud) die pofitiven die Aufitellung be-
jouderer Gejefse nidht cvheifhen.  Nidhtsdejtoweniger ijt e3 for-
dernd, die pofitiven Sahler neben den negativen beizubehalten, da
fid) mitteljt vevjelben gewijje Gegenjite fdydvfer davjtellen, ober

33) B b4,

43 RN SISO
35 g 56. & 1)
) g 56, £ 1)

37)  @Einl. 1. alfg. Bem. IX. pe. 7. 3. 20. v. u.
§ b1, bH)




aud) bequenter jdhveiben, af$ wenn man mu die negativen Jablen
mit einem BVorzeidhen vevjehen wollte.  Juumerhin ijt fejtzuhalten,
baf die negativen Jahlen fiiv ihre Crifteny tmeve, jadliche Giinde
pabei, wdbrend fliv die Aufjtellung dev pofitiven Hahlen wuy
dufere, Swedmapigleits-Grinmbe angegeben ywerden fonmmen.

IT1.

Vo dert trrationalen Babhlen jolfen zunadit nuv dieje-
nigen it Betvad)t gezogen wevden, welde irvationale aweite Jtas
bices®) fimd.  Judem udmlid) jede ivvationale Fafhl, fei jie eine
hibere Nabiy, ober ein Yogavithmus (odev aud) eime anmdeve

niebeve ober Dibeve Tvandcendente) fich ebenfalls in Fovnt pines
H
9

unerdliden it peviodifden Dectmalbruches bdavitellen [apt
wnd die ivationafe gweite NRadir in vev folgenden Davjtellung
idlieRlich auf jene Fovnt bezogen werben wird, wird fich die Aus
dehrung der int Folgenden gefrnbdenen Mejultate von 1 felbft evgeben,

Wit einen gejunbent Anfang dev Cntwidelung Fu gerniien,
mufp oo ey Aujgabe zwei Streden durd) einmander zu
meffen andgegangen wevben. Diefe Anfgabe gehivt unmittelbar
Dinter die folgenden: ehne ©tvecte wm eine andeve zu vevlingern
ober zu verfiivgen, eine Strecte 3u vevvielfiltigen — und dieje vier
Aufgaben a 4 ¢, a—c, n . a, a . ¢ fuen ifive Stelle in ben
alleveritent Anflngen ves mmuumm[uu Untevvichtes, nanentlich
aud) deshalb, weil mit dem Gebraud) des Lineals wnd Jivels nidyt
frith gemug begonren wevben faun.  (Die Anfgabe a ; n, eine Strede
a i n gleide Theile zu :,N'lv,u-n, gehvvt einer jpdteven Stiufe
bes Untervidhts an.  Val. pag. 8 Jetle 21 v, 0.) €3 {ijt mum
fevvorzubeben, daf die mit dem Fivfel auggefiihrte Wes
jung a : c die beiden Strecden a und c jtets als com
menjurable, fit das Verhiltnis a : ¢ alfo jtets einen vationa-
lent Gyponenten evgicbt. €3 gebiihyt fid) davauf binginwetjerr, daf
bie fiir a und ¢ durd) die Miefjung gefundenen Verhiltniszahlen

#  PBorwoet. IV, 3. 19. v. o. fj.
3% § 84 1)




16

prim suetnanber (velative Primzahlen, nidhtverivandte Sablen)
find und dafi der lette (mit dem gy ofung vevwendeten Bivfel
nod) fafbave) Nejt, welder i dem vorhevgehenden JRejte mmd
peshalb aud) in den beiden gegebenen Streden a und ¢ aufgeht,
0a8 grifte gemeinjdaf tlide Maf von a wd e ift.  (Sn etmer
aud) mee vorjdriftsméfiq gefiillterr Quavta von 40 Sdhiilern et
Untevvidtsfumden auf die Yohung und Cinitbung diejer viey Auf
gabern 21 veviwenden Dlrfle nidyt A el fein. Die auf 1'p{1'rc1'cn
Stufen des Untervidits nothivendige Ausvehmung dev Aufgabe quf
Dieffung zweier Winfel, aweier Figuven, aweiey Sthrper 1oivd fidy
ohne Sdwievigeit vollzichen,) Da fomit die erpevimentelle
¥bfung ber Adufgabe a :.c mur auf den Begriff dex Commeniu
vabilitdt fiihvt, fo wire o8 divdaus miifiq 3u fragen: wie aber,

wemt die fovtgefeste AMuftvagung jedes meuen Rejtes atf mm
vor[_m‘gshrlmn nie auf einen Rejt Null fithree? — Demt o
lange man cben nidhts anderes hat als ben Bivfel, fann die in
v Frage aufgeftellte Goentualitst cben nie eintreten.  Man ijt
aud) nidt etnmal zu der Bevmuthung bevechtigt, dafy die Jchliefilich
immer fid) evgebende Aujfindung eines endlidyen Nafes cine Folge
0er nidht 3 vevmeidenden ebler 1md Un wgenautgfeiten dey Seidh
mmq over dev Operation oder e S gebvanchten S Sijtrimentes jeier.
Daf dies it der That per all ijt, ja daf man aegentheils fait
jede 2wet Strecten ala utcommenjurabel m Bujehen bat, werm au
ver Bivfel fie als commenfuvabel Bex eidhnet — Ddieg angunelhnten
ijt man evjt dann bevedytigt, e e gelingt, fei es aud) e in
eintem einzigen Safle, tacdhyzuweifen, dag 3wei in etiem unabinber

Lidyen Verhiltnifie it p'ulmrmwlmhn 0. [). aber gwel in einey bv]ltmm

tere Figur vovfommende Strecten incommenjurabel ji, w]u
adeis jollte daber i feinen Yehroudye dev Plantmetrie fehler,
@8 bieten {ih bagu aus dvem den Sditlerit gegem artigen Gebiete
et Beijpiele, beven Discuffion hier Plas fimden mige, dba nuv
weig Lehrbiidyer diefen o Hochvichtigen Pkt erdgen.
Creurius I. Die Seiten eines vedtintlig  gleidjdent-
ligen Dreteds find tncontmenjurabel gegen etnarbder. dig. 7.
Denn ol man die Dypotenufe BA efnes vedytwintlig gleid-
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winflig gleihichentligen Dretects ABC durd) feine Kathete BC (odey
CA) meffen, o trage man BC gundd)jt etnmal auf BA ab, twobuvd)
ein Mejt FA < BC Hletbt. (Da néimlid) BA < BC 4 CA, fo
it FA <7 CA b. i << BC.) Diejen Reft FA Hat man nun auf
(BC ober efner gleidhlangen Stvede 3. B.) CA aufzutvagen. WMan
evhilt duveh einmalige duftvagumg vor FA auf CA dent Punkt
L—oenjelben welden man auch findet, wenn man FL | FA
evvidhtet.  (Beweis mit Hilfe der Vinfe BL). Das gleidjeitig
entjtehende Dreted LATF ijt alfo ebenfalls vedhtwintlig gleidhichent-
fig : wern man dafer zuv Fovijeung dey Yojung unjerer Aufgabe
(EI\) FA aum aweiten Male auf CA — von L aus — aitf-
tyiigt, fo wiebexholt man bdie urjpriinglide Anjgabe, die Pypotenuje
eines vedhtwintlig gleidjchentligen Dreieds duvd) jeine Kathete zu
mefjer, mux an einent fleineven Drveiede. Diefe Wiederholung
toitd aber et Fortjetung des BVevfahrens eime endloje, weil die
jid) evqebenben Drveledte zwav immer fleiner werden, abey nie
verjchwinden : daher wird aud) niemals der Reft auf ivgend ciney
Sypotermfe Null, es ergiebt fih fomit fein gemeinjdajtlices
Mak: q. e. d.

Crenvjus IT. Gine fjtetiq gethetlte Stvedte®) 1jt gegen
thre Abjchnitte tncommenfuvabel. Fig. 3.

Dennt foll man die im Puntte C ftetig getheilte Strede AB
pber eine ify gleihe CT duve) ihven Subfvahend CB (over 1was
dasfelbe ift, bert Wiimuend AC duvd) die Stvede AB) mefjen, fo
erhilt man den Thetlpuntt I wnd Hat nun dent eft TF wiedevum
auf CF qufutvagen : dies ift aber eime Wiederholing devfelben

% Grilitung Gine Stecde AB beift (im Punite C) ftetig getheilt,
went fie die mittlere Broportionale gwifden thren (Tubtractiven) Ab{dnitten
AC ub CB i, AC __ AB yngee AC | AB . )
AB CB ; AB CB

Lehridfre. Wenn die Tangente TC gleich dem Durchmefjer AB ijt,
fo ift ber Durdymefjer AB in C ftefig getheilt. ZTrxdgt man ferner (ben
Subtrahiend) CB auf dem Durchmefjer oder dex ihm gleiden Tangente OT
ab, jo ift CF in T ftetig getbeilt.

9

<]
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Aufgabe, indem CF in T ftetig getheilt ift. Die Wiederholung
wird abev Dei Fovtjekung ded Veviahrens ebenfalls ciue endloie,
Do jwar die jid) cvgebenderr Nejte immer Fleiner werden, aber
nie verfdvinden; denn fo fein aud) eine Strede fein mag —
theilt man fie ftetig, jo ift ihr Subtrabend zwar nod) fleiner,
aber nie Mull. Daber evgiebt fich durd) eine nod) fo weit fort
gefetste ‘Quftragung ‘nie ein gememjdaftliches Maf fitv eine ftetig
getheilte Stvecte und ihve A6{dnitte.

Wirntevfung.  Die Davjtelmg des in den betden Crcurfen
angewendeten BVevfahrens mittelft avithmetifher Seiden gejchieht
ofne Scpwievigleit, fowie aud) bic Lojung der entjtehenden Glei-
dung.  Diefe it in beiden JFdllen vom yoeiten Grade, im exvjten
reti, im andeyn gemifdht. —

Veadydent jomit eviviefern ijt, daf es tncommenjuvable Strecten
giebt, ijt ebenfo nothwendig das Verhiltnis jweier i
commenjurabeln Streden ju definiven. Das Verhiltnis
stoeier  commenjuvabelt Strecfen wivd mitteljt des griften ge
meinjdaftlichen Mafes devjelben definivt : daf jidy diefe Defini-
tion fiiv incommenfuvable Streden nitﬁt vevivendert [Gft, liegt auf
ber Hand. Merhvitrdigerveife fehlt diefe andre Definition eben
falls int vielenr Lehrbiidhern dev Plamimetrie. Daker die Beweife
der jablreichen Lehridte, in welden die Jncommenjuvabilitit vov-
fommender Styeden (oder Winfel 1. | w.) Beadhtet werden nuf,
die iibcrgeugcnbc Gtvenge vermifjen lajjer.

Das Verhiltnis yweier incommenjurabeln Styet
fen a und ¢ 1t die Gvemze zweier rvationalen Verhiltnijfe, die
man auf folgendbe Wetje erhilt. Dian tvage ein beliebiges Maf
ber einent Styede a, e fei :] wo n eine natiivlide Bahl be-
Deutet, auj der amdern Styede ¢ fo oft als miglid), r mal, auf,
wodburd) auf ‘¢ -nod) et Neft <= .I. bletbt, jo baf wenn man !t
nod) einmal auftrdgt, der Cudpimtt fibev den von ¢ Ginausfallt

a . ] v 0 W
(¢ =ar = und << (r 4 1). o3 alsbann liegt das irvatio-

(1] . . oy i v
nale Verhaltnis o owijden den vationalen @venzverhiltnijjen
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r ; - . . . it e -
b (aber mnidht etwa i der Wiitte, auch nicht auf

-
n
irgend eine vationale Weife dazwijden; denn —7) Duvd) Ler-
griferitng der (Geliebigen) Babl n twerdent die Girenzent vevengeve:
nie aber gelingt ¢35 n fo u Gejtinumen, daf das tvvationale
Berhaltnis mit einem dev Oeiden Grenzverhiltnifje zujanumenjallt.

Bwet ivvationale BVevhdaltnijfe twerden etnmanvey
gletd) genannt, wemnt fidh nadpweijen [ERe, daf {ie Dei jeber be
liebigen TWahl dev zu Grvunde gelegten MWiafe wifden denjelben
(Srengverhaltnifjen liegen.

Auj Gvund diejer Criovtevungen wd Dejinitionen ift i
oer Gang bev Untevjudpmg in jedent etigelnen Falle, der die Jn
commenjuvabilitdt befvifit, devjelbe. BeifpiclSweife an dem evjten
plantmetvijen Safe, DLei weldjemt diefe Frage auftritt : Jede
Barvallele au einer Dretectsjeite jdhneidet dic Leiden andeyn Seiten
(additiv odber fubtvactiv) it demjelben Verhiltnis. INaddent vor
ausgehend (beim Trapez) der Sab bewiefen ift : Wenn man
auj einem &centel cines Winfels vom Scheitel aus wnter einan
per gleidhe Stveden abivdgt und aus den Theilpunften Yinten
untey einander pavallel nad) dem andern Scdenfel ieht, jo werden
auj Ddiefemt eben fo viele unter cinander gleidhe Strecen abge-
jdnitten (und die nte Parvallele ift nmal jo grof al3 bdie erjte)
— ergiebt fid) jener @aft von der Pavallelen 3u eiiter Dreieds
jette jofort fiiv vationale Sdnittverhiltnifie : die Jrage, welde
nut entjteht, ob ndmlic) diefer Saty einer Ausbehmmg auf ivva-
tionale Sdnittverhiltnifie fihig ijt, wird auf Grumd eines Vor-
rabrens, weldes in der Definition bes Vevbaltnifjes sweier in-
commenjurabeln ©tveden wnd in der Definttion der Gleichheit
siweter devavtigen Vevhaltuifje angedeutet leqt, Gejabht. -

Soweit das, was aus der Planimetvie Hierber u zichen
ift. Die Avithmetit jeigt mm pumddit, daf eine NRadir, deven
Rabdtcand nidt die Poteni trgemd eimer natiivliden
3ahl vom Grade des Crpomenten ift, 3 B. /2, webder
eine natiivlidhe, moc) eine gebrodyene Jabl ift. Daf fie trokdem
etne Griftens hat, laft i) nidt wie Oei den Deiden exjten




vtenr anmalptijcher Sahlen durd) Criveiterung bdes Beqriffes
pohlen® ) seigen, da dies eine Thethmg der Cinheit in un
sahlige Theile vovausfesen wicde : hier Dilft nidhts andeves
alg die graphifhe Darftellung. LWenn diefe daher bei den {ibrigen
Sablgebieten dev Auffajfung duvd) ihre Anjchaulichfeit willfommene
ilfe bot, fo ift fie fiiv das grindlihe Berftindnis der ivvatio
nalen Jablen ummnglinglide Nothroendigieit.

3 aller ©dyivie (@Rt fid) beweifen, daf /2 bie Hupotenufe
cines vechtwinflig gleichichentligen Dreiects ijt, defjen RKathete die
Dapeinheit (1) ijt opey, was dasfelbe ijt, die Seite eined

Quadrates i einem Sveife mit dem Radiug 13 ferner /3 die
Seite des vegelmifigen Dreieds in einem ebenjo grofen Kreife;

5 die Hypotenufe cines vedhtwintligen Dreiects mit den Katheten
[ und 2 — . . w.  Cbenfo (Gt fid), wenn auch mit qridfevey
Wmjtindlicheit, jebe Sufamumenitellung von weitenr Rabices mit
telft dev vier ©pectes, der Nadicand maq beftimme obex allgentein
jetit, geontetvijc) deuter.

Nachoenr auf dieje Weije die Exifteny diejer und damit aud
ev dibvigen freationalen Sablen nadgewiejen ift, ecvgiebt fid) obne
Wetteves, dafy alle Gefetse, deven ®iltigfeit fitr vationale
Jablen bewiejfen ift, ebendarum aud fitv ivvationale
Sablen gelten, da ibnent die den ivvationalen Bafhlen belichig
nabe gu bringenden vattonalen Grvengwevthe unterliegen.®?)

€3 mige bdiefe Abhandhung {dlickend nod) fury angedeutet
werdent, daf jelbjt fiiv die Lbjung von Gleidhungen die Geometrie

werthooll wexdenr famn. Die Gleidungen x 4 a = ¢, a - x
== X a —=liCyra — X i=—iC, Xl A t—c A T xi==c,
X :d=¢,a:x=0¢%% und entjpredend leihte mbgen nur

evidhnt werden; dagegen foll nod) fury der gemijdten Gleidumg
aweitenn Grades4sd) gedadht werdern.
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Wird in der veducivten und aunf Null gebracdten Gleicdhmg
ver  @oejfictent des jweiten Gliehed -~ p, md dag Gefannte
©licd — dev Homogeneitit wegen — -+ ¢ genamnt, o laffen
fid folgenbe brvei Fovmen der Gleihung geometriih deuten:

1, x2 — p x + ¢2 = 0; Bier find x und p — x bie
Segmente der Hypotenuje p eines vedtwintligen Dreieds, weldes
vie Hihe ¢ Hat — obev die Abfdhnitte ciner Sehne, weldhe die
Sefme 2 . ¢ besfelbenn Kyeifes Halbivt,

2, x* 4 px — c¢® = 0; bier ift x die Pyojection dev
Nathete ¢ auf die Hypotenuje des vechtwintligen Dreieds, und p
die Projection der andern Kathete — ober x ber Subtrabend bder
Selne p, von defjenn Erbpuntt bdie Tangente ¢ gezogen ijt.

3, x2—px— ¢ = 0; wie vorhin, mur x — p ftatt x
\]

Die Detevmination fitv den Fall 1, damit die Puvzeltt ber
&leidung veell find, evgiebt die Figur. — Was 1t fiber die gra
phijhe Dartellung der vievten Form x2 4 px 4 ez =0
3u jagen?

S— — o de




AWird i G leichmg
der  Qoeffici 3 Defarmte
: Glied — e fo laffen
s Jih folgende W deuten: !

1, & : — = nie

f Seqmente b 5, weldes
. | e Hihe B weldhe bie
| ©ene 2 8
LJ' 3, ‘ [ection bdev
; | Rathete ¢ ' i3, und p
Ss die Brojectiof iahend dex
; Ec;ni D, boi ifl':
! By p - D ].Iatt X

Die D aeln dey
: Gleichung el ¥ oie qra-

phijdhe Daryi

== 1)
AU jagen? :

o[eos Aeio NFJ4AIL
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