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Metrische Beziehungen an Tangentenfiguren der Kegelschnitte.

W iihrend die Frage nach den an Systeme von Kreistangenten sich kniipfenden metri-
sehen Gesetzen seit langer Zeit als erledigt angesehen werden darf, scheinen gewisse bei allen
Kegelsehnitten wiederkehrende Massverhiilinisse, denen sich die Kreissitze als besondere Falle
nnterordnen, hisher giinzlich iibersehen worden zu sein.

Es sind vorzugsweise zwel Kreiseigenschaften, um deren Verallgemeinerung es sich
in der vorliezenden Arbeit handelt: die algebraischen Beziehungen, welche zwisechen den Seiten
eines Dreiecks und den dureh seine vier Beriithrungskreise gebildeten Seitenabscehnitten hestehen,
und die schon von Pitot!) bei beschriinkter Auffassung angegebene, erst von Steiner®) genauer
nntersuchte mnd vervollstindiete Eigenschaft des von vier Kreistangenten begrenzten einfachen

enen) Vierecks

(konvexen, konkaven oder iibersch
eicht t‘t']'t'irllh:ll'. wie in dem besonderen Falle des

Naturgemiiss ist das Ziel nieht =0
Kreises,  Indessen wiichst die Verwickelung der Verhédltnisse keineswegs in dem Masse, wie
es anf den ersten Blick scheint. Immerhin iiberrascht die Einfachheit der Endergebnisse;
denn die Vielzahl der Bezichungen vereinigt sich schliesslich bei dem Dreieck, wie beil dem
Viereck, in einem relativ einfachen Kriterium, nnd es ist bemerkenswert, dass das von Baltzer®
fiir den Kreis und das Viereck aufeestellte Merkmal nur einer geringfiigigen Erweiterung bedarf,
mm fiir alle Kegelschnitte giltig zu bleiben.*

Die allzemeinen Relationen dienen iiberdies als Quelle fiir die Herleitung zah

reicher
teils neuer, teils bekannter Kegelechnittseigensehaften., Direkte Beweise den dureh Specialisierung
sewonnenen Sitzen hinzuznfiigen, hahe ich unterlassen.

Zu dem Zweeke der Sondernng der Tangentenfiguren nach der Lag
punkte in Bezug auf die Eckpunkte liessen sich projektivische Gebilde nicht umgehen. Im

re der Beriihrungs-

iibrigen ist die Methode der Untersuchung durchgehends elementar svnthetisch. Infolgedessen
diirften zablreiehe Binzelheiten auch im Schulonterricht Verwertung finden konnen. Manche
Erwibnung ist direkt dieser Absicht entsprungen, so der Gesamtinhalt des § 2. Jedoch
erforderte die Wahrnng der Einheitlichkeit des Ganzen weise Beschrinkung.®)

Y Memoires de Paris 1772h. [ 45,

Crelle, Journal fir Mathematik. Band 32 5. 305 Udar Stetner's Gespmmelte Werke.
Band 2, 5. 381,
¥ Elemente der Mathematik. Band 2. (4. Aofl.) 5. 44

i

Fiir das windschiefs Vierseit, dessen Seiten eine Kugel berithren; wird das Baltzer'sche Kriteriun

nach Vogt illusorisch. Vergl, Journal fiiv die veine und angewandte Mathematik, Band 82, 5. 328

Verwandte didaktische |‘J"tL_r|I!| beabsichfigh der Ve sor demniichst an anderem Ovte zn behandealn,




Die Untersuchung fusst im wesentlichen anf folgenden — auch auf elementarem Wege

sngiinglichen — Eigenschaften aller Kegelschnitte:

1) Die Tangente bildet mit den Brennstrahlen des Beriilrungspunkies gleiche Winkel,

2) Die Verbindungslinie eines Brennpunktes mit dem Schnittpunkte zweier Tangenten
halbiert den von den Brennstrahlen der Beriihrungspunkte eingeschlossenen Winkel.

Umn in dem Fortgange der LErirterung, inshesondere bei dem Wortausdruck der
Ergebnisse, Weitlinfigkeiten zu vermeiden, werde im voraus bemerkt, dass zufolge des ersten
Satzes die Sinng der vier konkaven Winkel, welche eine Tangente mit den Brennstrahlen ihres
Beriihrungspunktes hildet, unter einander gleich sind, sodass eine Unterscheidung der vier
Winkel nicht erforderlich, ja sogar iiberfliissig ist, so lange nur die genannte goniometrische

Funktion in Betraeht kommt. Teh werde daher in allen solehen Féllen einfach von » dem

Brennstrahl-Tangentenwinkels sprechen,

Es seien T, und T, zwei sich in A; schoeidende Tangenten eines Kegelschnitts, B,

vr

und B, ibre Beriihrungspunkte, 5, und 3, die zugehorigen Brennstrahl-Tangentenwinkel und F
ein Brennpunkt, Alsdann liefert die Betrachtung der Dreiecke A, FB, und A, FB, (Figur 1)
die Proportionen

B; ! A;F = ginAF B, :sinf,
P : A,B, = sin G, tsin A R,

ans welchen wegen der Gleichheit der Winkel A,I°B, und A F B, folgt

A,
A,

(1) A. B AR, — win f, ¢ sing,
d. h.: Die durch den Schnittpunkt und die Berithrungspunkte begrenzten Ab
schnitte zweier Kegelschnittstangenten verhalten sich nmgekehrt wie die Sinus
der zugehirigen Brennstrahl-Tangentenwinkel.

Bei dem Kreise ist stets 3, = [, also A,B, = A,;B;, bei den iibrigen Kegelschnitten
nor dann, wenn der Punkt A, auf einer Symmetricaxe der Kurve liegt.

Schreiben wir die obige Beziehung (1) in der Form

) AL By sin B = AB, sin B,
so driiekt sie die Gleichheit der Abstinde des Sehnittpunktes der Tangenten von den Brenn
strahlen der Berithrungspunkte aug. ') Fir die folgenden Betrachtungen ist aber eine andere
geometrische Auffassung, welche ich, um spiter eine Unterbrechung der Untersuchung zu ver-
meiden, schon hier erwiihne, zweekmissiger. A 1, sin %, kann auch angesehen werden als
ilie Normalprojektion der Strecke A,B, auf eine Gerade, welche den einen oder anderen nach
dem Beriihrungspunkte B, gehenden Brennstrahl senkrecht schneidet, und Entsprechendes gilt
von A;B, sin 3. DBei einer solchen von Tangente zu Tangente sich dndernden Wahl der
Projektionsaxe sind also die Projektionen der dureh den Schnittpunkt und die Be:
rithrungspunkte begrenzten Abschnitte zweier Kegelschnittstangenton gleich,

Wir nehmen zu den Tangenten T, und T, eine dritte T, hinzu, bezeichnen ihren Be
rithrungspunkt durch B,, den zugehirigen Brennstrahl-Tangentenwinkel durch B, und die
Schnittpunkte (T, Ty) und (Ty, Ty) durch A, beziehungsweise A,. Alsdann kinnen die Lagen-

1

lvigse Eigenschaft folgt auch mnmittelbar duravs, dass A,F den Winkel B, F B; halbiext.




verhéiltnisse des Beriihrongspunktes anf jeder Tangente in Bezug auf die Schnittpunkte mit
ilen beiden anderen von dreifacher Art sein. So folgen z B. die auf T, liegenden Punkte
entweder in der Ordnung
ABA oo A (Fig. 1) eder A AB, oo A, Fig. 2) oder
[n jedem Falle ist nach dem Princip der Vorzeichen
A A, = A B, - BA,.
Multiplicieren wir diese Gleichung mit sin j

-—
..’-
Q

B,A, (Fig. 3).

md beriicksiehtizen, dass
A, B, sin fy A
A B, zin j, A sin &,

ist, so erhalten wir je nach der Anfeinanderfolze der Punkte anf 1,

By gin g,
. B

die Bezichungen

i AuB, sin A B, sin 3, fiir die Punkifolge (im Endlichen) A, B, A,

(3) A, A, sinB, : AyBy sin ) -+ AjB; sinfy =0 o= ¢ : : A AL,

| = A,B; sing A; By Bin @y = : A A B

d, h.: Wird eine Kegelsehnittstangente von zwei anderen geschnitten, so ist die

Projektion?) des von den letzteren begrenzten Stiicks der ersteren gleich der
Summe oder Differenz der Projektionen der anliegenden Abschnitte der

anderen.

heiden

) |
R‘ -~
Die geschickte Anwendung des oben gewonnenen Satzes (1) fiilhet in so0 einfacher

Weise zn zahlreichen Eig

enschaften

tler Kegelschnitte, dass es gerechifertiet erscheinen wird,

an dieser Stelle einige Beispiele zur Bekriiftigung der Behauptung einzuschiehen,

. Die Parabeltangente hat die Eigenschaft, dass sie

mit der Axe des Kegelschnitis,
sowie mit jedem Durehmesser, Winkel von

er Grisse ithres Brennstrahl-Taneentenwinkels bildet.

Ziehen wir daher durch die Beriihrungspunkte B, und B, die Parallelen zur Axe und be-
{ =] 1 2

zeichnen ihre Sehnittpunkte mit den Tangenten T, und T, durch D,

heziehungsweise D, =0
verhiilt sich (Fig, 16)

ALD B ACBL —imin B, f S8
worans in Verbindung mit (1) folet
DA, — A,B
Da sich in gleicher Weise z lidsst, dass D, A, A, B, ist, so erhalten wir die merk-

witrdigen Siitze;

Die |5i‘l'i1|ll'llll.:'.-4]||||||<.E|' gweier Parabeltanzenten und ihre ?"l'||L:iII}HI.|i5\iI'
mit den durch die Beriihrungspunkte gehenden Durechmessern bilden die Eckpunkte
eines Parallelogramms.

Jede Parabeltangente ist der Ort fiir die Mittelpunkte aller anderen Tan-
genten der Kurve, sofern letztere dureh ihre cigenen Berihrm

gapunkte und den

Bertithrungsdurchmesser der ersten Tangente hegrenzi werden,

Geht die Berfihrungssehne der beiden Tangenten durch den Bremnpunkt der Parabel
=0 ist daz Parallelogramm ein Rhombus, weil sich in diesem Falle die Tangenten rechtwinkliz
sehneiden,

ctzten Sinme, wie im Foleenden immer, wenn von Projektionen der Tangenten
bezonderen Zusatz die Hede ist.




9 Bs seien T, und U, zwei parallele Tangenten eines Kegelschnitis (Ellipse oder
Hyperbel). Alsdann ist B,B, ein Durchmesser und B, = f., Werden nun diese Tangenten

von einer dritten T, (Beriihrungspunkt B, Brenngtrahl-Tangentenwinkel £,) geschnitten in A,

beziehnngsweise A,, so bestehen die Proportionen (Ifig, 17

AyB A, By = sin fi; 2 sin By
ABs t A;B, =sin B, ! 8inf,,
folelich, weil 5, = §; ist: APy Bor=-AyB; 1A B,

Bezeichnet man den Schnittpunkt (B, By, A,,A,) durch V, so verhiilt sich anch
A, Vi AN = AgBy AB,:
Daher sind A, A, By V harmonische Punkte, d. h.:

Das von zwei parallelen Kegelschnittstangenten begrenzte stiiek jeder
dritten Tangente wird dureh den eigenen Berithrungspunkt nnd den Beriihrungs-
durchmesser der beiden ersten Tangenten harmonisch geteilt.

Bei der Ellipse kann der besondere Fall eintreten, dass

3. B, 1| A, A,
ist.  Alsdann evgiebt sich, wenn O den Mittelpunkt des Kegelschnitts bedeutet,
AL R SRl e g

2 i g -

folglich B,O || A, B, || A.B,,
wodureh der Beweis des Satzes gefiihvt ist:

Ist ein Durchmesser der Ellipse den Tangenten in den Endpunkten eines
sweiten Durchmessers parallel, so ist anch der zweite den Tangenten in den
Endpunkten des ersten parallel

3 Sehneiden sieh zwei Tangenten T, und T, eines beliebigen Kegelschnitts, wiihrend

o+ Beriihrungssehne der beiden ersten parallel ist, so findet bel Festhaltung

cine dritte T
der obizen Bezeichnung und mit Rieksicht auf (1) die Bezichung statt (Fig. 1)
AA, ¢ AZA = AB, : AB, = sinfi; ¢ sm
oder AqA, 8in B, = AgA; 8inf,
d. h: Wenn in einem Tangentendreieck eines Kegelschnitts eine Seite der Be
riihrungssehne der beiden anderen parallel ist, so verhalten sieh die letzteren
nmgekehrt wie die Sinus ihrer Brennstrahl Tangentenwinkel
[m besonderen Falle des Kreises ist das Dreieck immer gleichschenklig, weil dann

e 90" ist; im allzemeinen sind nicht die Seitenstrecken, sondern nur ihre Projektionen
im oben dargelegten Sinne) gleich.
Unter derselben Voraussetzung, dass B, By || A, A, 15t hestehen bei jedem Tangenten
dreieck nach (1) die Beziehungen:
A.B, : A,B, = sinf, : sin f§,, weil gleich A,B, : A;By;
A B, ¢+ AB, sin [, 4 sin B
A B, ¢ A, B, =8in f & 5in fs.

Durch Multiplikation der drei Gleichungen ergiebt sich

3 1

AeBi = A By —AjA,
d. h: Ist eine Tangente eines Kegelgehnitis der Beriithrungssehne zweier anderen
parallel, so wird das durch die letzteren begrenzte Stiiek der ersteren im Be-

rithrungspunkte halbiert.
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Diese Ligenschaft liefert in Verbindung mit dem in Nummer 5 dieses Paragraphen

hergeleiteten Schlusssatze ein iiberans einfaches und anschanliches Mittel, num das Vorhandensein

konjugierter Durchmesser bei der Ellipse nachzuweisen.,  Letztere besitzt niimlich nach jeder
Richtung zwei parallele Tangenten. Legi man daher ecine Sehne parallel zo zwei solchen
Tangenten, =0 schneiden sich die in den Endpunkten der Sehme beriihrenden Tangenten wegen

des obigen Satzes anf dem Beriihrongsdurchmesser der parallelen Tangenten, und letzterer

[
halbiert deshalb diese Sehue, sowie jede ihr parallel laufende.  Aus demselben Grunde muss
auch der Durchmesser, welcher der Schar paralleler Selinen angehiet, die Mittelpunkte der
dem ersten Durchmesser parallelen Sehnen enthalten, weil die Tangenten in seinen 1".]11|p1l||l\i|'||
dem ersten Durclimesser parallel laufen. Aus unserer Beweisfiihrung ergiebt sich:

Zweil Durclmesser der Ellipse sind konjugiert, d. h. jeder halbiert die
dem anderen parallelen Sehpen, wenn der eine den Tangenten in den Endpunkten
l]l'.‘\' ;1|_|.1[1‘t'|'|: JI.'I|'.'L||.I'! ir-l..

b, Ist in einem Tangentendreieck die Beriihrungssehne zweier Seiten der dritten nicht
parallel, so bestelit e¢in allgemeinerer, aul ebenso einfachem Wege zugiinglicher Satz, der den
obizen als Sonderfall in .-au_'|| fasst.

Yuniichst hat man nach (1) immer die Beziehungen (Fignr 5

A.B; ¢ A B, sin §; 1 8in B,
AgBy 1 AB; = 8in B, 1 sin g,
A B; ' A By = sin By & 8i0 f,
aug welchen durch Multiplikation folet
T S SR .« AB . AB

d, I.: In jedem Tangentendreieck eines relschnitts ist das Prodokt von drei
nicht benachbarien seitenabschnitten gleich dem Produkt der drei iibrigen,
Hierbei ist die Lage des Kegelsclmitts gegen das Dreieck ganz gleichgiltiz. Ubrigens

lisst sich die Beweistithrung olne weiteres auf jedes beliebige Tangentenpolygon iibertragen.

Wendet man aunt dasselbe Dreicek den Satz nelans an, indem beispielsweise
B, B, als Transversale betrachtet wird, so ergiebt sich, wenn man den Schoittpunkt (B, B;, A A,)
durch C bezeichnet, (Figur )

AB, « A, 0« A B, = A B, + A,B, » A C

Aus beiden Sitzen folgt durch Division die roportion
AgB, AL = A B, i ALC

d. h: Dasvonzwei Kegelsehnittstangenten begrenzte Stiick einer dritten Tangente

wird durch den Berthrungspunkt der letzteren und die Beriihrungssehne der beiden
ersten harmonisch geteilt.

0 ]
§ e
Nach der Abschweifung nehmen wir den Faden der allgemeinen Untersuchung wieder
auf. Ehe wir jedoch durch Anwendung des im § 1 aunfgefiihrten Sehlusssatzes anf die drei

seiten des Tangentendreiceks A, A, A, zur Ableitung derjenigen Bezielhungen schreiten kinnen,

welehe zwisehen den durch die Berubrungspunkte entstehenden Abschnitten der Figurenseiten,
diesen selbst und den zugehirigen Brennstrahl-Tangentenwinkeln bestehen, miissen wir die Frage
erortern, welche Miglichkeiten fir die relative Lage der Beriliungspunkte zu den Eckpunkten
des Dreiecks auftreten kinnen,
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Zu dem Zwecke wollen wir uns die beiden Tangenten T, und T, festliegend. die
dritte T an dem Kegelschnitte hingleitend denken.  Alsdann erzengen die Punkte A, und A,
auf den festen Tangenten zwel projektivische Punktreihen, deren besonderer Charakter sich
mit der Natur des Kegelschnitts dindert. Bezeichnen wir die unendlich entfernten Ponkte der
beiden Geraden T, und T. durch R, und R,., so sind R, und R,.; nur bei der Parabel
entsprechende Punkte des projektivischen Gehilde.  Bei der Ellipse und Hyperbel dagegen
sind den Punkten R, .. und R, im Endlichen gelegene Punkte €, resp. Q, zngeordnet; in
letzteren werden die festen Tangenten von den ihnen parallelen Tangenten T,' und T, ge
schnitten. Es wird nun daranf ankommen, die zanzen Wege, welehe A, und A, zn durchlanten
haben, in geeigneter Weise in Teilstrecken zu zerlegen,
Bei der Parabel (Fig. ) sind
A, B, e . cauf T,
3 A, R L e e
entsprechende Punkte.  Withrend daher B, die Kurve in der Richtung B, B, o0 B, durchlinit,
durechwandert
A, die Teilstrecken A B, B, 1, R o Ay
Ay = = B A, Ay R, R B,
und dementsprechend liegen die Eckpunkte des Dreiecks und die Beriihrungspunkie ant den

drei Tangenten in folzender Ordnung (im Endlichen):

anf T, : AAB, A By A A AR,
anf T,: A AL B, A A B, AB A,
auf T, : \, B, A, A A B, A ALB,

Sehen wir ab von der unendlich entfernten Tangente, fiir welehe die gesuchien metrisehen
Bezichungen naturnotwendig illusorisch werden, so finden wir fiir die relative Lage der De.
rithrungspunkte nur folgende Miglichkeit:

[. Ein Beriihrungspunkt liegt aut einer Seite (d. h, zwischen ihven Endpunkten), zwei aut
den Verliingerungzen der beiden anderen iiber die Endpunkte der ersten hinaus. (Fig. 2.)

Da bei der Ellipse (Fig. 6) die den unendlich entfernten Punkten R, umnd R,
--||I.-|~]‘r|'iu'lll:u'n Punkte ), und Q, von A, durch die lLL'-I'iE]IJ'|1|!:_"H'I||h'krl.' B, und B, (im End
lichen) getrennt werden, so liegen hier die verwandten Punkte der projektivischen Punktreihen

in der |"H3.:‘l'

Ay B, Qs Reer Ay anf T,
B, A Rias wli0)) B, auf T,.
Nimmt nun die dritte Tangente T, alle miglichen Lagen an, so durehwandern die

Punkte A, und A, folgende Paare zugeordneter Teilstrecken:

A, die Strecken A B, B, Q, A R, Ay
A, die Btreecken B, A, AR Ry Q; 0, B,
und hiermit korrespondieren auf den drei Tangenten die endlichen Punktfolgen:
auf T, : A A B, A,B, A, By A, A A,B,
auf T, A A B, A;A,B, AsB, A, A,B, A,
auf T, : A BA, A A B, AB.A, A A B,

Hierans ist ersichtlich, dass sich die schon oben gekennzeichnete Moglichkeit fir die
Lagenverhiiltnisse der Berithrungspunkte wiederholt, ansserdem aber noch folgende aufiritt:

II. Alle drei Beriihrungspunkie hegen auf den Seiten (Fig., 1.).




Bei der Hyperbel (Fig, T) diirfen wir, ohne die Allzemeinheit der Untersuchung zu
beeintriichticen, annehmen, dass die beiden festen Tangenten denselben Lweig des Kegelschnitts
berithren; denn von irgend drei Tangenten miissen zwei dies naturgemiss thun. Die den
|'Ii|'|

anf den Verliingerungen der Streeken A,B; und A B, , daher ist nunmehr die Anordnung der

mnendlich entfernten Punkten R, und R, entsprechenden Punkte Q. und Q, lic

verwandten Punkte de: ;u':-_ii-J\I]\',-»'--|||-|| Punkftreibien folgende:
4 B, R Q, L auf T
B Ay (B I,

B3, ant -

Ausser diesen Punkten miissen noch die Sehnittpunkte der festen T

genten T, nnd T,

mit den Asymptoten 5, und S, eingeflihrt werden, niimlich
(L 350 J, [ L J (B, 5) K, Py ) K

Da eimer der beiden Punkte J, oder K, notwendig zwischen A, und
I
Jy e 0, K, anf T,

J Q) B I, auf 'l

diirfen wir annehmen, dass J, diese Lage habe. Damit ist folgende Reihenfolze festeesetut:

Bei der Bewegnng der dritten Tangente durchwandert daher
\. die Strecken A,B, Bids TR R,-Q 0, K, K, A,

A, die Strecken B, A, Ay J, R B, K B

Die Lagenverhiltnisse der Berfibrungspunkte sind dementsprechend folgende:

uf Ts kLA B, B AR | AGAE A, A, B, A, A, B,

auf Ti:  A,AB A AL B G ALE: GAGH A Bk A B A,
A

aut 1y A, By Ay By Ay A By A, B AL A ALy AAL B,

Demeemsiss tritt der Fall 1 wieder auf und ausserdem die beiden folgenden:

[1l, Ein Beriilhrungspunkt liegt auf einer Seite, zwei aof den Yerliing

eruneen  der beiden

anderen und zwar einer jenseits des gemeinschaftlichen Endpunktes dieser beiden Seiten.

der andere jenseits des Endpunktes der ersten Seite (Fig. 4

IV. Ein Bertihrungspunkt liegt auf einer Seite, zwei auf den Verlingerungen der beiden

ihren gemeinzchaftlichen Endpunkt binans. (Fig. 3))

anderen iiber

Hiermit ist die Zahl der Moglichkeiten fiiv die relative Lage der Bertihrungspunkte
-'I'\'t'h-:'|-||. Die beiden letzten Fille sind der L!._\ILI:'I"II'| allein, 'all 11 der ]l]ll""l allein I.';.:,l_’l"ll

tiimlich: Fall 1 kehrt bei allen Kegelschnittarten wieder. Aunsserlich betrachtet, bherubt die

Sonderstellung der Ellipse daranf, dass nur dieser Kegelschnitt ganz von dem Dreiecksumfang

umschlossen werden kamn, withvend die Hyperbel vor den iibrigen Kegelschnitten die Zweizahl

die

< 1 ' 7 .
nten den emen Lwele,

der Zweize und somit die Maglichkeit voraus hat, dass zwei Tang

dritte den anderen berithren kann.

.

Wenn wir nun die Seiten des Tangentendreiecks
AA, A A, A A

durch a4y a a

e

und die zugehidrigen Brennstrahl-Tangentenwinkel duorch

‘) £ -
: g
155 ¥l s
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bezeichnen, so bestehen nach § 1 die Beziehungen')

a, 8in L A,B; sin @, = A;B. sin By,
1, sin B, A-B, sin B3, + A.B, sin f,,
8, 8in'3, = &+ A,B, sin §; A, B, sin f,,

sodasg einer bestimmten Lage des Beriihrungspunktes eine bestimmte Kombination der Vor

zeichen -'1|f.~cp|'i|"|'ul Treffen wir filr jeden der im vorigen Paragraphen besprochenen Fiille die

geeignete Auswall, multiplicieren drei Gleichungen mit passenden Zeichen, addieren sie

dann und beriicksichtizen, dass

1st, 80 -'I'_:.:'+'|H-|| sieh i=l|;_"i'|||i=' [Mormeln,
Im Fall I ist, wenn a, die Fundamentalseite, d. h. diejemige 1st, welche der Kege

schnitt zwischen ihren Endpunkten heriihrt:?

i A,B, sin B, = A B, 8in §, — (8, Bin [ —- ag-8IN'f; 1 ay 8103, )

| i A%, TACLLL I e . o

| A.B, sin B, A.B, sin &, — (a, #in B -+ a, sin f, dy SN gy )
\. B, 8in &, A, B, sin B — (&, sin § A BN B — 4, BN 3

jektion?®) jedes Seitenabschnitts ist halb 8o gross als die algebraische Summe der

l'r'l.-liusa.'il:||-'|| der Dreleckseiten l.'-c-;'l der |'l.l'l\]l||ii|\|.. von welchem der Abselnit .'|||"'_'..L's,‘:ii1. der
Fundamentalseite :'I';_'a!lll]h r, so sind alle Seiten it |H~.~éi1i\l'|| Vorzeichen hehaftet: .'_'.'1'-I|I der
\bhsehnitt von einem anderen I'l|'|<|||4|l|\T|' aus, so ist die Gegenseite des dritten |':|'|i,|nl|||\||"_-'

A setzen.

negativ, die beiden anderen POSIELY

Im Fall I1 ergicht sich:

| A B, sin § A, B, sin g, S (— a, 8in B, + 8, sin 5, -+ 8, 8in &,
I A\, B, sin A, B, 8in i, = a, sin B, — a, sin B, -+ a, sin f;)
| A, B, =in A BB, sin B, 5 a, sinpB, 4 &, sin Ry SINL s

Hierbei ist stets nuor die “"_'.;"Ilrl']lit' des ]'.-L'l‘;l'”['il\]"‘-‘ von welchem der Absehnitt aus-

ceht, negativ zn nehmen

lm [I1 ist, wenn der Kegelschnitt die Seite a, zwischen ihren Endpunkten Dbe-

rithrt, wihrend der Beriibrungspunkt der Seite a, auf der Verlingerung iiber A, hinaus liegf:?
( |

A, B, sin B = (a, 810 {3, -+ a, s [, 4, 81N By

{a, sin B, -+ a, sin B, + a, sin B,)

\.B, sin 5, = A,B, sin f, (a; sin §, i, Sin Bs a, sin ;)

|
1
6 | A.B, sinf; = A,B, sin 3, =
1
1
|

Beziehungen shen Kombinationen der Vorzeichen die

ven Zeichen aus

h oder &, kimnen an Stelle vor sambzahl der Formeln in diesem Falle 9.

kann, ausserdem die heiden anderen Beiten




11

Dabei zeigt sich das Gesetz: Wenn der Eekpunkt, von welchem der Abschnitt ansgeht,

der Fundamentalseite gegeniiberli so ist nur die Seite negativ zu setzen, deren Beréihrungs-

]nluL.r jenszeits jenes Eckpunktes of, Geht aber der Abschnitt von den Endpunkfen der

Fundamentalseite ang, so ist nur diese Seite oder es sind simtliche Seiten positiv zu nehmen,

je nachdem jenseits des Ansgangspunkts des Abschnitte ein oder kein Berithrungspunkt liegt

Im Fall IV ergiebt sich fiir a, als Fundamentalseite:!)

A, B, s (3 A, B; sin By = - (a; 8in §; — a, 810 ay ST 3 )
" l A, B, sin 3 A.B; sin By = & (a, sin §, ay 8in fB; 4 a, sin
[ A, B, sin §; = A;B, sin 3, — (a, 8in B, |- a, 8in B, a, 8In fBg)

Wenn daher in diesem Falle der Eekpunkt, von welehem der Abschnitt ansgeht, der
Fundamentalseite segeniiberliegt, o ist nur diese Seite positiv, die anderen negativ zun setzen.
(teht jedoch der Absehnitt von einem anderen Eckpunkte auns, so ist nur die Gegenseite dieses
Eckpunkts negativ zu nehmen.

Der Riickblick aunf die das Dreieck betreffende Untersunchung lehrt, dass die Zahl der

Beziehnoneen

bei der Parabel 9, bei der Ellipse 12, bei der Hyperbel 36

hetriiet und dass stets die Projektion irgend eines Seitenabschnitts gleich der halben
-'||f-"|'i"|'-"if"|'||"'” ST e |i|']' .|L|'\:|lil‘|\'1inllt'1l lil']' "‘"-\.';14'“ irw'f. .\.I]!' Illil" |‘;l|]||il'—|“.'|[i1]|[l"|l‘ 1[-:‘1'
Vorzeichen innerhalb der algebraischen Summe dndern sich von Formel zu Formel, jedoch nicht
recellos, sondern einem siimtliche Relationen nmfassenden Kriterium sich unterordnend.

Die Anderung der Vorzeichen hiingt niimlich ab teils von der Lage des Kegelschnitts
in Bezug auf die Fundamentalseite, teils von der Richtung, in weleher man von dem Eckpunkte

aus, welcher Anfangspunkt des auszndriickenden Seitenabschuitts ist; zu den Bertihrungspunkten

der dort zusammentreffenden Seiten celangt. Ist a, die Fundamentalseite (Fig. 1, 2, 3, 4], so
kann der Keeelsehnitt nur in drei Gebieten liegen:

a) in dem endlichen Dreieckseebiete N,

b in dem unendlichen der Fnndamentalseite anliegenden Gebiete P, welehes durch

enzt wird,

diese Seite und die Verliingernngen der beiden anderen beg

i --5'|'|"1|'_||!'l].'|\'1i .“:'.'.::':ifl'i_'_;r:'.lll'lI' “\ ‘.‘l""u‘tln’d IEIIH'L'-|I l-i::r

¢) i dem die Fundamentalseite

Verlingerungen der beiden anderen Seiten iiber den gemeinschaftlichen Eckpunkt
hinaus begrenzt wird.

Nach dieser Vorbemerkung liisst sich das E'I.éllll'l:{'I'Ht"l"i';l!l‘l s0 formulieren:

1) Die |i\-:_;'i"||r~|'ii\,- des l.l']i!‘llllld"\ von welchem der Seitenabschnitt ans
geht, ist positiv oder negativ zu nehmen, je nachdem der Kegelschnitt bezw. der
diese Seite beriihrende Zweig in Bezug aunf die Fundamentalseite im Gebiete P
oder in den Gebieten N liegt.

2) Die beiden anderen Seiten, von deren gemeinschaftlichem Eckpunkt der

Seitenabgehnitt anseeht, sind negativ oder positiv zu nehmen, je nachdem ihre
Beriihrungspunkte auf den Verlingerungen iiber den gemeinsamen Eckpunk{

hinaug oder in der entgegengesetzten Richtung liegen.

U Uber die Fahl der Formeln =ilt dasselbe, wie bei Fall I




So liest man z B. ans Figur 3 ohne weiteres ab

A, B, sin { — (a,&in B, - ay 8in B a, #infy),

weil der die Seite ag berithrende Zweig im positiven Gebiete P gich befindef, wiithrend der Be

riithrnngspunkt B, von A, aus in der positiven und B, von A, aus in der negativen Richinng liegt

S D
le:

1. Da der Kreiz cine hesondere Ellipse ist, fiir welche 3, QU wird,  so

Wir Letrachten folgende specielle Fil

flicssen ans den anwendbaren Formelgruppen (4) und (5) die folgenden bekannten Siitze.
Wird der Kreis vom Dreiecksumfang umsehlossen, so st
A, B, ABy = o (=8 4 -+ ay) 0,8 W

Beriihiet der Kreis die Seite a, zwischen ihren Endpunkten und die Verlingerangen der

en andern, so ist A; B, A, B, .l. (8,1 a; Fa
AyBy, = AB :f it 1 ig )

veselsehnitt beriht,

¢S | el

[st eine Seite d ks, dessen Umfang einen

|'-."'|I!'i:::_‘-_-|'||||e' |}I'|' i|1'i|2|':: .'!I!'EI'I'I']I ]I.'Il'c'l:.lt'i_ . |IJ

B,B; Il AgA,

] - ] " 'l 1
so hesteht zufolge der obigen Betrachtung

§ 2 Nr. 5) die Gleichung:

iy Bl _.';. He B Sy,
\lit Hilfe dieser Beziehung vereinfachen sich die Formeln (4) (5) und (7) und hefern

LIhereinstimmung mit obizen Untersuchungen (8§ 2

#. Sind zwei der drei Tangenten z. B. A B, und A, B, die Asymptoten einer Hyperbel,

also A, der Mittelpunkt des Kegel

itts, s0 werden die Brennstrahl-Tangentenwinkel §, und

rleich Null, da die Beriihrungspunkte B md B: im Unendlichen sich befinden Unter dieser
Voraussetzung ergeben die Formeln (5) und (7
A B 4. B i

d. h.: Das von den ."n-'}'1;u|:1--i-'|l hegrenste Stiick jeder EE_\ |H'|‘|-|'|1.|||;;l'||ll' wind
im Beriithrungspunkte halbiert.
§ 0.
Ankniiptend an die obigen LErtrterungen (ber die Berlihrung eines Dreiecks dureh

cinen Kegelsehnitt (§ 3) gehen wir zn einem System von vier Tangenten iiher, indem wir den

dsehnitt im Punkte B, beriihren mige,

T,. welche den K

drei Tangenten T, T,T, eine vi
hinzufiigen. Wir setzen, wie oben, T, und T, als festliezend voraus und lassen T, und ‘I,

alle mi

dichen Lagen annebmen. Alsdann bilden die Sehnittpunkte
T, Ty) Ao (Ty, Ts) A, (Ty, Ty) Uy L, To) Uy
die Eckpunkte eines verdnderlichen einfachen Viereeks A, C, C,A A, in welchem jederzeit die

Seiten A, C, mund C,A, einander gegeniiberliegen, Dabei heschreiben C, nnd €, anf den festen
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Tangenten dieselben projektivischen Punktreihen wie A, und Ay, Zur sicheren Auffindung
der ||||'¥;_';]il'||i'll Lagenverhiiltnisse der |’.L'I'Ii]|!'LI||j.:.-'|a=l||L-'.ir
B B, B, B,
in Bezug aunf die Vierecksseiten
I.'!‘ll "\':.L.'.' \'i I\':.' 1I|‘..
sindl deshalb die oben (& 3) abgegrenzten zngeordneten Teilstrecken, welche A, und A, durch-
laufen, #u kombinieren mit denselben Strecken als solehen, welehe yon C; und C; durch
‘.\:1|]1|_1'|'| '\\.l']'(ll'll_
Bei der Parahel durchlanfen
. Z. O
A, und C, die Strecken A,B, BaBR. R oA
Az und G, = 2 B, A, AR R, . B,
Die Zahl der Kombinationen ist daber sechs, und diege liefern foleendes Schema fiir
|

die (endlichen) Punkttolgen anf den Tangenten:

1,1 1, 9, 2, 8,
aut s i AT C.B A Cy A By C.B, A AL G B,
puf Ty: A, C,B ¢,AB C, A, B, 0B, A, A B,
auf T,: A, B,A RSB AR AR A, B AALB,
e BB G, G B, LGB, C, 0B, Gt B

Pemoem:izs sind, wenn die unendlich eniiernte |.'|L“_',-.-|H|' auseeschlossen wird, 1 ilie

relative der Beriihrungspunkte nur drei Miglichkeiten vorhanden:

. Zwei Bertthrungspunkte liegen anf zwei Gegenseiten, zwei anf den Verlingerungen der

heiden andern zleichsinnie, d. h. so, dass die Richtungen, nach welchen die Gegen

seiten verliingert werden miissen, um zu den Beriihrungspunkten zu gelangen, demselben

Umlaufeginne um das Viereck angehiren. (1., 2

[I. Zwei Bertihrungspunkte liegen auf zwei anstossenden Seiten, zwei auf den Verlingerungen
der beiden anderen iiber die nicht gemeinschaftlichen Eckpunkte hinans. (1, 14

[I1. Alle vier Berithrungspunkte liegen auf den Verlingerungen der Seiten und zwar auf ji

rwel Gegenselfen |'|I|;;'|L'il-h.-i|i!|'l;: d. h. so, dass die Richtungen, nach welchen die

Gegenseiten verlingert werden miissen, nm zu den Berithrungspunkten zu gelangen, nichi

demselben Umlanfssinne um das Viereck angehiiven. (25, 3,).

| &a
Diese drei Fiille entsprechen zugleich den drei Arten einfacher Vierecke: dem kon

vexen (LT, dem Lkonkaven (II) und dem iiberschlagenen (1), Sie treten stets an derselben

Fienr aunf; denn das aus irgend 4 Parabeltangenten gehildete vollstindige Vierseit besteht

immer aus drel einfachen Vierecken (Fig, U

Wy aeagmy, (1) My a0z as (11) (o 0y 005 (1
Bin analoges Verfahren fiithrt bel der Ellipse, wo
I 2. 3 4.
A, nnd €, die Streecken A, B, B, Q) LA 75014 ;
Lacnad Gy = = B, A, 2 R R 59, 0, B,

durchlanfen, zn folgendem die 10 méglichen Kombinationen wmfagsenden Tablean fir die

Punktfolgen auf den 4 Tangenten:




1, ) I 1 I 2 2, ) 3, L,
ant e O AR, O ALB | CuB, Ap | G B Apl CidyBy| CoB Ay | CoB Ay | CohuB, | A 0BG A4 B,
ant Ts: A G B A By | A, BaC: | CyA; Bal BA, Ba| CiA By | AYBLC, | AL C Byl Ay By Gt GiAy B
auf Tp: | A BoA, [ A, ByAs [ A, ByAs | A, BsAs [AA By | A;A By | A A By [A B A, 1A, B,
[ 3 2l 3 o e o B.C. | C

anl- s | R LB,

Es ist klar, dass die Kombinationen 1,, 2,, 3, (1) = 1, (1) — 2,,
neue Fille nicht darstellen, die iibrigen aber noch folgende Miglichkeiten fiir die Lagenver-
hiilltnisse der Berihrungspunkte reprisentieren:

IV. Alle vier Beriihrungspunkte liegen aut den Seiten. (1,
V. Zwei Bertihrungspunkte liegen anf zwei anstossenden Seiten, zwei aul’ den Verlingernngen
der beiden andern iiber den gemeinschaftlichen Eckpunkt hinans. (2., 3,).

Nach einer finsseren Betrachtung der Sache wird die Ellipse entweder von dem Vier-
celksumfang umschlossen (Figur 10), und das Viereck ist alsdann ein konvexes a,a.aza, (IV)
Oder die Ellipse liegt ansserhalb der Fliche des Vierccks

oder ein konkaves a,a.a.a, (V
ein konkaves (I1) oder ein tber

Fieur 9), ond letzteres kann danm ein konvexes (LI1) oder
schlagenes (1) sein. Simtliche fiinf Fille verteilen sich also anf zwei Figuren, von denen
die eine in dem hier wesentlichen Punkte mit der bei der Parabel aoftretenden iibereinstimint,
[Piir die Parabel und die Ellipse ist hiermit die Erorterung der relativen Lage der

Berithrongspunkte vollstiindig erledigt. Denn die Aufhebung der Annahme, dass die beiden

Tangenten I', und T, festliegen, wiirde nur eine Anderung in der Linge der zugzeordneten
Teilstrecken, nicht in ihver Aufeinanderfolze bewirken, Nicht das Gleiche gilt von der Hy-
perbel, sowie ein Uberschreiten der Asymptotenlage stattfindet. Die Untersuchung ist vielmehr
bei diesem Kegelsehnitt in zwei Teile zn zerlegen, sofern die beiden festen Tangenten, auf
denen zwei Gegenseiten des verdinderlichen einfachen Vierecks liegen, entweder densellien

Zwele oder verschiedene Xweize der |[\|;|-|'Ia|-| berithren kinnen.

Unter der Voranssetzung, dass die festen Tangenten denselben Zweig berithren, dureh

lanten 1. 24 3. = o, 6.
A, und €, die Strecken A,B. B, 1, | iR B 0. K, Ko Ay
Ay and € = B, A, AL 1, Q, (e R K, K, B3,

Die verinderlichen Tanezenten kiénnen deshall 21 verschiedene Lagenbezichungen zn

einander haben, wihrend die Beriithrongspunkte nnd Eckpunkte in
1, 1 s 1 2,

I'u||;:|'||||--|' Ordnone liezen:

st PRI L Spiiepi iR iR | S SR
anf D OB ABO  ARD GAR: CiE UoAD Tuln
anf T,: A By A v B A A, By Ay v By A A BL A, A, B A LA, B,
anf T, C, B,( C,C, B GG B C, B, B, C, G C,C.B 0,0, B,
7y 24 25 ri ) 34 D
auf T C, A, B, Co AL B CoB, A, Uy By As Gy A, B, C. A, B, Gy B, Ay
auf Ty: ¢ A B /B, A C; B A, G BaA, O A, B C, B, A, C, By A,
anf T A A B ALAB \a A, By \,AB A A, By AL AL B, AL A B,
auf T Ble B BiC.G, 0GB, CGE. CBC,  HOG
| Uber die Kombinationen | Ea L, vergl, obige Bemerkung 8. 13
| Uber die Kombinationen 1,, 2,, 3;, 4,, 8;, 6, vergl. cbige Bewerkung 3. 13




g b 4, 4, e B
gut /T Co B, Ay CaAu B, OB Ag Co B A, AL C. B, 7
anf T,: C,B, A, A0, B, A Gy B A C B, A, C B,
auf ' Ty; Y ALB A, Bs A A B, \ B A, B.A A
anf T: C 0B G By B, G, C; G0 By B, C,C, 1 G B, _
Die schon oben :-'\".'lw'.l'nTI'.I'.i'il'llfl.l'll'II Fille T, IT, TIT und V wiederholen sich in den Kom-
binationen 1,, 2., 3., 4., (I) g, da (A1) Zyi Buy Dgy Gpy (IIIY — 3, 4. (V) —. Ausser

dem zeigen sich noch folgende Miaglichkeiten:
VL. Zwei Beriihrungspunkie liegen auf zwei anstossenden Seiten, zwei anf den Verlingerungen
der beiden andern, und zwar einer jenseits des gemeinschaftlichen. der andere jenseits

des nicht gemeinschaftlichen Bckpunkts,  (1g,. 15, 2., 4.,

VII. Zwei Beriihrangspunkie liegen auf zwei Gegenseiten, zwei auf den Verlingernngen der

beiden andern ungleichsinnig, (1, 2., 3.).

VIIL. Alle vier Beriihrungspunkte liegen auf den Verlingerungen der Seiten, und zwar auf
zwel Gegenseiten gleichsinnig, auf den beiden andern Gegenseiten ungleichsinnig, (2,. 5..)

Zur Vercinfachung der weiteren Untersnchung dient folzende auch an sich wichtige
Uberlegung. Die einfachen Vierecke, welehe bis jetzt bei der Hyperbel aufgetreten sind,
konnen hinsichtlich der Verteilong der Beriihrungspunkte auf die beiden Zweige des Kegel-

schnitts in drei Gruppen gebracht werden. Dieselben enthalten:

a) solehe Vierecke, deren Seiten siimtlich denselben Zweig der Hyperbel berithren.

b) solche, bei denen drei Seiten den einen Zweig, die vierte den anderen beriihrf.

¢} solehe, bei denen zwei Gegenseiten den einen, die beiden iibrigen Gezenseiten den

andern Zweigz berithren
Dagegen waren bis jetzt von der Betrachtung ausgeschlossen:

d) solehe Vierecke, bei denen je zwei (egenseiten verschiedene Ziweize beriihren.

Gehen wir aber zu der Annahme iiber, dass die beiden festen Tangenteu T, und T,,
aut welechen zwei Gegenseiten A,C, bezw. A (), des veriinderlichen Vierccks liegen, verschie-
dene Xwei

der Hyperbel heriihren, so konnen nur die unter b und d eekennzeichneten
Vierecke anftreten. Da nun die erstere Art b fiir die vorliezende Frare nichis Newes liefern

kann, so darf die nilere Eriirterung auf’ die andere d beschriinkt bleiben.

Die Punkte A, A,C,C, durchwandern nunmehr die projektivisehen Punktreilien, welche

die veriinderlichen Tangenten auf den festen erzeugen, in folgender Weise (Fig. 8):

i 2, g, 2. B,
A, und O die Strecken K, (Q, (), B. B.I, sl By ALK,
A, und C, - : K,R, . R B ST Ty Q, B, B,K,

Kombinieren wir die dritte und vierte Tangente T, und T, aunf alle Arten, lassen

aber von den moglichen 21 Kombinationen alle diejenigen, bei denen die verinderlichen Tan
renten beide denselben Hyperbelzweig heriihren, ausser acht, so bleiben nur 9 Lagenbezichungen

ibrig, und diesen entsprechen folgende Anordnungen der Punkte aut den Tangenten:

1 I 1k 2, 9. 2. 3, 3, 3.
auf T,: A,B,C,|AB,C, |A,C,B, |A,C.B, A, B, C; A 0B, |A,CB, [AB G,
auf T, A B C G A B, |G A B, |AB,C CiAB; |G A DB, |G BA |CB.A,
anf Ty: A A B, A, A B, [ A A B, | AB, A, AsBo A, FAA B, [AA B, |AA B,
anf Tz 0,0,B (i :
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Vorstelhende Tabelle liefert fiir die relative Lage der Beriihrungspunkte griisstenteils

schon bekannte Fille, ndmlich I (1,, 2., 350, I

y ind ¥ (1, 2,),. ausserdem nocli
‘.'lrk.'_’:'ll':h'LI 5
IX. Alle vier Beriihrungspunkte liegen auf den Verlingerungen der Seiten, und zwar anf je
zwei anstossenden Seiten ungleichsinmig oder, was aut dasselbe hinauskommt, jenseits
aweier nicht benachbarten Eekpunkte. (1,
Siamtliche Muglichkeiten fiir die Berithrung eines Vierscks durch eine Hyperbel kiinne
an wenigen Pignren zur Anschanung gebracht werden.  Denken wir uns zuniichst vier Tangenten
der Hyperbel, welche denselben Zweiz des Kegelschnitts beriibren, =0 geben diese, wie bel
der Parabel, zur Entstehung von vier einfachen Vierecken Veranlassung, von denen das Konvex
Fall 111, das konkave Fall 11, das iiberschlagene Fall I reprisenfiert (Figur €). Beriibren nur
drei den einen ¥weiz, die vierte den anderen (Figur 12), =o stellt yon den so entstehienden
drei emfachen Vierecken idas konvexe @y Oy 1y den 1Fall \||||- dias konkave (y @y (i den
Fall V1. das iberschlagene a.u,a,0, den Fall VII dar,

Beriihren #zwei eerade Linien den einen, die beiden iibrigen den anderen Hyperbel

gweig, 80 konmmt es noch darauf an, ob die denselben Zweir beriihrenden Geraden, als Seiten

des konvexen Vierecks aufwefasst, einander gegeniiberliegen (Figur 13) oder cinen Eekpunkd

cemeinsam haben (Figur 11). Die erstere Annahme fiilhrt zn demselben Ergebnis, wie Figur b,

denn aunch hier (K 13) sind die drei einfachen Vierccke: das konvexe a,n.0,a,, das kon-

a

kave q,q.0.0., dag iiberschlagene

10,0, beziehungsweise Reprisentanten der Fille L1, 11 L:

hei der mweiten Voraussetzung (Figur 11) liefert das konvexe Viereck a,osa.n; den Fall IX,

P} 3 4y ¥ 1
das konkave a,

den Fall V. withrend das iibersehlagzene (afly 1, 05 den IPall 1 wiederholt,

[eh schliesse die E

grterung  der Berithrung eines Vierecks durch cinen Kegelsehnit
mit der Bemerkung, dass die %ahl der moglichen Fille sich keineswegs deckt mit der Zahl

L:

Ischnitt fv

e verhiltuisse:

aller denkbaren. Unmiiglich sind beim Keg

z) Alle Berihrungspunkte liegen aunf den Verlingerungen der Seiten gleichsinnig,

Drei Berithrungspunkte liegen aul den Seiten, einer auf der Verlingerung der vierten.

Ein Beribrungspunkt liegt auf einer Seite, drei auf den Verliingerungen der iibri

Der letstere Fall nmfasst noch mehrere Unterfiille, deren Anfwiihlune, als fiir den vor

k oline Interesse. unterbleibi,

liceenden Xwe

.
2
8 .

Nachdem wir im vorhergehenden Paragraphen alle Miglichkeiten fiir die Beriibrung

cines einfachen (konvexen. konkaven oder iiberschlagenen) Vierecks durch einen Kegelscehnitl

stelli. haben, zehen wir nunmehr zu der Frage nach den metrisehen Helationen, die sich
an diese |"i_'_'1.'.l' |~.II‘.".|I|'-. n, iber. Zu dem Xweeke bereichnen wir ohne Riteksicht aat die Art
des einfachen Vierceks und seine Laze zum beriihrenden Kegelsehnitt die bei dem Durchlanfen
des Umfangs auf einander felgenden Eckpunkte durch A, A, A A, die Seitenstrecken

AA, Ao A A A, ALA,
dureh a8 aa iy a,
ihre Beriibrungspunkte durch

B B, 15 B,
nnd die zugehivigen Brennstralil-Pangentenwinkel dureh
; . :

| 2 i3 I




Alsdann bestehen die von der relativen La der Beritbrungspunkte abhiingizen Beziehung
B5] L :
a, 8in B = + A B, sin B, + A, B, sin B, 1)
Ay 8in [y £ A,B,; sin?, + A, B, sin &

7%

Treffen wir in jedem der oben (§ 6) besprochenen neun Fiille die

ey b1
Uel b L1

i.'_il:'; ..||-_'_ Sl

mssender Weise durch Ade

fussen wir dann die beiden Gleichungen in

zugsammen und beriicksichtigen zuglei je nach der Lage der Berihrungspunkte aul

den beiden anderen Gegenseiten
iy

A
a, A

et sich eine Reihe von Relationen, welehe sich aof die folgenden drei wesentlicl

151, 50 er

versehiedenen Formen zuriickfiithren lassen:

9) a; sinf, -+ ay sin ag Bin 33— agsin @ moden Fillen IV, V, IX.
1Y &, sin [ A, 8in 3, a, 8in f, - a, 8in B, %) - g VI, VII, VIII
11} a, sin B, a, sin @& 4, 8in B, — a, 8in §,%) : LT

Die Formeln stimmen darin iiberein, dass zwel Gerenseiten des einfachen Vierecks

|' i | 3 - . (X > Y - | ¥ 3 (SN 1 13 oen . ot

links. die beiden anderen rechts vom (ileichheitszeichen stehen, und jede Seite multipliziert st
: 1 33 r . - . ] + 1M " ¥ A 1- & + 2 1 o ¢+ ¥ ‘l,' . !
mit dem Sinns des zngehirigen Brennstrahl-Tangentenwinkels, Der einzige Unterschied liegd

e Verschiedenheit nicht I||I|'I,'£; die ,\.:Ill,ll es |\:|_':'_'_'\'Ir,='i'!“_'l'li”.-=' .!I\'Il'i'l'l_,',".

in den Vorzeichen, Dasg (
sein kann, folgt anus § 6. Bei der Parabel kann awar, da von der unendlich entfernten Tangente

abzusehen ist, nur Formel 11 vorkommen; aber bei der Ellipse sind die erste und dritte, bei

irlich Auch die Art des Vierecks, nimlich dig

der Hyperbel sogar alle drei R

Frage, ob es ein konvexes, konkaves oder fiberschlagenes ist, kann einen ausschlaggebender

des Kegelsehnitts gegen das Viercek

Einfluss nicht haben. Es bleibt daher nnr die

librig, und diese ist in der That fir die vorliegende i"'l'.'l;,:.' von entscheidender H:-t|r:|ll1||;,,

Durechliiuft man den Umfang des e hen Vierecks m einem  bestimmten Sinne, so

cergeben sich fiir die Lage des K nitts resp. des beriihrenden Zweiges (der Hyperbel) in

Bezug auf die Seiten nur drei Moglichkeiten, Der beriihrende Teil hat

1) in Bezug auf alle vier SBeiten dieselbe Lage, d. h. er liegt entweder in Bezug ani

alle Seiten links, oder in-Bezug auf alle Seiten rechts (IV, V,

2) in Bezng auf drei Seiten dieselbe, in Bezug auf die vierte die

Lage (YI, VII, VIII):

3y in Bezue anf je zwel (egenseiten enteerengesetzte Lage (L 11, III

t derart,

Die bisher unterschiedenen neun Fille sind somit drei Hauptfillen untergeord
dass jedem derselben eine der drei Formeln (9, 10, 110 entspricht. Da die entgegengesetate
I

1|t’]' I"I‘“"."J'il'lll'“ il'.l:n'l'l'!.‘ll]l l|l'|' |.'='|:|1i_|-|||'1|_ S0 |\|i_lr|||-|| WITr ||\,-.‘;- I":Lu.','r[:',l|-]'.:'|.-|:.gii=. 1'||!_-_;‘~§31[1-

des berithrenden Kegelschnitts hezw. Hyperbelzweizes libereinstimmt mit dem Gecensatz
! | 4 | {

I"assung geben:
In jedem einfachen (konvexen, konkaven oder iberschlagenem) Viereck,

dessen Seiten einen Kegelsehnitt beriithren, ist die algebraische Summe der

[He Kombination der beiden negativen Zeichen st in den vorliese

Dureh passe I d
bigen und nicht in der il ; ol
a, By —a,€n B, di A
AgA A A, zZn ersetzen, fibergufithren
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Projektionen zweier Gegenseiten gleich der aleebraischen Summe der Projek-

eiten, in Bezug auf welche der

tionen der heiden anderen. Dabei sgind die S
heriihrende Teil des Kegelschnitts entgegengesetzte Lage hat, mit euntgegen-

vesetzten Vorzeichen zu versehen

Der vorstehende allgemeine Satz iiber das einfache Viereck, welches emem kegel
schnitte umsehrieben ist. fuhrt durch Specialisierung zu einer Reihe wichtiger, teilweise be-
kannter Eigenschaften der Kurven zweiter Ordnung. Diesen werde die Schlussbetrachiung
rowidmet,

1. Bilden vier Tangenten eines Kegelschnitts ein Parallelogramm, ein Fall, welcher

1

nur bei der Ellipse und Hyperbel eintreten kann, so ist

=ty a4y = Ay, By = P, fa = 8

Dadureh wird der allgemeine Satz auf die Gleichungen zuriickgefithrt

12 a, 8in 3, = a, sin B = ay 8in fy a, sin [
oder A, R, == win Bt BN B
d. h.: In jedem Tangentenparallelogramm eines Kegelschnitts (Ellipse oder
Hyperbel) verhalten sich zwel anstossende Seiten nmgekehrt wie die Sinuns der
sugehvrigen Brennstrahl-Tangentenwinkel.

Diege merkwiirdige Eigenschaft lisst sich in mehr als einer Hinsicht weiter verwerten.

Nelimen wir beispielsweise hinzu die Proportion (Figar 14

A B; ¢+ A.B. =sinf, : sinf,
50 folet A — AB; v AL
und hieraus B, Bo || A; Ay,
In analoger Weise ldsst sich zeigen, dass BB, || A; Ay ist.  Demgemiiss erhalten wir

B, B; |l B;B, and ehenso B, B, || B.B,
d. h.: In jedem Tangentenparallelogramm gines Kegelsehnitts (Ellipse oder
Hyperbel) bilden die Berithrungspunkie die Eckpunkte eines zweiten Parvallelo
cramms, dessen Seiten den Diagonalen des ersten parallel lanfen.
Der vorice Satz lisst sich auch so ausdriicken: In jedem einem Kegelschnitt umsehrie
benen Parallelogramm liefern die vier Seiten gleiche Projectionen (im obigen Sinne). In diescr

Fassung enthilt er die Verallgemeinerung und Bestitigung der bekannten Eigenschaft des

Kreises, dass jedes Tangentenparallelogramm desgelben ein Rhombus ist,

2. Das dureh die Asymptoten und zwei beliebige Tangenten der “}']H'I'|H'| eebildete

vollstindize Vierseit enthiilt unter anderen einfachen Viereeken ein iiberschlagenes, in welehem

die Asymptotenstiicke einander gegeniiberliegen. Die beiden anderen Gegenseiten des
Vierecks seien A A, a, und Agn T,

sodass die Punkte A, und A, derselben Asymptoie angehiren (Fig. 140 Aladann 18t wegen
der Unerreichbarkeit der Beriihrungspunkte der Asymptoten f, = f, 0, daher liefert die

Anwendung des allcemeinen Satzes (§ T) die bemerkenswerte Jeziehung

(1) a, sin [ &, BIN {5y
Ist inshesondere A A, die eine Scheiteltangente der Hyperbel, deren zwischen den Asymptoten
velegenen Teil ich in ublicher Weise durch 2bh bezeichne (Linge der imaginiren Axe), =0

folgt, weil dann g, = 909 st # sin g, =2b
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d. h: Die Projektion des dureh die Asymptoten begrenzien Sticks einer Hyperbel
tangente (. i der Linge eines imaginiren Durehmessers) auf eine zum DBreun
strahl des Beriibrungspunktes senkrechte Gerade ist konstant, ndimlieh gleich der
imaginidren Axe.

Nicht ebenso unmittelbar ergiebt sich die verwandte auf die Ellipgendurchmesser
beziigliche Figensehaft. FEhe wir dieselbe herleiten, wollen wir noech einige andere Folgernngen
ans der eben betrachteten Fignr ziehen.

Die beiden Tangenten A; A, und A A, bilden mit den Asymptoten noch zwei einfache
Vierecke OA VA, und OA, VA, wobei O den Schnittpunlkt

ler Asymptoten, V den Schnitt-
punkt (A, Ay, AyA,) bedentet (Figur 15). Wenden wir auch anf diese Viereeke den allzemeinen
Satz (§ T) an, g0 erhalten wir die Beziehungen

| AxV sin 3, A,V sin fi,
| AgVising, = A, Vsinf,

welche, dureh Multiplikation und Division verkuiptt, zu zwei bekannten Sitzen fibren.

14

Die zuletzt zenannte H]u'l‘.‘li'lh‘.l liefert die i'l'uéml.'lil'-i:
AT =k Vi AV
und davaus folet Yoy 1AL A
d. h: Die Schnittpunkte zweier Hyperbeltangenten mit den Asyvmptoten hilden
die Fekpunkte eines Trapezes

Multiplizieren wir die obigen Gleichungen (14) mit einander, =0 entsteht die Gleichung

AV - ALY ANV <ALV,
folelich st N ALY A, = A VA
also ;IIII'|| “""I'\'- — ”\I-".'

d. h. Jede Hyperbeltangente schliesst mit den Asymptoten ein Dreieck von
konstantem Inhalt ein.

Lisst man ferner die beiden Tangenten A, A; und A, A, sich unbegrenzt nahe Kommen,
s0 liefern die Gleichingen (i4) einen neunen Beweis dafiir, dass der doreh die Asymptoten be-
erenste Teil jeder Hyperbeltangente durch den Berithrungspunkt gehalftet wird.

3. Bezeichnen wir den Flicheninhalt eines einfachen Tangentenvierecks durch f die

3y By BB, gehenden Bremnstrahlen beziehungsweise durch rvargrg,

nach den Berithrungspunkten
g0 erhalten wir, |l nachdem der Kegelschnitt eine 1".|5‘.i|'-.-|' oiler H_\']Il'l'|'l'| 15t

by
i (a;r; 8n B, 4 agr, 8in [, +a.r. 8in B, +—a,r; sin fu).}

Ist inshesondere das Viereck ein Parallelogramm, so hat man nach Nr. | dieses Paragraphen

A, BN, = a, 80

L = s a; sin f.
Ausserdem ist Terh T T 2a. 1)
wobhei 2a die Liinge der Kegelschnittsaxe, auf welcher die HI'L'II!J||I[H]\I'\' liegen, bedentet.
Hieraus folgt in jedem Falle, mag die Kurve eine Ellipse oder Hyperbel sein,

f = 2aa, sir B, = 2aa, sin i, = 2484, 8in B, Zaa; sin 3,
il. h.: Stellt man ein Tangentenparallelogramm eines Kegelschnitts (Ellipse oder
Hyperbel) dar als Rechteck fiber der Brennpunktaxe, so ist die HOhe des letz-
teren gleich der Projektion jeder Parallelogrammeseite anf eine zum Brennstrahl
ihres Beriithrongspunktes senkrechte Gerade.

Y Ihe Bezeichnung im atets so gewihlt werden, dass ber der Hyperbel die Minuszeichen in diezes

Weise auftreten.
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Machen wir noch die nur bei der Ellipse zotreffende Voraussetzung, dass die Seiten

des Parallelogramms zwei konjugierten Durchmessern des Kegelsehnitts parallel laufen, so ist

sein Inhalt hekanntlich kimstant, nimlich
I = 4dab

2b Linge der kleinen Axe). Daraus folgt

a; gin B; = 2h oder

B, I}, sin 3 gh
id. h: Die Projektion eines Ellipsendurchmessers anf eine Gerade, welehe einen
zum Berithrungspunkt der parallelen Tangenten gehenden Brennstrahl senkrecht
?‘I“II]}I'iIlI"I, ist konstant, Hi"i.‘::“!'ll ;_'||'ic'|| l]l'|' |~1]ri1IL'II L xe.

Dieser Satz gestattet eine Uberfragung der den konmjugierten Durchmessern der Ellipse

I'il‘_"l'|||!illl]it'lll'll |||-'|:f=~'t'||l',ri_ |‘n';|f.il'|||‘:ll'_'.'1'11 :lll|' '.n'.\‘.'l'i iI! :I]|I!! Her 1l.".'l'ir-l' ‘.|'|'\‘.'.'!]|1|[|- i'rl'l'llllril'.'l[;|
langentenwinkel, Ordnen wir je zwei Tangenien, deren jede dem Beriihrungsdurchmesszer
der andern parallel ist, oder, was anf dasselbe hinauskommt, welche zwer konjugzierten Dureh-
MEsSsern l-.-||':||i1-| lanfen, einander zu, bezeichnen wir ferner ithre n diesem Sinne »kKonjuzierten

Brennstahl-Tangentenwinkel« durch 3 und B, den Schnittwinkel der Tangenten durch = und

die nach den |!|-|'||!:|'l|';;;_-|:|L..l(.-'_-_ nden: Halbmesser der i",”i_|\_~:|- durch ¢, und Cgy SO he

stehen die vier Gleichungen

ans denen durch Elimination von Ky nnd Ca fol gk

COs G, 7 e, =0 oot

J

* - gt

wobei e die lineare Excentricitiit der Ellipse bedeutet,

Die letzten Ergebnisse Kinnen wir in die Worte fassen:

Das Prodonkt der Sinus zweier konjugierten Brennstrahl

-Tangentenwinkel
der Ellipse steht zum Sinus des Schnittwinkels der Tangenten in einem kon
stanten Verhiltnis, ndimlich in demselben Verhiltnis, wie die kleine Halbaxe zur
:'_'.'I'il."-'u.'il'll,

I"iir zwei konjungierte Brennstrahl-Tangentenwinkel der Ellipse ist die
Summe der Quadrate ihrer Kotangenten konstant, niimlich gleieh dem Verhiiltnis

der Quadrate der Excentrieitsit und der kleinen Halbaxe.

Y Verel, Cralli Journal £ Math,, Band 37,°8. 161 oder Steiner’s Werke, Band 2. 5. 394,




Machen wir noch die nuae pung, dass die Seiten
iles Parallelogramms zwei konjugie parallel laufen, su ist

sein Inhalt bekanntlich konstant, 1

(2h Linge der kleinen Axe). Dar

d. bh: Die Projektion einesg I§ irade, weleche cinen
gum Berdhrungspunkt der pa: sunstralhl senkreeht
sehneidet, ist konstant, nimlj

Dieser Satz gestatfet eino irchmessern der Ellipse
eigentiimlichen metrischen Bezieh verwandte Brennstrahl-
Tangentenwinkel, Ordnen wir j Beriihrungsdurchmesser
der andern parallel ist, oder, was vel Konjugierten Dureh-
em Sinne »konjugierten

Fancenten doreh = und
greh e, und ¢y, 80 he-

messern parallel lanfen, einander
Brennstabl-Tangentenwinkel ¢ dueg
die nach den Beriihrongspunkten

stehen die vier Gleichungen

ans denen doreh Ehmination von

Fiihren wir fiv 1 die Summen COS 57 ein, 0 nimmt

die zweite Formel die Gestalt

wobei e die lineare Excentricitii
Die letzten Krgebniss

Das Produkt der Sin

der Ellipse steht zum Sinp
stanten Yerhidltnis, ndmlich

ahl-Tangentenwinkel
renten in einem kon-
ie kleine Halbaxe zur
grossen.
| der Ellipse ist die

Fiir zwei konjugier
tleieh dem Verhiiltnis

summe der Quadrate ihrer
der Quadrate der Excentrig

) Yergl, Crelle’s Journal Verke, Band 2, 8. P96,

—re
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